Na prednasce jsme shrnuli trochu jinymi slovy postup vedouci k vkladani funkci mezi jiné a z toho
plynouci tvrzeni o rozsifovani funkci.

Zminili jsme se o vzorcich, pouzivanych pred zhruba 100 lety k rozsifeni spojitych funkci na metrickém
prostoru. Zvlasté byl zduraznén Brouwertv postup v Euklidovskych prostorech, ktery vede k rozSifovani
funkci do normovanych a jesté obecnéjsich topologickych linearnich prostora.

1.3 Holderovska zobrazeni

Definice 1.16. Ho6lderovska zobrazeni
Zobrazeni metrickych prostort f : (X,d) — (Y, e) se nazyva holderovské stupné a > 0, jestlize existuje k € R,
Ze pro kazdé z,y € X plati

e(f(x), f(y)) < kd*(z,y).

Je-li @ =1, nazyva se f lipschitzovské. Lipschitzovské zobrazeni se nazyva kontrakce, jestlize k < 1

Snadno se ukaZe, ze kazdé holderovské zobrazeni je stejnomérné spojité, existuji stejnomérné spojité
funkce na kompaktnim intervalu v R, které nejsou hélderovské pro zadné a > 0.

Jako piiklady poslouZi napf. ® (a-holderovskd na [0, 00), coZ je snadné) nebo Cantorova funkce, ktera
je a-holderovska na [0, 1] pro kazdé 0 < a < L‘;—é‘, coz je slozitéjsi). Kazda funkce d(z, A) je lipschitzovska.
Funkce a-hdlderovské na intervalu J C R je pro a > 1 konstantni.

Minule jsme pouzili fakt, Ze je-li d metrika, je i v/d metrika. Toto tvrzeni rozsifime pro d® pro a € (0,1).
Odtud vyplyva, Ze zobrazeni je a-holderovské vzhledem k d pravé kdyz je lipschitzovské vzhledem k d“.
Tak lze prevést nekterd zkoumani holderovskych funkei na lipschitzovské (nebudou se ménit topologické
vlastnosti, ale méni se nékteré metrické vlastnosti). DokaZeme vice pro slozeni konkavni funkce s metrikou.

Véta 1.17. Metriky d a g od pro konkavni funkci g
Necht g : [0,00) — [0,00) je konkdvni funkce, g(0) = 0,g # 0. Pak plati:

1. Funkce g je neklesajici, kladnd na(0,00) a rostouci na [0,4] pro néjaké 6 > 0.
2. Je-li d metrika na X, je god metrika na X, kterd je ekvivalentni s d, pokud je g spojitd v O4.

Zbyvé véta o rozsifeni holderovskych funkci. Minule jsme pouzili konstrukci, ktera vede k lipschitzovské
funkci (to jsme jesté nedokazali).

Véta 1.18. Konstrukce lipschitzovskych funkci

Necht (X, p) je neprdzdny pseudometricky prostor, A C X, A# 0 a ¢ : A — R. Pak ndsledujici funkce jsou
lipschitzovské pro libovolné k > 0 na podprostorech v (X, p), kde magi vlastni hodnoty:

W(x) = sup{p(z) —kp(x,2);z € A}, 7(x)=inf{p(z) + kp(z,2);2 € A}.

Plati 7 < p < 9 na A. Nerovnost ¢» < 7 na A plati, prive kdyz ¢ je lipschitzovskd s konstantou k (potom
v=p=1o0nAY <71 naX atp, ™ maji viastni hodnoty na celém X ).

Dikaz. Plati ¢(x) > —oo,7(x) < oo. Vezmeme libovolné z,y € X a napt. oo > t(z) > ¥(y). Chceme
dokazat (x) — ¥ (y) < kp(x,y). Pro kazdé € > 0 existuje zg € A, Ze p(z0) — k p(x, 20) > ¥(x) — €. Pak

P(x) —P(y) < (e(z0) = kp(z,20) + ) — (2(20) — kp(y, 20)) = k (p(y, 20) — p(x, 20)) + & < kplz,y) +¢,

coz implikuje dokazovanou nerovnost. Postup pro funkci 7 je podobny.

Nerovnosti 7(z) < ¢(z) < ¢(z) pro z € A dostaneme dosazenim z = z do definic funkei ¢, 7. Pokud plati
¥ <7mnaA, jey=7=¢na A atedy ¢ je lipschitzovské s konstantou k. Dokazeme, Ze je-li ¢ lipschitzovské
s konstantou k, je ¢ < 7 dokonce na X. Predpoklddejme, Ze existuje x € X, Ze 1(x) > 7(z). Pak existuji
u,v € A, ze

p(u) — kp(z,u) > o(v) + kp(z,v) = o(u) — @(v) > k(p(z,u) + p(z,v)) = kp(u,v),
coz je spor s lipschitzovskou vlastnosti funkce p. Potom je —co < ¢ < 7 < oo na X. O

Dusledkem je rozsifovaci tvrzeni pro a-hdlderovské funkce.

Dusledek 1.19. Rozsifeni a-hélderovskych funkci

Necht (X, d) je pseudometricky prostor, 0 # A C X a f: A — R je a-hélderovskd funkce s konstantou k pro
a € (0,1]. Pak existuje a-holderovskd funkce F': X — R s konstantou k, Z2e F' | A= f.



