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Uvod

1.1 Uvod

Tento text je tvodem do pro feseni rozsahlych a ridkych soustav linearnich algebraickych
rovnic. Pfedpoklada se jeho soubézné pouziti s prednaskami a i z tohoto duvodu jsou jeho
nékteré ¢asti shrnuty spise jako seznam zachytnych bodu nez jako podrobny popis. Prvni
verze textu vznikla pro zimni semestr 2015/2016, kdy zacalo predndseni bez pouzivani
projektoru, tedy opusténim konceptu z predchozich let.

Tématicky text vznikl zaklad textu jako popis klasické teorie piimych metod, jejiz
zaklad se formoval ptiblizné v Sedesatych az devadesatych letech minulého stoleti. Soubézné
se ale vyvijela jak teorie i praxe pfibliznych rozkladu tidkych matic pouzivanych jako
predpodminovani itera¢nich metod. Pozdéji na tuto klasickou teorii navazala rada vysledku
intenzivnéji provazana s technikami aproximace fidkych i hustych matic maticemi nizkych
hodnosti (technikami datové tidkosti). Zahrnovani vysledku téchto dvou dalsich oblasti je
planovany smeér rozvoje tohoto textu.

1.2 Téma téchto poznamek

1.2.1 Primé metody

Pojem primé metody ma obecné ruzny obsah v ruznych kontextech. Zde jej pouzivame
v kontextu feseni soustav linearnich algebraickych rovnic. Tyto soustavy vznikaji v mnoha
praktickych aplikacich a zpusob feseni primymi metodami je vyjadrenim faktu, ze postup
feseni vychazi z principu odvozenych z Gaussovy eliminace nebo piibuzného elimina¢nim
procesu. Soudobd prezentace Gaussovy eliminace je obvykle zalozena na rozkladu (fak-
torizaci) matice soustavy. Pro néj existuje vice variant a existuji i dalsi moznosti roz-
kladu, které nejsou odvozeny z Gaussovy eliminace. Vybér varianty rozkladu by mél od-
povidat vlastnostem/typu konkrétni matice feSené soustavy, ale souvislosti jsou i smérem
k vypocetnimu prostiedi. Pro specialni tiidy matic jako jsou matice symetrické a pozi-
tivné definitni matice ¢i matice symetrické a indefinitni pak rozklady obvykle vyuzivaji
specifickych vlastnosti téchto tiid.
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12 1. Uvod

1.2.2 Ridké matice

Druhy pojem pouzity v nazvu predmétu, fidké matice, uvozuje, ze pro efektivni feseni
soustav je tifeba opustit klasickou predstavu o matici jako objektu, kde jsou vSechny jeji
prvky rovnocenné. Pro efektivitu algoritmu rozkladu, ale i v mnoha dalsich pripadech
prace s maticemi, je podstatna struktura nulovych a nenulovych prvka matice.
Tato struktura se da zachytit pomoci grafu a hypergrafi a ty se pak daji vyuzit v procesu
feseni.

Termin fidké matice pak souvisi s malym mnozstvim nenulovych prvku v matici,
jak o tom budeme hovorit pozdéji. Z hlediska aplikaci nepredstavuje vyuzivani struktury
fidkosti matice okrajovy problém, ale je souéasti hlavniho proudu vypocetni mate-
matiky a ma silny pfesah za samotny ramec rozkladu i do obecnych vypocetnich postupu
prirodovédnych a technickych aplikaci. Analogicky budeme hovotit i o strukturach ridkosti
vektoru.

1.3 Navaznost

Predmeét vyzaduje k absolvovani pouze standardni matematické zaklady. Pfirozenym
predpokladem je znalost zakladnich pojmu linearni algebry jako jsou matice, vektory,
eliminace. Vhodnym predpokladem je znalost zakladnich pojmu a motivaci numerické
matematiky. Souvislost, kterou budeme zduraznovat, se tyka poéitacovych architek-
tur. Piimé metody, ale i metody numerické linedrni algebry obecné, se rozvijeji ruku v
ruce s technologickym rozvojem v oblasti vypocetnich prostfedku. Smysluplnost teorie i
praxe vyvijenych metod, které by mély byt pouzivany na soudobé vypocetni technice, je
touto vypocetni technikou ovérovana. I proto zde pripomeneme zakladni prvky pouzivani
pocitacovych architektur. Soucasti cviceni je programovéani nékterych postupu za ticelem
ovéreni zavedenych teoretickych konceptu.

1.4 Témata po kapitolach

Soupis témat nezahrnuje cilovy stav. Predpoklddame dalsi zmény v textu predevsim za-
hrnutim datové fidkosti.

1. Zakladni pouzita terminologie, kterd se tyka predevsim teorie grafu a matic, po¢itacovych
architektur a teorie algoritmu. Ridkost matic.

2. Datové struktury pro fidké matice a vektory.

3. Grafy a jejich matice. Od matic ke grafum. Specidlni duraz na stromy a kotenové
stromy.

4. Reseni soustav linedrnich algebraickych rovnic Gaussovou eliminacni metodou a
jejimi variantami.

5. Komponenty tidké Choleského faktorizace: maticova a strukturdlni interpretace,
zaplnéni pti rozkladu.
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10.
11.

12.

Grafové struktury eliminace: teorie. Eliminac¢ni algoritmy.
Algoritmicka syntéza fesicu. Blokova sloupcova metoda a multifrontalni metoda.

Nalezeni pocatecniho usporadani matice pro rozklad. Grafy, precislovani vrcholu,
preuspoiadani matic.

Piimé metody TeSeni soustav linearnich rovnic s fidkou a obecné nesymetrickou
matici.

Stabilita F{dkych rozkladi. Resenf soustav se symetrickou a indefinitni matici.
Ridk4 QR faktorizace. Software pro piimé Fidké metody.

Ptiblizné maticové rozklady, stépeni a predpodminovani.
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Zakladni pouzita terminologie.

V této kapitole pripomeneme zakladni pouzivanou terminologii a znaceni.

2.1 Terminologie pro mnoziny, skalary a matice.

Vektory i skalary znac¢ime obvykle malymi pismeny. Jejich rozliSeni by mélo byt ziejmé z
kontextu. Slozky (komponenty) vektoru budeme znacit dolnimi indexy. Napiiklad x; je
1-ta slozka vektoru z. Samostatné oznacované matice nebo mnoziny budeme obvykle znacit
velkymi pismeny jako jsou A, L nebo U. Jejich slozky budou popisovat odpovidajicimi
malymi pismeny s piislusnymi dolnimi indexy jako a;j, l;; nebo uy. Napiiklad, tedy pro
matici A € R™" predpokladdame A = (a;j)1<;i j<n- Jeden nebo i oba indexy u znaceni
slozek vektoru nebo matic jsou nékdy nahrazeny intervalem s hornim a dolnim indexem
oddélenymi dvojteckou. Napiiklad, podvektor vektoru x se slozkami od ¢ do 7 budeme
oznacovat x;.;. Podmatici matice A s fadky o indexech od 4; do iy a sloupci s indexy od
J1 do ja zapiSeme A; ., j,.5,- Samotnou dvojtecku pouzijeme v piipadé, ze uvazujeme cely
fadek nebo sloupec. Napiiklad, A.; oznacuje i-ty sloupec matice A a A;. znamena jeji
j-ty tadek. Toto znaceni je podobné pouzivani téchto objektu v programovém prostiedi
Matlab?™ |V tomto textu bude pro nas praktické pouzivat také druhou konvenci, oznacent
radku nebo sloupctu pomoci “hvézdickového zapisu”. Napiiklad, i-ty radek matice A a j-
ty sloupec matice B oznacime A;, a B,;. Abychom se vyhnuli nejasnostem, indexy matice
budeme nékdy oddélovat ¢arkou. Pozici prvku v matici rozumime uspotradanou dvojici
jeho tadkového a sloupcového indexu, zapsanou tieba (i, ).

Obecné budeme pracovat s redlnymi vektory z R” a realnymi maticemi z R™*". Tento
fakt nékdy nebudeme pripominat, ackoli s nékterymi aplikacemi jsou prirozené spjaty ma-
tice a vektory z komplexniho oboru a mnoho zde uvadénych pojmu, vlastnosti a algoritmu
se da bez obtizi zobecnit i do komplexniho oboru. Hovotfime-li o €islech nebo skalarech,
které reprezentuji naptiklad prvky matice, myslime tim vzdy prvky R, neuvedeme-li jinak.

Specidlni jednotkovou matici (dimenze n) budeme oznacovat I,, a nulovou matici (se
vSemi prvky nulovymi) oznac¢ujeme O,,, ale k oznaceni nulového bloku nebo matice budeme
pouzivat pro jednoduchost nékdy i symbol 0. Nésledujici definice vymezuje nékteré zde
pouzivané tiidy matic.

15
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Definice 2.1.1 Symetrickou matici A € R"*" nazveme pozitivné definitni prdveé tehdy,
plati-li x¥ Az > 0 pro vsechny nenulové vektory x € R"™. Ddle tuto matici nazveme pozi-
tivné semidefinitni prdve tehdy, plati-li x¥ Az > 0 pro vsechny vektory x € R™.

Definice 2.1.2 Velikost mnoziny X, neboli pocet jejich proki, budeme oznacovat vijrazem
| X|.

Rozkladem mnoziny X nazveme mnozinu Px = {Pi,...,P,} jejich neprazdnijch a
vzdjemné disjunktnich podmnoZin, které ji sjednocenim vytvdri. Jinymai slovy, rozkladem
se nazyvd takova mnoZina Px podmmnozin mnoZiny X, kterd splnuje nasledugjici podminky

hd ®¢PX7

.X:UPZ'EPX'P'“
[ ] (P1EPX/\PQEPX)/\Pl%PgiplﬂPQIQ

Proky P € Px sa nazyvayi tridy rozkladu Px .

Definice 2.1.3 Viyrazem (;( pro obecné n-prvkovou mnozinu X (tedy | X| = n) oznacujeme

mnozinu vSech jejich dvojprvkovych podmnozin. Formdlné tedy piseme

(3)-trexim=2,

2.2 Algoritmus a implementace

Dulezitou soucasti naseho textu jsou vypocetni algoritmy. Ty jsou obvykle definovany
jako vypocetni procedury transformujici mnozinu zadanych vstupnich parametru na pa-
rametry vystupni [35]. Algoritmus lze také chépat jako sekvenci vypocetnich kroku ve-
doucich k feseni problému. Viz naptiklad detailni a extenzivni popis algoritmu z obecného
pohledu v klasickych monografiich [97], [98], [99]. Uzitetnymi dalsimi texty jsou napiiklad
[35], [100] nebo [115].

Algoritmus s podrobnéjsim rozpisem jednotlivych kroku budeme nazyvat implemen-
taci. Zde se obvykle specifikuji také dulezité datové struktury a jednotlivé kroky se
vysvetluji tak, aby byl zfejmy jejich pfepis do pocitacového programu. Hranice mezi
algoritmem a implementaci neni casto prili§ zretelna, coz je jesté zvyraznéno nutnosti
uvazovat v obojim i zakladni rysy pocitacovych architektur planovanych pro implemen-
taci, o kterych bude Te¢ nize. Délici cara mezi algoritmem a implementaci je tedy obvykle
subjektivni.

Pro popis algoritmui pouzivame jednoduchy formalismus, ktery zachycuje nékteré
spolecné rysy syntaxe fady programovacich jazyku od Algolu pres Fortran, varianty ja-
zyka C az po moderni skriptovaci jazyky jako je Matlab a budeme ptedpokladat intui-
tivni srozumitelnost takového formalismu. Obecny cyklus je uvozen klicovym slovem for a
ukonéen slovem end nasledovanymi nazvem proménné tohoto cyklu. Cyklus s podminkou
na ukonceni je analogicky vymezen klicovymi slovy while a end while. Logicka podminka
je ohranicena slovy if a end if s ptfipadnym uvedenim varianty klicovymi slovy else nebo
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else if. Volané procedury jsou vclenény svymi nazvy. Neékteré kroky procedur jsou de-
tailnéji popsany slovné. Nazvy procedur a operaci, kde chceme zduraznit vstupy a vystupy,
obsahuji seznam svych parametru. Nebudeme ale vzdy uvadét znaceni a parametry, které
jsou ziejmé z kontextu, jako jsou naptiklad dana matice, graf, oznaceni dimenze ob-
jektu a podobné. Navratovou hodnotu nebo popis diivodu ¢éi zpuasobu zastaveni
/ navratu nékdy v algoritmech zduraznime v piikazu return nebo stop konkrétnim ob-
sahem v zavorkach. V algoritmech a definicich budeme obcas pouzivat specidlni hodnotu
null pro dodefinovani nékterych zobrazeni, funkei nebo operaci. Ve vlastni implementaci
¢i pocitacovém programu muze byt tato hodnota zaznamenana nebo interpretovana ruzné:
hodnotou ruznou od ostatnich hodnot néjakého zobrazeni (napfiklad 0, ¢islo vétsi nez di-
menze matice nebo zdporné ¢islo pro zobrazeni do mnoziny pfirozenych ¢isel), chybovym
hlasenim atd.

2.3 Zakladni pojmy z pocitacovych architektur

Zavedme zde velmi jednoduchou piedstavu o vypocetnim prostiedi, které bude za
fadou nasich algoritmickych tvah. Tradiéni (von Neumannovsky) model jednoduchého
sekvencniho pocitace uvazujeme jako propojeni tii zakladnich komponent. Prvni z nich je
procesorova jednotka (CPU), druhou je pamét pocitace a posledni je komunikaéni
systém, ktery zabezpecuje jak komunikaci pocitace s vnéjskem, tak i propojeni CPU a
paméti. Prestoze je tento model velmi zjednoduseny, je zakladem pro popis soudobého
pocitani na sekvencnich pocitacich s rozumné velkou vyrovnavaci paméti, kde je stejné
ale tfada ¢innosti casto vykonavana soubézné. Je také vychodiskem pro vypocty, kde je
dell pocitacu a pocitani, které tento model doplnuji a ptizpusobuji existujicim paralelnim
pocitacovym architekturam, ale to je smér, ktery v tomto textu nebudeme explicitné sle-
dovat. V néasledujicim stru¢né popiseme komponenty tohoto modelu pocitace a naznacime
jejich postupny vyvoj od sekvenéniho pocitani smérem k modernéjsim pocitacovym ar-
chitekturdam, pricemz ale nejmodernéjsi vyvoj neni nasim cilem.

2.3.1 Procesor

Procesorova jednotka obsahuje kromé bloku potiebnych pro jeji vlastni chod a diagnos-
tiku, jako jsou napfiklad ¢ita¢ instrukei a taktovaci jednotka (¢asovac), také jednotku
k provadéni vlastnich vypocetnich operaci. Jeji vyvoj od jednoduché aritmeticko-logické
jednotky si nyni struc¢né pripomeneme. Uvedeme zde také nékolik principu, které se po-
stupné a riznou mérou integrovaly do dnesnich pocitaci, kde si pritom nebudeme vsimat
chronologie vyvoje procesoru.

Rychlost provadéni operaci pocitaci lze udévat v jejich poctech za ¢asovou jednotku. V
celém tomto textu nas hlavné zajimaji operace s obecnymi numerickymi hodnotami a pro
né je béznym modelem vypoctu pocitani v pohyblivé fadové ¢arce. Pro popis jeho rych-
losti se pouzivaji jednotky jako jsou Mflops (miliény operaci (M) v pohyblivé fadové ¢arce
(flop) za vtefinu (s)) ¢i Gflops. Bezrozmeérova velic¢ina zrychleni vyplyvajici z algoritmické
¢i pocitacové inovace, je koeficient, ktery je pomérem nové rychlosti provadéni operaci a
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puvodni rychlosti jejich provadéni. Poznamenejme, ze na modernich pocitacovych ar-
chitekturach je méteni rychlosti podle poctu operaci obvykle znacné upozadéno a do hry
vstupuji velic¢iny tykajici se po¢tu procesoru, jejich komunikace, latence procesoru i paméti
i samotna rychlost ukladani dat.

2.3.2 Vicenasobné funkéni jednotky

Jeden ze zékladnich zptisobu urychleni vypoétu je pouziti paralelné pracujicich vypocetnich
jednotek. Odedavna mély nékteré, a postupné prakticky vSechny, pocitacové procesory
moznost soubézného provadeéni vice rozdilnych druhu operaci, jako jsou scitani, nasobeni
i logické operace. Jiné pocitace jiz velmi davno znasobovaly jednotky pro totozné ope-
race, coz bylo technologicky dobie proveditelné. Napiiklad, prvni modely japonskych su-
perpocitacu ze sedmdesatych a osmdesatych let dvacdtého stoleti se vyznacovaly prave
velkym poctem funkénich jednotek pro totozné operace. Problém, ktery ale vznika pti te-
oretickém zvyseni efektivnosti vypoctu timto zptusobem, je nutnost vyuzit paralelné pra-
cujici vypocetni jednotky v maximalni mite soubézné. To kladlo a klade nemalé naroky na
algoritmy, jejich implementace i na systémovy software. Teprve soulad vsech téchto jed-
notlivych slozek poskytuje vysoké vyuziti celého pocitace v pocitanych tlohéch a tedy i vy-
soky realny vykon pocitace. Koncept vicenasobnych funkcénich jednotek se periodicky vra-
cel v prubéhu doby v zavislosti na technologickém pokroku. Moznost jejich zpracovani na
systolickych polich nebo superskalarnimi procesory, které jsou zalozeny na planovani
operaci pii béhu programu, vyuziti vypoéetnimi vlakny at jiz za béhu nebo popisem
dlouhymi poc¢itacovymi instrukcemi nebo vyuzivanim masivniho paralelismu grafickych
vypocetnich jednotek jsou moderni postupy, jejichz detailnéjsi popis jde jiz za hranice
tohoto textu.

2.3.3 Pipelining a prekryvani operaci

Jednoduchy pripad prekryti instrukci nazyvany instrukéni pipelining je motivovan
blizsim pohledem na praci modelu pocitace. Vypocetni instrukce se totiz obvykle ne-
provadéji jako jeden celek najednou v jednom nebo vice taktech procesorovych hodin, ale
vykonavaji se v nékolika fazich. Piikladem muze byt nasledujici schéma

1. Nacteni instrukce,

2. dekodovani instrukce,

3. cteni prislusnych dat,

4. provadeéni instrukce (napiiklad ndsobeni),

5. a zapis vysledku.

V tomto piikladé je instrukce ndsobeni rozdélena na pét jednodussich operaci (seg-
ment1), které mohou byt provadény nezavisle, at uz jsou realizovany softwarové nebo
technickym vybavenim pocitace, a mohou pracovat soubézné nad ruznymi daty. V ta-
kovém (obvyklém) pfipadé hovoiime o segmentované instrukci. Analogicky lze seg-
mentovat i zpracovani dat konkrétni instrukci a v tomto piipadé hovofime o datovém
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1
Operand 1 Vysledek

Operand 2

Obréazek 2.3.1: Priklad principu segmentace operaci jejich rozdélenim na pét jednodussich
castt.

pipeliningu. Piikladem muze byt zjednodusend aritmetickd operaci nasobeni, pii které
ziskdme ze dvou ¢iselnych operandu zapsanych na vstupu v exponencidlnim tvaru (tvar
pouzivany pii poc¢itani v pohyblivé Ffadové ¢arce) ciselny vysledek napiiklad takto:

1. Porovnani exponentu ¢isel na vstupu,

2. zarovnani mantis vstupu,

3. seCteni exponentu a vynasobeni mantis,

4. urceni normalizacniho faktoru,

5. normalizace vysledku a jeho zapsani v exponencidlnim tvaru.

Situaci muzeme znazornit Obrazkem 2.3.1. Zatimco na instrukénim pipeliningu préce
nad jednémi konkrétnimi daty se muze podilet vice instrukei, v datovém pipelingu mohou
segmenty jedné instrukce pracovat nad ruznymi daty. Je-li tfeba néjaky segment v ¢innosti
pro jedno nasobeni ¢isel, nezavislé nasobeni jinych ¢isel muze vyuzivat jiny segment. Ma-
ximalni (asymptotické) zrychleni, které z tohoto prekryvu vykondvéani segmentu instrukef
vyplyvd, je rovno poctu segmentii. Necht je napifklad pocet segmenttl pro operaci roven
k, segmentovand operace se ma vykonat s n datovymi jednotkami a vSechny tyto ope-
race trvaji stejnou dobu. Pak v ptipadé vyuziti segmentace tuto operaci vykoname v case
(n+k—1)t a bez ni v ¢ase knt, kde t je doba potfebna na vykonani jednoho segmentu.
Vysledné zrychleni v tomto idealizovaném piiklade je tedy kn/(n+ k — 1).

V' zavislosti na technické vybavé pocitace, se oba typy pipeliningu obvykle kombi-
nuji a pouzivaji se tiebas i mezi odliSnymi operacemi, jako jsou sc¢itani a nasobeni,
kde je vétsina potiebnych segmentu shodnd. Terminologicky, jedné-li se o pravidelné
prekryvani nezavislych operaci se stejnym poc¢tem segmentu, ve stejném potadi a priblizné
shodnym ¢asem na vykonéani jednotlivych segmentii, hovotime obvykle o pipeliningu. Ji-
nak pouzivdme spiSe obecnéjsi termin pfekryvani operaci/instrukei. Prekryvat operace
a instrukce je mozné ale i na vyrazné obecnéjsi irovni nez jsou jen operace v pohyblivé
radové carce.

2.3.4 Retézeni operaci

Retézeni operaci je termin, ktery vyjadiuje pifmé propojovani vystupu z jedné segmento-
vané operace na vstup jiné segmentované operace misto toho, aby se nejprve ¢ekalo nejprve
na jeji dokonceni. Ma-li poéitacova architektura dostatecnou flexibilitu, muze se takto
virtudlné prodlouzit pocet segmentu, které jsou soubézné v ¢innosti. To vede (asympto-
ticky, cili pro dostatecné dlouhé vstupni vektory) k dalsimu zrychleni nad standardni
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vektorové. Odpovidajici zrychleni a rychlost se dfive nazyvaly supervektorové, ale dnes
je takovato moznost soucéasti vsech modernich procesoru. Vzhledem ke slozitosti vnitini
stavby procesoru je tento termin spiSe historicky, protoze planovani instrukci je dnes
mnohem sofistikovanéjsi nez bylo v pocatcich pocitani. Analogické principy se pouzivaji
mnohem explicitnéji na zrychleni komunikace v konkrétnich topologiich poc¢itacovych ar-
chitektur nebo v obecném sitovém propojeni.

2.3.5 Vektorové operace

Princip ptrekryvani na irovni instrukei nebo i v Sirsim kontextu je velmi obecna a efektivni
moznost zpracovani dat / pocitani s daty. Nase ptiklady urychleni datovym a instrukénim
pipeliningem nebo jejich kombinaci jsou pruzra¢né hlavné v pripadé zpracovani homo-
gennich dat. Matematickym popisem jednoduchych homogennich dat je vektor a to dava
nazev celé strategii - vektorizaci, kdy se pfi formulaci algoritmu vyuzivaji co moznd
nejvice operace s vektory, jejichz zpracovani muze operacni systém efektivné planovat.
Provadéni vektorovych operaci je obvykle podpoieno prvky hardware jako jsou vekto-
rové registry, slouzici k ulozeni vektoru vstupnich dat a vystupnich dat urcité délky,
nicméné v pocatcich vektorovych superpocitacii, jak se pocitace se zamérenim na
pocitani s vektory zacaly nazyvat, se vektorové operace nékdy vykonavaly i pfes primy
vstup a vystup z/do paméti, kterd byla obvykle samoziejmé velmi diumyslné organizo-
vana. O organizaci paméti budeme hovofit nize. Vektorové instrukce mohou byt soucasti
instrukéniho souboru pocitace, nebo se sestavuji z jednodussich instrukei programovym
vybavenim. Zrychleni, kterého se dosahlo pomoci vektorového provadéni nékterych in-
strukei, se historicky nazyvalo vektorovym zrychlenim nebo se hovotilo o vektorovém
modu pocitace ¢i o vektorové rychlosti provadéni operaci. V dnesni dobé jsou vektorové
jednotky pfirozenou integrovanou soucasti CPU a vektorizaci obvykle zabezpecuje néjaka
vrstva programového vybaveni pocitace. Zatimco do tohoto detailu zpracovani zde obvykle
nenahlizime, vSimnéme si jiné podstatné souvislosti. Vyse jsme zminili abstrakeci struk-
tury fidkosti vektoru a struktury ridkosti matice. Uvazujeme-li pouze strukturu nulovych
a nenulovych prvku, odhlizime zaroven od numerickych hodnot v maticich a vektorech.
Analogicky pro efektivnost je v fadé ptipadu extrémné dulezita takova struktura dat,
ktera umoznuje jejich vektorizovatelnost a ktera je blizsi neodliSovani struktury fidkosti
od nulovych prvku matice. To, jak se s tim vyrovnavaji praktické maticové vypocty, bu-
deme diskutovat dale.

2.3.6 Pamét

Pamét se postupem ¢Gasu stala vice ¢lenénou a i pii velmi hrubém pohledu zahrnuje
vice komponent, jako jsou registry, vyrovnavaci paméti na ruznych trovnich me-
zipamétové i meziprocesorové komunikace (cache), centralni pamét, kterd muze byt
¢lenéna do vice segmentil, a vnéjsi pamét. V uvedeném potadi obvykle vzristd jeji
velikost a klesa jeji cena. Na této obecné charakteristice se dlouhodobé nic neméni.
Vyznamnym faktem, ktery se prolina poc¢itanim je to, ze rychlost procesoru je obvykle
vyrazné veétsi, nez je vybavovaci doba paméti i doba potiebna k ¢teni z paméti ¢i zapisovani
do ni a tento rozdil se technickym vyvojem spiSe prohlubuje. Obecné rychlost pocitani
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urcuji/vymezuji stéle vice (latence) na nejruznéjsich irovnich vypocetniho systému. Aniz
bychom zde chtéli jit do detailt, zminme, Ze jiz v pocatcich pouzivani poc¢itacu vznikla nut-

nost prizpusobeni algoritmu, jejich implementace, ale i systémového software a hardware

faktu naprosto rozdilné rychlosti samotnych numerickych operaci a datovych ptresunu.
Nésledujici text struéné komentuje jednotlivé ¢asti moderniho pamétového systému s piihlédnutim
k uvedenému. Jednotlivé komponenty pamétového systému tvoif v pocitaci obvykle hi-
erarchii, kde registry prfimo komunikuji s procesorem. Propojenim mezi nimi a centralni
paméti je obvykle rychld vyrovnavaci pamét, slozené ¢asto z vice tirovni a rozliSenou na

pamét pro instrukce a pamét pro samotnd data. Mezi centrdlni paméti a vnéjsi pameéti je
obvykle také komponenta pracujici na principu vyrovnavaci paméti.

2.3.6.1 Registry

Registry jsou ¢dsti pamétového systému, které pifmo komunikuji s procesorem. Pro vyssi
vykon vypoctu je nékdy mozné vyuzit explicitné pirikazy pro registry z vyssitho progra-
movaciho jazyka. Béznéjsi je ale jejich programovani prostiednictvim piekladaci do stro-
jového kédu tak, ze se maximalné vyuziji moznosti prekryvu operaci nebo vektorizace. To
neni obvykle prace pro matematika a tvurce software a zde je to spiSe na pripomenuti.

2.3.6.2 Vyrovnavaci pamét (cache)

Vyrovnavaci pamét oznacuje bloky velmi rychlé paméti umisténé mezi registry a centralni
paméti. Slouzi k vyrovnani rychlosti prenosu (latenci prenosu) tim, ze data, ktera se ¢asto
pouzivaji, jsou z ni dostupna s mnohem mensi vybavovaci dobou, nez kdyby se cetla
z rozsahlejsi, ale pomalejsi centrdlni pameéti. Nejsou-li pii pozadavku procesoru urcita
data ve vyrovnavaci paméti nalezena, potom hovotime o vypadku v datech (cache miss,
cache fault). Tato data pak musi byt ziskdna z pomalejsich paméti této hierarchie, které ale
maji vetsi rezii. O dulezitosti vyrovnavaci paméti se zminime jak u schémat na ukladani
rozsahlych matic, tak i u nékterych algoritmu, které se snazi, aby vyuziti vyrovnavaci
paméti bylo co nejefektivnéjsi. bez toho, abychom diskutovali rizné zptisoby mapovani
mezi vyrovhavaci pameéti a centralni paméti.

2.3.6.3 Centralni pamét

Pti ¢teni z paméti a zapisovani do ni hraje velkou roli jeji hardware a systémovy soft-
ware. Aby se mohly pouzivat fyzicky sousedni bunky v paméti, je tfeba mezi nimi néjaka
prodleva pamétovych obvodi, kterd se nazyva dobou zotaveni. Obecnéji muze byt urcita
doba na zotaveni potfeba i u nesousednich bunék z duvodu konkrétniho, ale obvykle hie-
rarchického, uspotradani obvodi, které ovladaji pamét. Proto se daji naptiklad zapsat dvé
¢isla za sebou rychleji na dvé nesousedni bunky, dokonce s dalsim moznym zrychlenim po-
moci prekryti operaci zapisu, nez na dvé bunky ve stejném fyzickém bloku. S prihlédnutim
k velkému rozdilu mezi rychlosti provadéni operaci v.CPU a malé rychlosti (¢teni z/
zépisu do) paméti se velkd zdkladni zména v pamétové organizaci uskutecnila rozdélenim
centralni paméti na samostatné ¢asti, nazyvané nékdy pamétové banky. Pii ukldadani po
sobé nasledujicich dat se tyto banky cyklicky vyuzivaji a tim se celd operace s paméti
zrychli. Nésledné se zmensi i pravdépodobnost pamétovych konfliktii, kdy se obvody
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musi zotavit z predchazejicich operaci nez mohou zapisovat ¢i ¢ist z fyzicky sousednich
buneék.

2.3.6.4 Virtualni pamét

Virtudlni pamét je koncept mapovani a pouZivani paméti, ktery ddva zapomenout na
fakt, ze velikost paméti je fyzicky omezena mensim poctem pamétovych jednotek, nez
je potieba. Jeho principem je mapovani vétsiho prostoru na mensi mnozstvi fyzické
paméti, kterd je dostupnd. Cely obraz tohoto prostoru, ktery se déli na mensi casti,
zvané stranky, je obvykle uloZen na néjakém jesté vétsim pamétovém médiu (disku, v
pocitacové siti). Ve fyzické paméti jsou pak pifitomny jenom momentélné pouzivané ¢asti
tohoto obrazu a pripadné nékteré dalsi. Jako naptiklad stranky, které byly pouzivany
bezprostiedné predtim nebo stranky, které byly v posledni dobé pouzity mnohokrat. Me-
chanismus fizeni virtualni paméti, takzvané strankovani, je zabezpecovan systémovym
software a pripomind techniku fizeni vyrovnavaci paméti. Vlastni virtualizace paméto-
vého prostoru muze byt vlastnosti opera¢niho systému, ale muze byt také zavedena i jako
dodatecné programové vybaveni spolu s prekladacem z vyssiho programovaciho jazyka.
Analogicky jako u vyrovnavaci paméti hovofime o vypadku stranky (page fault) tehdy,
neni-li tato pfitomna v paméti a musi-li se tedy data ziskat z néjaké pomalejsi casti
pamétové hierarchie.

2.3.7 Pamét, procesor, algoritmy a implementace

Vyse uvedené vysvétleni zékladni pojmu z oblasti pocitacovych architektur shriime nasledujicim
zpusobem: K tomu, abychom vytvofili efektivni implementaci, pottebujeme i pro extrémné
jednoduchy model pocitace s jednim procesorem ziskat soulad mezi praci CPU, systémem
paméti a pouzitym algoritmem. V okamziku, kdy zpracovavame rozsahld data, je za-
potiebi, aby byla tato data usporadana tak, aby dochazelo k malému mnozstvi vypadku
stranek i vyrovnavaci paméti. Tento pozadavek se dd struéné formulovat jako pozadavek
casové lokality dat. Dale je tfeba, aby se pouzivana data piendsela pies vrstvy pamétového
systému co nejméné a v okamziku, kdy se dostanou k procesoru, aby se s nimi vykonalo co
nejvice operaci. Jinymi slovy je tieba, aby se pokud mozno maximalizoval pomér poctu
operaci vuci mnozstvi komunikace s konkrétnimi daty. Protoze se komunikace mezi CPU a
pamétovym systémem provadi obvykle pfesunem bloki, je dulezité, aby data, se kterymi
se takto pracuje, byla zdroven ulozena fyzicky/virtudlné blizko sebe. Tento pozadavek
na blizké ulozeni dat se také nazyva prostorova lokalita dat. K tomu, jaké mame
prostiedky k dosazeni tohoto cile v konkrétnich algoritmech i jejich jednoduchych mode-
lech, se jesté vratime. Pozadavek prostorové lokality také vyplyva z principu, ze pocitac
vykonava velmi efektivné operace, které se opakuji co nejpravidelnéji a jsou pfitom op-
timalizovany ke specifickym rysim procesoru, jako je moznost pipeliningu, prekryvani
operaci v SirSim slova smyslu, vektorovym instrukcim i moznému fetézeni. Tento princip
nazveme snahou o regularitu dat. Od casti starosti o lokalitu a regularitu dat nas muze
oprostit preklada¢. Nicméné vybér algoritmu, vyuziti moznosti vektorizace ¢i obecné pa-
ralelizace jeho pripadnym preformulovanim takovym zpusobem, aby explicitni vektory
v zapisu algoritmu vystupovaly, musime zafidit sami.
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2.3.8 Efektivita zakladnich linearné-algebraickych operaci.

Algoritmy vypoc¢tu muzeme obvykle implementovat vice ruznymi zpusoby, z nichz
nékteré jsou v konkrétnich podminkach vhodnéjsi a jiné méné vhodné. Pti znalosti detaili
pocitacové konfigurace je mozné navrhnout velmi efektivni implementaci. Pristupovat
detailné ke kazdé implementaci by si ale vyzadalo nerealisticky mnoho tsili. To, co je
dostatecné efektivni a ptritom realistické je implementace vzhledem k néjakému idealizo-
vanému modelu pocitace, kde si v§imame jen zakladnich architektonickych rysu, jak jsme
se o nich zminovali vySe. Na téchto zédkladech vznikla v komunité numerické linearni al-
gebry snaha o zédkladni standardizaci implementaci nékterych zédkladnich operaci linearni
algebry pod pojmem BLAS (basic linear algebra subroutines). Vzhledem k tomu, Ze pro-
cedury BLASu jsou zaroven koncipovany jako soucdst knihovny s ur¢itymi univerzalnimi
naroky a mnohdy vétsim nez potfebnym mnozstvim vstupnich parametri, mohou byt
nékteré operace implementovany efektivnéji, ale obvykle jen ve specidlnich ptipadech. Neni
bez zajimavosti, ze procedury BLASu se zacaly vytvéaret zhruba ve stejné dobé, kdy vzni-
kal programovaci jazyk MATLAB, jehoz prvni verze obsahuje BLASovou standardizaci
nékterych velmi jednoduchych operaci. Knihovny obsahujici prelozené BLAS procedury
jsou soucasti mnoha komercénich knihoven, vztazenych k urcitému pocitaci, prekladaci ¢i
jejich kombinaci a jsou obvykle mnohem efektivnéjsi nez procedury prelozené jednoduse
ze zdrojovych textu.

2.3.9 BLAS a jeho naslednici.

Zakladni BLAS procedury kromé snahy o maximalni lokalitu a regularity operaci (vzhle-
dem k pocitacovému modelu) splauji i pozadavky na robustnost, pfenositelnost a
¢itelnost. Z duvodu potieby vSeobecné srozumitelnosti, ale i pro pfipadnou osobni op-
timalizaci jsou procedury také pristupné v néjakém vyssim programovacim jazyce Pro
jednoduché testy a ladéni programu je tedy mozné zdrojové kdédy prekladat spolecné
s aplika¢nimi programy a pro efektivni béhy se poté mohou pouzit vysoce vykonné kni-
hovni funkce a podprogramy BLASu, které jsou soucésti zakladniho programového vyba-
veni pocitace.

Historicky, ale i logicky, vznikly celkem tii skupiny algoritmu BLASu, které se tykaji
hustych vektoru a matic. Prvni z nich, BLAS1, [101] obsahuje nizkotiroviiové operace jako
jsou napiiklad skaldrni souc¢in dvou vektori 7y nebo operace AXPY ax + y pro vstupni
vektory x a y a skalarni hodnotu «. Tyto operace, které tvoii BLAS1, budeme nazyvat
operace typu vektor-vektor, nebot pravé dva vektory nebo piipadné jeden vektor tvoif
jejich charakteristické operandy. Operace, které zahrnuji vektory ve spojeni s maticemi,
jako jsou napiiklad nasobeni vektoru matici (GEMV) nebo feSeni soustavy linearnich
rovnic s trojihelnikovou matici, jsou obsahem druhé skupiny, ktera se nazyva BLAS2 [46].
Treti skupina, BLAS3 [45], obsahuje operace, ve kterych vystupuji dva nebo tii maticové
operandy, jako je tomu v piikladé ndsobeni matic (ve skutec¢nosti jsou obsahem BLASu3

vvvvvv

s

v BLASu2 a BLASu3 se také nazyvaji, po fadeé, algoritmy typu matice-vektor a matice-
matice. Zodpovézme si nyni otdzku, pro¢ operace rozdélujeme na tyto tii skupiny a
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‘ Procedura ‘ komunikace ‘ operace ‘ ptiblizny pomér
BLAS 1: AXPY: y =y + azx 3n+1 2n 2/3
BLAS 2: GEMV: y = Ax n? +2n n(2n —1) 2
BLAS 3: GEMM: C'= AB 3n? n*(2n — 1) 2/n

Obréazek 2.3.2: Zndzorneéni velikosti komunikace, pocétu operaci a jejich poméru pro tri
procedury BLASu, pro vektory délky n a matice dimenzi n x n. A, B a C jsou matice, x
a y jsou vektory a o a B predstavuyi skaldry.

odhlédnéme od faktu, ze tyto tii skupiny vznikly historicky v tomto poradi. Uvazujme
vybranou operaci kazdé skupiny a podivejme se na velikost poméru poctu vykonanych ope-
raci vuéi velikosti komunikace (métené poc¢tem prenesenych skalaru a slozek vektorovych a
maticovych operandu z paméti k CPU a zpét do paméti). Vysledek je zndzornén v tabulce
na Obrazky 2.3.2.

Vidime, ze uvedeny pomeér je nejvyhodnéjsi pravé pro uvedenou operaci GEMM ze
skupiny BLAS3. Obecné, operace z BLASu3 zdaleka nejvice podporuji vyrovnani vysoké
rychlosti CPU na jedné strané a znatelné niz§{ moznosti paméti vybavovat, zapisovat a
prenaset data na strané druhé. Blokové operace také snizuji i celkovou latenci ve vypoctu.
Spolu s dumyslnym systémem technického zabezpeceni pocitace, jako jsou kvalitni vir-
tualizace paméti a vykonny systém hierarchie paméti, prizpusobeni pouzitych algoritmu
(které se muze lisit poradim operaci a mit i trochu jiné numerické vlastnosti v dusledku
konecné reprezentace realnych ¢isel) muze pouziti vyssich drovni BLASu znacné piispét
k efektivnosti vypoctu.

Cilem standardizace BLASem bylo také umoznit efektivnéjsi implementace dalsitho
nadstavbového programového vybaveni, napiiklad zakladnich rozkladu linearni algebry,
které jsou na operacich BLASu zalozeny. Snahou bylo vyuzit zde pravé téch efektivnéjsich
operaci z BLASu3 jako je tomu napriklad v knihovné LAPACK, ktera nahradila starsi
knihovny pro nékteré operace numerické linedarni algebry LINPACK a EISPACK. I u
téchto knihoven plati, ze jsou vedle sebe k dispozici verze ve zdrojovém kodu i vysoce
optimalizované knihovny pro konkrétni pocitacové architektury. Pres ohromny pokrok a
mnoho ruznych navrhu, jak systematicky implementovat knihovny pro matice a vektory s
néjakou strukturou fidkosti nulovych a nenulovych prvku, je v této oblasti je stale mnoho
nevyfeseného. Céstecné to je kviili mnoha moznostem, jak lze vnitini strukturu matice
vyuzit a castecné i kvuli radikalné novym nérokum soudobych pocitacovych architektur,
které vedou k dalsim standardizovanym projektium.

Na standardizaci pomoci BLASu navazala cela fada naslednych standardizaci, které se
tykaji ruznych zpusobu paralelniho pocitani. Tyto standardizace tvori dnes zaklad dalsich
nadstavbovych knihoven jako jsou, napiiklad, ScaLAPACK, Plasma a Magma. Potiebnost
takovych standardizaci je ve velké mife urcovana soudobym vyvojem pocitacovych archi-
tektur.
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2.4 Vypocetni slozitost

O efektivité pocitani jsme hovorili jiz vyse v souvislosti s modelem pocitace, kde jsme ji
uvazovali z hlediska vyuziti lokality a regularity zpracovavanych dat. Klasickou moznosti
je také zalozit posuzovani efektivity na klasickém pojmu vypocetni slozitosti podle
poctu operaci ¢i velikosti paméti potiebné pro konkrétni algoritmus. Oba tyto piristupy
maji sva velka omezeni prave z vyse uvedenych duvodu tykajicich se velikosti komunikace,
latence paméti, latence meziprocesorové komunikace i moznosti vyuziti segmentace ope-
raci. Stanoveni vypocetni slozitosti algoritmu je pak obvykle souc¢dsti mnohem obecnéjsi
procedury, analyzy algoritmu, ve které se zkoumaji vsechny prostiedky, které konkrétni
algoritmus na konkrétni pocitacové architekture potiebuje.

V této sekci si uvedeme zakladni pojmy tykajici se tohoto tématu pouze z pohledu
poctu operaci nebo velikosti pouzité paméti. Slozitost nejhorsiho pfipadu je ome-
zeni na ¢as nebo velikost prostoru, které staci pro vyfeseni tlohy s libovolnym vstupem
algoritmu z mnoziny jeho piipustnych vstupu. V nékterych situacich je z praktického
pohledu zajimavéjsi praumérna slozitost algoritmu, to jest prumérny spotiebovany cas
nebo prostor, ktery muzeme ptredpokladat, ze algoritmus vyuzije pii néjakém rozlozeni
vstupu algoritmu.

U algoritmu, které v tomto textu popisujeme, je prostorova slozitost obvykle snadno
nahlédnutelna. Pouze tam, kde neni ziejma, budeme velikost potfebného prostoru zminovat
a pripadné uvedeme i techniky, jak tento prostor zmensit. Pfimocaré algoritmy maji nékdy
vysokou prostorovou slozitost, kterou snizime teprve prechodem ke komplikovanéjsim al-
goritmickym postuptim. Casové slozitost provadéni operaci je obvykle méné ziejmé a i
z tohoto duvodu, hovotime-li dale o slozitosti algoritmu bez blizstho vymezeni, mame na
mysli jejich ¢asovou slozitost.

Pokud nezminime jinak, slozitost budeme vyjadtiovat za predpokladu, Ze pouzivame
sekvenéni pocitac, ktery vsak je v dnesni dobé iluzi. Presto je vSak tento pristup
v mnoha ptipadech relevantni. Tuto slozitost budeme vétsinou vyjadiovat poctem ele-
mentarnich operaci se skalary. Operace mohou byt ruzného typu (aritmetické v pohyblivé
radové ¢éarce, logické, celociselné kroky pii vyhleddvacich algoritmech) a, nebude-li to va-
dit, budeme implicitné pouzivat predpoklad jednotkové miry operaci (unit-cost ran-
dom access machine (RAM) model; von Neumann computer), kde vSechny tyto operace
trvaji stejné dlouho. Pro nase ucely je tato situace, kdy také nezohlediiujeme mimo jiné
pocet cislic v zapisu cisla logaritmickou mirou, bez Gjmy na obecnosti. To je dano i tim,
ze nas slozitost zajima predevsim asymptoticky v zavislosti na velikost vstupnich dat.

2.4.1 Popis slozitosti algoritmu v asymptotickém pripadé

Pfi hodnoceni ¢asové nebo pamétové slozitosti algoritmu na zékladé poctu provadénych
operaci ¢i velikosti potfebné pameéti nejsou obvykle podstatné ¢leny nizsiho fadu vystu-
pujici v jejim presném popisu jako funkce vstuptu. Hlavni slozkou popisu je asympto-
ticky charakter této funkce, tedy to, jak se algoritmus chova v asymptotickém ptipadé pti
zvétsovani velikosti vstupu. Tento charakter je predevsim uréen nejrychleji rostouci kom-
ponentou funkce slozitosti v zavislosti na vstupech. Pro formalnéjsi popis asymptotické
zévislosti funkei (velikosti vstupt) budeme pouzivat nésledujiciho znaceni. Pro jednodu-
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chost vykladu zde uvazujeme zavislost slozitosti na jednom vstupnim parametru n € N.
Takovymi vstupnimi parametry jsou napfiklad dimenze matice nebo pocet jejich nenu-
lovych prvku.

Definice 2.4.1 Rekneme, e redlnd funkce f(n) argumentu n € N patii do mnoZiny
O(g(n)) funkce g(n) zdavisejici na témze parametru, existuji-li kladné konstanty l,u € R
tak, Ze

0<1g(n) < f(n) <u gln)

pro vSechna dostatecné velkd ¢isla n. Formdlné pak pro funkci f(n) splnujici uvedeny

predpoklad budeme psdt f(n) € ©(g(n)) nebo f(n) =O(g(n)).

Neékdy fikdme, ze mnozina O(g(n)) reprezentuje asymptoticky tésnou mez (asympto-
tically tight bound) pro f(n). Piikladem takového omezeni je kvadratickd funkce f(n) =
2n? + 4n — 3, pro kterou plati f(n) = 0(n?).

Analogicka mez pro jednostranny horni odhad je uvedena v nasledujici definici.

Definice 2.4.2 Rekneme, Ze redlnd funkce f(n) argumentu n € N patii do O(g(n))
funkce g(n) zdvisejici na témze parametru, existuje-li kladnd konstanta u € R tak, Ze

0< f(n) <ug(n)

pro vdechna dostatecné velkd n. Formdlné pak pro funkci f(n) spliujict uvedeny predpoklad
budeme psdat f(n) € O(g(n)) nebo f(n) = O(g(n)).

Obé tyto definice tedy nahrazuji funkci f ¢asové nebo pamétové slozitosti jednodussi
funkci g, ktera dava primocarejsi predstavu o zavislosti na vstupnich parametrech. V roli
funkce g tak budou napftiklad pro velikost vstupu daného velikosti n vystupuji zakladni
funkce vstupniho parametru (etalony) jako jsou logn, n, nlogn, n?, n3 ... 2" nl,n™. Ty
tvofi sekvenci stale rychleji rostoucich funkei a v tomto textu postaci k popisu slozitosti
vétsiny algoritmu a implementaci.

Velky rozdil v teoretickych, ale i praktickych aspektech pocitani je mezi algoritmy s
asymptotickou slozitosti, kterd se da vyjadrit polynomialni funkci velikosti vstupu, a
mezi algoritmy s asymptotickou slozitosti, kterd roste rychleji nez polynomialni funkce.
Pro velky vyznam algoritmu s nejvyse polynomialni slozitosti se pro né zavadi nékdy
pojem snadné. Nicméné, ani existence snadného algoritmu se sloZitost{ napifklad ©(n?)
pro velikost vstupu ©(n), nemusi byt vyhrou v praktickém pocitani. Rada problému je
pro velkd n takovym algoritmem obtizné feSitelnd a v praxi je tedy tieba usilovat o
algoritmus s nejvyse linearni slozitosti, tedy O(n) ptipadé jednoho vstupniho parametru
n, nebo se slozitosti blizké linearni.

Rada nasich algoritmt vede na slozitost blizkou linedrni, kde je multiplikdtorem velmi
pomalu rostouci funkce, kterd se nazyva inverzni Ackermanova funkce, uvedme si jeji
definici pro dva vstupni parametry.
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Definice 2.4.3 Definugyme pro prirozend ¢islai,j > 1 celociselnou funkci dvou argumenti
A(i,7), i,j € N nasledujicim zpisobem

A(l,j) = 2 forj>1

A@,1) = A(i—1,2) fori>2
A(i,j) = A(i—1,A(i,j—1)) for i,j > 2

A~~~ I/~ —~
NS TCIN NG
— — ~— ~—

Této funkci budeme 7ikat Ackermanova funkce.

Inverzni Ackermanovu funkci «(i,j) dvou parametri ¢, € N pro i > j > 1 pak
definujeme vztahem

oi,j) = minik > 1| A(k, |i/5]) > logaj}- (2.5)

Velmi dulezitou vlastnosti inverzni Ackermanovy funkce je jeji velmi pomaly rust. Jak se
d4 snadno ukazat, pro naprostou vétsinu praktickych parametru ¢, j € N plati (i, 7) < 4
[152].

2.4.2 Obecné hodnoceni slozitosti v pocitacovych védach

Popisme nyni dalsi pojmy a tvrzeni souvisejici se slozitosti nékterych algoritmu, se kterymi
se v tomto textu setkdme a které hledaji feseni ve formé minimalizace néjaké ucelové
funkce vstupu. Takovéto tilohy nazveme obecné optimalizaéni. Samoziejmé i ilohu ma-
ximalizace lze v nami studovanych problémech obvykle jednoduse prevést na ilohu mini-
malizace. V popisu pouzijeme nékteré terminy z oblasti pocitacovych véd.

Definice 2.4.4 Rozhodovacim problémem v néjakém formdlnim systému nazveme
problém, pro ktery existuje Teseni ve formé odpovédi ano nebo ne.

Definice 2.4.5 Rozhodovaci problém p, viz naptiklad formdlnéjsi definici v [115] se nazjvd
polynomialné redukovatelny na jinyg rozhodovaci problém q, existuje-li deterministicky
polynomialni algoritmus, ktery konvertuje kazZdy vstup x problému p na vstup y problému
q tak, Ze odpovéd rozhodovaciho problému q pro vstup y je ano prdvé tehdy, je-li odpovéd
odpovéd’ rozhodovaciho problému p pro vstup x je také ano.

Abychom dokéazali formalné pfesné popsat co znamend feSeni problému, pomuzeme si
standardnim pojmem Turingova stroje, pres néjz jsou formalizovany povolené pomérné
jednoduché algoritmické kroky. Blizsi popis jeho prace ale vede mimo ramec nasich poznéamek.

e Vyrazem NP oznacujeme vSechny rozhodovaci problémy, pro které je spravnost
odpovédi ano ovéritelna v polynomialnim ¢ase (kde polynom je funkce vstupniho
parametru) deterministickym Turingovym strojem.

e Vyrazem P pak oznacujeme vSechny rozhodovaci problémy, které jsou v polynomidlnim
case TeSitelné deterministickym Turingovym strojem.
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Neékteré dulezité problémy vypocetni matematiky jsou oznacovany jako N P-tiplné.

Definice 2.4.6 N'P-iplné problémy jsou takové NP problémy, na které se vsechny
problémy v N'P polynomidiné redukugi.

Abychom ukézali, ze rozhodovaci problém p je N'P-tiplny, musime tedy ukdzat, ze
p € NP a ze néjaky jiny problém ¢, ktery je N'P-iplny, je polynomidlné redukovatelny

Tiida NP-tiplnych problému zahrnuje rozhodovaci problémy, pro které neni znam
zadny polynomialni algoritmus. Existence takového algoritmu pro jeden prvek této tiidy
NP-tplnych problému by implikovala existenci polynomidlniho algoritmu pro jakykoli
NP-tplny problém. Samotnd vyjasnéni vztahu mezi P a NP je slavnym otevienym
problémem informatiky.

Problém p je N'P-tézky prave tehdy, jestlize je kazdy problém v NP polynomidlné re-
dukovatelny na p. Na rozdil od NP-uplnych problému zde nevyzadujeme piislusnost p do
tiidy problému NP. Jinymi slovy, problém je N'P-uplny, je-li N'P-tézky a patii do N'P.
Je-1i rozhodovaci problém N P-tiplny, pak je prislusny optimalizacni problém obecné N P-
tézky, ale mnoho optimaliza¢nich problémi lze preformulovat jako problémy rozhodovaci
o stejné slozitosti. Dale, ke kazdému optimaliza¢nimu problému existuje jeho rozhodovaci
varianta. Mame-li, naptiklad, v optimaliza¢nim problému minimalizovat funkci f(n), pak
jeho rozhodovaci variantou je problém, zdali existuje feseni k£ s velikosti funkéni hodnoty
f(k) mensi nez dané ¢islo L. Jak jsme jiz zminili, fada problému patif do tiidy P, ale
slozitost je stejné prilis vysoka. To implikuje, ze v praxi pouzivané algoritmy budou pouze
piiblizné (heuristiky), které hledaji pouze ptiblizna reseni.



Matice a vektory s vnitrni
strukturou ridkosti

Koncept struktury ridkosti nenulovych prvki v maticich a vektorech znamena abs-
trakci od aktudlnich numerickych hodnot objekti a uvazovanim jejich hrubsi identifi-
kace, jejich tidkosti. Ddle uvidime, ze struktura tidkosti matice se da se da zachytit a
algoritmicky vyuzit pomoci teorie grafi. Ciselné hodnoty prvki v zékladnich grafovych
modelech nejsou brany v potaz, ale mohou byt popsany dodatecné, ve formé funkci nad
grafy, které nenulovost prvka popisuji.

3.1 Ridké vektory a matice

V literatuie existuje nékolik ruznych, ale velmi podobnych kritérii pro posouzeni, kdy
povazovat matice nebo vektory za ridké. Matice a vektory, které nebudou tato kritéria
splilovat, nebudeme povazovat za fidké a budeme je nazyvat husté. Casté je nasledujic
kritérium pro oznaceni matice za ridkou.

Definice 3.1.1 Matici A € R™™™ nazveme ridkou, obsahuje-li pouze O(n) nenulovijch
proki.

Tato definice je globalni v tom smyslu, ze nebere do tivahy rozdily v poctech prvkia na
fadcich. Nasledujici Definice 3.1.2 zavadi kritérium, které poé¢ita nenulové prvky v jednot-
livych fadcich nebo sloupcich. Vylucuje ale matice, které maji jeden nebo nékolik radku
nebo sloupcu s velkym poctem nenulovych prvku a které mohou v nékterych aplikacich
predstavovat velky vypocetni problém. Piikladem vzniku takového problému jsou husté
radky v (obvykle obdélnikové) matici v problému nejmensich ¢tvercu.

Definice 3.1.2 Matici A € R™" povazujeme za tidkou, md-li mazimdlni pocet nenu-
lovijch elementi v Tddku omezeny néjakym celym kladnym cislem ., <€ n nebo md-li
maximdlni pocet nenuloviych elementu ve sloupci omezeny néjakym celym kladnym céislem
Cmax <K T
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| v [ 10000+
0.1 | 25119
0.2 63096
0.3 | 158489
0.4 | 398107

Obrézek 3.1.1: Vztah mezi vy a 100007 pro nékterd v € (0,1 >.

Podle této definice vidime, ze matice, které vznikaji jednoduchymi aproximacemi derivaci
na sitich, kde je pocet sousedu vrcholu sité vzdy omezeny. To jest, naptiklad, matice z
pétibodové, sedmibodové ¢i devitibodové diskretizace ptri numerickém teSeni parcialnich
diferencialnich rovnic metodou koneénych rozdilu, muzeme povazovat za Fidké matice. Po-
dobné je to s maticemi, které vznikaji v diskretizacich pii feSeni loh metodou konecénych
prvku. Nasledujici kritérium mé vyhodu snadnosti pouziti v teoretickych tvahach,
které se mohou uvazovat napiiklad pfi feSeni rovnic vznikajicich v feSeni elektrickych
obvodu ale také v teoretickych tvahach u diskretizaci parcidlnich diferencialnich rovnic
metodou konecnych prvku.

Definice 3.1.3 Matici A € R™" povazujeme za tidkou, je-li pocet jejich nenulovych
elementi O(n'™) pro néjaké v < 1.

Kritérium z Definice 3.1.3 demonstruje tabulka na Obrazku 3.1.1 udévajici pro matici
A € RI0000x10000 hheet nenulovych prvki [n'™7] pro nékterd v € (0,1 >. Bez toho abychom
néjak shora omezili v velmi malym ¢islem, tfebas i zavislym na dimenzi matice, lze podle
tohoto kritéria tézko hovorit o jasné predstave, zdali je matice “dostatecné” ridka.

Nejrozsitenéjsim kritériem tidkosti fidké matice je ¢isté utilitarni pohled zalozeny na
nasledujicim pohledu, ktery tradice pripisuje J.H. Wilkinsonovi.

Definice 3.1.4 Matici A povazujeme za Tidkou, muzeme-li pri jejim uloZeni ¢i pri ope-
racich s ni efektivné vyuzit faktu, Ze cdst jejich prvku je nulovd. Analogicky budeme
hovorit o ridkych vektorech.

Shrime si disledky tohoto posledniho popisu. Ridkost vztahujeme k operacim s ma-
tici. Tatdz matice muze byt oznacena jako fidka vzhledem k jedné operaci a husta
k operaci jiné, také v zavislosti na pouzivané vypocetni technice. Muzeme-li fidkosti ma-
tice vyuzit pri operacich na skaldrnim pocitaci, neznamena to, ze je uzitecné chapat matici
jako fidkou na jiné pocitacové architekture, napiiklad té s pokrocilejsimi rysy paralelniho
zpracovani. Situaci si ilustrujme na néasledujicim prikladeé.

Piiklad 3.1.1 Mé&jme matici A € R™™ s poétem nenulovijch proki 0.8 x n?. Zatimco
pro skalarni (sekvenéni) ndsobeni Av daného vektoru v € R™ se muze vyplatit udrzovat
v pameti pouze nenulové elementy, u operaci na vektorovém pocitaci tomu tak s velkou
pravdépodobnosti nebude. Zde se muze vyplatit ulozit celou matici, pokud to dostupnd
pamét nebo vyrovndvaci pamét dovoli, a tak umoznit primou adresaci proki matice. Tato
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situace je typickd napriklad pri pocitani s vyuzZitim grafickych karet, kde latence souvisejici
s uréovanim, ktery prvek je nulovy, je obvykle velmi vysokd. Asymptoticky vykon pocitace
pri abstrakci od mozné ridkosti matice, méreny napriklad v MFLOPsech, muze byt vyssi.

Definujme si strukturu fidkosti matice formalné.

Definice 3.1.5 Strukturou ridkosti S (nebo také S(A)) matice A € R™*™ nazveme mnoZinu
Se{l,...,m} x{1l,...,n}, jejiz prvky odpovidaji nenulovym prvkim matice A.

Pocet nenulovych prvku v matici oznacime vyrazem |S(A)|. Nékdy pouzijeme pro stru¢nost
jen oznaceni |A|. Ziejmeé lze pro A € E™*™ psit

S(A) ={(i,7) ] aij # 0, 4,5 = 1,ldots,n}. (3.1)

Pro zachyceni tidkosti vektoru budeme pouzivat analogické znaceni. Pro vektor x € R”
definujme strukturu fidkosti Struct(z) vektoru = vyrazem

Struct(x) = {i|z; # 0}. (3.2)

|Struct(x)| nazveme délkou nebo také velikosti vektoru z. Pojem struktury fidkosti pak
muzeme aplikovat na sloupce nebo radky matice.

Strukturu fidkosti S(A) matice A = (a;;) € R™" nazveme symetrickou, plati-li
nasledujici ekvivalence

a;; #0& a;; #0proi,j=1,...,n. (3.3)

3.2 Blokové strukturované matice

V nékterych ptipadech lze vyuzit toho, Zze matice mé nenulové prvky soustiedény pouze
v urcitych castech (obdélnikovych blocich) matice, které se daji presné popsat. V tomto
piipadé hovoiime spiSe nez o obecné fidké matici o matici s blokovou strukturou. Defi-
nujme si zde jako specialni pripad matici blokové diagonalni a blokové trojuhelnikovou.

Definice 3.2.1 Necht A € R™"™, n > 1 a wvazujme pro p € N, p > 1 mnoZinu indexi

0, ..., takovych, Ze plati 1 =i, < ... <1, = n. Oznacme pro jednoduchost v této
definici vyrazem A;,_;,, k=1,...,p—1,1=1,...,p—1 podmatici matice A urcenou jejims
rddky ig, ..., ik — 1 a sloupci iy, . .., 151 — 1. Zapisme matici A po blocich ndsledujicim
zpusobem

Ail,il Ai17i2 Ail,ipfl

Aiyi Aiyi Aii,_

A _ 21 212 2lp—1 (34)
A A A

ip—171 ip—112 Tp—10p—1

Rekneme, ze A je blokové diagonalni nebo je v blokové diagonalnim tvaru, plati-li
pro pripustné indexy A;; = 0,1 # j. Rekneme, Ze A je hornim blokové trojihelnikovém
tvaru, plati-li pro pripustné indexy A;; = 0,1 < j. Rekneme, Ze A je dolnim blokové

trojuhelnikovém tvaru, plati-li pro pripustné indexy A;; = 0,7 > j.
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Netrivialni blokova struktura matic tizce souvisi s pojmem rozlozitelnosti matice,
ktery nyni uvedeme.

Definice 3.2.2 Rekneme, Ze matice A dimenze n je rozlozitelna, jestlize ji symetrickou
permutaci jejich Tadki a sloupct muzeme prevést na tvar

AH 0
3.5
<A21 A22> ’ (8:5)

kde A11 a Asg jsou ¢tvercové netrividlng ( Fadu alesponi 1) matice. Jingmi slovy, matice A
je rozloZitelnd prdve tehdy, existuje-li permutacni matice P odpovidajici dimenze takovd,

ze platt
A 0
TAp_ (41
PTAP = <A21 A22) , (3.6)

kde Ay a Asy jsou ctvercové netrividlng redlné matice. Neni-li matice A rozloZitelnd,
nazyva se nerozlozitelnou.

Matice tadu 1 budeme povazovat vzdy za nerozlozitelné. Tvrzeni nasledujici poznamky
je ziejmé.

Poznamka 3.2.1 Symetrickd rozloZitelnd matice musi mit blok Ay z Definice 3.2.2 nu-
lovyj a md tedy netrivialni blokové diagonalni tvar.

Pojem rozlozitelnosti matice budeme dale pouzivat a pozdéji si jej jesté rozsitime.



Datové struktury pro ridké matice a
vektory

Pro praci s fidkymi maticemi a fidkymi vektory na pocitaci je zapotiebi dohodnuty zpusob
jejich ukladéani do standardnich datovych struktur pocitace. Zde struéné probereme jak
zékladni principy uklddéni fidkych matica uvedeme i nékteré konkrétni standardni da-
tové struktury, které pti implementaci algoritmu s fidkymi maticemi lze pouzit. Pritom
zminime i uklddani ridkych vektoru, které reprezentuji napiiklad fadky nebo sloupce
fidkych matic.

4.1 Seznam jako schéma pro ukladani ridkych matic

Je-1li matice husta, jeji ulozeni obvykle vyuziva standardni koncept hustého pole, protoze
se prvky hustych matic na hustd pole jednoduse zobrazi. Ridké matice je tieba ulozit tak,
aby toto konkrétn{ ulozeni bylo pamétove efektivn{ (jednodussi tloha) a ddle umoznovalo
také efektivni algoritmy nad témito maticemi (slozitéjsi uloha). Ptirozenou abstraktni
datovou strukturou na zachyceni tidkych vektoru a matic je seznam, ktery je velmi
flexibilni, jak je vidét z nasledujici definice [152].

Definice 4.1.1 Seznam (list) list = (x1, ..., %) zachycuje posloupnost proki. Prvek x;
nazveme zacatek (prvni prvek) seznamu a prvek x nazveme konec seznamu. Obecné
budeme zapisovat list(i) = x;. Specidlnim pripadem seznamu je seznam prdzdny, to jest
list = (). Délkou seznamu nazveme pocet k.

Prvky seznamu mohou byt tfeba ¢isla (numerické hodnoty prvka matice), ale i je-
jich indexy nebo komplikovanéjsi strukturované objekty. Nad seznamem lze definovat
formélné fadu operaci, viz napiiklad [152]. Zminme zde nékteré z nich. K prvkum se-
znamu potiebujeme predevSim pristupovat, ale ne tiebas ke vSem nardz. Ptistupem
myslime moznost ¢teni/zmény prislusného prvku. Seznam je také mozné rozsitovat
vkladanim prvku na jeho zacatek, na konec nebo i dovnitt. Seznam muze udrzovat néjaké
uspoiadani svych prvka, je-li to potieba v algoritmech. Seznam muze umoznovat vy-
brat néjakou jeho cast, kterou nazveme podseznam. Dva seznamy muzeme zietézit
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nebo smisit tim ze z jejich dvou posloupnosti vytvorime jednu podle urcitého pravidla.
Nékdy je pfi zfetézeni nebo smiSeni tfeba nékteré prvky vynechat. Piikladem muze byt
vynechani prvku se shodnou hodnotou. Ruznd omezeni operaci seznamu umoznuji efek-
tivni provadéni konkrétni mnoziny operaci, které nazveme pripustné operace, ackoli i jiné
operace je mozné provadeét, ale nékteré z nich nebudou efektivni. Podle toho, které operace
jsou pro konkrétni seznamy pripustné z duvodu zvolené implementace s konkrétnim
ulozenim abstraktni datové struktury, aby je bylo mozné efektivné provadét, rozlisime
ruzné typy seznamu. Tyto typy se obvykle vyznacuji dodateénymi omezenimi tak, aby
naptiklad umoznily implementaci pomoci hustych poli nebo jinych obvyklych prostredku
pocitacovych architektur. Dva takové specidlni typy seznamu uvedeme jako definice.

Definice 4.1.2 Seznam nazveme fronta (queue), jestlize umoznuje efektivni provddént

o pristupu k prunimu prvku seznamu,
o vynechdni prvku ze zacdtku seznamu a
e pridani prvku na konec seznamu.

Definice 4.1.3 Seznam nazveme zasobnik (stack), jestlize umoznuge efektivni provddént

e pristupu k pronimu proku seznamu,
o vynechdni prvku ze zacdatku seznamu a
e pridani prvku na zacdatek seznamu.

Frontu a zasobnik schématicky zndzoriiujeme na Obrézku 4.1.1. Sipkami sméFovanymi
dovnitt struktury, respektive na zacatek struktury, jsou naznaceny piipustné (efektivni;
jednoduse implementovatelné) operace.

Jak jsme zminili vysSe, efektivita se tyka jak ulozeni, tak i prace s daty. Obecné je tedy
tfeba rozlisit

o efektivitu (statického) ulozeni prvku fidkych matic a dalsich pomocnych dat,
e efektivitu prace s témito prvky (dynamika ulozeni) a

e vhodnost ulozeni seznamu pro pouzitou pocitacovou architekturu (flexibilita vzhle-
dem k vypocetnim prostiedkum).

Efektivitu statického ulozeni prvku lze mérit velikosti paméti pottebné pro ulozeni
seznamu. Tato velikost by méla byt co nejmensi a pritom by rychlost pfenosu datovych
struktur mezi paméti a vypocetnimi jednotkami méla byt co nejvétsi. Jak jsme jiz videli
diive, z hlediska latence prenosu dat toto vede k maximalnimu vyuziti hustych bloku
dat uvnitt fidké matice. Pro efektivitu dynamické prace s ulozenymi daty je nutné
data ukladat dostatecné explicitné tak aby, nebylo nutné slozité nalézat ve vektorech
nebo maticich indexy nebo hodnoty jejich nenulovych slozek a aby bylo mozné efek-
tivné pristupovat k faddkum ¢i sloupcum matice podle konkrétniho algoritmu. Vhod-
nost pro pocitacovou architekturu vyjadiuje, zdali je datova struktura efektivni pro
konkrétni pocitac, ktery muze obsahovat fadu prvku podporujicich soubézné zpracovani
dat. Zminéné aspekty budeme v nasledujicim komentovat u konkrétnich navrhu seznam.
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Obrézek 4.1.1: Schématické zndzornéni fronty (vlevo) a zdsobniku (vpravo). Sipky na-
znacugi jak do nich muzeme vklddat a z nich vybirat data.

4.2 Seznamy pro ridké matice ve statickych polich

Uvazujme ulozeni fidkych matic jako seznamu ve statickych polich programovaciho jazyka.
V nasledujicich podkapitoldch si zavedeme nékteré zakladni zpusoby takového ulozeni.

4.2.1 CSR a CSC formaty pro ridké matice a jejich varianty

Jako zakladni schéma ukladani fidké matice o n fadcich a sloupcich a nz nenulovych
prvcich uvazujme ukladani informaci o nenulovych prvcich matice po tadcich, které bu-
deme oznacovat CSR jako zkratku z compressed sparse by rows [139]. Ridk4d ma-
tice je ulozena ve standardnich polich pomoci t¥i seznamu. Prvni z nich, ktery budeme
oznacovat AA, obsahuje sekvenci nenulovych prvku matice po fadcich za sebou. Druhy z
nich oznaceny J.A obsahuje stejné ulozenou sekvenci jejich sloupcovych indexu a tieti se-
znam ZA obsahuje informaci o tom, na kterych pozicich jednotlivé fadky matice v polich
A a JA zacinaji ve formé ukazatelu na né. Zatimco délka pole, kde muzeme ulozit prvni
dva seznamy, je rovna (alespon) nz, délka tfetiho pole ZA je tradi¢ni konvenci rovna
n + 1, kde na pozici ZA(n + 1) je hodnota nz 4+ 1. Tim zpusobem je pocet nenulovych
prvki na i-tém fadku matice pro i =1,...,n dan vyrazem

TAG+1) — TA(). (4.1)

Ukéazka matice o tfech fadcich a sloupcich a jejtho ulozeni ve tvaru tii seznamu v
polich CSR formatu je na Obréazku 4.2.2.

Variantou tohoto formatu je komprimované schéma ukladani matice po sloupcich
nazyvané CSC, kde jsou po tadé za sebou ulozeny seznamy nenulovych prvka matice po
sloupcich, jejich radkové indexy a dale ukazatele do téchto poli v poli o délce aspon n+ 1.
Samoziejmé, pro ¢tvercovou matici A se da ulozeni jejich seznamu, které identifikuji jeji
nenulové prvky v CSR formétu, interpretovat jako ulozeni matice AT s pouzitim CSC
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Matice A:
1.1 2

2 48

1 31 5

Ulozeni A v CSR formétu:
1 2 3 4 5 6 7

AA: [11 |2 |2 [48 |1 [31 |5 |

JA: |1 2 1 ]2 1 [2 |3 |
IA: [1 [3 5 [8 ]

Obrazek 4.2.2: Priklad uloZeni matice v CSR formdtu

formatu. Dalsi varianty jsou napiiklad ukladani pouze trojuhelnikové ¢asti matice, je-li
A symetricka. Snadné je také zobecnéni pro obecné obdélnikové matice. Ukladani jed-
notlivych fadktu nebo sloupcti matice v komprimované formé predstavuje zakladni zptisob
ukladani ridkych vektoru. Zde pak sta¢i uvést jen pocet jeho nenulovych prvku bez nut-
nosti mit samostatné pole ukazatelt oznacené vyse jako ZA. Ukladame-li pouze strukturu
fidkosti, pole s numerickymi hodnotami neni potieba.

Spole¢nou vlastnosti ulozeni matic jako seznamu prvku a ukazatelt do poli popsanym
zpusobem je statiénost datovych struktur. Vkladani novych nenulovych prvki do ma-
tice je obecné malo efektivni a neni to tedy obvykle pfipustna operace. Stejné tak muze
narusovat efektivitu prace s fidkou matici i odebirani nenulovych prvku. Schéma je mozné
zminime, smysl, viz napfiklad [128], [166]. Na druhou stranu, oproti vytce na stati¢nost
schématu ulozeni, moznost efektivni prace s celymi fddky v CSR formétu nebo sloupci v
CSC formatu, ¢ dokonce podmaticemi je vlastnost, kterd muze byt v souladu s rychlym
zpracovanim, prestoze formaty CSR a CSC adresuji nenulové prvky matic nepfimo.

4.2.2 SCSC format pro ridké matice a grafy

vvvvvv

nebo shodnosti struktury Fidkosti po sobé nasledujicich sloupct a nazveme jej SCSC
format. Schéma bylo pouzivano predevsim pro uklddani prvku Choleského faktoru, kde
je opakovani sekvenci nenulovych prvku s prekryvajicimi se mnozinami tadkovych indext
velmi bézné a tady jej uvedeme jako pripominku, ze schémata ulozeni mohou byt moti-
vovana vlastnostmi pouzivanych algoritmu. Zde se radkové indexy se ukladaji tak,
aby se vyuzily prekryvy ve strukturach po sobé néasledujicich sloupcu. Pti tomto ulozeni
predpokladame, ze nenulové prvky jsou ve svych sloupcich usporadany podle vzrustajicich
fadkovych indexii. V opacném piipadé by schéma nemuselo ptinést kyzeny efekt dodatecné
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1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12

1 /%

2 *

3 *

4 *

5

6 *

7 x % *

8 | % *

9 * * *
10 * *
11 * *
12 ¥ ok k% * *

Obrazek 4.2.3: Priklad struktury ridkosti dolni trojuhelnikové matice A.

komprese proti CSC formatu ulozeni. Popisme strucné jak toto schéma muze vznikat pti
vkladani struktury fidkosti jednotlivych sloupcu do pole J.A. Je-li pocatecni ¢ast struk-
tury fidkosti néjakého sloupce shodnd s momentalni koncovou ¢asti pole J.A, pak tyto
indexy neni tfeba znovu ukladat a staci ulozit jen zbylou neshodnou ¢ast indexu. Pozice
prvnich fadkovych indext v poli J.A pro jednotlivé sloupce jsou uréeny pomocnym po-
lem X A. Numerické hodnoty matice jsou tedy stejné jako v CSC formétu do pole AA
a pole ukazatelu ZA k nim umoznuje piistup a zaroven slouzi k uréeni poctu prvku ve
sloupci. Toto schéma je zjednodusenim Shermanova formatu ulozeni, kde se diagonalni
prvky ukladaji samostatné [147]. V praxi se pouzivaji i dalsi varianty, ale duvodem nasi
zminky o tomto formatu bylo pfedevsim ukazat jakym smérem se statické forméty ulozeni
vyvijely, specializovaly a nutné i komplikovaly.

Na Obrazku 4.2.3 je zndzornéna struktura fidkosti S(A) dolni trojihelnikové matice,
pro kterou uvadime pole ZA, JA a XA jejiho ulozeni v SCSC formatu na Obrazku
4.2.4. Zde vidime, ze napiiklad indexy sloupce 10 faktoru se nemusi ukladat do pole J.A
samostatné, ale sta¢i odkaz (39) na konec sloupce 9.

4.3 Spojové seznamy pro ridké matice

Komplexnéjsi ulozeni fidké matice 1ze zalozit na spojovych seznamech, kde jsou jed-
notlivé prvky matice spolu s dalsimi informacemi ulozeny jako samostatné objekty a
propojeny navzdjem odkazy zaloZzenymi bud na explicitnich ukazatelich poskytovanych
operacnim systémem nebo interné prostrednictvim poli ukazatelu vytvorenych progra-
mem pro odkazy uvniti néjakého bloku alokované paméti. Zpusob odkazi i ulozeni prvku
matice muze byt velmi ruzny podle potieb prace s fidkou matici i moznosti hardware
a software. Muzeme napftiklad rozliSovat spojovy seznam cyklicky ¢i pouze linearni
jednostranny nebo linearni oboustranny. Tuto techniku zachyceni tidké matice de-
monstrujeme pro jeden jeji tfadek a pro jeden typ spojového seznamu na Obrazku 4.3.5.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
TA: [1 |6 |11 [16 [20 [24 |29 [34 [38 [42 |45 [47 |48
JA: |1 8 10 11 12 2 8 10 11 12 3 7 10
11 12 4 7 12 5} 6 9 12 6 7 9 10
12 7 9 10 11 12 8 10 11 12 9 10 11
12 10 11 12 11 12 12
XA: [T [6 [11 [16 |20 [24 [29 [34 [38 [39 [40 [41 |

Obrazek 4.2.4: Priklad uloZeni struktury ridkosti matice A z Obrdzku 4.2.3 v SCSC formdtu

Obréazek 4.3.5: UlozZeni pruniho radku matice o deviti sloupcich s nenulovymi prvky aiq,
a3, A14, A18, G19 pomoci oboustranného necyklického spojového seznamu. Sipky zndzornugi
ukazatele, které mohou byt realizovdany riznym zpusobem.

Afan] = [Blas] = [d]au] = [8las] = [9]aw]

Vétsina dnesnich programovacich jazykt umoznuje nejenom piimou implementaci poli,
ale i datovych struktur spojovych seznamu. Ptesto se velmi ¢asto pouziva zaclenéni spo-
jovych seznamu do poli z divodu vétsi efektivity, coz muze mit kromé jednoduchého po-
pisu vyhodu napiiklad i v lepsi lokalité umisténych dat i transparentnéjsim vyuzivanim
vyrovnavacich paméti. Piiklad takového zaclenéni je uveden na nasledujicim Obrazku
4.3.6. Pole FV a BV délky n zachycuji primy a zpétny ukazatel polozek s nenulovymi
prvky. Jejich pozice udavaji téz indexy nenulovych prvku, ze kterych smeétfuji tyto uka-
zatele. Pro kompletni informaci o znazornéném fadku matice je tfeba mit jesté oznaceny
pozice pro vstup do fetézu primych i zpétnych ukazatelu, ale tyto trivialni idaje vztahujici
se k samotnému programovani a vytvareni software zde nebudeme formalizovat.

......

jednodussiho vkladani novych nenulovych prvku i jejich vynechavani. To je nékdy vyhoda,

Obréazek 4.3.6: UloZeni prvniho radku matice z Obrdzku 4.3.5, kde spojovy seznam je
implementovan pomoci poli.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Vi lan oz [as |ais [ag |

Fvos | 4 I8 | [ [ J9 [ [ | |

sv. | [ [t 3 [ [ | [4 |8 [ | |
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za kterou se ale muze platit obtiznéjsim prizptusobenim soudobym pocitacovym
architekturam. Jedna z hlavnich linii tohoto textu je ukazat teoretické vysledky pro
praci s fidkymi maticemi, které casto umozni spojové seznamy obejit u naprosté vétsiny
pouzitych dat.

Historicky vznikla celd rada specializovanych schémat ulozeni a jejich ptrehled je mozné
najit napfiklad v [130] ¢i [97]. Mnoho z nich mé dalsi dulezité analogie, které napiiklad
slouzi pro ukladani matice s blokovou strukturou, kterd je pro soudobé pocitani velmi
podstatna. Mnoho z nich bylo ale také navrzeno bez ohledu na redlny ptfinos pro imple-
mentaci klicovych matematickych postupu numerické linearni algebry, pro které navic ve
své dobé chybély zakladni implementacni vzory. Protoze se ale algoritmy prace s ridkymi
maticemi vyrazné méni, méni se i pocitacové architektury a dostavame se do situace, ze
uplatnéni dnes naléza i fada ndpadu z minulosti.
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Grafy a jejich matice

Grafy pro nas v tomto textu predstavuji hlavné nastroj pro préaci s fidkymi maticemi. V
nasledujicim textu zavedeme postupné grafy neorientované i orientované. Nékdy se hodi
pouzivat i jejich kombinace, grafy smiSené, které mohou obsahovat jak hrany neorien-
tované tak i orientované, jak o nich budeme hovorit ve dvou nasledovné prezentovanych
verzich zékladnich typu grafu.

5.1 Neorientovany graf

Nejjednodussim typem grafu je prosty neorientovany graf z nasledujici Definice 5.1.1.

Definice 5.1.1 Prosty neorientovany graf G je usporddand dvojice mnozin (V, E).

Mnozina V- = {vy,...,v,} se nazgvd mnozZina vrcholu grafu G. E = {ey,...,en}
. . o Vv

nazgvame Mnozina E = {ey, ..., ey} hran grafu G spliuje E C 9 -
Mnozinu V' o velikosti |V| = n zde ¢asto ztotoziiujeme s mnozinou {1,...,n} a hrany

pak jsou dény neuspoidadanymi dvojicemi {3, j}. Piiklad prostého neorientovaného grafu
G =({1,2,3,4,5,6}, {{1,2}, {2,3}, {1,4}, {3,4}, {3,6}, {3,5}, {5,6}}) je na Obrizku

5.1.1. Vrcholim odpovidaji zakreslené body a hranam jejich spojnice.

Poznamka 5.1.1 V nasi definici jsou kazZdé dva vrcholy grafu spojeny nejvyse jednou
hranou. Model multigrafu umoznuje zavést vice hran mezi konkrétnimi vrcholy. Ne-
wvazujeme ant hrany incidentni pouze jednomu vrcholu, které se nazyvaji smycky. Pod

neorientovanym grafem bez blizsiho urcéeni budeme myslet prosty neorientovany graf
podle Definice 5.1.1.

41
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6 5

Obrazek 5.1.1: Priklad prostého neorientovaného grafu G = ({1,2,3,4,5,6}, {{1,2},
{2,3}, {14}, {3,4}, {3,6}, {3,5}, {5,6}})

5.1.1 Zakladni terminologie neorientovaného grafu

Vrcholy v; a v; neorientované hrany {v;,v;} € E nazyvame jejimi koncovymi vrcholy.
Dva vrcholy mnoziny V', které jsou vrcholy néjaké neorientované hrany, nazveme sou-
sednimi vrcholy nebo také (vzdjemnymi) sousedy grafu. Je-li vrchol v koncovym vr-
cholem néjaké neorientované hrany e € FE, ¢ili je-li v € e, nazveme jej incidentni této
hrané. Hranu e budeme pak analogicky nazyvat incidentni vrcholu v;. Vrcholy grafu, které
nejsou incidentni zadné hrané grafu, budeme nazyvat izolované vrcholy. Mnozinu vrcholu
grafu incidentnich hrandm z néjaké mnoziny hran E budeme nékdy pro jeji zduraznéni
oznacovat V(E). I:Tplnym grafem nazveme takovy neorientovany graf, pro ktery plati

EF = (‘; ) . Potiebujeme-li zduraznit u néjaké mnoziny vrcholi V' nebo hran E, ke

kterém grafu patii, zdiuraznime to zna¢enim jako napiiklad V(G) nebo E(G) pro graf G.

Definice 5.1.2 Graf G’ = (V' E’) nazveme podgrafem neorientovaného grafu G =
(V,E), plati-li V' C V, E' C E a vSechny vrcholy V(E') incidentni hrandm E’ podgrafu
G' patri do V.

Jestlize E’ obsahuje vSechny hrany grafu G, které maji koncové vrcholy z V', nazveme
graf G’ podgrafem grafu G indukovanym mnozinou vrcholu V' C V(G) a budeme jej
oznacovat G(V”). Analogicky je definovan podgraf indukovany mnozinou hran. Vysledkem
operace pridani hrany do grafu rozumime novy graf, ktery je sjednocenim puvodniho
grafu a grafu indukovaného touto hranou, pricemz sjednocenim grafu G; = (V4, Ey) a
Gy = (Vi, Es) rozumime graf G = (V; U V,, By U Es). Klikou stupné k grafu G nazveme
jeho tplny podgraf s po¢tem vrcholi (mohutnosti mnoziny vrcholu) k.

Mnozinu sousedu vrcholu v € V' v neorientovaném grafu G = (V, E) oznacime
vyrazem adj(v). To jest,

adj(v) ={u eV | {u,v} € E}.

Budeme-li zde chtit zduraznit graf, kterého se tato mnozina tyka, uvedeme jej jako dolni
index v oznaceni této mnoziny, jako napt. adjs(v) je mnozina sousedu vrcholu v v grafu G.
Tento dolni index nebudeme uvadét, bude-li ztejmé z kontextu, k jakému grafu se mnozina
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sousedu néjakého vrcholu vztahuje. Velikost mnoziny sousedu |adj(v)| budeme nazyvat
stupném vrcholu v v daném grafu a budeme jej nékdy oznacovat jednodussim zapisem
deg(v). Stejné jako v jinych pripadech pro vyhnuti se nejasnostem nékdy pouzijeme
oznaceni grafu ve formé dodateéného indexu. Napiiklad budeme pouzivat zapis dega(v)
pro stupen vrcholu v v grafu G. Pojem mnoziny sousedu jednoho vrcholu muzeme také
zobecnit na mnozinu sousedu néjaké podmnoziny U C V nésledovné.

adja(U) = {u ¢ U|(3v € U)(u € adje(v))} (5.1)

Mnozinu adj;(U) pak nazyvime mnozinou sousednosti mnoziny U v grafu G.

Definice 5.1.3 Duva neorientované grafy G = (V, E) a G' = (V', E') nazveme izomorfni,
existuje-li vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi jejich mnozinami vrcholi o = V. — V',
které zachovdvad sousednost vrcholu. Pod zachovdvanim sousednosti vrcholu rozumime, Ze
e € E je hrana s koncovymi vrcholy u a v pravé tehdy, je-li ¢ € E' hrana s koncovymi
vrcholy a(u) a a(v).

Dva izomorfni grafy muzeme z praktického pohledu ¢asto navzajem zaménovat. Zaména

mnoziny vrcholu V' = {vy,...,v,} za mnozinu {1,...,n} (tedy jejich nové oznaceni) s
prislusnym zobrazenim mezi mnozinami hran je ptikladem takové izomorfie. Tuto izo-
morfii, kde polozime V = {1,...,n} budeme pouzivat velmi ¢asto, nebot pak muzeme

vrcholy piimo porovnavat a casto se tak zjednodusi nase vyjadiovani.

5.1.2 Sekvence hran a vrcholi neorientovaného grafu

Necht G je neorientovany graf. Posloupnost ¢ hran

{io, i1}, {i1, 2}, .o, {ie—1, 0e}

incidentnich mnoziné vrchola {ig, ..., 4}, nazveme sledem mezi vrcholem iy a vrcholem
1¢, ktery ma délku ¢, kterd je tedy ddna poctem hran sledu. Trivialni sled s ¢ = 0, reprezen-
tovany pouze vrcholem ma g, ma délku 0. Vrcholy 7y a 7; nazyvame koncové vrcholy sledu
a fikdme, ze jsou spojeny/propojeny timto sledem. Sled nazyvame uzavieny, plati-li
10 = 4. V opacném pripadé se sled nazyvd otevieny. Sled, jehoz vSechny hrany jsou
ruzné, se nazyva tah. Jsou-li vsechny vrcholy tahu rizné s moznou vyjimkou pro koncové
vrcholy, tedy pro ig = i;, nazyvé se tento tah (neorientovanou) cestou. Fakt, ze mezi
dvéma vrcholy grafu u a v existuje neorientovand cesta budeme zapisovat u < v nebo
také u S v, kdyz chceme zduraznit, ze uvazujeme cestu v grafu G. Cheeme-li navic jesté
omezit mnozinu mezilehlych vrcholi cesty, tedy vrcholu cesty mimo vrcholu koncovych,
na néjakou mnozinu S C V(G), pak cestu mezi dvéma vrcholy v G zapiseme

el
=7
T 55
Uzaviena cesta se také nazyva cyklus. Vrchol grafu i; nazveme pro danou mnozinu S C V/

grafu dosazitelnym z vrcholu i, pfes mnozinu S, existuje-li cesta s koncovymi vr-
choly ig a i; takova, ze vSechny existujici mezilehlé vrcholy této cesty jsou obsazeny
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v mnoziné S. Nefekneme-li jinak, pfipoustime v nasem textu i prazdnou mnozinu me-
zilehlych vrcholu, kdy se tato cesta redukuje na jedinou hranu. Formélné si definujeme
mnozinu dosazitelnosti nasledovné.

Definice 5.1.4 Necht V je mnoZina vrcholi grafu G a necht igc € V,S C V. Mnozinu
dosazitelnosti vrcholu igc € V' pres mnozinu S v grafu G oznacenou Reach(ig, S,G),
definujeme vztahem

Reach(ip, S,G) ={k € V |k €V je dosazitelny z x € V v grafu G pres S }

nebo tedy
Reach(ig, S,G) = {k € V |ig %} k}

V mnoziné dosazitelnosti vrcholu tedy forméalné predpokladame ze vrchol ig muze a
nemusi byt v mnoziné S. Nékdy budeme o cesté, ale také o sledu ¢i tahu, hovorit také jako
o posloupnosti vrcholt nebo posloupnosti vrcholu a hran, je-li toto vyjadreni jednoznacné.
V nédmi zavedeném neorientovaném grafu je délka nejkratsiho cyklu alespon 3. Prosty graf
z obrazku 5.1.1 ma dva cykly. Jeden ma délku ¢tyti a druhy ma délku t¥i. Vzdalenosti
vrcholi v a v v neorientovaném grafu nazveme délku nejkratsi cesty, kterd ma u a v
jako své koncové vrcholy, to jest délku takové cesty, kterd ma z nich nejmensi pocet
hran. Dalsim zakladnim grafovym pojmem teorie grafu je souvislost, kterou uvedeme v
nasledujici definici.

Definice 5.1.5 Neorientovany graf je souvisly, jestlize jsou jeho kazdé dva vrcholy spo-
jeny sledem.

Neni-li graf souvisly, budeme jej nazyvat nesouvislym. Grafu indukovany jednim
vrcholem nebo graf prazdny (V = E = () jsou trividlné povazovany za souvislé. Propojeni
vrcholu sledem reprezentuje relaci souvislosti nad vrcholy grafu. Tato relace je ekvivalence
a indukuje tak rozklad mnoziny vrcholu na podmnoziny nasledujicim zpusobem:

V=VU...UV,. (5.2)

Podgrafy indukované mnozinami Vi, ..., V; nazveme souvislymi komponentami (nebo
komponentami souvislosti, pfipadné pouze komponentami) neorientovaného grafu G. Sou-
visly graf s po¢tem hran o jednicku mensim nez je pocet jeho vrcholu se nazyva strom.
Snadno nahlédneme, ze strom nemuze obsahovat zadny cyklus. Neorientovany graf, ktery
neobsahuje cyklus, se také nazyva acyklicky. Graf, ktery je acyklicky, ale neni nutné
souvisly, se nazyva les.

Dalsim dulezitym pojmem, ktery pozdéji pouzijeme, je vrcholova barevnost grafu.
Je definovdna jako minimalni pocet barev, kterymi muzeme obarvit vrcholy grafu tak,
ze zadnd hrana mezi dvéma vrcholy nemé oba koncové vrcholy stejné barvy. Dilezitym
specialnim piipadem grafu je graf bipartitni, coz je graf, jehoz vrcholova barevnost
je rovna dvéma. V néasledujicim textu, nebude-li moci dojit k nedorozuméni, budeme
casto pouzivat nasledujici zjednoduseny zapis. Je-li néjaky vrchol v grafu G prvkem jeho
mnoziny vrcholi nebo hrana e prvkem jeho mnoziny hran, pak budeme psat v € G,
respektive e € G. Stejné tak budeme ztotoznovat graf s jeho mnozinou vrcholti nebo hran
v ptipadech, kde nemuze dojit k nedorozumeéni.
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1 1
1 1
1 1 11
1 1
1 1
1 1

Obrazek 5.1.2: Priklad matice sousednosti pro prosty neorientovany graf z obrdazku 5.1.1

5.1.3 Matice neorientovaného grafu

S neorientovanymi grafy jsou ptirozené spjaty nékteré matice. Zde si uvedeme dvé z nich.
Podrobny vyklad najdeme napiiklad v [24].

5.1.3.1 Matice sousednosti neorientovaného grafu

Matice sousednosti grafu je definovana nasledovné.

Definice 5.1.6 Necht G = (V, E) je prostyj neorientovany graf s V = {1,...,n}. Matici
sousednosti tohoto grafu G nazveme (0,1) matici Aq = (ai;) (i,j € V), kde a;; je rovno
poctu neorientovangch hran {i,j} mezi vrcholy i a j.

Neékdy také uvazujeme matici sousednosti s doplnénymi diagonélnimi prvky (jednickami).
Nésledujici priklad demonstruje matici sousednosti.

Priklad 5.1.1 Prosty neorientovany graf G z Obrdzku 5.1.1 md symetrickou (0, 1) matici
sousednosti Ag zndzornénou na Obrazku 5.1.2. Pocet nenulovijch proku v i-tém tddku této
matice je roven stupni degg(i) vrcholu i v grafu G.

Izomorfie dvou neorientovanych grafu se déa jednoduse znazornit pomoci jejich matic
sousednosti, coz je obsahem nasledujici poznamky.

Poznamka 5.1.2 Necht G a G’ jsou dva prosté neorientované grafy. Oznacme jejich
matice sousednosti, po Tadé, A = Ag a A" = Al,. Z definice izomorfismu grafu plyne, Ze
G a G’ jsou izomorfni prdavé tehdy, lze-li symetricky permutovat rddky a sloupce matice A
tak, Ze dostaneme matici A'. Jinymi slovy, tyto grafy jsou izomorfni pravé tehdy, existuje-
li permutacni matice P € R™" takovd, e A’ = PT AP,

5.1.3.2 Matice incidence neorientovaného grafu

Dalsi dulezitou matici, kterou lze definovat pro dany neorientovany graf, je neorientovand
matice incidence (inciden¢ni matice) grafu.

Definice 5.1.7 Necht G = (V, E) je prosty neorientovany graf s V = {1,...,n}, E =
{1,...,m}. Matici incidence (incidenéni matici, matici hrany krdt vrcholy) grafu G
nazveme (obecné obdélnikovou) (0,1) matici Ac = (a;;), (i € {1,...,m},j € {1,...,n}),
kde a;; = 1, je-li j vrcholem hrany i a a;; = 0 v opacném pripadé.
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Obréazek 5.1.3: Priklad matice incidence pro prosty neorientovany graf z obrazku 5.1.1
s ocislovanim hran e; = {1,2}, eg = {2,3}, e3 = {1,4}, es = {3,4}, e5 = {3,6}, ¢ =
{3,5}, ez = {5,6} a s radky odpovidajicimi postupné hrandam ey, ..., er.

Matice incidence grafu G z obrazku 5.1.1 je znazornéna na obrézku 5.1.3. Pozménime-
li tuto matici tak, ze v kazdém radku se dvéma nenulovymi prvky jeden z nich zménime z
1 na —1, hovoiime orientované matici incidence (neorientovaného grafu). Samoziejme,
takto definovana transformace matice incidence neni obecné jednoznacéna a v praxi se
pouzivaji jeji ruzné varianty. Poc¢et ruznych moznych moznosti orientace v prostém neo-
rientovaném grafu je roven 2™, kde m je pocet fadku neorientované matice incidence, coz
je také pocet hran odpovidajiciho grafu.

5.1.4 Neékteré vztahy mezi neorientovanymi grafy a jejich mati-
covymi reprezentacemi

Mezi maticemi sousednosti a incidence neorientovaného grafu plati nasledujici vztah.

Véta 5.1.1 Necht G = (V, E) je prosty neorientovany graf s V.= {1,...,n}. Nechtf
A € R™™ je incidencni matice tohoto grafu a B jeho matice sousednosti (bez diagondlnich
proki). Pak plati

ATA =D+ B, (5.3)

kde D = (d;)i=1..n. € R™" je diagondlni matice a d; = deg(i) proi € V.

-----

Diikaz: Snadno je vidét, Ze diagonalni prvek matice AT A se rovnd stupni piislusného
vrcholu. Uvazme pritom, ze sloupce odpovidaji jednotlivych vrcholim a diagonélni prvek
AT A je dan skaldrnim soucinem sloupce se sebou samym.

Co se tyka mimodiagonalnich prvku, které odpovidaji odlisnym vrcholum, je situace
nasledujici: Pro dva rtizné vrcholy i a j je prvek symetrické matice AT A na pozici {4, j}
roven jedné praveé tehdy, kdyz jsou prislusné vrcholy spojeny hranou. Je to vidét i tak, ze
prislusny skaldrni soucin dvou sloupcu obsahuje jednotkové prispévky pouze tehdy, kdyz
jsou tyto vrcholy propojeny hranou. Tvrzeni je tak dokazano. ]

Poznamka 5.1.3 Orientovand matice incidence splnuje mirné pozmeénény vztah (5.3).
Konkrétné plati
ATA =D - B. (5.4)
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Diikaz: Snadno nahlédneme, ze kazdy mimodiagonalni prvek je dany soucinem jednicky
a minus jednicky. Pro diagondlni prvky matice AT A se nic neméni. Z tvrzeni je ziejmé,
ze platnost tohoto vztahu nezavisi na konkrétni orientaci prvku matice incidence. ]

Pti diskretizacich oblasti se ¢asto pouziva pojem hranového grafu, ktery zavedeme v
nasledujici definici.

Definice 5.1.8 Necht G = (V, E) je prosty neorientovany graf. Hranovy graf L(G) =
L

(VE EY) definuje V¥ = E. MnoZina E* € obsahugje prdvé ty dvojice proki z VE,

2
které jsou incidentni spolecnému vrcholu z V', to jest, plati-li

{e1,e0} € EF & e1ney # 0.
Pro hranovy graf plati nasledujici tvrzeni, které je analogii tvrzeni Véty 5.3:

Véta 5.1.2 Necht A € R™" je incidencni matice prostého neorientovaného grafu G a
necht B € R™™ je matice sousednosti hranového grafu L(G). Pak plati

AAT =21, + B (5.5)

Dtikaz: Pro i # j je prvek matice B o indexech i a j roven jedné pravé tehdy, maji-li
hrany e; a e; grafu G spolecny vrchol. Jinak je roven nule. Totéz vsak muzeme fici o
matici AAT. Hodnoty diagonalnich prvki je také snadné oveéfit. |

Druhym zakladnim modelem grafu je graf orientovany. Ttida orientovanych grafu
se lisi od neorientovanych grafu tim, ze jejich hrany jsou prvky kartézského soucinu a
vrcholy, které je vyjadiuji, jsou tedy usporadané.

5.2 Orientovany graf

Definice 5.2.1 Prosty orientovany graf G je usporddand dvojice (V, E), kde V =
{v1,..., 0.} se nazgvd mnozina vrcholi grafu G a E se nazgvd mnozina orientovanyjch
hran tohoto grafu, kde

ECV xV\{(vi,v1),..., (vn,vn)}
Je-li (i,7) hrana z E, pak vrchol i nazjvame jejim pocdte¢nim vrcholem a vrchol j jejim

koncovym vrcholem. Stejné tak ale muzZeme hovorit o dvou koncovych vrcholech oriento-
vané hrany.

Analogicky jako vysSe, orientovanym grafem bez blizsi specifikace rozumime prosty
orientovany graf, pokud neuvedeme jinak.
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5.2.1 Vztah terminologie orientovaného a neorientovaného grafu

Mezi neorientovanym a orientovanym grafem neni piilis hluboka propast. Budeme-li v
tomto textu rozsitovat platnost nékterych definici, vlastnosti a tvrzeni, které zavadime
pro orientované grafy, i na grafy neorientované, pak tim budeme rozumét jejich platnost
pro neorientovany graf, kde mame neorientovanou hranu {7, j} mezi vrcholy i a j prave
tehdy, existuje-li v puvodnim grafu alespon jedna z hran (i, ) nebo (j,4). Takto de-
finovany neorientovany graf, odvozeny z orientovaného grafu G, budeme dile nazyvat
jeho symetrizaci. Opaé¢né, néktera tvrzeni i vlastnosti tykajici se neorientovanych grafu
muzeme bez problému aplikovat i na orientovany graf odvozeny tak, ze kazdou neori-
entovanou hranu {4, j} mezi vrcholy i a j nahradime dvojici orientovanych hran (i, j) a
(7,1). Tento odvozeny graf se nazyva symetrickou orientaci puvodniho neorientovaného
grafu.

Neorientovanému grafu muzeme také pritadit orientovany graf tak, ze kazdou hranu
{i, 7} mezi vrcholy i a j orientujeme vyluéné bud jako (7, 7) nebo jako (4,1). Tento proces
se nazyva nesymetrickd orientace (strucné jen orientace) grafu a neni obecné jedno-
znacny. Nicméné muze byt uzitecny v nékterych algoritmech pro praci s tidkymi maticemi.
Vyse uvedenou orientaci matice incidence muzeme interpretovat také jako orientaci
hran grafu, neboli jako vytvoreni matice odpovidajici néjaké nesymetrické orientaci
grafu.

5.2.2 Terminologie orientovaného grafu

Vzajemné transformace mezi neorientovanymi a orientovanymi grafy umoznuji jednoduché
rozsiteni fady pojmu zavedenych dtive jako pojmu charakterizujici grafy neorientované.
V nékterych pripadech pridame jesté dalsi znaceni a zduraznime odliSnost pojmu pro
neorientovany a orientovany graf.

Dulezitym rozsitenim z neorientovanych grafu jsou pojmy orientovaného sledu, ori-
entovaného tahu a orientované cesty, kde v posloupnosti hran, které je definuji,
uvazujeme pouze orientované hrany. Konkrétné, v nejobecnéjsim pojmu sledu s vrcholy
io, - .., l; predpoklddame orientace hran v potadi (ig,1), (i1,12),. .., (94—1,%). Existenci
orlentovane cesty z pocatecniho vrcholu v do koncového Vrcholu v budeme zapisovat

u = v nebo také u = v, kdyz chceme zduraznit, ze uvazujeme cestu v grafu G. Ome-
zeni mnoziny vrcholu cesty pak popiSeme analogicky jako u neorientovanych cest. Hrana
(u,v) zapisovand téz jako u — v nebo u S je trividlni pripad takové orientované cesty.
Dosazitelnost a mnozina dosazitelnosti v orientovaném grafu jsou definovany analogicky
s tim, ze se uvazuji pouze orientované cesty. Vyse zminéné oznaceni vrcholu hrany orien-
tovaného grafu G jako poc¢atecnim a koncovém vrcholu nebo dvou koncovych vrcholech v
pripadé kdy nemuze dojit k zaméné, je ddno uvazovanim orientované hrany jako hrany v
symetrizaci grafu G'. Analogicky, pro sled

(0, 11), (41,92), - - -, (=1, @)

jsou ig a i; jeho koncové vrcholy, nebo také ig je pocatecni vrchol sledu a i; je koncovy
vrchol sledu. Analogicky se rozsituje pojem podgrafu indukovaného mnozinou vrcholu
grafu i na orientované grafy. I pojem stromu lze snadno zobecnit na orientované grafy tak,
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ze za orientovany strom povazujeme orientovany graf, jehoz symetrizace je stromem.
V orientovaném grafu definujeme pro kazdy jeho vrchol v € V nasledujici podmnoziny
mnoziny sousedu vrcholu.

adit(v) = {ueV|(v,u) € E}
adj~(v) = {ueV|(u,v) € E}.

Mnozinou sousednosti (sousedu) adj(v) pro v € V rozumime sjednoceni adj™ (v)Uadj~ (v)
tedy mnozinu sousedu symetrizace orientovaného grafu.

Podstatnym rozsitenim pojmu souvislosti z neorientovanych grafu je pojem silné sou-
vislosti orientovanych grafi. Dva vrcholy x; a x5 orientovaného grafu G se nazyvaji silné
souvislé, plati-li

T :G> i) VAN i) :G> xI1. (56)

Vrchol sam se pritom povazuje trivialné za silné souvisly sam se sebou. Silnad souvislost
tak definuje na mnoziné vrcholu ekvivalenci a indukuje obecné rozklad mnoziny vrcholu
na t,t > 1 tiid ekvivalence vrcholu Vi, Vs, ..., V;, kde

V =VulWhu...uV. (5.7)

Podgrafy indukované celymi mnozinami vrcholi jednotlivych tiid ekvivalence se nazyvaji
silné komponenty orientovaného grafu G. Jsou to tedy maximalni mnoziny navzijem
silné souvislych vrcholu, kde maximum se uvazuje ve smyslu inkluze, nikoliv ve smyslu
nalezeni silné komponenty s nejvétsi kardinalitou.

Definice 5.2.2 Orientovany graf G se nazyvd silné souvisly, md-li pravé jednu silnou
komponentu. Jingmi slovy, graf je silné souvisly prdve tehdy, jsou-li vsechny dvojice jeho
vrcholi navzdjem silné souvislé.

5.2.3 Matice spojené s orientovanym grafem

Matici incidence jsme zminili pfi zavadéni procesu orientace grafu. Co se tykad matice
sousednosti prostého orientovaného grafu GG, pro nase tucely bude stacit ji chapat jako
matici sousednosti symetrizace grafu G.

5.2.4 Acyklické grafy a korenové stromy

Velmi vyznamné misto mezi grafy z teoretického i praktického pohledu zaujimaji ori-
entované acyklické grafy. Nasledujici definice zavadi nejprve standardni topologické
ocislovani grafu.

Definice 5.2.3 Topologickym ocislovanim (orientovaného grafu, vrcholu orientovaného
grafu) nazveme takové zobrazeni (ocislovani) o : V- — {1,...,|V|} jeho vrcholi V', Ze pro
vSechny jeho hrany (u,v), u,v € V plati

a(u) < a(v).
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Véta 5.2.1 Orientovany graf je acyklicky prdvé tehdy, existuje-li jeho topologické ocislovdni.

Dikaz: Necht je dany graf G acyklicky. Nejprve ukéZeme, Ze v ném musi existovat vrchol
v, pro ktery plati adj~(v) = (). Tento vrchol nazveme zdrojem acyklického grafu. Zvolme
libovolny vrchol z € V(G). Je-li zdrojem, pak jsme hotovi. Neni-li zdrojem, existuje néjaky
vrchol, z néhoz vede hrana do . Opakovanim tohoto procesu maximalné (|V| — 1)-krat
nalezneme v grafu s koneé¢nym poctem vrcholu zdroj, protoze graf je acyklicky a nelze se
timto zpusobem vratit do vrcholu v.

Predpokladejme nyni, ze graf G = (V, E) je acyklicky a uvazujme matematickou in-
dukei podle poctu jeho vrcholiu. Pro |V] = 1 je tvrzeni je ziejmé. Necht |[V]| > 1. Pak exis-
tuje jeho zdroj s a s vyuzitim indukcéniho predpokladu existence topologického ocislovani
podgrafu grafu G indukovaného mnozinou V'\ { s} ziskdme ocislovani tak, ze «(s) pfifadime
mensi hodnotu nez vsem vrcholim z tohoto podgrafu, pro ktery ale topologické ocislovani
existuje. To jde vzdy s vyuzitim éisel z intervalu (1, ,, V).

Opacné, existuje-li topologické ocislovani grafu, graf musi byt acyklicky, nebot jinak
bychom dostali spor porovnavanim hodnot zobrazeni « vrcholu existujicitho cyklu. I

V acyklickych neorientovanych grafech muzeme zavést orientaci na zakladé vy-
braného vrcholu tak, jak nyni popiSeme. Nejprve definice.

Definice 5.2.4 Kofenovym stromem nazveme acyklicky a souvisly graf (strom) s jednim
vybranym vrcholem r. Ten budeme budeme nazyvat koten tohoto stromu.

Vybér korene znamend zavedeni orientace v neorientovaném stromu nebo zave-
deni nové orientace stromu, ktery byl puvodné orientovany nebo smiseny. Zatimco
prvni piipad je jasny, zavedeni nové orientace znamena nejprve odstranéni puvodni
celé nebo “castecné” orientace symetrizaci. Nova orientace, pokud neuvedeme ji-
nak, bude v tomto textu urcena tak, ze existuji jednoznacné urcené orientované cesty z
kotene r ke vSem ostatnim vrcholim V \ {r}. Orientaci muzeme zavést i v obecném
nesouvislém orientovaném acyklickém grafu urcenim vrcholu v kazdé jeho komponenteé,
tedy vybérem kotenu jeho komponenty. Kofenové stromy tedy budeme obvykle uvazovat
jako grafy orientované. Nasledujici terminologie se tyka obecné orientovanych acyklickych
grafu, které tedy zahrnuji i kofenové stromy:.

Definice 5.2.5 Vrchol x orientovaného acyklického grafu G nazveme predkem vrcholu
Y, existuje-li v ném orientovand cesta z x do y. Vrchol x orientovaného acyklického grafu
nazveme potomkem vrcholu y, je-li vrchol y predkem vrcholu x.

Protoze uvazujeme i cesty nulové délky, pak kazdy vrchol je saim svym piredkem
i potomkem. Tato konvence, jakkoli se zda byt zvlastni, umozni jednoduseji formulovat
néktera tvrzeni. Vlastni predek respektive potomek néjakého vrcholu je takovy jeho
predek respektive potomek, ktery se 1lisi od sebe sama. Mnozinu vsech predki néjakého
vrcholu 2 budeme oznacovat anc(z) nebo ancg(z), chceme-li zduraznit acyklicky graf, ke
kterému se pojem predka vztahuje. Analogicky mnozinu potomku vrcholu x v grafu G
budeme znacit desc(z) nebo descg(x). Pro orientované acyklické grafy T'= (V, E) a tedy i
kotfenové stromy dale zavedeme nejblizsiho nevlastniho predka nazvaného nazyvané otec
pomoci nasledujiciho zobrazeni parent.
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Obrézek 5.2.4: Priklad kotrenového stromu. Jeho koren je vrchol 12.

Definice 5.2.6

i< JieV(T), (i,5) € E(T),

null jinak. (5-8)

parent(j) = {
Vrchol © nazveme synem vrcholu y prdvé tehdy, je-li vrchol y otcem vrcholu x, to jest,
plati-li y = parent(x) .

V piipadé kofenového stromu 7' = (V) E), ktery je souvisly, ma hodnotu null pouze
koten r. V orientovaném lese takovych vrcholi muze byt vic. Na obrazcich kofenovych
stromu zavedeme konvenci, ze vlastni potomky vrcholu nakreslime vzdy nize nez samotny
vrchol, a pak nemusime vyznacovat orientaci pomoci Sipek. Obrazek 5.2.4 znazornuje
priklad kotenového stromu. Jeho kofenem je vrchol 12. Dale, naptiklad, vrchol 10 je
predkem vrcholu 2, 8 a 9 a ti jsou zase jeho potomci. Seznam predku vrcholu 10 je
anc(10) = {10, 11, 12}. Hodnoty zobrazeni parent(i) pro vrcholy stromu z Obrézku 5.2.4
jsou, po fadé rovny 8,10,7,7,6,9,9,10,11,12, null.

Pro kofenovy strom i pro obecny acyklicky graf budeme v tomto textu dale pouzivat
alternativni topologického ocislovani dané nasledujici definici

Definice 5.2.7 Topologickym ocislovanim acyklického grafu nazveme takové zobra-
zent (ocislovani) o - V- — {1,...,|V|} jeho vrcholi V', Ze pro vSechny jeho hrany (parent(u),u) u €
V', pokud existuji, plati

a(u) < a(parent(u)).

Zduraznéme tedy, ze bez 1jmy na obecnosti budeme tedy i v obecném orientovaném
acyklickém grafu pouzivat opacnou orientaci nez byla diskutovana vyse tak aby byla
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shodnad s orientaci kofenového stromu jako specidlniho ptripadu orientovaného acyklického
grafu. To je motivovano kompatibilitou s dalsimi ¢astmi textu.
Zavedené znaceni umoznuje jednoduse vyjadrit nasledujici ziejmé pozorovani.

Pozorovani 5.2.1 Topologické ocislovani o orientovaného acyklického grafu G = (V, E)
ma nasledugici tranzitivni vlastnost.

a(v) < a(u) prou € anc(v), u # v. (5.9)



Od matic ke grafum

Zatimco v predchazejici kapitole jsme se vénovali grafim a definovali i nékteré matice,
které jsou pro grafy definovany, v této kapitole vyjdeme z pojmu fidké matice a zavedeme
si nékolik variant grafu, ktery charakterizuji strukturu jejich nenulovych prvku, tedy
strukturu ridkosti matice. Tyto grafy budeme také nazyvat grafové modely struk-
tury fidkosti matic. Takto zavedené grafové modely mohou byt dale modifikovany podle
konkrétnich potieb a pripadné modifikace modeli zminime v piislusnych situacich.

6.1 Matice a jejich grafy

Uvazujme obecné obdélnikovou matici A € R™*" a rozlisme tii zakladni modely, kterymi
zachytime jeji strukturu ridkosti. Grafovy model dale ve vétsiné pripadu snadno rozsitime
s pomoci vrcholového a/nebo hranového ohodnoceni tak, aby zachycoval nejenom struk-
turu, ale i hodnoty nenulovych prvki. Obecné tedy pak budeme hovotit o grafech (gra-
fovych modelech) matice.

6.1.1 Grafovy model ¢tvercové symetrické matice

Neorientovanym grafovym modelem nebo také grafem symetrické matice A € R™*"
(tedy pro m = n) nazveme neorientovany graf G = (V) E), kde V = {vq,...,v,},

EC . Pfitom polozime

Vv
2
FE = {{Ui7vj}|aij # 0 A # ’Uj} .

Nenulovym prvkum z matice tedy prifazujeme bijekci neorientované hrany tohoto grafu.
V nésledujicim uvddime piiklad symetrické matice a odpovidajiciho grafu G = (V, E) =
({1,...,6}, F). Matice je zndzornéna na Obrazku 6.1.1 a odpovidajici orientovany graf
na Obrazku 6.1.2.

Model neorientovaného grafu muzeme vyuzit k zachyceni struktury ridkosti matice A
také v pripadé, je-li matice symetricka pouze strukturalné a nikoli numericky. To jest
v piipadé, ze existuji ruzné indexy iy,7; € {1,...,n} takové, pro které a;; # aj;i a
zéroven je splnéno, ze plati-li pro néjaky prvek a;; matice A a;; # 0, pak také a;; # 0.

23
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Obrazek 6.1.1: Symetrickd matice A € R™™.

Obrazek 6.1.2: Neorientovany graf G = ({1,...,6}, E) odpovidajici matici z Obrdzku
6.1.1.

6.1.2 Grafovy model ¢tvercové nesymetrické matice

Orientovanym grafem (grafovym modelem) ¢tvercové a obecné nesymetrické matice
A € R™™ nazveme prosty orientovany graf G = (V, E') vytvoreny nasledujicim zpusobem.
Jeho mnozina vrcholu je V- = {wy,...,v,} a jeho mnozina hran je definovédna predpisem

E = {(vi,v)) | aij # 0,v; # v;}.

Obréazek 6.1.3 ukazuje piiklad nesymetrické matice, kde pro nazornost zapisujeme i
jeji ciselné hodnoty, které ale zakladnim modelem prostého grafu bez vyse zminénych
ohodnoceni nezachytime. Neorientovany graf G = ({1,...,6}, E) piislusejici této matici
je znédzornén na Obrazku 6.1.4.

5.1 34
2.8 1.2 3.6
3.6 4.8
A= 8.5 5.5
4.0 2.6
1.2 5.0 7.1

Obrazek 6.1.3: Nesymetrickd matice A € R™*™.
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—
Obrazek 6.1.4: Orientovany graf G = ({1,...,6}, E) odpovidajici matici z Obrdzku 6.1.3.

Vyse uvedend moznost vzit jako mnozinu vrcholu grafu V' = {1,... n} umoznuje
hovotit o oc¢islovani vrcholu grafu a hodnoty tohoto o¢islovani ztotoznit s indexy tadku
a/nebo sloupcu matice. Poznamenejme, ze timto grafovym modelem muzeme také zachytit
i strukturu fidkosti symeetrické matice, kde neorientované hrané odpovidaji dvé hrany
orientované.

6.1.3 Graf matice a jeji rozlozitelnost

Souvislost rozlozitelnosti matice s jejim orientovanym grafovym modelem popisuje nasledujici
Véta.

Véta 6.1.1 Matice A dimenze n je rozloZitelnd prdveé tehdy, neni-li jeji orientovany gra-
fovyy model silné souvisly.

Dtikaz: Je-li matice A rozlozitelnd, pak existuje podle Definice 3.2.2 permutacéni matice

P takova, ze plati
A 0
PTAp =" , 6.1
<A21 A22) 6.1)

kde Aj; a Ags jsou étvercové netrividlni matice. Uvazujme orientovany graf G = (V, E)
matice PTAP a rozklad jeho mnoziny vrcholit V' na dvé neprdzdné podmnoziny V) a
Va, kde V7 odpovida fadkum a sloupcum matice Aj; a Vo odpovida zbyvajicim rfadkum
a sloupcum. Podle struktury tidkosti matice a tedy i grafu G je jasné, ze neexistuje
orientovana cesta z zddného vrcholu mnoziny V; do zadného vrcholu mnoziny V;. Graf G
tedy nemuze byt silné souvisly. Protoze ale grafy matic A a PT AP jsou izomorfni, neni
silné souvisly ani graf matice A.

Predpokladejme nyni, ze graf G = (V, E) matice A neni silné souvisly. Pak se daji
najit dva vrcholy a a b z V takové, ze neexistuje orientovana cesta v grafu G z a do
b. Definujme nyni mnoziny V_;, V,— a V3 néasledujicim zpusobem. Necht mnozina V.
obsahuje vrchol b a vsechny vrcholy grafu, pro které existuje orientovand cesta do vrcholu
b. Necht déle mnoZina V,_, obsahuje vrchol a a vsechny ostatni vrcholy, do kterych vede
orientovana cesta z vrcholu a. Mnoziny V_,;, a V- jsou tedy neprazdné. Jsou navic také
disjunktni, nebot z existence vrcholu, ktery by byl zéroven v obou mnozindch V. a V.,
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bychom dostali spor s piedpokladem, Ze neexistuje orientovand cesta z a do b. Zaved me
nyni oznaceni

V;Jther =V \(V:>b U ‘/;1,:>)

a zvolme permutacni matici P tak, aby PT AP obsahovala nejprve fadky a sloupce od-
povidajici mnoziné V,_., a pak postupné fadky a sloupce odpovidajici mnozinam Ve, a
V_p. Vyslednou permutovanou matici muzeme znéazornit nasledovne:

‘/;L=> V;)ther V:>b
‘/aé Al 1 A12 A13
V;)ther A21 A22 A23
V:>b A31 A32 A33

Z4dna orientovans cesta z néjakého vrcholu z V,—. do néjakého vrcholu z V_, nemuze
existovat, protoze pak by existovala orientovand cesta a = b. To implikuje A3 = 0.
Nemuze ale existovat ani zadnd orientovana cesta z néjakého vrcholu z V., do néjakého
vrcholu z V., protoze takovy vrchol by musel byt ve V_;, a ne v mnoziné V... To tedy
znamena, ze také As; = 0 a matice A musi byt rozlozitelna, jak jsme meéli dokazat. W

6.1.4 Grafovy model struktury ridkosti obdélnikové matice

Vsimnéme si, ze ve vysSe uvedenych grafovych modelech nezachycujeme nenulovost di-
agonalnich prvka matice. To by se dalo provést specialnimi hranami, kterym se fika
smycky, ale vétsinou neni nutné grafovy model takto doplnovat. Nulovost a nenulovost
diagondlnich prvki muze zachytit pro matici A € R™*" bipartitni graf (to jest graf s chro-
matickym ¢islem 2). Tento graf muze zachytit i strukturalni informaci v matici, ktera je
obdélnikova a m& obecné nestejny pocet fadku m a sloupcu n. Formalné jej zapiSeme

G = (R,C,E), kde |R| = m, |C] = n, E C R x C akde platf
E:{(l,j/) |i€R,j/€O,CLij§'£O}.

V tomto piipadé se nenulovost diagonalniho prvku a;; vyjadiuje existenci hrany (4,4"). [ zde
volime mnoziny vrcholu jednoduse jako {1,...,m} a {1’,...,n’} misto obecnych mnozin,
po tfadé, R a C'. Duvodem je jednoduchost s jakou muzeme zavést uspotradani vrcholu
v téchto mnozinach. Mnozinu R budeme nékdy nazyvat fadkovou mnozinou bipartitniho
grafu a C' jeho sloupcovou mnozinou.

Na Obrazku 6.1.5 je zndzornén bipartitni graf G = (R, B, E) odpovidajici matici
z Obrazku 6.1.3.

6.1.5 Ciselné hodnoty prvka matice a diagonalni prvky v gra-
fovych modelech
Obecné mame v tidké matici jak informaci o jeji struktute, tak informaci ¢iselnou, tedy

numerické hodnoty jejich prvku. Modely prostych grafu, tak jak jsme o nich hovorili
vyse, zachycujeme pouze strukturu ridkosti matice. Nékdy je ale potieba pojmy prostého
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2 2'
3 3
4 4
5 5
6 6'

Obrazek 6.1.5: Bipartitni graf G = (R, B, E) zachycugici strukturdlni informact v matici
z Obrdzku 6.1.3 .

grafu rozsitit zavedenim ohodnoceni (vah) pro vrcholy a/nebo hrany grafu. Formalné tak
pridavame k definici prostého grafu zobrazeni

w:R—V a/nebo ¢:R— E.

Grafy (grafové modely) doplnéné takovym zobrazenim nazyvdme ohodnocené nebo
vazené. Pripadné lze zminit konkrétni typ ohodnoceni. Oba typy ohodnoceni, hranové
i vrcholové, se mohou kombinovat a jejich hodnoty mohou odpovidat numerickym hod-
notdm prvku matice. V ptripadé matic symetrickych a pozitivné definitnich vime, ze i
transformace matice a prislusna transformace grafového modelu pii presném Choleského
rozkladu nenulovost diagonélnich prvku neméni. V ostatnich ptipadech diskutujeme ne-
nulovost diagonalnich prvku ¢asto samostatné, mimo grafovy model.

6.2 Ocislovani grafu a preusporadani matice
Ze vztahu mezi maticemi a grafovymi modely plyne, ze ocislovani grafového modelu souvisi

se zobrazenim vrcholu do pfirozenych ¢isel ptislusnych matic. Nasledujici definice tuto
souvislost formalizuje.

Definice 6.2.1 Oc¢islovanim vrcholi grafu G = (V, E) o n vrcholech nazveme bijekci

a: V< {1,...,n}. Bude-li potieba, graf G s danym ocislovinim « budeme znacit
rozsirenou notaci G = (V, E, «). O¢islovanim bipartitniho grafu G = (R, B, E) nazveme
bijekci « : R <> {1,...,m} a 8 : B+ {1,...,n}. Graf G s timto dvojim ocislovanim «,

B budeme analogicky znacit G = (R, B, E, a, 3).

Precislovanym neorientovangm grafem pak rozumime graf G, = (V,, Ey) izomorfnd
plvodnimu grafu, kde V, = a(V) a E, = {{a(i),a())} | {i,7} € E}. Analogicky definu-
jeme precislovani pro ostatni typy grafi.
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Operace precislovani prostého orientovaného nebo neorientovaného grafu, ve které
ziskame G, indukuje symetrickou permutaci radku a sloupcu matice. Jinymi slovy,
oc¢islovani v odpovida permutacni matici P takové ze

a(i)=j e Py =1. (6.2)

O permutované matici PAPT budeme hovofit jako o matici pfeuspofddané nebo nové
uspofadané na zakladé nového ocislovani vrcholu grafu. Nebude-li moci dojit k nedoro-
zuméni, budeme pouzivat také terminy nové uspoiradani vrcholu grafu, precislovani
matice nebo preusporadani vrcholu grafu majice na mysli jednoznacny vztah precislovani
grafu a preusporadani matice. V piipadé bipartitniho grafu, kde nezavisle precislujeme dve
mnoziny vrcholt, indukuje tato operace obecné nesymetrickou permutaci (preusporadani)
matice PAQ, kde P a @ jsou, po radé, radkové a sloupcové permutacni matice od-
povidajici danym bijekcim « a (3.



Obecné schéma reseni soustav
linearnich rovnic

V této kapitole si zopakujeme néktera fakta tykajici se TeSeni soustav linearnich alge-
braickych rovnic pomoci rozkladu, které vychazeji z Gaussovy eliminace nebo ptibuznych
algoritmu. Tyto rozklady nejprve pripomeneme pro husté matice a poté se zamérime na
matice Tidké.

7.1 Gaussova eliminace a LU rozklad husté matice.

Predpokladejme, ze matice A soustavy je husta. Elimina¢ni algoritmus feSeni soustav
linedrnich algebraickych rovnic
Az = b, (7.1)

pro A € R™" z € R", nazyvany Gaussova eliminace spociva v (1) transformaci sou-
stavy na ekvivalentni systém s trojihelnikovou matici a v (2) zohlednéni této redukce
pii rekonstrukci jejitho feSeni. Z hlediska vypocetni slozitosti hraje centralni roli prvni
krok a proto se budeme vénovat predevsim této fazi eliminace, i kdyz do celého algoritmu
feSeni soustavy rovnic musime zahrnout také praci s vektorem pravé strany b. Mati-
covy a algoritmicky zapis této transformace ve formé rozkladu jsou mnohem novéjsi nez
puvodni expozice. Teprve v historicky nedavné dobé, az koncem padesatych let a zacatkem
Sedesatych let dvacatého stoleti, doslo k preformulovani algoritmu Gaussovy eliminace na
dekomporzi¢ni (faktorizaéni) algoritmus, ktery vyjadiuje matici A ve formé rozkladu na
dveé trojuhelnikové matice, tedy ve tvaru A = LU nebo varianty takového rozkladu.

7.1.1 Gaussova eliminace husté matice.

Obsahem nasledujici definice je pojem silné regularni matice, ktery se pouziva pti diskusi
o existenci rozkladu.

Definice 7.1.1 Ctvercovd matice A € R™" je silné regularni, jestlize viechny jeji
hlavni minory (determinanty jejich hlavnich podmatic) jsou ruzné od nuly.

29
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Priklady jednoduchych matic, které jsou regularni, ale nejsou silné regulérni, jsou znazornény
v (7.2).

1 00 110
0 01 111 (7.2)
010 010

Nasledujici dvé tvrzeni uvedeme bez dukazu a predpoklddame, Ze je s nimi ¢tenatr obeznamen.

Véta 7.1.1 Matice symetrické a pozitivné definitni jsou silne reguldrnd.

Véta 7.1.2 Pro silné requldarni matici A € R™™ ezistuje jednoznacéné urcéend (requldrni)
dolni trojihelnikovd matice (faktor) L s jednotkoviymi diagondlnimi prvky a jednoznacné
uréend requldrni horni trojihelnikovd matice (faktor) U takové, Ze plati

A=LU. (7.3)

Poznamka 7.1.1 Predpoklad, Ze faktor L md jednotkovou diagondlu (jednotkové dia-
gondlni proky), je standardni a zabezpecuje jednoznacnost faktori rozkladu. Kdybychom
vyjddrili jednotlivé proky rozkladu pomoci soustavy n* rovnic pro n(n + 1) nezndmijch
(prvki faktori U a L), museli bychom pro jednoznacnost n jejich hodnot zvolit. Jednot-
kova diagondla faktoru L je touto standardni volbou.

Nejcastéjsi prezentace algoritmu Gaussovy eliminace spociva v systematickém nulovani
obecné nenulovych prvku ¢tvercové matice A € R™*" na jejich poddiagonélnich pozicich.
Maticové muzeme prvni krok tohoto procesu, tedy nulovani poddiagonélnich prvka v
prvnim sloupci matice A, zachytit nasledujicim ¢astecnym rozkladem

a1 a2 ... Qip 1 i1 a2 ... Oin

a1 Q2 ... Q2p az /a1 0 OJSQ) e aéln)

as azy ... Qg | = | asi/an 1 0 agé) . agif = M, AW,
: 1 : : :

Apl Ay v Opp An1 /a1 1 0 oY ... ol

(7.4)
Prislusny Schurtv doplnék S matice A vzhledem k prvku aq; po prvnim kroku procesu

oznacime také
(1) (1)

a%f) ...... a%{L)
o (1) o 0,32 ...... a3n (n—l)x(n—l)
S=aAp =|" o SR , (7.5)
G asm

kde index R znamend, 7ze ¢astecné eliminovana matice AM je redukovand. Tuto reduko-
vanou matici budeme nékdy také nazyvat aktivni cast castecné eliminované matice,
protoze na ni se soustiedi aktivita dalsich kroku rozkladu (v této varianté, kterd je zalozena
na vypoctu posloupnosti Schurovych dopliku). Nulovanim poddiagondlnich prvka matice
AW v jejim druhém sloupci ziskdme matici A®), coz vyjadifme néasledujicim rozkladem.
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aip G2 ... Qip 1 ai; G2 ... ... Qin

0 afy ... af, 1 0 o) ... ... &

0 afy ... af) | = az/an 1 0 0 aff ... V| =40
: : : 1 : : : :

0 ay ... af) o /011 1) \o o &% ... ol

(7.6)
Analogicky s predchazejicim oznacime Schuruv doplnék S matice Ag) vzhledem k prvku
a%) vyrazem Ag) a analogicky budeme postupovat i v dalsich krocich. Opakovanou apli-
kaci tohoto postupu ziskame po n — 1 krocich posloupnost dolnich trojuhelnikovych matic
My, M, ..., M, 1 s jednotkovou diagonalou, které nazyvame sloupcové eliminacni ma-
tice a také ziskdme posloupnost ¢dsteéné eliminovanych matic AW, A®) . AC=D Tyto
posloupnosti spojuje vztah

A= DMM,.. M, A", (7.7)

Soucin dolnich trojihelnikovych matic MiM, ... M, 1 je také dolni trojihelnikova
matice, kterd ma také jednotkovou diagondlu. Vyslednou matici oznacime L. Zaroven si
ale vSimnéme nasledujici velmi podstatné véci, kterou zapiseme jako poznamku

1 1 1
0) , (0 0) , (0
a%oli/ aé&; ! W "%éi/“ééi 0o
L= |ay/a}; gy [ gy o= |ag fay)  asy [as,
a’gzol)/ aﬁ’ o1 a7(112)/ a%) . aﬁ?l’ / aﬁ) afg / a%) |

(7.8)

Poznamka 7.1.2 Poddiagondlni prvky, které explicitnée vystupugi v i-tém sloupci matice
M;, i=1,...,n—1, jsou proky dolniho trojuhelnikového faktoru L.

To tedy znamena, ze kdyz pouzivame klasickou implementaci Gaussovy eliminace zalozenou
na néasobeni elimina¢nimi maticemi zleva, muzeme jejich souc¢in L pomoci skalaru, které
jsou mezivysledky této eliminace. Matice A™~1) je horni trojihelnikova a budeme ji déle
oznacovat U. Jeji prvky ziskdvame také béhem procesu rozkladu. Konkrétné, jako nad-
diagonalni prvky v i-tém fadku matice A®, i =0,...,n — 1. Postupem Gaussovy elimi-
nace jsme tedy zaroven ziskali rozklad A = LU, ktery nazyvame LU rozkladem a to nam
umoznuje hovotit o LU rozkladu namisto Gaussovy eliminace maje na mysli vyse
uvedenou vzajemnou ekvivalenci. Pfipomenme jesté, ze rozklad pouziva pouze operace,
které neméni hodnost matice. Faktory silné regularni matice jsou tedy také regularni. 7Z
hlediska algoritmu je proveditelnost rozkladu ekvivalentni nenulovosti prvnich n — 1 dia-
gondlnich prvku faktoru U, coz je mirné slabsi podminka nez silna regularita. Nasledujici
jednoduché tvrzeni nam tento problém piiblizi.
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Lemma 7.1.1 Neni-li matice silné requldrni, pak je nektery diagondlni prvek faktoru U
roven nule.

Dikaz: Neni-li matice silné regularni, znamena to, ze néktery z jejich hlavnich minoru je
nulovy. Oznac¢me si k, 1 < k < n, nejmensi index takovy, ze minor ¢tvercové podmatice
urcené prvnimi k fadky a sloupci je nulovy. Je-li £k = 1, tvrzeni je trividlni. Pro & >
1 to znamend, ze podmatice faktor Li.x—11.4-1 @ Uik—11.6—1 jsou reguldrni. Pak ale
nulovost minoru podmatice Aj.j 1., ¢ili jeji singularita, je ekvivalentni tomu, Ze prvek uy
je roven nule. V opa¢ném piipadé bychom totiz A;.j 1.5 rozlozili na sou¢in dvou regularnich
trojuhelnikovych faktort A;.x 1.6 = L1.k1:6Urk,1:6 @ to by byl spor. Tvrzeni lemmatu plyne
pouzitim matematické indukce. ]

7.1.2 Primy a zpétny chod pro nalezeni reSeni soustavy linearnich
rovnice.

Jsou-li faktory LU rozkladu spocteny, feseni soustavy (7.1) se ziskd v nasledujicich dvou
krocich. V prvnim kroku nazyvaném primy chod, nalezneme vektor y € R™ feSenim
soustavy linedrnich rovnic

Ly=1b (7.9)

s dolni trojuhelnikovou matici L. V druhém kroku ziskame vektor x € R" soustavy 7.1
feSenim soustavy linedrnich rovnic

Ur=y (7.10)

s horni trojuhelnikovou matici U, coz se nazyva zpétny chod.

Je-li Gaussova eliminace prezentovana jako nulovani poddiagonélnich prvku matice,
pak se ptimy chod nékdy provadi soucasné s konstrukei faktoru U implicitni aplikaci
matice L' tak, Ze se vektor b pravé strany zahrne do rozsifené soustavy jako dalsi
sloupec matice soustavy. Pak muzeme podle (7.4) po aplikaci prvni sloupcové eliminaéni
matice M psat

(A b) =DM (AD M'p). (7.11)

a celkové dostaneme
(A b) =MM,... My (A"D L7). (7.12)

Pro nalezeni teSeni x pak uz staci jen provést zpétny chod.

7.1.3 Varianty vypoctu LU rozkladu.

Pojeti Gaussovy eliminace jako rozkladu, ve kterém nejprve ziskame faktory L a U a
oddélime od jejich konstrukce pfimy a zpétny chod zvysuje flexibilitu algoritmu. To také
motivovalo studium ruznych dalsich algoritmickych variant LU rozkladu, které se lisi
vzajemnym poradim operaci, ale poskytuji matematicky ekvivalentni vysledné fak-
tory i v pripadé neptesné aritmetiky pocitace za predpokladu, ze operace jsou provadény
striktné ve stejném potadi bez dodatecnych zmén ve vypoctu vyvolanych konkrétni ar-
chitekturou ¢i jejim programovym vybavenim. Podotknéme, ze tento ptredpoklad neni
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ale v praxi na modernich pocitacovych architekturach vétsinou splnény. V praxi mohou
byt nékteré algoritmy vhodnéjsi nez jiné ale hlavné z duvodu ruzné organizace datovych
presunu béhem vypoctu faktoru. Algoritmy se mohou se také lisit odlisnym poradim ope-
raci ¢i riznymi zpusoby ukladanim mezivysledki. Velky vyznam volbé varianty se zacal
prikladat predevsim v obdobi od zacatku 80. let minulého stoleti v souvislosti s rozvo-
jem pocitani na vektorovych pocitacich [47], [127] a pozdéji i durazem na prizpusobeni
algoritmu hierarchické strukture pameéti, ktera ma na dosazeni vysokého vykonu imple-
mentaci podstatny vliv. Ale volba vhodné varianty je aktualni i dnes. V nésledujicim si
proto nékteré varianty rozkladu popiseme. Nejprve pro obecné husté matice a poté i pro
fidké matice.

7.1.3.1 LU rozklad v generickém schématu

Blizsi pohled na LU rozklad ukazuje, ze fixujeme-li roli indexti danou operaci, pak je mozné
jej prepsat generickym schématem se tfemi vnorenymi smyckami, jak je zndzornéno nize:

Algoritmus 7.1.1 Generické schéma algoritmu LU rozkladu.
1. for ————— -

Zéakladni aritmetické operace zustava stale stejna a je celkem je Sest moznosti jak priradit
indexy 7, 7 a k jednotlivym cyklim. Meze jednotlivych cyklu jsou pak jednozna¢éné urceny.
Kazda z moznosti odpovida jiné varianté zakladniho postupu, ale tyto varianty je mozné
sdruzit po dvou do skupin oznacenych jako fadkové, sloupcové nebo podmaticové schéma
LU rozkladu, kdyz nepftihlizime ke vzdjemnému poradi operaci dvou vnitinich cyklu.
Jednotliva schémata (algoritmy) si nyni ptiblizime.

7.1.4 Podmaticovy algoritmus LU rozkladu

Pocitani faktoru v n — 1 krocich podle (7.4), (7.6), (7.7) vytvaii v kazdém vnéjsim kroku
(kroku vnéjsiho cyklu) jeden sloupec faktoru L a jeden fadek faktoru U. Schématicky lze

krok rozkladu matice
A (o (7.13)
S \v C)° '

UV = G2:n,1, C= A2:n,2:m u = a1,2:n (7'14)

kde jsme polozili

zapsat

T T
_ a1y u B 1 ay u
A =M ( C’—vuT/aH) N (v/an I) ( C’—vuT/aH)

(7.15)

1 a1 UT
v/an I S

)
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kde matice S je Schurtv doplnék matice A vzhledem k prvku ai;. Vypocet, kde se
stejny princip rozkladu aplikuje na podmatici S a postupné se v n — 1 krocich spoctou
faktory L a U, se nazyva podmaticovy LU rozklad, nebo také LU rozklad s vnéjsim
souc¢inem. Je snadno vidét, ze podmaticovy algoritmus ma v generickém schématu index
vnéjstho cyklu k. Pfifazeni indexu ¢ a j vnitfnim cyklum, které vytvaii dvé varianty
podmaticového algoritmu, je pak obvykle sladéno s konkrétnim ulozenim dat matice A.
Pro vétsi nadzornost uvedeme tento LU rozklad také jako algoritmické schéma s podrobnym
rozpisem pocitanim prvku faktoru L a U.

Algoritmus 7.1.2 Podmaticovy LU rozklad pro vijpocet A = LU, A = (a;;), L = (1;;),U =
(ui ;). Tato konkrétni varianta (podle poradim dvou vnitinich cykli) se nazyvd algoritmus
s Tadkové orientovanym vnéjsim soucinem a je nékdy oznacovand jako varianta kij).

1. L=1,,U=0,

2. fork=1:n—-1

3. fori=k+1:n

4 lik = Qi

5. forj=k+1:n

6. Q5 = Q45 — li,kak,j
7. end

8. end

9.

Uk, ke:n = QA k:n
10. end
11. Upyp = Gpp

Samoziejmé plati tvrzeni nasledujici Véty.

Véta 7.1.3 Matice A s nenulovym prvkem ay je requldrni prave tehdy, je-li requldarni i
Schurtv doplnék matice A vzhledem k tomuto proku.

Vypocet faktoru v podmaticové varianté rozkladu je schématicky nakreslen na Obrazku
7.1.1, kde upravovany Schuruv doplnék znazornujeme znazornujeme pomoci vyplné cihlickami.
Tmava vypln se pouziva pro oznaceni vypoctenych casti matice, které se stavaji soucasti
faktort L a U a v dalsich krocich vypoctu se jiz nepouzivaji.

7.1.4.1 Sloupcovy a rfadkovy algoritmus LU rozkladu

Jeden krok rozkladu matice podle generického schématu, kde vnéjsi index je j, budeme
nazyvat sloupcovy algoritmus LU rozkladu. Blokové jej muzeme zachytit nésledujicim
zpusobem.

Pro j = 1 je situace jasna, protoze mimoddiagonalni prvky v prvnim sloupci L jsou
prvky prvniho sloupce matice A délené uy; = aq;. Predpoklddejme nyni pro 1 < j < n,
ze jsme v prvnich j — 1 krocich rozkladu spocitali prvnich j — 1 sloupcu faktora L a U
matice A € R™*". To lze schématicky zapsat

Lj,1 Al:'fl 1:5—1
U, = it 7.16
(Lgl) -1 ( Aj:n,l:j—l ) ( )
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Obréazek 7.1.1: Schéma podmaticového algoritmu LU rozkladu.

kde
L, € RU-DXG-1) L;‘—l e R—I+xG-1) U1 € RU-Dx(G=1) (7.17)

jiz byly spocitany. Nasledujici krok rozkladu, ktery ziska j-ty sloupec [ faktoru L a j-ty
sloupec u faktoru U, zapiSeme

Ur:j—1 = Lj_lA 1:j—1,5, Wjj = QA j 4 (LJ’71>],1:]71U1:]717 l]+1:n = A]+1Zn,_] Ljflulzjfl-

(7.18)
Vsimnéme si pritom, ze sloupcovy LU rozklad se skladd ze dvou tplné odlisnych casti.
Prvni z nich je zaloZena na aplikaci Lj_fl, ¢ili na primém chodu s dosud vypocitanou
¢asti faktoru L. Druhd z nich poé¢ita poddiagonalni ¢ast sloupce faktoru L jako linedarni
kombinaci sloupce A a sloupcu z ¢asti dosud spocitaného faktoru L.

Poslednim schématem nezminénym dosud podrobnéji je algoritmus fadkovy, ktery
mé vnéjsi index generického schématu i. Jeho formalni popis zde neni treba uvadét,
protoze jej miZzeme interpretovat také jako sloupcovy algoritmus rozkladu matice A”.

Znézornéni sloupcového a radkového algoritmu je, po fadé, na Obrazku 7.1.2 a obrazku
7.1.3 Na obou obréazcich vybarvujeme Sedé ty ¢asti matice, které jsou jiz uplné vypocteny,
patii tedy do faktori, a déle se pouzivaji jen pro vypocet dalsich prvku faktora. Cést
matice, ktera se do piislusného kroku algoritmu dosud nepouzila, nevybarvujeme. Dvé
moznosti, které mame v kazdém algoritmu pro prifazeni indext vnitinim cyklum, schématické
znazornéni neovlivni.

7.1.4.2 Metoda ovroubeni a dalsi postupy

Vyse uvedené algoritmy nejsou jediné mozné, ale pak je zapotiebi vyjit za hranici gene-
rického schématu s operaci

_ —1
Qij = Qij = ligQrj = Gij = Qij = Qi gy Ok 5, (7.19)

ktera fixuje indexy ¢, j a k. Varianta LU rozkladu nazyvana metoda ovroubeni pocita v
kazdém kroku rozkladu radek faktoru L a sloupec faktoru U. Namisto detailniho algorit-
mického postupu pro pocitani prvku faktoru uvedeme maticovy zapis, ze kterého postupy
vychézeji. Timto zapisem je néasledujici rovnost, kterd plati pro k = 2,...,n.
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Obrazek 7.1.2: Schéma sloupcového algoritmu LU rozkladu.

Obréazek 7.1.3: Schéma radkového algoritmu LU rozkladu.
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Al'k*l 1:k—1 Al-k,l k Ll-k,l 1:k—1 O Ul'k*l 1:k—1 Ul'k*l k
A1 = ST FTLE ) — S T T 7.20
Lk 1k ( Ak k-1 Qg i Liig— 1 0 Up s (7.20)

Pro tato k muzeme spocitat novy fadek Ly .51 faktoru L a novy sloupec Uy ;_1 j faktoru
U postupné z nasledujicich dvou vztaht

Lk,l:kflUlzkfl,lzkfl = Ak,l:k*la

Lik—11k-1Utk—1e = Avk—1k

Diagonalni prvek uy  faktoru U pak spliuje vztah
U,k = Ak k. — Lk,l:kflUlzkfl,k-
Algoritmus zapocne vypocet polozenim
Uyl = aia-

V nasledujicim textu probereme podrobnéji problém symetrické faktorizace. Jak jsme
vidéli vyse, sloupcovy i fadkovy algoritmus LU rozkladu v sobé kombinuji dva rtizné po-
stupy. Symetricky pripad vede k algoritmum, které tyto dva postupy oddéli. Zjednoduseni
vlivem symetrie matice zaroven umozni do popisu schémat rozkladu jednoduseji zahrnout
fidkost matice.

7.2 Choleského rozklad ridké matice.

Jak jsme videéli vyse, je-li matice A symetrickd, muze se stat, ze A je sice regularni, ale neni
silné regularni. To se nestane, je-li A navic i pozitivné definitni. LU rozklad pak nenarusi
symetrii rozkladu a zachova i pozitivni definitnost, v ptipadé, kdyz opustime predpoklad
jednotkovych diagonalnich prvku matice L, a to je obsahem nasledujiciho textu.

Lemma 7.2.1 UvaZujme jeden krok podmaticové varianty rozkladu symetrické a pozi-
tivné definitni matice A. Schuruv doplnék matice A vzhledem k (kladnému) proku ay; je
pozitivneé definitni.

Dukaz: Pro vektor (a zT)T muzeme napsat

a1, Q1,2 o
" Az = (a 27) ’ s
A2:n,1 AQ:n,Q:n z

2 T T
atar + aay0n2 + 02 Agng + 20 Asn o

-1 T 1 T -1
= (a+a101902) i@+ ay 1019:02) + 27 (Azn2in — Q20,107 101,2:0) 7
Zvolme libovolné z # 0 a polozme o = —af%al,gznz. Ve ptedchozi rovnosti pak dostaneme

2T Ar = 218z,
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kde

-1
S = AQ:n,Q:n = A2:,109 101,20

je ptislusny Schuruv doplnék, ktery tak musi byt pozitivné definitni. |

V rozkladu symetrické a pozitivné definitni matice A plati pro jednoznacné urcené
trojuhelnikové matice L a U z Véty 7.1.2 vztahy

U=DL", A=LDL" (7.21)

kde D = diag(U) je diagonalni matice, jejiz vSechny diagondlni prvky jsou kladné.
Hovoifme pak o LDLT rozkladu a nékdy jej nazyvdme také bezodmocninova Cho-
leského faktorizace nebo symetricka Gaussova eliminace.

LDLY rozklad mizeme upravit do tvaru, kde rozlozend matice mé jen dva faktory:

LDLT = LLT,

kde L = LDY?. Pro rozklady symetrickych a pozitivné definitnich matic je vzajemny
piechod mezi LDLT rozkladem a rozkladem LLT jednoznaéné definovdn a druhému
z téchto rozkladu se fika Choleského faktorizace nebo také odmocninova Choleského
faktorizace. V tomto textu budeme casto hovotit genericky o Choleského faktorizaci (od-
mocninové nebo bezodmocninové).

Je-li matice A tidkd, struktura fidkosti dolni trojihelnikové matice je v obou ptipadech
stejnd. L a L se lis pouze skdlovanim numerickych hodnot diagondlni matici. Nebude-li
moci dojit k zdméné, dolni trojihelnikovy faktor budeme tak v obou piipadech oznacovat
L. To bude napiiklad kdykoli, kdy budeme hovofit pouze o struktufe nenulovych prvku.
Neni-li A pozitivné definitni, LDLT rozklad nemusi existovat. Takova situace muze nastat
napiiklad, kdyz provadime rozklad pouze priblizné a modifikujeme jej tak zménami
prvku matice. Misto matice A se pak rozklada modifikovand matice A + E, pro néjakou
matici modifikace F a ta nemus{ byt pozitivné definitni. Existuje-li pak pfesto LDLT, pak
mohou byt nékteré prvky jeho diagondlniho faktoru D zaporné. V takovych ptipadech
muze tedy existovat (bezodmocninovy) LDLT rozklad, ale obecné nikoli odmocninovd
Choleského faktorizace. Priklad takového rozkladu je na nasledujicim obrazku

-2 -6 4 1 0 O -2 0 0 1 3 =2
-6 =21 15 |=(3 1 0 0 -3 0 01 -1
4 15 —13 -2 -1 1 0O 0 =2 00 1

Pro feseni soustav se symetrickymi a obecné indefinitnimi maticemi se ale z duvodu
jeho mozné neexistence a stability ¢asto uvazuje jina zékladni forma rozkladu odvozena
z Gaussovy eliminace, kterou zminime pozdéji a kterou budeme terminologicky odlisovat
od dosud diskutovanych variant symetrického rozkladu.

V textu nize postupné probereme sloupcové, radkové a podmaticové algoritmy Cho-
leského faktorizace, kde prislusna varianta je nazvana podle toho, jak se v obecném LU
rozkladu pocita faktor L. Poznamenejme déle, Ze metoda ovroubeni se v symetrickém
pripadé redukuje na radkovy algoritmus.
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7.2.1 Podmaticovy Choleského rozklad

Podmaticovy Choleského rozklad se lisi od poc¢itani podmaticové varianty LU rozkladu jen
tim, ze se pocitaji pouze dolni trojihelnikovy faktor L a diagonalni faktor D. V ptipadé
odmocninového Choleského rozkladu faktor L pak skalujeme prevracenymi hodnotami od-
mocnin diagondlnich prvki. Pro vétsi nazornost jsou v nasledujicim piikladu zndzornény
dva kroky podmaticové varianty odmocninového Choleského rozkladu symetrické a silné
reguldrni matice A, kde prvek faktoru L na pozici (i,7),4,j € {1,...,n}, j < i je oznacen
ll,] .

ay 1 1,2 a1,3:n
A = Q21 2,2 a2,3:n

a3:n,1  A3:n,2 A3:n,3:n
az1
N 0 0 ai,1

0
2.1 1 0
CORe) 0 aé
0

= VAL
2) as3.n.101.3: asz., 905 3.
as. Qaq. ( 3:n,101,3:n 3:n,2%2,3:n
3:n,l 3:n,2 ,n 9 A3 3 2 — (1)7

a
V/a1,1 agl; 1,1 a3 5

ll,l 0 0 ll,l l2,1 l1,3:n
- l2,1 l2,2 0 0 l2,2 l2,3:n
l3:n,1 l3:n,2 In—2 0 0 In—2

-

o O =

Je-li matice A tidkd, i pocitany faktor rozkladu je casto tidky, ale obvykle s jinou
strukturou fidkosti nez méla matice A, jak o tom budeme déale hovotit.

7.2.2 Sloupcovy Choleského rozklad

Sloupcovy Choleského rozklad zalozeny na poradi indext v generickém schématu jki nebo
jik je prepsan pomoci sloupcovych operaci jako Algoritmus 7.2.1. Pro ndzornost uvadime
opét jeho odmocninovou variantu.

Algoritmus 7.2.1 Sloupcovy algoritmus Choleského faktorizace.
Input: Ridkd matice A.
Output: Odmocninovy Choleského faktor L = (l;;) matice A = (a;;).

1.for j=1:ndo

2. Spoctéte pomocny vektor t.,
) ajj ik
= - > ]| (7.22)
tn anj {k‘ljlﬂéo} lnk
3. Ziskejte sloupec faktoru L skdlovanim vektoru t;.,
Ljj L (Y
=— : (7.23)

Q=
Il by
]

N

%\4
)
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4. end j

V popisu je pouzity pomocny vektor (tl, ce ,tn)T. Ridkost rozklddané matice se
v algoritmu projevi na prvni pohled tak, ze ve sloupcovych vektorech vystupuji pouze
nenulové prvky a také tim, ze v sumé tuprav uvazujeme pouze takové, které maji nenulovy
soucinitel [;;. Teoretické poznatky, které se tykaji struktur fidkosti v prubéhu rozkladu,
budeme diskutovat v dalsim textu.

7.2.3 Réadkovy Choleského rozklad

Rédkové faktorizace symetrické matice, kterd odpovida generickému schématu s poradim
indexu, pocita v kazdém hlavnim kroku algoritmu jeden rfadek faktoru L. Zakladni schéma
postupu uvadime jako Algoritmus 7.2.2.

Algoritmus 7.2.2 Radkovy algoritmus Choleského faktorizace.
Input: Ridkd matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. fori=1:ndo
2. Vyreste systém s trojuhelnikovou matict

lil ai1
Lii11:-1 : = : (7.24)

li,i—l Qi i—1

)

3. Spoctéte diagondlni prvek l; = \/ <an- — 2;11 l?k>
4. end 7

Jakkoli je tadkovy algoritmus jednoduchy, zakladni problém muze byt také v jeho efek-
tivnosti v pripadé tidké matice. Zatimco sloupcovy algoritmus uvedeny v predchézejici
sekci vyzaduje v kazdém kroku pouze upravu pomoci linedrni kombinace nékterych z
predchazejicich sloupct, coz je postup dobte implementovatelny na modernich poc¢itacovych
architekturach, radkovy algoritmus ve svém kroku 2 obsahuje feseni soustav s trojihelnikovou
a stale se zvétsujici matici. To obecné vede k rekurentni aplikaci ptimého chodu. O
nékterych technikach, které umoznuji efektivnéjsi implementaci, budeme hovotit dale.

7.3 LU rozklad ridké matice

Choleskému rozkladu tidké matice jsme vénovali specidlni pozornost, protoze v sobé ob-
sahuje i zdkladni skladebné prvky obecnéjsiho fidkého LU rozkladu. Obecnéjsi schéma,
které téchto prvku vyuziva uvedeme pozdéji v souvislosti s konkrétnimi implementacemi.
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7.4 LU rozklad a preusporadani matice

Predpoklad silné regularity kladeny na matici se muze zdat velmi silny. Tato vlastnost
totiz svazuje dohromady dvé vlastnosti matice dohromady: jeji regularitu a konkrétni
dané poradi radku a sloupct v matici. Nicméné plati nasledujici Véta 7.4.1, kterou si
pro nazornost dokazeme.

Veéta 7.4.1 Ke kazdé reqularni matici A existuje 7ddkovd permutacni matice P takovd, Ze
matice PA je silné regularni. Tato permutacni matice se dd nalézt v prubéhu LU rozkladu.

Dikaz: Uvazujme podmaticovou variantu LU rozkladu, ve kterém pied provedenim k-
tého kroku pro néjaké 1 < k < n permutujeme (preusporaddme) tadky piislusné matice
A=A AW AED tak ze diagonalni prvek je v kazdé z téchto matic nenulovy.
Podle Lemmatu 7.1.1 je vlastnost silné regularity ekvivalentni tomu, ze takova permutace
existuje pro kazdé k, 1 < k < n. To, ze pro néjaké takové k nelze takovou permutaci
najit a pro vSechny predchézejici kroky jsme takovou permutaci nasli znamena, ze v k-
tém sloupci Cj, matice C' = P,_1 A®=Y kde P,_, oznacuje dosavadni fadkovou permutaci
danou predchazejicimi kroky rozkladu, jsou vSechny prvky v Ci.,  nulové.

Piipad £ = 1 je trividlni. Pro £k > 1 to ale znamend, ze k-ty sloupec matice C'
muzeme vyjadrit pomoci predchdzejicich sloupcu nebot staci vyjadiit Chp_qx pomoct
sloupct Ch.—11.x—1. @ matice C' neni proto regularni a tudiz ani matice A neni regularni
a to je spor. [ |

V praktickych algoritmech LU faktorizace tedy silnou regularitu rozklddané matice
ovlivnime fadkovou permutaci. Analogicky je mozné silné regularity docilit permutaci
sloupcu. 7Z praktického hlediska je ale casto vyhodné hledat jesté obecnéjsi permutaci
matice A, kde se permutuji jak jeji tadky, tak jeji sloupce. Ptedpoklddejme, ze rozkladand
matice je ziskdna z matice A nesymetrickou permutaci fadku a sloupct a ze ji muzeme
zapsat ve tvaru PAQ), kde P a () jsou permutac¢ni matice. Pak tedy mame rozklad

PAQ = LU. (7.25)

Reseni soustavy linedrnich rovnic (7.1) pak ziskdme permutovanym piimym chodem
jako Teseni soustavy s dolni trojihelnikovou matici

Ly = Pb (7.26)

a permutovanym zpétnym chodem, to jest feSenim soustavy
UQTr =y. (7.27)
Volbé permutace (preuspotradédni) se budeme vénovat pozdéji, kde budeme brat do dvahy
i strukturu nulovych a nenulovych prvku matice a kde zaroven ukazeme nékolik rozdilnych

pristupu k hledani konkrétniho preusporadani, motivovaného i jinymi cili nez jen dosazenim
silné regularity.
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7.5 Choleského rozklad, LU rozklad a grafové mo-
dely

N4s ivod do LU, LDL"T a Choleského rozkladi nechal zatim stranou otézku, jak jsou
struktury elimina¢ni matice a jejich zmény zachyceny pomoci grafi. V této sekci zave-
deme dva druhy grafovych modelu. Oba mohou byt jak neorientované (pro diskutované
symetrické rozklady) orientované (pro rozklady nesymetrické) nebo i bipartitni. Prvni
druh téchto grafovych modeli zachycuje strukturu Schurova dopliku, ktery je v podma-
ticovém schématu pravé tou matici, se kterou se pracuje. Tyto grafy se nazyvaji nazyvat
eliminac¢ni grafy a budeme je znacit

AW = v® E®Yy = ({k+1,... 0}, E(AM), k=0,...,n—1. (7.28)

Pro ptripomenuti redukovanych ¢astecné eliminovanych matic, které vyjadiuji strukturu
Schurovych dopliikil, uvedme nésledujici piiklad.

Piiklad 7.5.1 Eliminacni graf G® odpovidajici matici Ag) pro A € R™" je grafem

2 2
e )
Gl + . ]
i A |

s mnozinou vrcholi V® = {3,... n}

V textu budeme také pouzivat rozsifené eliminaéni grafy, coz jsou grafové modely
¢astecné eliminovanych matic, kde jsou doplnéné prvky piislusnych sloupcu faktoru L a
symetrizovany. Konkrétne

Gy = G(A),
GW = (V,EQ)=(V,E(A® + My + .. .My +MI +... ML), k=1,...,n— 1.

Z definice obou variant eliminacnich grafu je vidét, ze jejich vrcholy jsou usporadany,
coz je ddno zavedenim mnoziny vrcholu V' = {1... k} respektive V. = {1...,n}. V
dalsim textu budeme vzdy, nefekneme-li jinak, za mnozinu vrcholu grafovych modelu o
|V| vrcholech povazovat

V=11, V|

7.6 Nenulovost prvki matic a vektoru

V této kapitole zdiraznime jeden podstatny fakt, ktery se tyka jak symetrickych tak i
nesymetrickych rozkladu v piipadé, ze matici povazujeme za fidkou. Jsou-li prvky ma-
tice obecna realna cisla, pak to, které z nich je vhodné povazovat za nenulové, nemusi
byt ziejmé. V nékterych algoritmech je totiz mozné jejich chod urychlit tim, Ze nékteré
nenulové, ale “malé” prvky zanedbame. Budeme pak hovotit o netplnych nebo, obecnéji,
o pribliznych rozkladech. Rozhodnuti o nenulovosti a potazmo o fidkosti matice muze
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tedy zaviset na motivaci a je soucasti vypocetnich algoritmu pracujicich s fidkymi ma-
ticemi. Opacné, pro jednodussi popis indexovych mnozin maticovych prvku s nenulovymi
hodnotami lze v konkrétnich situacich pominout, ze nékteré z takto urcenych prvku maji
aktudlné hodnotu nula tak, abychom zjednodusili datové struktury nebo algoritmy.
Jindy muzeme také predpokladat predpokladat, ze nékteré prvky matice maji sice nejprve
hodnotu nula, ale ta se muze v prubéhu algoritmu manipulujiciho s touto matici zménit.
Chceme-li mit jiz od pocatku definitivni datovou strukturu pro ulozeni matice v tomto
ptipadé, budeme v ni s nékterymi prvky hned pracovat jako s nenulovymi. Tento pristup
k rozdéleni prvku na nenulové a ty ostatni je v souladu s nasim pohledem na aplika¢ni
definici fidkosti matice, kde chceme vyuzit faktu nulovosti ¢asti jejich prvkua v praxi. Malé
mnozstvi prvku s nulovou hodnotou, kterym timto apriornim popisem upfeme jejich nu-
lovost, efektivité popisu nemusi ublizit a muze naopak leccos zjednodusit. Oznacime-li
nékteré prvky matice za nenulové a jejich mnozinu pak pouzivame jako strukturu ridkosti
této matice, muze byt tato poc¢atecni volba subjektivni.

Velkou motivaci pro apriorni stanoveni nulovosti a nenulovosti prvka matice na jejich
pozicich je situace, kdy chceme pouzivat algoritmy, které pracuji pouze s jeji strukturou
fidkosti vyjadienou grafovym modelem. Ten bez vrcholového a hranového ohodno-
ceni nerozlisi nenulovost prvku pii zménach jejich hodnot. Na druhou stranu modelovani
struktury ridkosti matice a jeji zmény v rozkladech pomoci grafového modelu muze cely
rozklad zprehlednit a umoznit efektivni implementaci. Z toho duvodu budeme ve vétsi
¢asti tohoto textu pouzivat nasledujici predpoklad, ktery je formulovan pro hodnoty re-
prezentujici naptiklad prvky matic.

Predpoklad 7.6.1 Predpoklad o nevyruseni: Vysledek operace scitani, odéitdni, nebo
ndsobeni hodnot povazZovanych za nenulové je opét nenulova hodnota.

Tento predpoklad umoznuje mimo jiné tici, ze struktura tidkosti souctu C' matic A a
B je dana sjednocenim struktur tidkosti matic A a B. Za predpokladu o nevyruseni se pak
jednoduseji modeluji zmény struktury fidkosti pfi jednoduchych aritmetickych operacich
s maticemi pomoci grafu. Ve vétsiné algoritmu je pripadu, kdy dojde ke skute¢nému vy-
nulovani prvku pfi operaci s¢itani matic, velmi malo a mohou byt zanedbany ve prospéch
jednodussiho popisu. Navic, ackoli se pro konkrétni matici mohou nékteré jeji prvky stat
nulovymi, casto (ale ne vzdy) existuje takové ptirazeni nenulovych hodnot prvkum matice,
ze v pouzivanych algoritmech k zadnému vynulovani nedojde.

S oznacenim mnoziny vrcholu

V=A{1...,|V|}

muzeme zavést alternativni oznaceni pro struktury fidkosti fadku a sloupcu striktné
trojuhelnikové ¢asti matice, které budeme v dalsim textu pouzivat. Uvazujme neorien-
tovany grafovy model matice G' matice A. Mnoziny

ladjg(i) ={1,...,i—=1}{j|j € adjg(i)} a hadjg(i) ={i+1,....,n}N{j|Jj € adja(i)}.

vyjadiuji, po fadé, struktury fidkosti radku a sloupce striktné trojihelnikové ¢asti matice
A. Alternativné oznac¢ime po radé, strukturu ridkosti fadku a sloupce matice A vyrazy

rows(j) = S(Aj1-1) ={k | k<j, ap #0}, 1 <j<n. (7.29)
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col,(j) =S(Ljy1my) ={k | k> j, ly; #0}, 1 <j <n. (7.30)

Vyjéadteni pro ladj a row a také pro hadj a col jsou pii platnosti predpokladu o nevyruseni
ekvivalentni.



Komponenty ridkého Choleského
rozkladu

Predpokladejme, ze matice soustavy A € R™ " je tidka a symetrickd a diskutujme jeji
Choleského rozklad. Vétsina teorie zde uvedend nepotiebuje predpokladat, Ze je matice
pozitivné definitni, protoze se tyka struktury fidkosti jejiho dolniho trojihelnikového fak-

toru. Nicméné vzdy predpokladame nenulovost diagonalnich prvku a vzdy predpokladame
symetricky rozklad diskutovany vyse a jeho existenci. Struktura fidkosti faktoru L je
stejnd pro odmocninovou i bezodmocninovou variantu ve formé LDLT rozkladu, pro jejiz
formalni existenci v presné aritmetice staci silnd regularita matice A a kde mohou byt na
diagondle i zaporné prvky, tak i pro jeji odmocninovou LLT variantu, pro jejiz existenci
matice pozitivné definitni musi byt.

V této kapitole a v nékolika dalsich predpokldaddame, ze maticové rozklady, pokud
je lze provést, provadime matematicky presné. Pozdéji strucné zminime nékteré aspekty
presnosti a stability diskutovanych metod, které se tykaji poc¢itanim v aritmetice s kone¢nou
presnosti. Jesté pozdéji budeme diskutovat i ptiblizné (netiplné) rozklady, které nachazeji
své pouziti v urychlovani iteracnich metod a kde je problém existence jesté kompliko-
vanéjsi a vede k ruznym modifikacim zakladniho schématu.

8.1 Zaplnéni v Choleského rozkladu

Pokud netekneme jinak (ale budeme obcas zduraznovat), predpokladdme, ze pro Cho-
leského rozklad matice A plati predpoklad o nevyruseni. Pro fidkou symetrickou matici
to znamend, ze v jejim neorientovaném grafovém modelu G(A) = (V, E) pro 1 <i,j <n
plati ekvivalence
a platné jsou i analogické vztahy pro grafové modely ¢éstecné eliminovanych matice véetné
grafti faktort jejtho LDLT rozkladu.

Casto se v analyze fidkého Choleského rozkladu predpokladd, ze rozklddansd matice

je nerozlozitelna. Symetrickd a rozlozitelna matice je totiz blokové diagondlni a tvahy,
tykajici se struktury fidkosti faktoru rozkladu, je mozné aplikovat na jednotlivé bloky

75
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Obréazek 8.1.1: Priklad vzniku zaplnéni v rozkladu matice z diskretizace na pravidelné
dvourozmérné siti. Vlevo je zndzornéna struktura tidkosti puvodni matice. Vpravo je
zndzornéna struktura vidkosti matice L + LT

zv14st. Choleského faktor puvodni symetrické rozlozitelné matice je pak také rozlozitelna
matice, jejiz diagonalni bloky lze sestavit z Choleského faktortu diagondlnich bloku ptivodni
matice. V tomto textu to predpokladat nebudeme i z duvodu kompatibility s nékterymi
pojmy pouzivanymi pro popis rozkladu nesymetrickych matic.

Nésledujici pozorovani vychazi primo z predpokladu o nevyruseni, protoze nenulovost
prvkia A se pak beze zmény prenasi do faktoru.

Pozorovani 8.1.1 Za predpokladu o nevyruseni pro Choleského rozklad ctvercové syme-
trické matice A plati ndsledujici vztah mezi jeji strukturou tidkosti a strukturou ridkosti
jejiho Choleského faktoru

S(A) CS(L+LY, (8.2)

Ve faktoru L se ale mohou objevit nové nenulové prvky. Tém budeme tikat prvky za-
plnéni (fill-in) nebo kratce zaplnéni. Pro algoritmy rozkladu je klicové, kde a v jaké
velikosti zaplnéni vznika. Velmi ¢asto je prvku zaplnéni tadové vice nez prvka puvodni
matice. Demonstrujme si tento jev nejprve na Obrazcich 8.1.1, 8.1.2 a 8.1.3, kde vlevo
znazornujeme puvodni strukturu a vpravo strukturu se zaplnénim.

Definice 8.1.1 Matici A™ Y a matici F = L+ LT, kterd md stejnou strukturu 7idkosti,
budeme nazyvat maticemi zaplnéni. Jejich neorientovany graf nazveme grafem za-
plnéni matice A.

Dalsi ukazka zaplnéni vzniklé pti rozkladu fidké matice prostiednictvim struktur ridkosti
jejich faktort je na Obrazku 8.1.4, kde jsou puvodni nenulové prvky znédzornény hvézdickami
a nové prvky zaplnéni (fill-in) jsou oznaceny symbolem f.

8.1.1 Vznik zaplnéni: lokalni pohled

Vznik zaplnéni v Choleského rozkladu si nejprve priblizime obrazkem. Piiklad pozice
(1,7), 7 < n,j < n pro matici A € R"" na které vznikne prvek zaplnéni pii prechodu
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Obréazek 8.1.3: Priklad zaplnéni pri rozkladu matice se sloZitéjsi strukturou tidkosti z
Obrazku 8.1.2, Matice je ale nejprve preuspordddna tak, aby v pocdtecnich krocich roz-
kladu bylo zaplnéni malé. Vievo je zndzornéna struktura vidkosti puvodni matice. Vpravo
je zndzornéna struktura vidkosti matice L + L7 .
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34 5 6 7 8 9 10 11 12

1 * * 1 * * * * *
2 * * 2 * * *
3 * * 3 * * * *
4 * * 4 * *
) * * 5 * *
6 * * 6 [ % *
7 * % * * * 7 * % * « f f %
8 * * * % % 8 * * N
9 * * * * 9 x f % x f f =
10 * * * 10 * f fo*x f %
11 * 11 f ff = %
12 * % ok ok * % * 12 * % ok k * % % %

Obrazek 8.1.4: Priklad struktur tidkosti matice A (vlevo) a matice zaplnéni F (vpravo;
proky zaplnénd jsou oznaceny f).

Obrazek 8.1.5: Priklad pozice {i,j} v matici, na které vznikne novy prvek zaplnéni.

mezi vise definovanymi maticemi A*~Y a A®) pro néjaké k, 1 < n — 1, je zndzornén
na Obrdzku 8.1.5 krouzkem. Symetricka pozice (j,1), kterd patif do LT je oznacena také
krouzkem.

Nasledujici lemma formalné popisuje, kdy vznikne prvek zaplnéni na konkrétni pozici
(1,7) matice A®). Pro i > j patif tato pozice do jeji dolni trojihelnikového casti, éili do
faktoru L.

Lemma 8.1.1 (Lemma o zaplnéni) Necht i,j,k € {1,...,n}, k < min{s,j} < n. Pak
za predpokladu o nevyrusent plati nasledugici tvrzend.

al(f) 40 ad" 2oV (ag,{:_l) #0 A a,g;_l) #0)

ij
Dikaz: Pro diagonalni prvky je tvrzeni trivialni. Plati-li al(-?) # 0 a zaroven agffl) = 0, pak
muselo dojit na pozici (4, 7) elimina¢ni matice ke zméné hodnoty v k-tém kroku rozkladu.
Tedy pii vytvafeni A®) ¢dsteénym rozkladem A®—Y. Pak oviem musi platit ag,ﬁfl) #0a

zaroven agj_l) # 0, nebot prvky v rozkladu se upravuji podle vztahu

(k) _ (k=1) (k=1) _ (k=1) (k—1) (k=1), (k—1)
ij — @y _likakj =0 0 T Gy Qg g -
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v v , , . o . . . k .
Opacné, prava strana dokazované ekvivalence nutné implikuje nenulovost agj). Lemma je

tak dokazano. ]
Lemma o zaplnéni se da jednoduse vyjadriit také pomoci grafu souvisejicich s roz-
kladem. Hrany odpovidajici zaplnéni (hrany zaplnéni) jsou postupné znézornény v eli-
minacnich grafech G k =0,...,n—2 a celou situaci lze vidét v rozsifeném eliminaénim
grafu G(g_l) = G(F). Protoze predpokldddme nevyruseni v operacich rozkladu, zadn4 z
téchto hran nemizi. Prepisem Lemmatu o zaplnéni v grafovych pojmech pro graf zaplnéni
je pak néasledujici tvrzeni a vidime, jak predpoklad o nevyruseni usnadnuje formulaci
souvisejicich tvrzeni tim, ze je muzeme formulovat rovnou pro graf zaplnéni.

Lemma 8.1.2 (Grafova forma lemmatu o zaplnéni) Necht i,7 € {1,...,n},k <
min{i, j}. Za predpokladu o nevyruseni pak plati

{i,7} € E(F) <= {i,j} € E(A) vV ({i,k} € E(F) Nk, j} € E(F)),
kde G(F) = (V, E(F)) je grafovy model matice zaplnéni F'.

8.1.2 Zaplnéni ve strukture Schurova doplnku.

Uvazujme k-ty krok algoritmu podmaticového rozkladu matice A pro 1 < k < n — 1.
Schuriv doplnék v matici A®) ziskdme v rozkladu tpravou vnéjsim soucinem vektorti.
V nasledujicim schématu zapisujeme i piislusné indexy radku a sloupcu a ukazujeme jen
prislusny Schuruv doplnék.

1 k k+1 n
1 / \
(k) (k—1) g a’zﬁli kag_kL a’zﬁli kallz_nl
AV = A — k+1 S A 5 (8'3)
a a
k k.k
: k—1 k-1 e 1 e
a‘n,k a’k,k—f—l a']rcz,nla']rcz,nl
A ke A ke

Z podmaticové varianty rozkladu snadno nahlédneme, ze za predpokladu o nevyruseni
jsou v A®) nenulové prvky urcité na pozicich

(i, M kY € B {k,jY € E,i >k, § > k). (8.4)

Na nékterych z téchto pozic nenulové prvky uz puvodné mohly byt. Na jinych pozicich
se objevi nové jako prvky zaplnéni. Formalné definujeme mnozinu téchto novych pozic
nenulovych prvka v matici (hrandch E(F') grafu G(F')) vyrazem

DW(G) = {{i,j}{i.k} € E,{k,j} € E{i,j} € E,i # j, i >k, j >k} (8:5)
jako deficit k-tého kroku rozkladu. Obrazek 8.1.6 ukazuje postupny vznik zaplnéni v ma-
tici. Obrazek 8.1.7 znazornuje vyvoj piislusnych rozsitenych eliminacnich grafu. Struk-
turdlni zménu mezi grafy G#=Y a G* formalizuje Lemma 8.1.3.



80 8. Komponenty fidkého Choleského rozkladu

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 * *\ 1/% x * %
2 * 21 * * ff
3 * x| 3 * *
4 * 4 f x f
5 x %/ 5 f = f x

1 2 3 4 5
1 * S
2 x x f f
3 x x  f %
4 fr = f
bt f *= f x

Obréazek 8.1.6: Puvodni matice (vlevo nahote) a vjvoj zaplnéni béhem prunich dvou kroki
rozkladu. Nové prvky zaplnéni jsou oznaceny symbolem f. Vsimnéme si, Ze v dalSich
krocich rozkladu uz Zadné proky zaplneni nepribudou.

Obréazek 8.1.7: Vyvoj rozsirenych eliminacnich grafi odpovidajici Obrdzku 8.1.6 pocinaje
grafem dané matice.
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Lemma 8.1.3 Eliminacni graf G®) = (V®) E®) pro k € {0,...,n — 1} se dd s pomoct
pojmu deficitu vztahem G®) = (V*) pE=1) (1)) g D*)),

Dikaz: Tvrzeni je zfejmé ze zapisu algoritmu rozkladu. Pritazeni

k—1
likagw- )

Qij = Qij —
v obecném kroku rozkladu doplni nenulové prvky v A®) pravé na ony ptivodné nulové
pozice, pro které plati (a®*~1);, # 0 a (a*~V); # 0 zdroven. |
Prechod mezi strukturou fidkosti nenulovych prvku dvou nésledujicich eliminaénich
matic se d& popsat pomoci odpovidajicich grafii také tak, ze pro 1 <k <n —1 v G*¢=1
vrcholy sousedici a vrcholem k, které jsou vétsf nez k, vytvoif v eliminacnim grafu G*)
kliku, neboli tplny podgraf na téchto sousednich vrcholech. Nékteré hrany této kliky
existovaly v G*~1 ostatni hrany odpovidaji novym hrandm zaplnéni, tedy pifslusnému
deficitu.

8.1.3 Zaplnéni a cesty v grafu rozkladané matice

Nésledujici véta predstavuje jinou charakterizaci zaplnéni po provedeni k-tého kroku roz-
kladu pro £ = 1,...,n — 1. Konkrétné popisuje zaplnéni nikoli lokalné, ale existenci
prvku zaplnéni charakterizuje globalné pomoci struktury ridkosti matice A. Tvrzeni for-
mulujeme pomoci grafového modelu matice A € R™ ™. Nenulovost prvku v postupné
tvofenych maticich odpovida existenci urcitych neorientovanych cest v grafovém modelu
G(A) rozkldadané matice A.

Véta 8.1.1 (Véta o zaplnéni) Necht i,j,k € {1,...,n},k < min{i,j} < n a plati
predpoklad o nevyruseni. Pak az(f) # 0 pravé tehdy, existuje-li v neorientovaném grafu G
matice A takovd cesta

i &,
Ze vSechny jeji vrcholy rizné od i a j jsou mensi nez min{i, j}.

Demonstrace: Ukazme proces vzniku nenulovych prvku nejprve na ptikladé. Uvazujme
matici A z (8.6). Vlevo je ptivodni matice s nenulovymi prvky oznac¢enymi hvézdickami,
vpravo véetné prvku zaplnéni oznacenych f.

1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1/ % * % 1/ % * %
2 * * 2 * * %
3 * 3 * *
4 4 x f f
5 R 5 Fox f o f (8.6)
6 * 6 fox f
7 7 *
8 * % 8 x x f f f *
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Obrazek 8.1.8: Neorientované grafy G(A) a G(L + L) s proky zaplnéni vyznacengmi
carkovanymsi spojnicemi v druhém z nich.

Odpovidajici neorientované grafy jsou na Obrazku 8.1.8, pricemz G(A) je na levé
strané a G(L+ L), ktery obsahuje také hrany odpovidajici prvkim zaplnéni, je na pravé
straneé.

Existence prvku zaplnéni na pozici, ktera odpovida hrané mezi vrcholy 6 a 8, v grafu
G(L + LT) odpovid4 podle Véty 8.1.1 cesté

825 146.

Obecné takova cesta nemusi byt jednoznacna. Cesty z tvrzeni Véty 8.1.1 budeme nazyvat
cesty zaplnéni. PopiSme nyni proces vzniku zaplnéni v cestach zaplnéni. Hrany v rozsitenych
eliminacnich grafech vznikaji postupné z duvodu eliminace fadku a sloupcu matice A v
daném poradi. Prvni krok, eliminace prvniho fadku a sloupce, implikuje vznik hrany
mezi jejimi sousedy 5 a 6. Druhy krok mé za nésledek vznik hrany mezi vrcholy 5 a 8.
V dusledku prvnich dvou krokiu jsou tedy od grafu Gg) vrcholy 6 a 8 sousedy vrcholu 5.
Dusledkem eliminace patého radku a sloupce tedy bude hrana mezi témito vrcholy, kterd
bude podle piedpokladu o zaplnéni i hranou v G(F) = G(L + LT).

|

Dikaz: Ozna¢me diskutovanou cestu v G(A) z tvrzeni véty nasledujicim zptusobem

(i’plﬂ"wpt).j))

kde
m <k le{l,... t} (8.7)

Mnozina mezilehlych vrcholu cesty {p1, ..., p;} pfitom muze byt i prazdna. Predpoklddejme
i,5,k € {1,...,n},k < min{4,j} <n a necht agf) # 0. Necht déle plati i > j. K dukazu

pouzijeme matematickou indukci podle sloupcového indexu j tohoto prvku. Pro j = 1

je tvrzeni zfejmé, nebot struktura fidkosti sloupce Affj) je shodna se strukturou ridkosti

sloupce Ag) = A,; puvodni matice a existuje v ni trividlni cesta, tedy hrana, (i, 1) délky

1. Ptedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny sloupcové indexy nejvyse rovné néjakému

J. Uvazujme nenulovy prvek ag?ﬂ. Podle Lemmatu 8.1.1, plati bud ag’(})ﬂ =a;;41 #0

nebo existuje takovy nenulovy index r, r < min{i,j + 1}, < k, ze plati agffl) # 0

a zaroven agj;ll) # 0. V prvnim piipadé je cesta trivialné urcena, v druhém ptipadé ji
ziskdme spojenim dvou cest, které podle indukénitho predpokladu existuji. V G(A) tedy
existuje hledand cesta takova, ze ma pocateéni bod v ¢ a koncovy bod v j + 1 a indukéni
krok je dokazan.
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Opacné, necht existuje cesta (4,pi1,...,p,J) v G(A) takova, ze py < k, 1 € {1,...,t}..
Dikaz provedeme matematickou indukei podle jeji délky. Je-li jeji délka 1, to jest jestlize
se tato cesta redukuje na hranu (i,7), pak sta¢i polozit k& = 0 a tvrzeni je trividlné
platné. Predpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechny cesty délky nejvyse ¢ prot > 1.
Oznatme ps = max{p, | | € {1,...,t}} a definujme si formalné py = i a pry1 = J.
Pak ovsem dle indukc¢niho predpokladu aplikovaného na cesty ,...,ps a ps, ..., J plati

Zg: b #0a a _1) # 0. Podle Lemmatu 8.1.3 dostavame a(ps) #* 0 a tedy i a 7é 0 pro
vsechna prlpustna k > ps. Uvedena ekvivalence je tedy dokazana |
Jednodussi formou Véty o zaplnéni je nasledujici tvrzeni, které ukazuje situaci v grafu
G(L + LT) a nebere do tivahy, ve kterém eliminacnim grafu se hrany zaplnéni objevi
poprvé.

Dusledek 8.1.1 (Grafova forma Véty o zaplnéni) Nechf i,j € {1,...,n} a plati
predpoklad o nevyrusend. Pak l;; # 0 ({i,j} € E(F)) prdvé tehdy, existuje-li v G(A) cesta
zaplnént

.G .

=

Ackoli popis vznikajiciho zaplnéni vyuziva ve formulaci nenulovost prvku dané matice
A (vyjéddienou grafem), tedy vyuziva zndmd data, misto nenulovosti prvkiu v castecné
eliminovanych maticich, stale je implicitni, protoze diskutuje strukturu nenulovosti na
zakladé existence cest v dané matici A, které nejsou jednoduchym zpusobem k dispozici.
Cely popis je proto potieba déale zjednodusit. V nasledujici sekci ukdzeme vznik zaplnéni
nikoli prostrednictvim vnéjsich souc¢inu podmaticové varianty rozkladu, ale z pohledu,
jak struktura fidkosti jednoho spocitaného sloupce faktoru L ovlivni strukturu Schurova
doplnku.

8.1.4 Zaplnéni a replikace struktur sloupct faktoru L

V této kapitole popiseme zptusob, jakym jeho struktura tidkosti ovlivni strukturu tidkosti
nékterych dalsich sloupctu v Schurové doplinku. Oznaceni pomoci zobrazeni parent zave-
dené v Definici 8.1.2 je shodné s oznacenim zavedenym pro orientované acyklické grafy.
Jak dale uvidime, tato shoda ve znaceni neni nahodna.

Definice 8.1.2 Oznacéme vyrazem vijrazem parent(j) pro j € {1,...,n} fddkovy index
pruniho nenulového poddiagondlniho prvku ve sloupci j matice L. Neexistuje-li takovy
nenulovyj prvek, poloZme parent(j) = 0. Ddle oznaéme parent?(j) = parent(parent(j)),
parent®(j) = parent(parent(parent(j))) atd.

Uvazujme spoéitany J-ty sloupec faktoru L;., ;, ktery se v nasem popisu rozkladu
zapise také jako A(Jn ; proj=1,....,n— 1. Tento sloupec je pri konstrukei A(Jn j bouzit
k aktualizaci prvku ve sloupci parent(j). To je hned vidét ze sloupcové varianty roz-
kladu v Algoritmu 7.2.1, ale je to zfejmé i z popisu zaplnéni v Schurové dopliku dis-
kutovaném vyse. Zaroven ale prvky sloupce Lj., ; neovlivni hodnoty ani nenulovost
prvku (strukturu) v zadném sloupci s indexem vétsim nez j a mensim nez parent(j)
jak vyplyva nejen z Algoritmu 7.2.1, ale i z toho, ze v deficitu j-tého kroku rozkladu
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nemd zadnd hrana koncovy vrchol s indexem mensim nez parent(j). Aktualizace struk-
tury ridkosti sloupce parent(j) v piislusné eliminaéni matici z pohledu grafového modelu
spociva v tom, ze se sjednoti struktura fidkosti sloupce parent(j) v piislusné elimi-
nované matici a struktura fidkosti ¢asti sloupce L,; s fadkovymi indexy mezi parent(j) a
n vcetné. Tato inkluze je obsahem nésledujictho Lemmatu 8.1.2.

Pozorovani 8.1.2 Za predpokladu o nevyruseni plati
S(LjJrl:n,j) - S(Lparent(j):n,parent(j))-

Cely proces ovlivnéni dalsich sloupctu i jejich struktur sloupcem Lj,, ; faktoru je po-
stupné znazornén na Obrazku 8.1.9. Situace je nejprve zobrazena vlevo nahote. Nésleduje
znézornéni, jak je ovlivnéna struktura ridkosti sloupce parent(j) a poté ovlivnéni sloupce
parent(parent(j)). Ten ale mohl ziskat také prispévky do struktury ridkosti od
jinych sloupcu k, pro které j = parent(k).

Obréazek 8.1.9 ukazuje nejenom postupné slévani struktur a piislusné ovliviiovani nu-
merickych hodnot opakovanou aplikaci principu z Pozorovani 8.1.2. Zaroven ale ukazuje,
ze pomoci sekvence parent(j), parent(parent(j) = parent®(j),... zavedené v Definici
8.1.2 je mozné se dostat k pozici kazdého nenulového prvku [;;,7 > j vyse uvedenym
zpusobem replikace struktur. Nasledujici véta tento fakt formalizuje. Detailnéjsi grafovy
popis uvedeme pozdéji.

Véta 8.1.2 (Véta o replikaci sloupcové struktury) Necht l;; # 0 pro j < i < n. Pak
existuje p > 0 takové, Ze parent?(j) = i. Zaroven plati l;s # 0 pro s = j, parent(j),
parent®(j) ..., parent?(j).

Dtikaz: Diive nez uvedeme jednoduchy dikaz, demonstrujme si situaci na Obrazku 8.1.10.
Zde vidime, jak replikace sloupcu zaroven implikuje nenulovost prvku v i-tém radku Cho-
leského faktoru.

Formélné, plati-li i = parent(j), tvrzeni véty je dokdzéno. V opacném piipadé existuje
takovy index s, j < s < i, ze plati s = parent(j). Replikace sloupcové struktury implikuje
l;s # 0. Aplikaci indukéntho argumentu na tento prvek dostaneme tvrzeni po koneéném
poctu krokt. [ |

Nésledujici teoretické vysledky ukazuji vznik a rozSitovani zaplnéni béhem rozkladu
podrobnéji. Lze je chapat jako rozsiteni tvrzeni Véty o zaplnéni s vyuzitim rekurentni
aplikace zobrazeni parent v jejich formulaci. Zaroven tyto vysledky ukazuji, jak nékteré
cesty z této Véty najit. Nejprve uvedeme Lemma 8.1.4 o propojeni vrcholi cestou v jistém
podgrafu grafu G(A) matice A.

Lemma 8.1.4 Necht k,j, k < j jsou vrcholy grafu G(A). Tyto vrcholy jsou propojeny
neorientovanou cestou v podgrafu G(A) indukovaném vrcholy 1,...,j zapsanou jako

j G(A) I
{1,....7}

pravé tehdy, existuje-li prirozené éislo p, p > 0 takové, Ze parent? (k) = j.
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Obréazek 8.1.9: Zndzornéni replikace sloupcovych struktur v Choleského faktorizaci ridké
matice.
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i
parent(j

parentparent(j))

*-0-0--0

Obrazek 8.1.10: Zndzornéni vzniku zaplnéni na tddku i v sekvenci replikaci sloupct faktoru
v Choleského faktorizaci Tidké matice.

Dikaz: Predpoklddejme nejprve existenci takové cesty v G(A). Prvni implikaci lemmatu
lze dokazat matematickou indukei podle délky této cesty. Pro cesty délky 1, to jest plati-
i ajr # 0 a tedy i lj; # 0, tvrzeni plyne z Véty 8.1.2 o replikaci sloupcové struktury.
Uvazujme cestu délky ¢ a predpokladejme, ze vysledek plati pro vSechny délky cesty
mensi nez t. Necht m je maximalni vrchol na této cesté. Plati-li m < k, pak tvrzeni
plati i pro cestu délky ¢t. V opacném piipadé, protoze musi byt m > k a m < j existuji
indexy q1,q2 > 0 takové ze, parent? (m) = j a parent®(k) = m. Propojenim téchto cest
dostaneme tvrzeni prvni implikace lematu.

Opacné, necht existuje prirozené p, p > 0 takové, ze parent?(k) = j a diskutujme
cestu mezi k a j, kterd existuje v grafu zaplnéni. Podle Véty o zaplnéni muzeme kazdou
jeji hranu nahradit cestou v G(A) s mezilehlymi vrcholy mensimi nez oba vrcholy krajni.
Propojenim téchto cest ziskame vysledek a lemma je tak dokazano. [ ]

Jak jsme jiz zminili, cesta z Véty o zaplnéni neni obecné jednoznacna. Nasledujici Véta
8.1.3 tika, jak jedna takova cesta vypada.

Véta 8.1.3 (Véta o zaplnéni s pouzitim replikace struktur sloupcii) Necht a;; = 0
pro j < i <n. Pakl;; # 0 prdvé tehdy, existuje-li k < j, pro které plati a;, # 0 a zdroven
existuje p > 0 takové, Ze

parent? (k) = j

Dukaz: Necht /;; # 0 pro néjaky vrchol j, kde j < i < n. Podle Véty o zaplnén{ existuje
v G(A) cesta zaplnéni

i & g
Oznac¢me si vrcholy této cesty (i,p1,...,pt, ), kde mezilehlé vrcholy spliuji p; < k, i =
1,...,t. Musi platit ¢ > 0, protoze predpokladdme, Ze a;; = 0. Uvazujme prvek matice

a;p, # 0. Z Lemmatu 8.1.4 dostavame, Ze existuje takové ¢ > 0 takové, ze parent!(p;) = j,
. G(A
protoze podle tohoto Lemmatu p; € {1,...,p;} a existuje neorientovan cesta i <{(:)}> Dy
17"'7pt
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Obrazek 8.1.11: Zndzornéni vztahujici se k Véte 8.1.3. Za platnosti jejich predpokladi
prvek l;; bude nenulovy prdave tehdy, existuje-li nenulovy prvek a;; zndzornény vlevo dole
a prislusnd sekvence charakterizovand zobrazenim parent.

mezi i a p; v podgrafu grafu G(A) indukovaném mnozinou {1,...,p;}. Polozenim k = p,
ziskavame tvrzeni prvni implikace.

Obracené, necht existuji index k < j, pro ktery plati a;z # 0 a p > 0 s vlastnostmi
. . . G(A . ;- ‘
uvedenymi ve Vété. Podle Lemmatu 8.1.4 existuje cesta k <:>{1( )‘} 7, kterd je tedy cela v
yeens]

podgrafu G({1,...,j}). To ddva dohromady s hranou {i, k} cestu zaplnéni mezi vrcholy
i a j. Proto plati [;; # 0 a Véta je tak dokdzana.

|

Demonstrujme si tvrzeni Véty na Obrazku 8.1.11 rozsitenim zobrazeni z Obrazku

8.1.10. K tomu, abychom dostali nenulovy prvek [;; musi za pfedpokladu o nevyruseni

platit a;; # 0 a existovat piislusna sekvence charakterizovana zobrazenim parent.

8.2 Eliminac¢ni strom

V predchézejicim textu jsme vidéli, ze v procesu replikace struktur hraji dulezitou roli
prvni nenulové poddiagonalni prvky ve sloupcich faktoru L. Jejich struktury ridkosti
vyznamnou mérou urcuji, jak vypada struktura ridkosti celého faktoru. Orientovany graf,
ktery nyni definujeme a ktery budeme nazyvat elimina¢ni strom je zalozen pravé na téchto
prvcich a zavedeném zobrazeni parent.

Definice 8.2.1 Eliminacni strom T(A) = (V, E(A)) symetrické matice A dimenze n pro
kterou existuje néjaké prirazeni numerickych hodnot jejim proku tak, Ze existuje jeji Cho-
leského rozklad A = LDLT definujeme jako jeji podgraf urceny mnozinou hran

E(A) = {(i,§) | i =min{k | k> j Al #0}.
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V Definici 8.2 si vS§imnéme oznaceni E(A) mnoziny hran, které muzeme doplnit spodnim
indexem, je-li tfeba vyjasnit, o jaky strom se jedna. Vidime, Ze eliminacni strom je
specialni piipad orientovaného acyklického grafu. Na rozdil od obecného grafového
pojmu stromu nevyzadujeme, aby elimina¢ni strom byl souvisly (ve smyslu jeho symet-
rizace). Je-1i eliminacni strom souvisly, je zdroven kotfenovy strom s kofenem n a orientaci
zavedenou v Definici 8.2, kterd odpovida vyse zavedené orientaci kotenovych stromu.
S pouzitim oznaceni pro orientované acyklické stromy muzeme hranu (i, j) elimina¢niho
stromu také zapsat (parent(j), j). Vrchol parent(j) je otcem vrcholu j ve smyslu definice
pro acyklické grafy a vrchol j je synem vrcholu parent(j). Analogicky budeme hovofit i
o predcich a potomcich vrcholu eliminacniho stromu. Ackoliv je eliminacni strom obvykle
zavadén pro symetrické matice v pripadé, kdy jsou pozitivné definitni, zde pouzivame
obecnéjsi definici i proto, Ze tento pojem je zalozen pouze na strukture mimodiagonalnich
prvki néjakého existujictho LDLT rozkladu. Budeme-li hovofit o elimina¢nim stromu
matice bude za tim vzdy predpoklad jeho existence. Vlastnost souvislosti elimina¢niho
stromu je popsana v nasledujicim tvrzeni, které je snadné dokazat.

Lemma 8.2.1 Je-li symetrickd matice A nerozloZitelnd, T(A) je zdrovern stromem ve
smyslu teorie grafu. To znamend, Ze jeho symetrizace je souvisld a acyklickd.

Je-li tedy matice z Definice nerozlozitelna, elimina¢ni strom je zaroven kofenovy strom
s kofenem r = n. Je-li tato matice rozlozitelnd, zkonstruovany eliminaé¢ni strom bude stale
acyklicky, ale nebude souvisly. Ve smyslu teorie grafii bude tedy elimina¢ni strom lesem.

Snadno nahlédneme, ze terminologie orientovanych acyklickych grafi pouzita na eli-
minacni strom je plné kompatibilni s terminologii zavedenou v souvislosti s replikacemi
nenulovych prvku v prubéhu faktorizace. Nasledujici pozorovani dava do souvislosti diive
ukazané vlastnosti s pojmy predka a potomka zavedenymi pro acyklické grafy.

Pozorovani 8.2.1
i =ancyp(j) < j € descr(i) < (Ip > 0)(parent?(j) = 1)

pro vrcholy 4, j, ¢« > j elimina¢niho stromu 7' a pfirozené ¢islo p > 0.
Dalsi jednoduché tvrzeni je v nasledujicim lemmatu.

Lemma 8.2.2 Je-li vrchol i predek vrcholu j # i v eliminacnim stromu T matice A, pak
plati i > j.

Dikaz: Je-li vrchol ¢ vlastni pfedek vrcholu j, pak v orientovaném elimina¢nim stromu
T existuje cesta i = j nenulové délky. Pro kazdou hranu (k, 1) této cesty musi platit k > 1
podle Definice 8.2. Z tranzitivity usporadani pak vyplyva, ze i > j, coz jsme méli dokazat.
|

Protoze elimina¢ni strom je specidlnim piipadem kotfenového stromu a tedy i oriento-
vaného acyklického grafu, pak nésledujici definice pouze dopliuje terminologii oriento-
vaného acyklického grafu.

Definice 8.2.2 Listy korenového stromu nazveme takové jeho vrcholy, které nemaji vlastni
potomky.
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Obréazek 8.2.12: Priklad eliminacniho stromu matice z Obrdzku 8.1.4.

Definice 8.2.3 Podstromem T'(j) orientovaného acyklického grafu T ve vrcholu j na-
zveme jeho podgraf, ktery je indukovdn mnoZinou vSech wvrcholi, do kterjych vede cesta z
vrcholu j v T. T(j) je korenovym stromem s kotenem j. Plati tedy, Ze mnoZina vrcholi
T(j) je ekvivalentni s mnozinou descr(j). Velikosti T'(j), kterou budeme znacit |T(j)],
rozumime pocet vrcholu T(7).

V grafickém znézornéni elimina¢niho stromu pouzijeme vyse uvedenou konvenci, ze ori-
entace hran je casto vyznacena nikoli Sipkami, ale polohou. Hrana elimina¢niho stromu
bude v této konvenci vzdy orientovana od vrcholu zobrazeného vyse k vrcholu zobra-
zenému nize. Nékdy budeme eliminac¢ni strom chépat jako neorientovany ve smyslu jeho
symetrizace. Podobné jako u grafovych modeli matice budeme, pokud to bude mozné,
terminologii zjednodusovat a hovorit napiiklad o elimina¢nim stromu 7' nebo jen o eli-
minacénim stromu namisto tplného znaceni T'(A). Nebude-1i moci dojit k zaméné, budeme
také hovofit o eliminaénim stromu grafu G(A) nebo grafu G(F) = G(L + L') namisto
o elimina¢nim stromu matice A. Nebude-li moci dojit k zdmeéné, budeme také hovorit o
podstromu 7' néjakého stromu 7" jako o mnoziné vrcholi, kterd ho uréuje s indukovanymi
hranami z puvodniho stromu 7.

Priklad 8.2.1 Na Obrdzku 8.2.12 je zndzornén eliminacni strom matice z Obrazku 8.1.4.

Pojem elimina¢niho stromu umoznuje preformulovat néktera diive uvedend tvrzeni
kompaktnéji, kde nahradime, mimo jiné, rekurzivni aplikaci zobrazeni parent vlastnostmi
elimina¢niho stromu a jeho podstromu. Véta 8.1.2 o replikaci sloupcové struktury se da
vyjadrit napiiklad nasledujicim zpusobem.
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Lemma 8.2.3 Plati-li pro prvek faktoru L Choleského rozkladu l;; # 0,1 > j (tedy
{i,7} € G(F) nebot predpoklddime nevyruseni) matice A, pak je vrchol i predkem vr-
cholu j v eliminacnim stromu T(A). Tvrzeni muzeme také zapsat strucnéji ndsledovné

lij 7£ 0=1¢€ cch(j). (88)

Dikaz: Dukaz provedeme matematickou indukei podle sloupcového indexu j. Pro j =n
tvrzeni zjevné plati. Indukénim predpokladem je, Ze tvrzeni plati pro vSechny sloupce s
indexy j + 1,...,n. Necht nynf [;; # 0. Je-li i = parent(j) nebo i = j, pak je tvrzen{
jasné z definice zobrazeni parent. V opacném piipadé existuje index k, pro ktery plati
k = parent(j), j < k. Musi ale platit celkem j < k < 7, nebot jinak bychom dostali
spor s definici zobrazeni parent. Nebot l; # 0 a l;; # 0, pak podle Lemmatu 8.1.3 mdme
i # 0. Z indukéniho predpokladu dostaneme i € anc(k) a k = parent(j), coz dohromady
dava i € anc(j) = ancy(j). Tvrzeni pak vyplyva z principu matematické indukee. |

8.2.1 Konstrukce elimina¢éniho stromu

Eliminaé¢ni strom je zaveden v Definici 8.2 pomoci struktury fidkosti matice faktoru L.
Ta ale neni obvykle k dispozici. Jeho konstrukce na zakladé puvodni matice, tedy na
zékladé vstupnich dat, je zdkladnim predpokladem pro efektivni fidkou Choleského fak-
torizaci. Nasledujici Véta 8.2.1 vznikla preformulovanim Lemmatu 8.1.4 s vyuzitim pojmu
eliminacniho stromu.

Véta 8.2.1 Vichol i je predek vrcholu j, i > j v eliminacnim stromu T(A) prdve tehdy,
existuje-li v G({1,...,i}) neorientovand cesta
. GA) .
R
{1,....i}
Dikaz: Necht takovd cesta existuje. Diikaz Véty provedeme matematickou indukei podle
jeji délky. Je-li jeji délka 1, tato cesta je hranou a tvrzeni je zfejmé. V opac¢ném piipadé
necht tvrzeni plati pro viechny cesty délky mensi nez t, 2 <t < n — 1 a uvazujme cestu
délky t. Necht m je maximéln{ vrchol této cesty. Je-li m < j, pak musi byt /;; # 0 podle
Véty o zaplnéni a tvrzeni plati. V piipadé m > j je podle indukéniho predpokladu i
pfedkem m a m je piedkem 7, coz ddva tvrzeni. Opacné, necht je vrchol 7 predek vrcholu
J a uvazujme cestu i = j v eliminaénim stromu 7. Kazd& jeji hrana (k,l) odpovida
nenulovému prvku ly; faktoru L a tim i cesté v grafu ptes vrcholy s mensim ohodnocenim
nez k il. Spojenim cest dohromady ziskdme hledanou cestu, jejiz vrcholy maji ohodnoceni
nejvyse 7 a Véta je tedy dokazéna. ]
Nasledujici zrejmy Dusledek 8.2.1 ihned implikuje zpusob, jak muzeme eliminaé¢ni
strom zkonstruovat.

Dausledek 8.2.1 Predek @ vrcholu j, i > j v eliminacnim stromu T(A) je jeho otcem
(splriuje tedy i = parent(j)) prdvé tehdy, je-li vrchol j mazimdlni prvek néjaké komponenty
grafu G({1,...,i})\ {i} tak, Ze ezistuje neorientovand cesta
. GA) .
I
(1,00}
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Obrézek 8.2.13: Zndzornéni grafu matice z Obrdzku 8.1.4 (vlevo - bez zaplnéni).

Uvazujme nyni graf matice z Obrazku 8.1.4 vlevo, tedy bez zaplnéni, ktery zndzorinujeme
na Obrazku 8.2.13. A na Obrazku 8.2.14 je potom zndzornéme odvozeny graf G({1,...,10}).

Vidime, ze vrchol 10 je skute¢né predkem vsech vrcholu 1—8, jak je vidét na Obrazku
8.2.12, coz demonstruje tvrzeni Véty 8.2.1. Také vidime, ze kdyz z toho grafu odebereme
vrchol 10, pak maximalni vrcholy ve vzniklych komponentach jsou pravé vrcholy 8, 2
a 9, tedy synové vrcholy 10, coz demonstruje Diusledek 8.2.1. Zkoumanim komponent
souvislosti postupné se zvétsujiciho grafu je tedy mozné eliminacni strom nalézt. Tato
konstrukce je dulezita, ze se da zobecnit pro obecnéjsi nesymetricky eliminacni strom a
vyuzit k jeho konstrukei, jak déle uvidime. V nasledujicim textu uvedeme jinou konstrukei
elimina¢niho stromu v Algoritmu 8.2.1, ktera je zalozena na tom, ze postupné prochazime
vrcholy grafu a snazime se je pridavat ke komponentam postupné tvoreného eliminaéniho
stromu. Tato konstrukce je nejenom efektivni a jeji dalsi vyhoda je, ze umoznuje velmi
dobie vyuzit klasické vysledky teorie kofenovych stromu. Algoritmus 8.2.1 samoziejmeé
predpoklada platnost predpokladu o nevyruseni.

Algoritmus 8.2.1 Nalezeni eliminaé¢niho stromu
Input: Ridkd SPD matice A € R™™™ a jeji neorientovany graf.
Output: Eliminacni strom uloZeny pomoci vektoru parent.

1. fori=1:ndo
parent(i) =0
for k takovd, Ze k € adj(i) Nk < i do
j=k
while (parent(j) # 0 A parent(j) # i) do
J = parent(j)
end while

NS S oo
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38

Obrazek 8.2.14: Zndzornéni grafu matice z Obrdzku 8.1.4 (vlevo - bez zaplnéni).

8. if parent(j) = 0 then
9. parent(j) =1

10. end if

11.  end k

12. end ¢

Ve vnéjsim cyklu algoritmu se postupné prochazeji fadky matice A a uvazuji jejich
nenulové prvky. Poznamenejme, ze v kroku 3 Algoritmu 8.2.1 neni potieba, aby indexy
nenulovych prvku k& € adj(i) A k < i byly prochdzeny v ur¢itém pofadi. V dukazu
Lemmatu 8.2.4 ukédzeme, ze Algoritmus 8.2.1 opravdu konstruuje eliminaéni strom.

Lemma 8.2.4 Uvazujme Algoritmus 8.2.1 a jeho i-ty krok proi =1,...,n. Po ukonceni
i-tého kroku algoritmu pro i =1,...,n je zkonstruovdn eliminacni strom T(Ay.1.).
Dikaz:

Budeme postupovat matematickou indukci podle i. Pro i = 1 je tvrzeni ziejmé.
Uvazujme ¢ > 1 a predpokladejme, ze tvrzeni plati pro j = 1,...,7 — 1. Je-li nenulovy

prvek a;; matice A pro k < i (pii predpokladu o nevyruseni tedy i k € adj(i)) prvnim
poddiagonalnim prvkem v jejim k-tém sloupci, pak vzhledem k indukénimu predpokladu
to je ekvivalentni faktu, ze doposud plati parent(i) = 0. Polozeni parent(k) = i na tddku
9 Algoritmu 8.2.1 odpovidé definici elimina¢niho stromu. Neni-li prvnim poddiagondlnim
prvkem, pak prvni poddiagonalni prvek ve sloupci k£ uz musel byt uvazovan v radkovém
cyklu nékterého predchazejiciho kroku. Oznac¢me jeho fadkovy index j,7 < i a plati tedy
parent(k) = j. Podle Véty 8.1.2 ale plati také l;; # 0, protoze nenulovost tohoto prvku
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Obrazek 8.2.15: Zndazornéni konstrukce eliminacniho stromu matice z Obrdzku 8.1.4, ktery
je veelku na Obrazku 8.2.12.

v matici faktoru L vyplyva z prislusné replikace struktury tidkosti sloupce. Po koneéném
poctu téchto kroku, kde v algoritmu predefinovavame sloupcovy index algoritmickou kon-
strukel j = parent(j), ziskdme prvek fadku i a sloupce j, pro ktery plati [;; # 0 a
zaroven je ¢ prvnim poddiagonalnim prvkem sloupce j. Ten odpovida hrané dané vzta-
hem i = parent(j), kterd bud byla implikovdna replikaci nenulovosti pii kterém se vyslo
z néjakého k' k' #£ 0, které jsme na i-tém radku uvazovali diive a pro které a; # 0 nebo
musime polozit i = parent(j). To odpovida rozhodovani na fadku 8 algoritmu. Elimina¢ni
strom byl tak rozsiten, indukéni krok je tim dokazan. Z principu matematické indukce
plyne tvrzeni tohoto lemmatu. |

Priiklad 8.2.2 Obrdzek 8.2.15 zndzornuje postupnou konstrukci eliminacniho stromu pro-
cesem priddvani maximalné jedné hrany pro kazdy radek. Po k-tém kroku konstrukce se
eliminacni strom skladd ze vsech komponent, které obsahugi vrcholy 1, ..., k.

Priklad 8.2.3 Na Obrdzku 8.2.16 je jind ukdzka grafu G(A) matice A a také édstecné
zkonstruovanych eliminacnich stromu po provedeni i-tého kroku Algoritmu 8.2.1 pro i =



94 8. Komponenty fidkého Choleského rozkladu

3
1@ 3:
1

Obréazek 8.2.16: Ukdzka grafu G(A) o Sesti vrcholech a Sesti postupné tvorengch eli-
minacnich stromi pro jeji hlavni podmatice. Cdstecné eliminacni stromy jsou serazeny
zleva doprava a shora doli.

1,...,6. Na rozdilu od predchdzejiciho zobrazeni zde opakované zndzornujeme i kompo-
nenty, které nejsou ovlivnény pridanim hrany v i-tém kroku cyklu. Tento priklad pouzijeme
jeste mize pro demonstraci obecné rychlejsiho algoritmu konstrukce eliminacniho stromu
popsaného jako Algoritmus 8.2.2.

Prochézeni cest ve vytvareném eliminacnim stromu smérem ke kotfeni znazornénym
prifazenim j = parent(j) na fadku 6 Algoritmu 8.2.1 muze byt ¢asové naro¢né. To plati
obzvlasté v piipadé konstrukce elimina¢niho stromu, jehoz néjaka komponenta mé velkou
vysku, coz je pojem, ktery nyni zavedeme. Definujme nejprve pomocnou funkci

htr V. —{1,....,n—1}U{0}

predpisem
~_J htr(i)=0 je—liilistem v T,
hir (i) = { 1+ max{htr(j)| parent(j) =i} jinak. (8.9)
Vysku height(T') elimina¢niho stromu 7" pak zavedeme pfitazenim
. | max;_y_, htr(i) proT #10,
height(T) = { 1 Jinak. (8.10)

Disledek 8.2.2 Je-li eliminacni strom souvisly, pak je zrejmé

height(T) = htr(n).
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Priklad struktury fidkosti matice A € R™*" pron = 7, kde velka vyska jejiho elimina¢niho
stromu brani jeho efektivni konstrukci, je nasledujici.

1 2 3 4 5 6 7 8
1 /% * *x *x % % *x x
21 * x
31 % *
41 * *
5| & . (8.11)
6] * *
71 * *
8 k *

Eliminaé¢ni strom je urcen hranami
parent(i) =i+ 1,i=1,...,n.

Pii jeho konstrukei Algoritmem 8.2.1 pro kazdy tadek musime projit cely dosud zkonstru-
ovany strom. To znamend, 7e sloZitost konstrukce je O(n?), ¢ili je imérnd dimenzi kva-
draticky. Zefektivnéni konstrukce elimina¢niho stromu, které casteéné eliminuje dlouhé
sekvence hledani v Algoritmu 8.2.1 vlivem jeho velké vysky, je zalozeno na kompresi
¢asti cest v elimina¢nim stromu. V praxi se implementuje s pouzitim pomocného vektoru
ancestor, ktery pro vrchol j uchova néjakého obecné jiného predka nez je parent(j), ktery
muze mit mensi vzdalenost ke koteni komponenty dosud zkonstruovaného eliminacniho
stromu. Konkrétné, vektor ancestor uchovava zkratky cest, které uz byly nékdy pouzity
pii prochazeni casteéné zkonstruovanym eliminaénim stromem. Podgraf popsany vekto-
rem ancestor misto vektoru parent se nazyva virtualni eliminac¢ni strom a jeho kom-
ponenty maji pokud mozno malou vysku. Piislusny postup nalezeni eliminac¢niho stromu,
ktery je tak obvykle efektivnéjsi nez Algoritmus 8.2.1, zde uvadime jako Algoritmus 8.2.2.

Algoritmus 8.2.2 Nalezeni eliminacniho stromu s urychlenim kompresi cest
Input: Ridkd SPD matice A € R™™" a jeji neorientovany graf.

Output: Eliminacni strom uloZeny pomoci vektoru parent.

1. for i =1:n do

2. parent(i) =0

2. ancestor(i) =0

5. for k takovd, Ze k € adj(i) N k < i do
4. j=k

5. while (ancestor(j) # 0 A ancestor(j) # i) do
6. [ = ancestor(j)

7. ancestor(j) =1

8. j=1

9. end while

10. if ancestor(j) = 0 then

11. ancestor(j) =i
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4
3
1

N
:

5 A
2 19 2@3@4
6
2 2@4 5
1 3
Obrazek 8.2.17: Ukdzka grafu matice G(A) a dvou postupné tvorengjch eliminacnich stroma
(dole) a virtudlnich eliminacnich stromi (nahote) pro jeji pdtou a Sestou hlavni podmatici.

4
3
1

12. parent(j) =i
18. end if

14. end k

15. end 1

Priklad 8.2.4 Na Obrazku 8.2.17 jsou zndzornény postupné tvorené c¢astecné eliminacnich
stromy (popsané vektorem parent) a ¢dstecné virtudlnich eliminacnich stromy (popsané
vektorem ancestor) po provedent patého a Sestého kroku Algoritmu 8.2.2. Ostatni ¢dstecné
eliminacni stromy a castecné virtudlni eliminacni stromy jsou shodné s eliminacnimi
stromy z predchdzejictho prikladu. Puvodni graf matice G(A) pritom je stejny jako na
obrazku 8.2.16.

Obecné existuji jesté dalsi sofistikované moznosti jak konstrukci elimina¢niho stromu
obohatit, které mohou byt efektivni v konkrétnich situacich a které mohou byt naptiklad
popsény formalismem sjednocovani mnozin z [153], ale zde se jimi nebudeme zabyvat.

8.2.2 Lokalizace cest grafového modelu vzhledem k eliminaénimu
stromu

Uved' me néktera dalsi tvrzeni, kterd, neorientovanou cestu z Véty 8.2.1 a obecné cesty za-
plnéni déle lokalizuji. Nejprve uvedeme souvislost nenulovosti prvku Choleského faktoru s
podstromy elimina¢niho stromu, které tvori jen ¢ast mnoziny predku vrcholu elimina¢niho
stromu, ktera je uvazovana ve Vété 8.2.1. Tato Véta 8.2.2 neni viibec samoziejma a uve-
deme ji véetné formalniho dukazu.
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Véta 8.2.2 Pro i > j plati l;; # 0 za predpokladu o nevyrusent prdavé tehdy, existuje-li v
grafu G matice A neorientovand cesta

;&4

takovd, Ze vSechny jeji mezilehlé vrcholy patii do podstromu T(j), kde T je eliminacni
strom matice A.

Dikaz: Predpoklddejme nejprve, ze takova neorientovana cesta existuje. Oznac¢me ji P =

(iapla"'aptaj)a kde
m<j le{l,... t} (8.12)

Nebot j je vlastni pfedek vSech mezilehlych vrcholi cesty P, které jsou ve stejné kompo-
nenté souvislosti jako j. Protoze plati [;,, # 0, pak je podle Véty 8.1.2 také [;; # 0.
Opacné, necht [;; # 0. Podle Véty 8.1.1 o zaplnéni existuje v G cesta P = (i, p1, ..., 1, 7),
takova, ze
m<jle{l,... t} (8.13)

a dodatecné polozime
t=Do; J = DPit1-

Je-li t = 0, tvrzeni zfejmé plati. Uvazujme ¢ > 0 a predpokladejme sporem, ze nékteré
mezilehlé vrcholy cesty P nepatif do T'(j). Necht s je nejvétsi index néjakého mezilehlého
vrcholu pro ktery p, & T(j). Tudiz psyq1 € T(j). Protoze ale plati {ps,psi1} € E(G) a
ps+1 nemuze byt predek ps, protoze pak by ps patiil do T'(j). pak musi ps byt predek pgyq.
Oba vrcholy ps a j jsou tedy predci vrcholu pgyqi. Ten druhy z nich podle predpokladu
o vysSe uvedené maximalité indexu s. V kazdém piipadé je tedy ps vlastnim predkem 7,
protoze j nemuze byt predek vrcholu p,. To je ve sporu s predpokladem p, < 7. [ |

Ukazkami cest, které vyhovuji predchozimu tvrzeni pro prvky Choleského faktoru
matice z Obrazku 8.1.4 1119 a l199 jsou, po fadé, cesty

g A 7 W) 5 A

O vrcholech v podstromech elimina¢niho stromu muzeme dokazat jesté nasledujici
tvrzeni, které odpovida tomu, ze konstrukce elimina¢niho stromu v kazdém kroku, ve
kterém je do néj priddna nova hrana, se propojuji jeho do té chvile nesouvislé komponenty
grafu dané matice. Toto tvrzeni je ziejmé z Véty 8.2.1, ktera tika, ze vrcholu eliminaéniho
stromu musi byt propojen se vSemi ostatnimi vrcholy podstromu tohoto vrcholu cestami
v grafu dané matice, ale ptfesto je vyslovime a i formalné dokazeme.

Véta 8.2.3 Podgraf grafu G(A), indukovany v G(A) vrcholy podstromu T(j) eliminacniho
stromu T'(A) pro j =1,...,n je v G(A) souvisly.
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Dikaz: Dukaz provedeme indukei podle poctu vrcholu v T'(j). Pro jednovrcholovy pod-
graf elimina¢niho stromu je tvrzeni zjevné pravdivé. Uvazujme ¢ > 1. Jsou-li sq,...,s,
jeho synové, pak tvrzeni plati pro vSechny podgrafy T'(sy),...,T(s,) podle indukéniho
predpokladu. Déle, {s;,j},7 = 1,...,p jsou hrany v grafu zaplnéni a pro kazdou z nich
existuje podle Veéty 8.2.2 cesta v G(A) pres vrcholy v T'(s;). Piislusny podgraf je tedy
souvisly. [ |

Ztejmym dusledkem této véty je nasledujici tvrzeni, které ukazuje vztah k vrcholim vétsim
nez vybrany vrchol j, tedy k hadj(j).

Dusledek 8.2.3 Vrcholy podgrafu T(j) eliminacniho stromu T'(A) pro j =1,...,n tvori
souvislou komponentu grafu v takovém podgrafu G(A), ktery obsahuje vSechny vrcholy

G(A) mimo vrcholy adj(T(j))-

Mnozinu adj(T(j)) v tomto dusledku muzeme také nahradit jeji nadmnozinou, kterd
je rovna mnoziné vlastnich predka podstromu T'(j), nebot Zaddny z nich neovlivni
vlastnost souvislosti mezi vrcholy 7'(7).

8.2.3 Eliminac¢ni strom a stromovy paralelismus

Jind formulace predchozich lokalizaénich vét primo ukazuje mozné vyuziti eliminacniho
stromu pro nezavislé vypocty vztazené na jeho podstromy. Navozujeme ji nésledujici
Vétou 8.2.4.

Véta 8.2.4 Necht T(j) a T(k) jsou dva disjunkini podstromy eliminacniho stromu T.
Potom za predpokladu o nevyrusent pro libovolné vrcholy s € T(j) at € T(k) platily # 0.

Diukaz: Nejprve podotknéme, ze vzhledem k tomu, ze L je dolni trojihelnikova matice,
predpokladame bez Gjmy na obecnosti, ze s > t. Dukaz provedeme sporem. Kdyby takové
vrcholy podle zadani Véty existovaly, pak by podle Lemmatu 8.2.3 musel byt vrchol s
predkem vrcholu ¢. To je ale ve sporu s disjunktnosti 7'(j) a T'(k). |

Dusledkem tohoto tvrzeni je, ze vypocty, které probihaji na disjunktnich podstromech
elimina¢niho stromu, mohou byt provadény nezavisle. Hovoiime pritom o stromovém
paralelismu. Déle uvidime, ze algoritmy fidké Choleského faktorizace mohou tohoto pa-
ralelismu vyuzivat.

8.3 Struktura ridkosti fadkd a sloupcti Choleského
faktoru

Jadrem této sekce je podrobnéjsi popis fadkové a sloupcové struktury fidkosti Choleského
faktoru L zalozeny predevsim na pojmu elimina¢niho stromu.



8. Komponenty fidkého Choleského rozkladu 99

8.3.1 Struktura ridkosti radku Choleského faktoru

Pro zjednoduseni diskuse o fadkové struktuie Choleského faktoru pouzijme vyse zave-
dené oznaceni indext nenulovych mimodiagonalnich prvku na fadku faktoru L. Konkrétne
uvazujme

rowr(j) = S(Lj1-1) ={k | k<J, iz #0}, 1 <j<n. (8.14)

Nasledujici tvrzeni je pouze jina formulace Véty 8.1.3 s pouzitim zavedeného pojmu eli-
mina¢niho stromu.

Véta 8.3.1 Uvazugyme Choleského faktor spocitany za predpokladu nevyruseni. Pro indexy
i, 7, 1 > j platil;; # 0 prdvé tehdy, je-li vrchol j predkem néjakého vrcholu k v eliminacnim
stromu T', pro ktery plati a; # 0.

Diukaz: Necht /;; # 0. K dukazu prvni implikace pouzijeme Vétu o zaplnéni, podle které
existuje cesta P = (i,p1,...,0,7) v G(A) takova, ze plati

m<j le{l,... t} (8.15)

Pro cestu P = (i,7) je tvrzeni platné (s prazdnou mnozinou mezilehlych vrcholii), nebot
a;; # 0 a tedy muzeme polozit k = j. Pro ¢ > 0 zvolme k = p; a mame tedy a;; # 0. To,
ze j je predkem vrcholu k£ dokazeme matematickou indukei podle poc¢tu ¢ vrchola v P,
které jsou mezi k a j. Jsou-li v P prvky k a j sousedi, pak je tvrzeni dokazované implikace
pravdivé, nebot ziejmé j € anc(k). Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny cesty P,
které maji tento pocet mezilehlych vrcholit mensf nez g. Nechf ndmi zkoumand cesta ma
pocet vrcholii mezi k a j roven g. Necht m je takovy z téchto mezilehlych vrcholi, ktery
ma maximalni index. Je-li m = k, pak plati [, # 0, protoze mezi j a k mame cestu z Véty
o zaplnéni. Vztah j € anc(k) potom vyplyva z tvrzeni Véty 8.2.3. V opacéném piipadé
podle indukéniho predpokladu aplikovaného na cesty (k,m) a (m,j) plyne j € anc(m) a
m € anc(k) z ¢ehoz vyplyva tvrzeni dokazované implikace.

Necht pro néjaké k plati j € anc(k) a ag, # 0. Pak také plati [; # 0. Podle Lemmatu
8.2.3 plati také i € anc(k). Pro i > j musi byt vrchol j mezilehlym vrchol na jednoznaéné
urcené cesté od ¢ do k v T, jinak dostaneme spor s definici elimina¢niho stromu. Nyni
dokazeme, ze pro vSechny vrcholy [ této cesty od ¢ do k v T plati l;; # 0. Dikaz provedeme
matematickou indukef podle indexu k. Pro k = n tvrzen{ zjevné plati. Necht tvrzen{ plati
pro vsechny indexy k + 1,...,n. Necht l;, # 0 ai > k. Je-li i = parent(k), pak je tvrzeni
jasné z definice zobrazeni parent. V opactném piipadé existuje index [, pro ktery je splnén
vztah | = parent(k), k < | < i. Nebot I # 0 a zdroven je l;; # 0, pak z Lemmatu 8.1.3
vyplyva l; # 0. Z indukéniho predpokladu pak dostavame tvrzeni dokazované implikace.
Véta je tak dokazéana. ]

vvvvv

eliminac¢niho stromu 7T'.

Definice 8.3.1 Podstrom T,(i) eliminacniho stromu T nazveme ofezanym podstro-
mem 1" ve vrcholu i, jestlize md koten i, jeho vrcholy jsou podmnozinou podstromu T'(1)
a ddle pro kazZdy list k podstromu T,(i) plati, Ze vSechny vrcholy na orientované cesté z
i do k patii také do T,(i). T,(i) je podgraf eliminacniho stromu, ktery je svymi vrcholy
indukovan. Obecné je tedy T,(i) podgraf T'(i).
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Obrazek 8.3.18: Znovu pouZity priklad, ktery tentokrdt demonstruje tvrzeni Vety 8.3.1.

Véta 8.3.1 konkrétné tika, ze struktura fidkosti fadku Choleského faktoru je dana
urcitym ofezanym podstromem. Formalné tuto tivahu popiseme jako Dusledek 8.3.1 Véty
8.3.1 a zaroven zde definujeme pojem Ffadkovy podstrom eliminac¢niho stromu.

Dusledek 8.3.1 Necht n > i > j > 1. Uvazujme ofezany podstrom Ty(i) eliminacniho
stromu T, kde vrchol j patii do jeho mnoZiny vrcholii prdvé tehdy, je-li bud a;; # 0 nebo
J € ancry) (k) pro néjaké k, kde a;, # 0. Tento ofezany podstrom budeme znacit T,.(i) a
nazyvat i-ty radkovy podstrom eliminacniho stromu T. Vrcholy rowr (i) U {i} jsou prdvé
vrcholy T,.(7).

Vrcholy tadkového podstromu 7,.(7) jsou tedy dany sjednocenim vsech vrcholu 7'(4)
na cestach z vrcholu ¢ do vsech vrcholu danych sloupcovymi indexy i-tého fadku matice
A. K tomu, abychom fadkovy podstrom 7),(i) elimina¢niho stromu 7" ve vrcholu ¢ jedno-
znacné urcili staci ale sjednotit pouze vrcholy na cestach do jeho listu, které tvoti pouze
podmnozinu vrcholu danych sloupcovymi indexy i-tého fadku matice A. Pritom vrchol
J je listem T,.(¢) pravé tehdy, je-li a;; # 0 a plati-li zdroven a;; = 0 pro vSechny vlastni
potomky vrcholu j v elimina¢nim stromu 7. Tvrzeni Véty 8.3.1 lze také ilustrovat jiz
diive pouzitym Obrazkem 8.3.18, kde je symbolicky znédzornéno, jak nenulovost prvku
a;, i-tého fadku matice A implikuje nenulovost prvku [;; v fddku ¢ faktoru L, s indexy
Jj € anc(k),j <.

Priklad 8.3.1 Vsechny radkové podstromy eliminacniho stromu z Obrdzku 8.2.12 jsou
zndazornény na Obrdzku 8.3.19.

Predchézejici diskuse implikuje, ze graf zaplnéni i eliminacéni strom zustanou stejné,
vynechame-li z G(A) vSechny hrany, které nejsou listy néjakého tadkového podstromu.
Ptislusné nenulové pozice ve faktoru jsou totiz dany zaplnénim v prubéhu eliminace. To-
muto jednoznaéné urcenému grafu, odvozenému z G se nékdy iiké eliminaéni redukce
(eliminacni skelet) G(A) a budeme jej znacit G, respektive G~ (A). Tento graf muze
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I ALA

Obrézek 8.3.19: Rddkové podstromy T.(i) eliminacniho stromu z Obrdzku 8.2.12
usporddané ve trech taddch zleva doprava a shora dolu proi=1,...,12.
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12 3 45 6 7 8 9 10 11 12

1 * * * * *
2 * * * *
3 * * % %
4 * *
5 * *
6 *

7 * ok * *

8 * *

9 * * *

10 * *

11 *

12 * ok *

Obréazek 8.3.20: Struktura matice, ve které jsou pouze ty nenunulové mimodiagondlni
proky, které odpovidaji eliminacnimu skeletu jejiho neorientovaného grafového modelu.

pomoci snizit ¢asovou naroc¢nost v celé radé algoritmu, kterym staci jako vstupni data
struktury radkovych podstromu a pripadné pro urychleni i elimina¢ni strom. Problém
hledani listu fadkovych podstromu, které jsou podstatné k nalezeni elimina¢ni redukce,
budeme diskutovat pozdéji. Na nasledujicim Obrazku 8.3.20 znazornujeme eliminacni ske-
let matice z Obrazku 8.1.4 vlevo ve formé jejich nenulovych mimodiagonalnich prvku
matice.

8.3.2 Nalezeni velikosti radku faktoru L a jejich struktury ridkosti

Rédkové podstromy lze pouzit k nalezeni po¢t nenulovych prvki na fadcich faktoru L.
Celkovy pocet |L| nenulovych prvki faktoru L pak jej jejich souctem, tedy

IL| = Z lrow(i)| + n. (8.16)

Tato velikost tedy reprezentuje uzitecnou informaci pro urceni velikosti paméti pro ulozeni
faktoru. Tato velikost je stejna pro odmocninovou i bezodmocninovou variantu rozkladu,
protoze v druhém pripadé sice neukladame jednotkové diagonalni prvky L, ale musime
také ulozit diagonalni faktor D.

Nasledujici Algoritmus 8.3.1 poc¢ita nejen pocty mimodiagonalnich prvkia na fadcich,
ale zaroven nalezne i strukturu radku faktoru. Je také vidét, ze by algoritmus mohl zaroven
poskytnout i poc¢ty nenulovych prvku faktoru L ve sloupcich, viz [107], ale to zde pro
jednoduchost nebudeme uvadét. Po¢ty mimodiagonalnich prvku na fadcich L a struktury
fidkosti téchto radku jsou v algoritmu, po fadé, oznaceny v souladu s nasi terminologii

lrowr (i), rowg(i), i=1,...,n.

Algoritmus 8.3.1 postupné prochazi radkové podstromy diive zkonstruovaného eliminacniho
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k'l”

Obrazek 8.3.21: Schématické zndzornéni Algoritmu 8.3.1 pro pocitdni vrcholu v i-tém
radkovém podstromu. Sipky ukazuji smér jeho prochdzeni. Predpokldddme, Ze listy Ty(4)
gsou k, k' K" a K". Mezi prohleddvanymi pruky i-tého rddku (vrcholy prislusného grafu)
ale mohou byt nenulové prvky @ s jinyma sloupcovymai indexy.

stromu matice. Soubézny vypocet byl navrzen v [18] Vicendsobnému zapoctu vrcholu v
tomto prochéazeni se vyhne pouzitim pomocného vektoru mark.

Algoritmus 8.3.1 Pocty a struktury ridkosti mimodiagonalnich prvka radka
Choleského faktoru L.

Input: Ridkd symetrickd matice dimenze n spliujici podminky z definice eliminacniho
stromu, jeji neorientovany graf a eliminacni strom T(A).

Output: Pocty mimodiagondlnich prvki |rowy(i)| v rddcich faktoru L a struktury ridkosti
rowy (i) téchto radku proi=1,....n

I.fori=1:ndo

2. Jrowp(i)] =0

3. mark(i) =1

4. for k takovd, Ze k € adj(i) Nk < i do
5. j=k

6. while (mark(j) # i) do

7. |rowr,(7)] = |rowg(7)] + 1
7. rowr (i) = rowr (i) U{j}
8. mark(j) =i

9. J = parent(j)

10. end while

11.  end k

12. end ¢

Priiklad 8.3.2 Schématické zndzornéni postupu Algoritmu 8.3.1 je na Obrdzku 8.53.21.
Sipky ukazuji smér prochdzeni od listu radkového podstromu k jeho koteni.

Za jednoduchost Algoritmu 8.3.1 platime ¢asovou slozitosti, kterd je O(|L|+n). Princip
efektivnéjsiho postupu, ktery neni zavisly na poc¢tu nenulovych prvki Choleského faktoru
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bude zminén pozdéji. Struktury fidkosti fadku jsou podstatné v tadkové varianté Cho-
leského rozkladu, ale mohou byt uzitecné i v jinych situacich. V piipadé, kdy jsou znamy
listy fadkovych podstromu, ale i tehdy, kdyz prochézime tadkové podstromy s pocatky
hledani v mimodiagonalnich prvcich dané matice A, je mozné i pro radkovy algoritmus
nepredpocitavat struktury fidkosti pred rozkladem, ale pocitat je zaroven s nim.

8.3.3 Struktura ridkosti sloupci Choleského faktoru

Uvazujme vyse zavedené oznaceni mnoziny indextu aplikované na nenulové mimodia-
gonalni prvky Choleského faktoru L.

col,(j) =S(Ljy1my) ={k | k> J, ly; #0}, 1 <j <n. (8.17)

Tvrzeni v Pozorovani 8.1.2 lze pak prepsat na

colr () C coly(parent(j)) U {parent(j)}. (8.18)

Zatimco Pozorovani 8.1.2 definuje sloupcové struktury rekurzivné, Véta 8.3.2 rozsituje
tento lokdlni popis a popisuje strukturu coly,(j) mimodiagonalnich prvku j-tého sloupce
faktoru L pro 1 < j < n explicitné.

Veéta 8.3.2 Struktura tidkosti sloupce j faktoru L matice A je dana mnozZinou sousednosti
vrcholi podstromu T'(j) eliminacéniho stromu T'. To lze zapsat

coli () = adja) (T (). (8.19)

Diukaz: Predpokladejme nejprve, ze i € coly(j). Podle Véty 8.3.1 pak plati, ze j, j < i je
predkem néjakého vrcholu k v eliminaénim stromu 7', kde a;; # 0. Jinak zapsano plati

i € col(j) = (Tk € T(5))(i € adjea(k)).

Obracené, uvazujme i € adjc(a)(T(j)). Odsud plyne, Ze v i-tém fadku L je prvek na pozici
Jj # 1, j < i nenulovy. To lze také zapsat j € row(i) a tedy i i € coly(j). Ekvivalence
mnozin z této véty je tak dokazana. |

Jiny, ale stdle rekurzivni popis mnoziny col;(j) pro dany sloupec j, je uveden ve Vété
8.3.3. Algoritmicka atraktivnost tohoto popisu je v tom, ze pro ziskani struktury ridkosti
néjakého sloupce staci obecné sjednotit struktury ridkosti jenom nékterych predchézejicich
sloupcu.

Véta 8.3.3 Za predpokladu o nevyruseni plati nasledugici ekvivalence mnoZin

coli(j) = | adjey(HU | colu(k) | \ {1,....5}. (8.20)
{k|j=parent(k)}
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Dikaz: Uvazujme nejprve vyraz na pravé strané. Z definice mnoziny sousednosti plyne

adjgay(j) € colr(j) U{l,...,5 —1}.

Podle (8.18) plati coly (k) C colr(j) U{j} pro kazdého syna k vrcholu j. Dohromady tedy
po odecteni mnoziny {1,...,j — 1} dostavame, Zze vSechny prvky mnoziny na pravé strané
(8.20) patii i do colr(j) = adjaa (T(j)).

Obréacené, necht i € coly(j). Protoze l;; # 0 pak je samozfejmé i ¢ > j jak ostatné
vyplyva i z Lemmatu 8.2.2. Podle Véty 8.3.1 je vrchol j predkem néjakého vrcholu &’
v elimina¢nim stromu 7', pro ktery plati a; # 0. Je-li k' = j, pak plati i € adjga)(j)-
Jinak existuje syn k vrcholu j v T', ktery je obecné predkem vrcholu k’. Podle Véty 8.1.3
méame také [ # 0 a tedy i € adjga)(T'(k)) a Véta je dokazana. |

8.3.4 Nalezeni struktur ridkosti sloupctii Choleského faktoru

Nalezeni sloupcové struktury fidkosti faktoru vychazi z Veéty 8.3.3. Algoritmus 8.3.2 tento
postup nalezeni struktur tidkosti sloupcu Choleského faktoru popisuje. Pomocnou da-
tovou strukturou pouzitou v tomto algoritmu jsou seznamy synu son(j) vrcholi j pro
j=1,...,n. Tyto seznamy se inicializuji prazdnymi mnozinami a aktualizuji v prubéhu
algoritmu. Reprezentuji tedy jinou strukturu zachycujici elimina¢ni strom, ktery je tak
vytvaren v prubéhu Algoritmu 8.3.2.

Algoritmus 8.3.2 Nalezeni sloupcovych struktur faktoru L.
Input: Neorientovany graf G(A) matice A.
Output: Sloupcové struktury ridkosti colr(j) faktoru L pro j =1,...,n.

1. for j =1 ton do
2. son(j)=10

3. end j

4. for j =1 ton do

5. colp(j) = mnoZina indexi mnoziny adjz(j) \ {1,...,7 —1}
6.  fork € son(j) do

7. colr(j) = colp(7) Ucolr(k) \ {7}
8. end k

9. if colr(j) # 0 then

10. p=min{i | i € colr(j)}

11. son(p) = son(p) U {j}

12. end if

13. end j

Algoritmus 8.3.2 se nékdy nazyval symbolicka faktorizace. Tento nézev je histo-
ricky a pochazi z doby, kdy tento postup byl naprosto dominantni ¢asti symbolického
predzpracovani Choleského rozkladu 7idké matice. V dnesni dobé se timto pojmem popi-
suje symbolické predzpracovani slozené z obvykle mnohem vice ¢asti, nehledé na odlisnou
terminologii vzniklou v dalsich védeckych skoléch.
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Obrazek 8.4.22: Priklad topologickych ocislovani korenového stromu. Strom na levé strané
je korenovy strom s topologickym ocislovanim vrcholu. Strom na pravé strané md vrcholy
ocislované jinym topologickym ocislovanim.

Podstatnou podminkou pocitani sloupcovych struktur je takové potadi pocitani struk-
tur sloupcu, které splnuje podminku jejich rekurzivniho vy¢islovani a tedy vyuziti vztahu
z Véty 8.3.2. V okamziku pocitani struktury fidkosti konkrétniho sloupce musi jiz byt
vycisleny struktury fidkosti sloupcu odpovidajicich synum tohoto sloupce v elimina¢nim
stromu. Jak plyne z Lemmatu 8.2.2, potfadi 1,...n toto spliiuje, nebot elimina¢ni strom
ma vrcholy ocislovany vrcholy topologickym oé¢islovanim, viz Definici 5.2.7. Obecné lze ale
pouzit v Algoritmu 8.3.2 jakékoli jiné topologické ocislovani vrcholu eliminaéniho stromu.
Néktera z téchto ocislovani mohou byt z ruznych duvodu vyhodnéjsi a precislovanim
vrcholu elimina¢niho stromu se budeme zabyvat v nasledujicim textu.

8.4 Precislovani vrcholu elimina¢éniho stromu.

Jedno ze zasadnich témat spojenych nejen s elimina¢nimi stromy, ale i s obecnéjsimi ori-
entovanymi acyklickymi grafy, je spojeno s precislovanim jejich vrcholu. To umoznuje
v mnoha piipadech ziskat efektivnéjsi algoritmy nebo implementace Choleského nebo
obecngjsich rozkladu. Precislovani vrcholu elimina¢niho stromu 7T'(A) odpovidd symet-
rické permutaci matice A a v mnoha ptipadech umozni ziskat efektivneéjsi algoritmy nebo
implementace rozkladu.

8.4.1 Obecna topologicka ocislovani a zaplnéni

Nejprve si na prikladé ukazme dvé ruzna topologicka ocislovani kofenového stromu, kterd
jsou specialnim ptipadem ocislovani orientovaného acyklického grafu.

Priklad 8.4.1 Priklady dvou topologickych ocislovani korenového stromu jsou na Obrdzku
8.4.22.

Nové ocislovani elimina¢niho stromu indukuje permutaci (preusporadédni) matice a na~
opak. Pokud nebude moci dojit k nedorozuméni, budeme pouzivat v tomto smyslu také
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termin precislovani (nové o¢islovani) (elimina¢niho stromu, grafu) alternativné k pojmu
preuspoiradani matice. Budeme také napftiklad hovotit o topologickém precislovani
matice, kterym rozumime symetrickou permutaci matice indukovanou néjakym novym
topologickym ocislovanim elimina¢niho stromu. Véta 8.4.1, ukazuje ekvivalenci mezi veli-
kosti zaplnéni v Choleského rozkladu matice A a velikosti zaplnéni v Choleského rozkladu
topologicky precislované matice. Tato vlastnost zabezpecuje, ze z hlediska poctu ope-
raci mame volné ruce k preusporadani matice zalozenému na topologickém pfecislovani
jejiho elimina¢niho stromu. V nésledujicim textu uvidime, ze tfada algoritmu, které se
tykaji fidkého maticového rozkladu, casto kvuli efektivnosti predpoklada, ze je ptislusny
eliminaé¢ni strom ocislovan specifickym topologickym ocislovanim.

Véta 8.4.1 Necht A je dand matice a T(A) je jeji eliminacni strom. Necht je ddle P per-
mutacni matice prislusné dimenze, kde je vztah mezi vrcholy eliminacniho stromu matice
PTAP a vrcholy eliminacniho stromu T(A) ddn topologickym precislovinim o : V(A) <>
V(PTAP). Pak jsou grafy zaplnéni Choleského faktorizace matice A a matice PT AP izo-
morfni.

Dikaz: Polozme a(A) = PTAP. Necht o(F) je graf zaplnéni matice a(A). Déle oznacme
1,...,n, respektive a(1),...,a(n), vrcholy grafu matice A, respektive a(A). Necht i a j
jsou dva vrcholy grafu G(A). Necht dale r = a(i) a s = a(j). Ukdzeme, ze {i,j} € G(F)
prave tehdy, kdyz {r, s} € G(a(F)).

Nejprve necht {i,j} € G(F) a i > j, tedy podle predpokladu o nevyruseni i l;; #
0. Podle Véty 8.2.3 je 7 vlastnim pfedkem j v eliminac¢nim stromu T'(A). Nebot « je
topologické preusporadani grafu, pak plati r > s. Podle Véty 8.2.2 existuje v grafu G(A)
cesta i, p1, ..., P, J pro kterou plati {py,...,p;} € T(j). Protoze je nové ocislovani topo-
logické, pak vSechny tyto mezilehlé vrcholy musi mit obrazy také mensi nez s. Z Véty o
zaplnéni pak plyne, ze {r, s} € G(a(F)).

Obracené, necht {r,s} € G(«a(F)). Necht priitom plati r > s. Podle Véty o za-
plnéni existuje v G(a(A)) cesta r,p1, ..., p, s takovd, ze indexy vsech (ptipadnych) mezi-
lehlych vrcholil jsou mensf i neZ s. Nebot zkoumané preuspoiadani je topologické, vrcholy
p1,--.,pr nemohou patiit do anc(j). Jinak by totiz vztah mezi jejich obrazy vyvracel
predpoklad, ze ocislovani je topologické. Podle Dusledku 8.2.3 tyto vSechny vrcholy musi
patfit do T'(j). Jinymi slovy, v G(A) existuje cesta mezi r a s ptes vrcholy z T'(j). Déle
vime, ze i lezi vné T'(j). Nésledné, ¢ > j. Podle Véty 8.2.1 plati {i,5} € G(F) a véta je
dokazéana. |

8.4.2 Postordering

Specidlni tiidu topologickych ocislovani orientovaného acylického grafu tvoii mnozina
ocislovani, které jsou nazyvany postordering. Definujeme si toto ocislovani nasledovneé.

Definice 8.4.1 Topologické ocislovini o korenového stromu T = (V = {1,...,n}, E)
nazveme postordering, tvori-li mnozina vrcholi v kazdém jeho podstromu

T(j), pro j=1,...,n

interval prirozengch c¢isel mnoziny {1,...,n}.
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Obrazek 8.4.23: Dva ruzné postorderingy korenového stromu.

Pozorovani 8.4.1 Je ziejmé, Ze v ocislovani o : 'V <> {1,...,n}, které je postorderin-
gem, je obrazem vrcholu o(1) vzdy list korenového stromu.

Piiklad 8.4.2 Zddné ocislovani stromu na Obrdzku 8.4.22 neni postorderingem. Dva
ruzné postorderingy stromu z Obrdzku 8.4.22 jsou zndzornény na Obrazku 8.4.25.

8.4.3 Prochazeni korenového stromu a topologicka ocislovani

Ptirozeny postup jak ziskat postordering nebo i jind topologicka ocislovani elimina¢niho
stromu je proces prochazeni, ktery nyni zavedeme pro obecny pojem neorientovaného
stromu, tedy neorientovaného acyklického a souvislého grafu.

Definice 8.4.2 Prochdzeni neorientovaného a stromu (stromu v grafovém smyslu,
tedy souvislého) T = (V, E) je proces, pri kterém kazdy vrchol V' stromu navstivime prdvé
jednou. Operace navstiveni vrcholu v € V' znamend zatazeni v do mnoZiny navstivenych
vrcholi V,, podle ndsledugiciho popisu.

V kazdém okamZzZiku prochdzeni mdme vrcholy rozdélené na navstivené V, a ostatni,
dosud nenavstivené vrcholy V,,. Mnoziny V, a V,, tvori v kazdém kroku prochdazeni rozklad
mnoziny V.

e Pruni krok prochdzeni zatadi jeden zvoleny vrchol (pocdtecni vrchol prochdzeni) do
mnoziny V,.

o Kazdy dalsi krok prochdzeni

— Vybere hranu prochazeni {z,y} € E, kterd md jeden koncovy vrchol z v
mmnoziné V, navstivenych vrcholi a druhyj z nich, y, v mnozinéV,, nenavstivenych
vrcholi.

— Presuney zV, doV,.

e Prochazeni je ukonceno jestlize Zadnou dal$i hranu prochdzeni nelze najit.
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Prochazeni je mozné snadno formulovat pro jiné druhy grafu. Naptiklad, prochazeni
orientovaného stromu 7" lze prevést na prochazeni jeho symetrizace a neuvazovat orientaci
hran. Jinym zpusobem prochdzeni v piipadé orientovaného stromu je uvazovat misto
symetrizace takové kroky prochdzeni, kde hrana prochézeni mezi vrcholem z € V, a
y € V, je bud neorientovand nebo orientovans hrana z V, x V,, s po¢dtecnim vrcholem z.
Pak se muze stat, ze nelze vSechny vrcholy zaradit mezi navstivené. V kazdém ptipadé lze
ale projit pouze vrcholy, které patii souvislé komponenté grafu. Elimina¢ni strom muzeme
prochéazet tim, ze uvazujeme jeho symetrizaci a prochazime vSechny jeho komponenty.

Definice 8.4.3 Vicholy stromu, které lze konkrétnim prochdzenim z urcitého vrcholu x €
V' navstivit (zatazené do 'V, ), se nazjvaji vrcholy dosazitelné z vrcholu x.

V praxi nés zajimaji predevsim systematické zpusoby prochazeni stromu. Naptiklad,
v prochazeni stromu do hloubky se za hranu prochazeni voli vzdy takova hrana, jejiz
navstiveny vrchol je posledni dosud navstiveny vrchol stromu a pro ktery hrana
prochéazeni existuje. Zatimco navstiveny vrchol hrany prochazeni z V, je jednoznacéné
urcen, neni tomu tak pro vrchol z V,,. V tomto smyslu neni ani prochazeni do hloubky
jednoznac¢né urceno, jak jesté zminime dale. V prochazeni stromu do Sitky zase volime
nejprve vsechny hrany prochéazeni takové, ze vrcholy z V,, maji co nejmensi vzdalenost od
pocatku prochézeni. Ani v tomto pripadé neni prochdzeni jednoznacné.

Dulezitym aspektem prochazeni je vytvoreni zaznamu o prochazeni. Zaznamy sefazené
v ziskaném potradi jsou ve tvaru posloupnosti zaznamenanych vrcholia. Pro vytvoreni
zédznamu v konkrétnim prochézeni do hloubky je také vice moznosti. Jednou moznosti je
vlozit vrchol do zdznamu (oznackovat) v okamziku, kdy se tento vrchol stava vrcholem
hrany prochézeni a patii jesté do V. Ptecislovani stromu, které ziskand posloupnost
vrcholu urcuje nazveme preordering stromu. Druhou moznosti je vlozit do tvofené po-
sloupnosti zaznamu zaznam o vrcholu j pravé tehdy, kdyz tento vrchol vytvori podstrom,
ve kterém jsou uz v posloupnosti zaznamenanych vrcholu vSechny vrcholy kromé j. Takto
ziskané precislovani nazveme postordering. Souvislost s predchazejici definici postorde-
ringu uvedeme nize. Nové vytvorené posloupnosti zaznamu pro strom se vSemi vrcholy
dosazitelnymi reprezentuji pro V' = {1,...,n} bijekce nad touto mnozinou a odpovidaji
tedy precislovani vrcholi mnoziny V.

Konstrukce preorderingu a postorderingu pro prochazeni stromu do hloubky se da
velmi efektivné implementovat algoritmicky. Konkrétni Algoritmus 8.4.1 prochazeni stromu
do hloubky uvadime jako rekurzivni proceduru df traverse. Ptipomenme, ze u stromu
chapaného jako grafovy pojem a nikoli jako eliminaé¢ni strom pfedpokladame souvislost a
tedy i dosazitelnost vsech vrcholu jeho prochazenim.

Algoritmus 8.4.1 Algoritmus depth_first_traverse(j, kpre, kpost): Prochdzeni ne-
orientovaného stromu 7" do hloubky s pocatecnim vrcholem prochazeni j.
Input: Neorientovany strom T.

Output: Dvé ruzné posloupnosti zaznamenanych vrcholu T: preordering, postorde-
ring.

1. kpre = 1, kpost =1 % nastavend globdlnich ¢itaciu zaznamenanijch vrcholi
2. kpre = kpre + 1, %presur j do V,
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o 1 2@ 4

Obréazek 8.4.24: Schématické zndzornéni prochdzeni stromu do hloubky. Na grafech zleva
a doprava a shora dolu jsou postupné zndzornény hrany prochdzend Sipkou od vrcholu z V,
k vrcholu z V,. Na predposlednim z nich je zndzornéno ocislovini prochdzeného stromu
preorderingem, na poslednim z nich je zndzornéno ocislovdni postorderingem.

3. preordering(kpre) = j %presun j do V,
4. for i takovd, Ze i € adjr(j), i € V,, do
5. depth_first_traverse(i, kpre, kpost)
6. end

7. kpost = kpost + 1

8. postordering(kpost) = j

Jak jsme zminili vyse, Algoritmus 8.4.1 prochazeni stromu do hloubky s pocatecnim
vrcholem prochazeni j nemda v kroku 3 jednoznacné urceno poradi prochazeni vrcholu,
pro které je j rodicem a je tedy vice moznosti, jak budou posloupnosti zaznamu a tedy
odpovidajici nova ocislovani vrcholu vypadat. Jinymi slovy, takto zavedena ocislovani
preordering a postordering nejsou jednoznacna. Souvislost 7" implikuje, ze po ukonceni
Algoritmu 8.4.1 plati kpre = kpost = |V| + 1.

Klicem pro implementaci rekurzivniho Algoritmu 8.4.1 bez rekurze je pouzit datovou
strukturu zasobniku. Nasledujici obrazek znazornuje prochazeni grafu do hloubky vcetné
oc¢islovani vrcholu preorderingem a postorderingem na poslednich dvou podobrazcich.

Uvazujme nyni eliminac¢ni strom, ktery jsem zavedli jako acyklicky, orientovany a
obecné nesouvisly graf. Kazdd komponenta eliminacniho stromu je kofenovy strom, jejiz
koten je k, coz je pocet jejich vrcholu. Vrchol, feknéme j, komponenty elimina¢niho stromu
T je v prohledavani do hloubky oznacen jako navstiveny a zaznamenan do posloupnosti
tvorici postordering teprve tehdy, kdyz byl takto oznacen i cely podstrom 7'(j) kom-
ponenty elimina¢niho stromu 7'. Eliminacni strom ocislujeme postorderingem projdeme-
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li vSechny jeho komponenty z jejich kofenu. Snadno nahlédneme, Ze postordering takto
ziskany formalné prochazenim symetrizace korenového stromu z jeho kotene spliuje vlast-
nosti z Definice 8.4.1, protoze prohledavani do hloubky zabezpecuje, ze v kazdém pod-
stromu tvofi vrcholy v pofadi postorderingu interval pfirozenych ¢isel. To vyjadieme i
formélne.

Pozorovani 8.4.2 Ocislovdni vrcholu kotenového stromu nalezené jako postordering Al-
goritmem 8.4.1 pri prochdzeni z korene splnuje Definici 8.4.1.

V nésledujicim textu probereme dalsi témata tykajici se fidkého Choleského rozkladu.
Souvisejici tvrzeni a algoritmy budou €asto predpokladat, ze piislusny elimina¢ni strom
matice je ocislovan postorderingem a budeme tehdy hovotit o matici preusporadané po-
storderingem.

8.5 Listy radkovych podstromi
Dulezitou roli v tidké Choleského faktorizaci hraji listy fadkovych podstromu
T,(i),i=1,...,n

eliminacniho stromu 7. Jak jsme vidéli, tyto listy nejsou obecné totozné s listy pod-
stromt 7'(7) elimina¢niho stromu 7" pro 1 < ¢ < n, protoze fadkové podstromy jsou obecné
ofezané podstromy. Nicméné oba druhy podstromu jsou spojeny vztahy z nasledujici Véty
8.5.1.

Véta 8.5.1 Necht jsou vrcholy eliminacniho stromu T matice A uspordddny postorde-
ringem. UvaZujme radkovy index i, 1 < i < n. Oznacme ddle

adjgay (i) N{1,...,i—=1} ={c1,...,c}, 0< e < ... <¢co <i, s> 1L

Pak plati, Ze vrchol ¢, prot € {1,..., s} je listem Fadkového podstromu T, (i) eliminacniho
stromu T' prdve tehdy, je-li t = 1 nebo plati-li

t>1 A cor € T(co). (8.21)

Dikaz: Sloupcovy index prvniho nenulového prvku ¢; na fadku ¢ je vzdy listem tadkového
podstromu 7,.(i). Kdyby totiz nebyl ¢; listem 7,.(i), pak by v podstromu T'(¢;) musel
existovat list fddkového podstromu T,(i). Podle vlastnosti topologického usporadéni (a
tedy i postorderingu) by byl mensi nez ¢; a reprezentoval by tedy nenulovy prvek na fadku
i matice A s indexem mensim neZ c;. To by byl spor a proto se soustifedme na pifpad
t>1.

Necht plati ¢;_1 € T(¢;) a zdroven je ¢; listem T,.(7). Situaci si zndzornéme na Obréazku
8.5.25. Protoze ¢;_1 je sloupcovym indexem nenulového prvku fadku ¢ matice A, pak pro
vsechny jeho predky k,k < i, mezi kterymi je podle predpokladu i ¢;, plati l; # 0. Pro
vSechna takova k musi platit ¢;_1 < k < ¢ (vlastnost topologického uspotadani vrcholu
elimina¢niho stromu) a jsou tedy nejen v T'(¢;) ale i v T,.(7) . Pak tedy ale ¢; nemuze byt
listem tddkového podstromu 7.(7).
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Obréazek 8.5.25: Zndzornéni situace v T(i), kdy prot > 1 plati ¢, € T(c;) a zdroven se
predpoklddd, Ze ¢, listem rddkového podstromu T, (7).

‘@ k ®

Obrazek 8.5.26: Zndzornéni situace v T(i), kdy pro t > 1 plati ¢;,_1 & T(¢;) a zdroven se
predpoklddd, Ze ¢; nend listem Tddkového podstromu T, (i).
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Opacné, necht ¢; nenf listem fadkového podstromu 7,.(i) a zdroven ¢,y & T(c;). Sa-
moziejmé nemuze platit ¢ = 1. Situaci pro ¢ > 1 opét znazornime graficky. Viz Obrazek
8.5.26. Pro t > 1 tedy existuje list & podstromu 7,.(i), do kterého vede z kofene stromu
T cesta pfes vrchol ¢;. Pro tento list plati a;; # 0, tedy k € adjga)(i) Ak < i. Z toho
plyne, ze vsechny vrcholy s indexy [, k <1 < ¢; jsou v podstromu T'(¢;) (vlastnost postor-
deringu). Protoze tohle plati pro kazdy takovy list &' podstromu T, (i), do kterého vede

z kotene stromu T cesta pres vrchol ¢;, pak mezi potomky k, &/, ... musi byt i vrchol ¢;_q,
to jest nejvétsi z téchto potomku, ktery tedy musi byt synem vrcholu ¢; v i-tém tadku
matice A a opét mame spor s predpokladem. Véta je tedy dokazana. |

Ocislovani vrcholu elimina¢niho stromu postorderingem umoznuje velmi efektivni al-
goritmické testovani podminky z Véty 8.5.1. Dusledek 8.5.1 tento postup naznacuje.

Dusledek 8.5.1 Necht jsou vrcholy eliminaéniho stromu T matice A uspordddny post-
orderingem. Uvazujme vddkovyj index i, 1 < i < n. Necht ddle

adjgay (i) N{1,...,i =1} ={c1,..., ¢}, 0< e < ... <¢co <i, s> 1L

Virchol ¢; pro t € {1,...,s} je listem Tddkového podstromu T,.(i) eliminacniho stromu T
prave tehdy, plati-li

t=1 mnebo t>1ANci1 <c— |T(e)|+ 1.

Platnost Dusledku 8.5.1 je ziejméa z Véty 8.5.1. Z vlastnosti postorderingu totiz plyne,
ze v pripadé platnosti podminky v této Vété musi byt drive nez ¢; ocislovany vsechny
vrcholy v podstromu 7'(c;).

Abychom mohli test z Dusledku 8.5.1 efektivné implementovat, je potieba znat ve-
likosti podstromu eliminac¢niho stromu. To je ale jednoducha tloha. Algoritmus 8.5.1
pocita velikosti podstromu kotenového stromu. Ma-li elimina¢ni strom vice komponent,
postup se aplikuje na vSechny jeho komponenty ve formé kofenovych stromtu samostatné.
Pro spravny vypocet velikosti podstromu kotenového stromu staci predpokladat, ze eli-
mina¢ni strom ma vrcholy oc¢islovany obecnym topologickym ocislovanim, coz spliuje i
prvotni oc¢islovani vrcholu elimina¢niho stromu bez dodatecného precislovani.

Algoritmus 8.5.1 Nalezeni velikosti podstromu |T'(i)| v kofenovém stromu.
Input: Korenovy strom T s topologickym ocislovanim vrcholi.
Output: Velikosti podstromu |T(i)| proi=1,...,n

.fori=1:ndo

TG)] =1

.end ¢
.fori=1:n—1do

k = parent(1)

T(k)] = |T(k)| + )]
~end 1

B W~

= S @
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Znédme-li usporadani prvku na tadcich matice podle jejich sloupcovych indexu od
nejmensiho po nejvétsi. Pak muze byt hledani listu elimina¢nich podstromu zalozené na
prochazeni poddiagonélni ¢asti matice A po tadcich s vyuzitim Dusledku 8.5.1 piimocaré.
Takovy postup ale nemusi vzdy vyhovovat, protoze usporadani nenulovych prvkia v pod-
diagondlni ¢asti matice A podle sloupcovych indexti muze nalezeni listu fadkovych pod-
stromu zpomalit. Navic, pro dalsi iikoly muze byt vyhodnéjsi prochazeni struktury ridkosti
matice po sloupcich a nékteré takové tkoly popiseme v dalsim textu. Proto je uzitecné
tvrzeni Véty 8.5.2.

Véta 8.5.2 Vrchol j je listem néjakého radkového podstromu eliminacniho stromu T
ocislovaného postorderingem pravé tehdy, existuje-li vrchol i € adjcay(j),1 > j takovy, Ze
i & adjgay(k) pro vsechna k € T(j) \ {j},i > k.

Dukaz: Je-li j listem néjakého fadkového podstromu, napiiklad 7,.(i), pak plati i €
adjcay(J),4 > j. Vmnoziné T'(5) \ {7} pak nemiize existovat zadny vrchol k takovy, Ze by
platilo i € adjg(a)(k),7 > k. Z jeho existence by totiz plynulo, ze vsichni jeho piedchidci,
mezi které pii predpokladu postorderingu patii i j, jsou v fadkovém podstromu 7,.(i) a j
by tedy nemohl byt listem 7,.().

Opac¢né, necht j neni listem zddného Fadkového podstromu elimina¢éniho stromu 7.
Predpokladejme, ze existuje vrchol i € adjga)(j),© > j (to jest, j je vrchol fadkového
podstromu 7..(7)), pro ktery plati vztah ¢ € adjgay(k),7 > k pro vsechna k € T'(j) \ {7}
Protoze j mneni listem 7,(i), pak podle Véty 8.3.1 musi existovat néjaké k € T(j) \ {j}
takové, ze a;, # 0. Z predpokladu o nevyruseni tedy dohromady plyne, ze l;;, # 0 a zaroven
li; # 0. Predpokladali jsme ale, ze j je vrchol fddkového podstromu T;.(7) a pfitom existuje
vrchol k takovy, ze i € adjgay(k), i > k, i > j, ktery je potomkem vrcholu j, tedy patii
do T'(7) \ {j}- To je ve sporu s nasim piredpokladem a véta je tak dokézana. |

Vsimnéme si, ze tvrzeni Véty 8.5.2 hovoii pravé o tom, jak najdeme pii prochazeni po
sloupcich listy fadkovych podstromu kotenového stromu. Uvazujeme-li sloupce j, pak jej
zafadime mezi listy prave tehdy, kdyz pti prochazeni tohoto sloupce trojuhelnikové matice
narazime na prvni index ¢ > 7 splnujici tvrzeni. Postordering ptfitom implikuje, Ze vSechny
diskutované vrcholy k splaujici k € T'(j)\ {j},7 > k uz byly zpracovény. Algoritmus 8.5.2
nalezeni listu fadkovych podstromu kotenového stromu je tedy zalozen na Vété 8.5.2 a
spoléha se i na vlastnosti z Dusledku 8.5.1, ve které je vyjadiena vzdalenost mezi listy
konkrétniho radkového podstromu. Vystupem je vektor isleaf délky n, ktery pro kazdy
vrchol ¢ udava, zdali je (isleaf(i)=true) nebo neni (isleaf(i)=false) listem néjakého
radkového podstromu.

Algoritmus 8.5.2 Nalezeni listti fadkovych podstromii.
Input: Korenovy strom T s vrcholy ocislovanymi postorderingem.
Output: Logicky vektor isleaf popsany vyse.

1. for j=1:ndo

2. isleaf(j)=false

3. prev-nonz(j)=0

4. end j

5. for j=1:ndo
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6. spocitej |T(j)|

7. end j

8 for =1 ton do

9. for i takové, Zei > jNa;; #0 (5 € adjgay(i)) do

10. k = prev_nonz(i)

11. if k<j—|T(j)|+1 then
12. isleaf(j)=true

13. end if

14. prev_nonz(i) = j

15. end ¢

16. end j

V Algoritmu 8.5.2 jasné vidime, ze je-li konkrétni index j listem néjakého radkového
podstromu, existuje fadek, kde je podminka z Dusledku 8.5.1 splnéna.

8.6 Supervrcholy

Podstatnou slozkou algoritmt Choleského rozkladu i obecnéjsich rozkladu fidkych ma-
tic je vyuziti hustych bloktu struktury fidkosti faktoru L, ktery je obecné hustsi nez
rozkladand matice. Vyuziti takovych bloku vede obecné k vétsi vypocetni efektivnosti
na modernich pocitacovych architekturach, protoze je mozné maticovymi operaci mno-
hem lépe prekryt pienosy dat i pamétovou latenci. Souvisejicim efektem muze byt tspora
pameéti pii ukladani fidké matice s hustymi podbloky pouzitim menstho mnozstvi indexu
v datovych strukturdch matice s blokovou strukturou.

Vznik hustych bloku v fidké Choleského faktorizaci matice A je mozné vidét jako
dusledek replikace sloupcovych struktur pii rozkladu. Predpokladejme, ze eliminaéni strom
rozklddané matice A je ocislovan postorderingem. Jak jsme vidéli, to umoznuje efek-
tivné nalézt listy jeho tadkovych podstromu. Nasledujici pojem supervrcholu oznacuje
konkrétni mnozinu indexu po sobé nasledujicich sloupci, ale nebude-li moci dojit k ne-
dorozumeéni, budeme o ném hovotit také jako o mnoziné sloupci matice nebo o mnoziné
vrcholu prislusného neorientovaného grafového modelu, kde V = {1,... n}.

Definice 8.6.1 Nechf s,t € N,1<s<mn,1<t<n,s+t—1<n. Rekneme, e mnozina
sloupct matice Choleského faktoru L s indexy

{s,s+1,....,s+t—1} kdes,t € N, 1 <s,t <n,s+t—1<n, (8.22)

je supervrchol faktoru L, jestlize tuto mnozZinu nejde zvétsit priddnim sloupce s — 1
pro s > 1 nebo pridanim sloupce s +1t pro s +t — 1 < n a zdroven indexy sloupci
s,s+1,...,8+1t—1 splnuji rovnost

colp(s)U{s} =col(s+t—-1)U{s,...,s+t—1}. (8.23)

Virchol s a vrchol s+t —1 nazveme pocatecnim vrcholem respektive koncovym vrcholem
supervrcholu. Supervrcholem muze byt i trividlni mnozina S, kterd obsahuje jen vrchol s
(jeden sloupec faktoru) a kde tedy t = 1.
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Obrazek 8.6.27: Priklad struktury ridkosti supervrcholu, kde s oznacuje s +t — 1.

Fakt, ze mnozina sloupcu definujici supervrchol nejde uvedenym zpusobem zvétsit

nazveme, ze tato mnozina po sobé nasledujicich sloupcu z Definice 8.6.1 je maximalni
ve smyslu inkluze.
Priklad struktury fidkosti supervrcholu je na Obrazku 8.6.27. Z Definice 8.6.1 hned
plyne, Ze indexy vSech vrcholu, které vytvareji jeden supervrchol, muzeme ulozit do
pameéti poéitace zaznamenanim pocatecniho a koncového vrcholu a poétu prvku mnoziny
S(Lysy¢—1) a tspora paméti pii uklddani indexu je tedy hned patrné.

8.6.1 Charakterizace supervrcholti po¢tem nenulovych prvku

Supervrchol lze charakterizovat nasledujici nutnou a postacujici podminkou zalozenou na
poctu nenulovych prvku ve sloupcich faktoru L.

Véta 8.6.1 Mnozina sloupcu matice s indexy S = {s,s+1,...,s+t—1} je supervrchol
Choleského faktoru L prdvé tehdy, je-li takovou mazimdlni mnoZinou sloupcu ve smyslu
inkluze s po sobé nasledugicimi indexy, pro néz v eliminacnim stromu tohoto faktoru plati
vztah

vrchol s + &k — 1 je syn vrcholu s+ k&, k=1,...;t—1

a zaroven plati
|colp(s)| = |colp(s+t—1)|+t—1. (8.24)

Dikaz: Je-li S je supervrchol, pak Definice 8.6.1 implikuje, ze jeho libovolné dva indexy
iaj, 1> jspliuji i € colp(j), protoze ve sloupci s jsou na téchto fadkovych pozicich
nenuly. Vrchol ¢ tedy musi byt predkem vrcholu j a v elimina¢nim stromu tedy existuje
orientovana cesta z ¢ do j. Konkrétné, proi =j+ 1, kde j =s,...,5s+t — 2 je vrchol ¢
otcem vrcholu j a v elimina¢nim stromu tedy existuje cesta z vrcholu s+t —1 do vrcholu
s je

s+t—1—...>s5—1—=s.
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Protoze ale pro libovolné dva vrcholy 7 a j, ¢ > j plati replikace sloupcové struktury
ridkosti
i € colp(j) = colp(5)\ {1,...5} C coly(i), (8.25)

pak pro vrcholy supervrcholu plati
|colp(s+1)| > |colp(s+i—1)|—1,i=1,...;t—1 (8.26)
s rovnosti prave tehdy, je-li
colp(s+1i) =colp(s+1i—1)\ {s+1i}, (8.27)

tedy v pripadé supervrcholu. Prvni implikace je tedy dokézana.

Opacné, necht mnozina indexu S = {s,s +1,...,s + ¢ — 1} je takovou maximaln{
mnozinou sloupcu ve smyslu inkluze, pak to, ze S je supervrchol plyne z nerovnosti (8.26)
a nutné a postacujici podminky na rovnost v ni. [ |

Charakterizace supervrcholu ve Vété 8.6.1 dava jednoduchy navod jak je nalézt. Staci
porovnat pocty nenulovych prvku ve sloupcich rozkladu, jejichz indexy tvoii souvislé
useky orientovanych cest v elimina¢nim stromu. Efektivnéjsi zptisob nalezeni super-
vrcholu se dé pouzit, omezime-li se na jejich néasledujici specidlni variantu.

8.6.2 Fundamentalni supervrcholy

Definice 8.6.2 Necht s,t c N,1<s<n,1<t<n,s+t—1<n Rekneme, Ze mnozina
{s,s+1,...,s+t—1} indext sloupci matice Choleského faktoru L je fundamentalni su-
pervrchol Choleského faktoru L, jestlize je zdroven mazimdlni mnoZinou indexi sloupci
ve smyslu inkluze s po sobé ndsledujicimi indexy, pro které je vrchol s +1i — 1 jediny syn
vrcholu s + 1 v eliminacénim stromu prot=1,...,t —1 a pritom plati

col,(s)U{s} =col(s+t—1)U{s,...,s+t—1}. (8.28)

V praxi se ukazuje, ze rozdil mezi poctem supervrcholi a fundamentalnich supervrchola
nebyva prilis velky a omezeni na fundamentélni supervrcholy tedy neovlivni piilis efek-
tivitu Choleského rozkladu. Dalsi podstatny duvod pro uvazovani fundamentalnich su-
pervrcholu je to, ze jsou nezavislé na konkrétnim zvoleném postorderingu. Na Obrazku
8.6.28 je znazornéna matice, kde se lisi jeji maximalni supervrcholy a fundamentalni su-
pervrcholy.

Pro fundamentélni supervrcholy plati Véta 8.6.2, ktera dava do souvislosti jejich
pocatecni vrcholy s listy radkovych podstromu.

Véta 8.6.2 Sloupec s indexem s, 1 < s < n je pocdatecnim vrcholem fundamentdlniho su-
pervrcholu pravé tehdy, ma-li vrchol s alesporn dva syny v prislusném eliminacnim stromu
T nebo je-li s list néjakého fadkového podstromu eliminacniho stromu.

Diukaz: Ma-li vrchol s alesponn dva syny v elimina¢nim stromu, pak musi byt prvnim
vrcholem fundamentdlniho supervrcholu, do kterého patii. Necht s je listem Fadkového
podstromu 7,.(i) pro néjaké i > s. V piipadé, ze s je listem T, pak je tvrzeni ziejmé,
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1 2 3 4 5 6
1 * ok
2 * ok
3 * %k k%
4 * %k ok %
5 * % % %
6 * % % %

1

Obrazek 8.6.28: Priklad matice a jejiho eliminacniho stromu s fundamentdlnimi supervr-
choly vyznacengmi rdmecky. Jeji mazimdlni supervrcholy jsou jen dva: {1,2}, {3,4,5,6}.

protoze takovy vrchol musi byt pocatecnim vrcholem jakéhokoli supervrcholu. Ma-li s
pravé jednoho syna, pak postordering (ktery v této kapitole predpokladdme) implikuje,
ze vrchol s — 1 je synem vrcholu s.

Podle Vety 8.3.1 déle plati pro list 7,.()

Qs 7é 0a A s—1 = 07
to jest, i neni v colr(s — 1), ale je v colp(s). Odsud plyne
S(Lis—1) & S(Lys) U {s — 1} (8.29)

a vrcholy s a s —1 nemohou patfit do stejného supervrcholu a tedy ani do stejného
fundamentalniho supervrcholu. Index s tedy za¢ind novy fundamentélni supervrchol.
Predpokladejme nyni, ze s je pocatecnim indexem fundamentélniho supervrcholu S.
Ma-li vrchol s alespon dva syny nebo zadného syna, tvrzeni plati. Ma-li jen jednoho syna,
pak je podle vlastnosti postorderingu tento potomek s — 1. Podotknéme, Zze v piipadé
obecného topologického oc¢islovani eliminac¢niho stromu tomu tak nemusi byt. Potom ale
existuje vrchol 7, ze plati
i & colp(s—1)Ni € colp(s) (8.30)

z podminky maximality S vzhledem k inkluzi, protoze jinak by bylo mozné supervrchol
rozsitit o index s — 1. To ale znamenad, Ze s je listem i-tého fadkového podstromu 7,.(7)
elimina¢niho stromu 7" a Véta je dokazéana. |
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K tomu, aby se dala pouzit podminka z Véty 8.6.2 k urc¢eni fundamentalnich super-
vrcholu, staci pouzit algoritmus pro nalezeni listu fadkovych podstromu uvedeny diive.
Nalezeni pocatecnich vrcholu supervrcholu spoleéné s testovanim podminky z Véty 8.6.1
pak poskytne efektivni algoritmus hledani supervrcholu.

8.7 Pocty nenulovych prvka v radcich a sloupcich
faktoru L

Nalezeni poc¢tu prvka na fadcich a ve sloupcich Choleského faktoru jsme probirali jiz
vyse. Konkrétné, Algoritmus 8.3.1 pocitda nenulové prvky na tadcich faktoru soubézné
se strukturami fidkosti fadku a velmi jednoduse by mohl pocitat také pocty nenulovych
prvku ve sloupcich faktoru. Duvodem navratu k tématu v tomto textu neni ani tak vétsi
efektivnost jejich vypoctu, kterd je zrejma, ale elegance celého postupu. Poc¢itani prvku
na tadcich a ve sloupcich faktoru L probereme samostatné a uvedeme pro prehlednost v
samostatnych schématech, ackoli v praxi se vice vypoctu z této kapitoly slucuje pro vétsi
efektivnost v kombinovanych algoritmech.

8.7.1 Efektivni nalezeni poc¢tu prvkua na radcich L

V této sekci popiseme algoritmus pro nalezeni po¢tu mimodiagonalnich nenulovych prvkua
na fadcich faktoru L, ktery je efektivnéjsi nez Algoritmus 8.3.1. Zatimco v ném se ex-
plicitné prochézely jednotlivé fadkové podstromy eliminac¢niho stromu, coz vedlo auto-
maticky ke slozitosti, ve které vystupoval ¢len s po¢tem nenulovych prvka faktoru, novy
algoritmus je zalozen pouze na scitani délek cest v urcitych rozkladech radkovych pod-
stromu. Nejprve definujme pojem hloubky vrcholu v kofenovém stromu.

Definice 8.7.1 Hloubka depth(x) vrcholu x v kofenovém stromu s korenem r je defi-
novana nasledujicim rekurentnim vztahem.

0 pror =r,

depth(z) = { depth(parent(z)) +1 jinak. (8.31)

Nasledujici Algoritmus 8.7.1 poc¢ita hloubky vrcholu v kofenovém a topologicky o¢islovaném
stromu. Topologické usporadani je potiebné k tomu, aby byl algoritmus korektni.

Algoritmus 8.7.1 Algoritmus pro nalezeni hloubek vrchola depth v korenovém
a topologicky ocislovaném stromu urceném zobrazenim parent.

Input: Topologicky ocislovany korenovy strom T

Output: Hloubky vrcholu depth(i) stromu T proi=1,...,|T|

1. depth(|T]) =0

2.for j=|T|—1:1do

3. depth(j) = depth(parent(j)) + 1
4. end j
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Obréazek 8.7.29: Priklad korenového stromu, kde plati lca(z,y) = t, lca(z,t) = t,
lea(zx, z) = u.

Pojem nejmensiho spoleéného predka dvou vrcholi v obecném acyklickém grafu je
zaveden v nasledujici definici.

Definice 8.7.2 Nejmensi spole¢ny predek lca(z,y) dvou vrcholi x a y orientovaného
acyklického grafu je takovy jejich spolecny predek z € anc(x) U anc(y), od kterého je déli
v tomto grafu nejmensi vzdalenost. Obecné takovy vrchol nemusi pro libovolné dva vrcholy
existovat, je-li orientovany acyklicky graf nesouvisly. V korenovém stromu takovy vrchol
vZdy existuje a je jednoznacné urceny, protoZe cesty od kotene ke vsem jeho vrcholum jsou
také jednoznacné urceny.

Na nésledujicim obrazku je jednoduchy kotenovy strom v jehoz popisu uvadime priklady
nejmensich spoleénych predku. Véta 8.7.1 ukazuje, ze kofenovy strom lze rozlozit na
mnozinu disjunktnich cest a ze v tomto rozkladu hraji roli nékteré jeho vrcholy a nejmensi
spolecné predky jejich dvojic.

Véta 8.7.1 Necht P = {p1,p2,...,Dr}, p1 < p2 < ... < py jsou néjaké vrcholy korenového
stromu R ocislovaného postorderingem, které zahrnuji vsechny jeho listy a také jeho koren.
Necht q; = lca(pi, pir1) jsou nejmensi spoleéné predky vrcholi p; a pivy pro 1 < i < k.
Pak je kazdd hrana (t,s) korenového stromu R soucdsti pravé jedné cesty z q; do p;
pro néjaké 1 < j < k.

Dukaz: Nejprve dokdzeme, ze kazdé takova hrana (¢, s) je soucasti alespon jedné cesty
z tvrzen{ Véty. Necht p; je potomek vrcholu s z mnoziny P, ktery je ze vsech takovych
potomku nejvétsi. Alespon jeden takovy potomek musi existovat, protoze P obsahuje
vSechny listy kotenového stromu R. Navic, protoze s neni kofen stromu R, existuje vrchol
pj+1 v P. Podle definice postorderingu, protoze p;1 neni potomek s, musi platit p; < s <
pj+1- Nejmensi spolecny predek ¢; = lca(p;, pj+1) vrcholu p; a pj1 musi pak byt vlastni
pfedek vrcholu s a tedy i predek vrcholu p;iq a hrana (t,s) je tedy hranou cesty z ¢; do
Pj-

Nyni ukézeme, ze (t,s) nemuze byt na zadné jiné cesté z ¢; do p; pro néjaké i €
{1,...,|P|} ruzné od j. Jestlize s & ancr(p;), pak je toto tvrzeni zfejmé. Necht s €
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I..//\

Obréazek 8.7.30: Rozklad korenového stromu na cesty podle Véty 8.7.1. Cesty jsou
zndzornény silnéjsimi spojnicemi vedle hran a vrcholu.

ancg(p;). Pak nutné plati p; < s. Protoze predpokldaddme, ze i # j, mame také p; 1 < s,
protoze p; byl nejvétsi potomek s z mnoziny P. Vrchol p;1 je proto také v podstromu
T(s) a tudiz s € ancr(pit+1). Néasledné, s € ancg(g;) a (t, s) proto nemuze byt na na cesté
z ¢; do p; pro zadné i ruzné od vyse uréeného j, coz jsme méli ukazat. ]

Rozklad kotenového stromu na cesty podle Véty 8.7.1, kde P obsahuje listy a kofen
tohoto stromu je demonstrovan na Obrazku 8.7.30. Nasledujici Véta 8.7.2 ukazuje, jak se
pomoci rozkladu kofenového stromu na cesty najdou pocty mimodiagonalnich prvku na
radcich rowp (i), i =1,...,n.

Véta 8.7.2 Necht P = {p1,pa,...,pr}, p1 < P2 < ... < pr jsou indexy mnoZiny vrcholi
ladjcay(i) U {i}, odpovidagict nenulovym prokim tadku dolni trojihelnikové cdsti matice
A pro néjaké i € {1,...,n}. Predpoklidejme, Ze eliminacni strom T(A) je ocislovany
postorderingem. Pak je pocet |rowp(i)| mimodiagondlnich nenulovijch proki na rddku i
Choleského faktoru L dan vztahem

e

-1

|rowg, ()] = (depth(p;) — depth(lca(p;, pis1))) - (8.32)

i

Dikaz:

Rédkové podstromy elimina¢niho stromu uspoiddaného postorderingem lze podle Véty
8.7.1 rozlozit na mnozinu disjunktnich cest. Délka kazdé z nich je dana podle Definice 8.7.1
rozdilem hloubek jejich koncovych vrcholu. Pii séitani délek podle tvrzeni Véty je tedy
kazdy vrchol, ktery odpovidd nékterému z uvazovanych nejmensich spole¢nych predku
s vyjimkou kofene, zapocitan pravé jednou. A to tehdy, kdyz neni koncovym vrcholem
néjaké cesty z rozkladu uvazovaného podstromu. Kofen fadkového podstromu zapocitan
neni, coz odpovida definici |rowy(i)|, kde neni index diagonalniho prvku. |

Uvedeny rozklad na cesty lze pouzit ke stanoveni poc¢ti mimodiagondlnich prvku na
iddcich Choleského faktoru L prohleddvanim piislusnych fadkovych podstromi. Ted uz
ale nikoli tak, ze bychom vSechny cesty explicitné prochazeli. K efektivni implementaci
je zapotiebi efektivné hledat listy fadkovych podstromu a zaroven nalézt nejmensi
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spolecné predky nékterych jeho vrcholu. Efektivni nalezeni listu fadkovych podstromiu v
ptipadé eliminacniho stromu ocislovaného postorderingem jsme diskutovali vyse. Nalezeni
nejmensich spolecnych predku zminime jesté pozdéji. Nasledujici Algoritmus 8.7.2 pocita
pocty mimodiagonalnich nenulovych prvka na fadcich faktoru L s vyuzitim rozkladu
fadkovych podstromu eliminac¢niho stromu pficemz listy téchto radkovych podstromu
jsou pocitany zaroven. Vstupem pro algoritmus neni graf G(A), ale graf G(A) U T(A),
ktery ma stejny graf zaplnéni. V grafu G(A) je totiz elimina¢ni strom pouze implicitné a
to neni vhodné pro primocarou aplikaci Véty 8.7.1, kde je potieba mit k dispozici vSechny
hrany radkovych podstromu explicitné. Pro jednoduchost dale predpokladame, ze graf
matice G(A) je souvisly.

Algoritmus 8.7.2 Algoritmus pro nalezeni poctti mimodiagonalnich nenulovych
prvku |rowp(i)|, i = 1,...,n na fadcich L.

Input: Souvisly graf G(A)UT(A) = (V, E), funkce lca(.,.) nejmensiho spoleéného predka,
kterou zminime pozdéyi.

Output: Pocty mimodiagondlnich nenulovijch proki |rowr(i)|, i = 1,...,n faktoru L.
1. for j=1:ndo

2. prevleaf(j) =0

3. prevnonz(j) =0

4 rowr(j)[ =0

5. end j

6. for j=1:n do

7. for i takovd, Ze i > j A j € adjga(i) do

8. k = prev_nonz(i)

9. if k<j—|T(j)|+1 then

10. p = prevleaf (i)

11. if p =0 then

12. |rowr,(7)| = |rowg(i)| + depth(j) — depth(i)
18. else

14. q = lca(p, j)

15. |rowy,(i)| = |rowy(t)| + depth(j) — depth(q)
16. end if

17. prev_leaf (i) = j

18. end if

19. prev_nonz(i) = j

20. end ¢

21. end j

Algoritmus 8.7.2 prochazi matici A po sloupcich. Pro zaznamenani sloupcového in-
dexu posledniho dosud navstiveného nenulového prvku na fadku se pouziva pracovni pole
prev_nonz. To nam slouzi k tomu, abychom rozhodli, zdali je prvek listem fadkového pod-
stromu testem podle Dusledku 8.5.1. Bezprostiedné predchéazejici listy tohoto fadkového
podstromu jsou ukladany pomoci pole prev_leaf. Tak jsou vzdy k dispozici oba parametry
funkce [ca,které potiebujeme.
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Poznamka 8.7.1 Poznamenejme, Ze misto grafu G(A)UT (A) je v prazi mnohem vhodnéjsi
vyjit z grafu G(A)~ UT(A), kde G(A)~ je eliminacni skelet grafu G(A). Ten obsahuje

vSechny listy radkovych podstromi a jeho eliminacni strom je také T'(A).

8.7.2 Efektivni nalezeni poc¢tu prvku ve sloupcich L

Stejné jako u algoritmu pro pocty prvka v fadcich, i zde budeme diskutovat efektivnéjsi
postup nez ten, ktery vznikne prochazenim rfadkovych podstromu jako v Algoritmu 8.3.1
a ktery vede na slozitost s ¢lenem imérnym |L|. Definujme rozdily §(j) mezi veli¢inami
|colr(7)] & 32— parent(ry [c0le (k)| ndsledujfeim vztahem

8(4) = leole () = > leoln(k), (8.33)

j=parent(k)

ktery zachycuje informaci o velikostech pirekryvi sloupcovych struktur vrcholu j a
jeho syntu. Budeme-li znéat tyto rozdily, pak poc¢ty mimodiagonalnich nenulovych prvku
ve sloupcich faktoru L lze spocitat Algoritmem 8.7.3, kde predpokladame topologického
usporadani vrcholu elimina¢niho stromu.

Algoritmus 8.7.3 Spoéitini poctu prvkia ve sloupcich faktoru LRIV*IVl ze zna-
losti rozdilové funkce §(j) definované vyse.

Input: Rozdilovd funkce 5(j) mezi |col(§)] @ 325 purensiry [0l (K)| pro j =1,... |V].
Output: Pocty prvku ve sloupcich faktoru L.

1.for j=1:]V]do
2. el ()] = 6(4)
3. end j
4. for j=1:|V| do
5. leol(parent(§))| = |coly (parent(j))| + 5(7)
6. end j
Otézkou je, jak tyto rozdily spocitat. Moznym postupem je slozit jeji hodnotu z ptispévku
jednotlivych fadkovych podstromu 7,(i), ¢ € {1,...,|V|}. elimina¢niho stromu 7.

Uvazujme rozdil §(j) pro néjaké j € {1,...,|V]}. Budeme ji inicializovat nulou. Jak
uvidime, to odpovida tomu, ze poc¢itame jen mimodiagonalni prvky sloupcu faktoru L.
Rozlisme tii zakladni pripady vypoctu aktualizace §(j) na zakladé vztahu k rddkovym
podstromum 7,.(z), i = 1,...,|V].

1. Pro j & T,(i) se 6(j) na zakladé vztahu k T, (7) nezmeni, protoze fadek i faktoru
neptispiva nenulovymi prvky ani ke sloupci 7, ani ke sloupciim zadného z jeho synt.

2. Je-li j list fadkového podstromu 7,.(7), pak 6(j) na zakladé vztahu k 7T,.(7) vzroste o
jednicku, protoze list j nemd zadné syny v T,.(i).
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3. Necht jsou vrchol j a d jeho synu obsazeny v T,.(i). Pak je prirustek k hodnoté §(j)
na zaklade vztahu k 7}.(7) roven

—d=—(d-1).

Algoritmicky se tato zména pfti ziskavani rozdili od listi smérem ke kofenum da
zachytit nésledujicim zpusobem.

e Prod =1, to jest pro interni vrcholy na cestach v T,(i), se 6(j) pfi postupu
témito cestami smérem ke kofeni nezmeéni.

e Pro d > 1 plati, ze vrchol j je nejmensim spolecnym predkem pravé
d — 1 dvojic listu tddkového podstromu 7,.(i). Stacéi tedy aktualizovat 6(j)
odec¢tenim jednicky pokazdé, kdyz je vrchol j nejmensim spoleénym predkem
dvou ruznych listu kofenového podstromu.

Algoritmus 8.7.2 zaclenuje nase ivahy o pocitani sloupcovych souc¢ti pomoci rozdilu
0. Pocitani nenulovych prvku na fadcich i ve sloupcich se dé spojit do jednoho algoritmu,
ale to zde pro vétsi nazornost nedélame.

Algoritmus 8.7.4 Algoritmus pro nalezeni poc¢tt prvkia ve sloupcich faktoru
L. Funkce vy¢isleni nejmensich spoleénych piredku lca(p,q) vrchola p a ¢ je in-
tegrovana pomoci mnozinovych operaci find a link.

Input: Graf G(A) UT(A) = (V, E). MnoZinové operace find a link.

Output: Rozdilova funkce zavedend vyse.

1.for j=1to|V] do

2. prevleaf(j) =0
3. prevnonz(j) =0
4 0(j)=0

5. end j

6. for j =1 to |V] do

7. for i takovd, Ze i > j A a;; # 0 do
8. k = prev_nonz(i)

9. if k<j—|T(j)|+1 then
10. p = prev_eaf(i)

11. () =19(j)+1

12. if p # 0 then

18. q = find(p)

14. d(q) =d(q) — 1

15. end if

16. previleaf(i) =j

17. end if

18. prev_nonz(i) = j

19. end ¢

20.  link(j, parent(j))
21. end j
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V Algoritmu 8.7.2 je operace nejmensiho spoletného piedka lca(.,.) implementovana
prostifednictvim mnozinovych operaci find a link postupné aplikovanych na pocatecni
mnozinu vrchola {1,...,|V|}. Jeji prvky jsou postupné propojovany hranami. V kazdém
okamziku tato mnozina predstavuje les, tedy acyklicky a obecné nesouvisly graf na téchto
vrcholech. Kazd4 komponenta tohoto lesa mé svého reprezentanta, kterym je jeji nejvétsi
vrchol. Na pocatku jsou tedy vSechny vrcholy této mnoziny reprezentanty sebe sama.
Operace find(p) nalezne pro vrchol p reprezentativni vrchol podstromu, ve kterém tento
vrchol je obsazen. Operace link(z,y) zkombinuje mnoziny s reprezentativnimi vrcholy x
a y do jedné, kde reprezentativni vrchol je vétsi z nich. Samotné propojeni vrcholu v
komponentach muze byt ale zna¢né odlisné od samotného elimina¢niho stromu. Jednou
z moznosti je napiiklad reprezentace s kompresi cest, kterou jsme uvedli pii diskusi o
konstrukei elimina¢niho stromu, ale zpusobu muze byt mnohem vic, viz klasické publikace
[106], [108], [80]. To, ze operace find(p) v Algoritmu najde nejmensiho spole¢ného predka
vrcholu p a j vyplyva z toho, Ze oba dva vrcholy patii do 7,.(i) a zaroven do jedné
komponenty vytvareného lesa.

Lze ukazat, ze slozitost naposledy uvedenych algoritmu pro pocitani fadkovych a
sloupcovych souctu je O(m + ma(m,n)), coz je vyrazné méné nez pro Algoritmus 8.3.1.
Jak jsme jiz uvedli, tuto slozitost muzeme dédle zmensit nahrazenim grafu G(A) jeho
eliminacnim skeletem G~ (A). Vysledna slozitost (pro nalezeni jak fadkovych tak sloup-
covych velikosti L) pak je O(m + m-a(m~,n)), kde m~ = |E(G~(A))|. To, ze tento
postup je efektivni ukazuji napiiklad experimenty v [80].
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Syntéza ridkého Choleského rozkladu

Tato kapitola navazuje na znalost nékterych zakladnich komponent fidkého Choleského
rozkladu z kapitoly 8 a také na diskusi o obecnych schématech Choleského rozkladu a
LU faktorizace jakozto variant Gaussovy eliminace v kapitole 7. V ni jsme uvedli nékolik
moznych variant Choleského rozkladu pro husté i fidké matice, které odpovidaji riznému
poradi cyklu generického schématu. Poté jsme diskutovali zdkladni komponenty tidkého
Choleského rozkladu, které pracuji predevsim se strukturami tidkosti puvodni matice i
faktoru. V této kapitole na tento popis navaze uvedenim nékolika variant fidkého Cho-
leského rozkladu, kde uz ale podrobnéji zminime vyse probrané komponenty.

9.1 Obecné schéma ridkého Choleského rozkladu

Celkové schéma Choleského rozkladu lze zapsat ve tfech krocich nasledujicim zptisobem.

Algoritmus 9.1.1 Choleského rozklad ridké matice.
Input: Ridkd matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. Nalezeni pocdtecniho usporddani matice
2. Symbolickd faktorizace
3. Numericka faktorizace

Pocateéni usporadani matice budeme diskutovat pozdéji souhrnné pro vice druhu
fidkych rozkladu. Symbolicka faktorizace zahrnuje obvykle fadu komponent, které
uvazuji strukturu tidkosti a jeji zmény, diskutovanych vyse.

Prvni dva kroky rozkladu se nékdy nazyvaji souhrnné analyza. Tteti krok se nékdy
nazyva struéné faktorizace (rozklad) a bere do ivahy numerické hodnoty matice. Jed-
notlivé kroky nyni popiSeme podrobnéji s tim, Ze obecny postup miva vice alternativ
podle zvolené varianty rozkladu.

127
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* ok k% ok * *
* % * *
* * * *
* * ¥k
* * ¥ x k ok ok

Obrazek 9.1.1: Priklad dvou sipoviych matic.

x ok ok kX * *
sk ff S " :

Obréazek 9.1.2: Priklad zaplnéni ve dvou Sipoviych maticich z Obrdzku 9.1.1. Nové pruky
zaplnéni jsou oznaceny symbolem f.

9.1.1 Nalezeni pocatecniho usporadani

Prvnim krokem tidké Choleského rozkladu je nalezeni pocatecni usporadani matice.
Toto uspotradani odlisujeme od jinych postupt, jako je napiiklad vySe zminéné usporadani
matice postorderingem (indukované jejim elimina¢nim stromem). Motivace pro volbu
konkrétniho druhu pocateéniho usporadani se mohou lisit, ale vzdy je za nimi snaha
zmensit velikost zaplnéni v rozkladu. Na Obrazku 9.1.1 jsou znézornény struktury
fidkosti dvou matic. A na Obrazku 9.1.2 je navic znédzornéno vzniklé zaplnéni.

Zatimco prvni matice na Obrazku 9.1.1 se v prubéhu rozkladu tplné zaplni, druha
z nich svou strukturu nezméni. Mezi strukturami fidkosti obou matic je ale tzky vztah.
Oznaéime-li A matici se strukturou tidkosti z Obrazku 9.1.1 vlevo, pak matice vpravo na
tomto obrazku vpravo mé strukturu fidkosti permutované matice PTAP s permutaéni
matici

Vidime tedy, ze po¢atecni permutaci matice je mozné velikost zaplnéni vyrazné ovlivnit
a prislusnym technikdm vénujeme v tomto textu celou kapitolu. U obecnéjsich rozkladu
pritom usporadani musi byt volena tak, aby vyhovala obvykle kombinovanému kritériu,
které uvazuje nejenom velikost zaplnéni.
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9.1.2 Symbolicka faktorizace v SirSim smyslu

Druhy krok rozkladu obvykle slouzi k nalezeni zakladnich algoritmickych a imple-
mentacnich struktur. Jeho zakladem je obvykle grafovy model struktury fidkosti matice
a jejich faktoru. Vyuziva ptritom vySe popsané algoritmy, jako jsou hledani eliminacniho
stromu, nalezeni struktury fidkosti Choleského faktoru, nalezeni po¢tu nenulovych prvkua
na tadcich a ve sloupcich faktoru, precislovani vrcholu elimina¢niho stromu na zakladeée
eliminacniho stromu ¢i nalezeni supervrcholi. Souhrnné se cely tento druhy krok nazyva
symbolicka faktorizace, byt se symbolickou faktorizaci historicky minilo pouze nalezeni
sloupcové struktury faktoru uzitim Algoritmu 8.3.2 zalozeném na vztahu (8.20).

9.1.3 Numericka faktorizace

Poslednim krokem schématu je numericka faktorizace, jejimz obsahem je nalezeni
numerickych hodnot prvku faktoru rozkladu. Ve smyslu vyse uvedeného textu nebu-
deme dale diskutovat rozdil mezi odmocninovym a bezodmocninovym rozkladem a bu-
deme predpokladat, ze rozklad existuje, coz je splnéno pro matice symetrické a pozi-
tivné definitni, ale muze byt splnéno i pro mnohé obecné symetrické matice. Obecné
tedy vyzadujeme silnou regularitu matice pro symetricky rozklad. Souvisejici problémy
stability rozkladu budeme diskutovat pozdéji.

Zakladni schémata numerické faktorizace zalozena na radkovém pristupu, sloupcovém
pristupu ¢ podmaticovém pristupu jsme probrali vyse. Kazdy z nich muze vyzadovat
vypocet jiné mnoziny prvku ze symbolické faktorizace z minulé kapitoly. Nekteré zakladni
algoritmy nyni popiseme podrobnéji.

9.2 Supervrcholova sloupcova Choleského faktorizace

Tento postup oznacuje sloupcovy algoritmus uvedeny vyse, kde jsou symbolické kroky
propojeny s hledanim supervrcholi. Po nalezeni elimina¢niho stromu, jeho postorderingu
a nalezeni supervrcholu je cely sloupcovy algoritmus zalozen na blocich. V terminolo-
gii numerické linearni algebry to znamena, Ze operace s numerickymi hodnotami budou
zalozeny na operacich s maticemi, které vedou k vysokému vypocetnimu vykonu pouzitim
aritmetiky knihovny BLASS3.

Sloupcovy algoritmus Choleského faktorizace uvedeny vyse v kazdém kroku pocita
sloupec faktoru, v nasem pftipadé blokovy sloupce faktoru, pomoci linearni kombinace
predchazejicich blokovych sloupcu. V dalsim textu nebudeme fakt, ze se samotna aritme-
tika rozkladu tyka bloku, prili§ zduraznovat.

Algoritmus 9.2.1 Supervrcholova sloupcova Choleského faktorizace.
Input: Ridkd matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. Nalezeni eliminacniho stromu
2. Nalezeni postorderingu
3. Kombinace pocdtecniho usporaddani
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4. Nalezeni poctu prvki ve sloupcich

5. Optimalizace postorderingu

6. Nalezeni supervrcholu, jejich optimalizace a odhad velikosti pracovniho prostoru pro
blokovy rozklad

7. Nalezeni sloupcové struktury faktoru L pro supervrcholovy rozklad

8. Supervrcholovd numericka faktorizace

Pro efektivni implementaci fidkého rozkladu potiebujeme znat strukturu nenulovych
prvku sloupce, protoze po sloupcich faktor pocitame. Tu ndm poskytne proces symbo-
lické faktorizace v uzs$im smyslu, jak jsme o ni hovorili vyse, tedy Algoritmus 8.3.2, kde je
v grafové terminologii hlavnim principem slévat struktury ridkosti synt vrchola.
Pro posledni krok Algoritmu 7?7 ale také potiebujeme znat, které prvky tadku Cho-
leského faktoru vystupuji v sumé (7.22), jinymi slovy, potFebujeme znat struktury fidkosti
fadkt Choleského faktoru. Jak vidime z nésledujici Véty 9.2.1, pocet prvka v fadcich
Choleského faktoru ve sloupcovém algoritmu urcuje pocet aktualizaci pravé pocitaného
sloupce nékterym z diive vypoctenych sloupcu faktoru tak, jak je vidét z nasledujici Véty
9.2.1.

Véta 9.2.1 Necht j > k. Numerické hodnoty sloupce L.; zdvisi na hodnotdch sloupce Ly,
pravé tehdy, je-li L, # 0.

Dikaz: Tvrzeni plyne ze sloupcové formulace Choleského faktorizace. Hlavni tprava
v tomto algoritmu je totiz dana vztahem

A*j = A*j - Z l]kA*k

k<j
Algoritmus 7.2.1 pak upfesnuje pocet netrivialnich tprav. |

Zékladni metoda pro zjisténi nenulovych prvku v néjakém i-tém tadku, spociva ve
vypoctu s pouzitim fddkového podstromu 7,.(i) elimina¢niho stromu. Ten muzeme zjis-
tit pfimo z elimina¢niho stromu ¢i béhem samotné numerické faktorizace prochézenim
cest mezi vrcholy mnoziny adje-(ay(i) nebo adjga) (i) a vrcholem ¢ v T' [105]. V piipadeé
sloupcového algoritmu je ale mozné pouzit jesté jednodussi postup, ktery je ve své obec-
nosti zaroven historicky nejstarsi a v praxi je stale nejbéznéjsi. Tento postup je zalozen
na metodé uvedené v programovém souboru YSMP (Yale Sparse Matrix Package) a byl
poté pouzit v celé fadé dalsich implementaci. Vlastni algoritmus potiebuje, aby nenulové
prvky sloupcu faktoru L byly usporadané podle vzrustajiciho fadkového indexu, coz lze
v ramci rozkladu jednoduse zafidit. Postup nalezeni fadku je pak velmi podobny simu-
laci fadkového pristupu do matice A v Algoritmu 17.3.2. V prubéhu algoritmu prochézime
soubézné sloupce vytvareného faktoru L tak, ze pro kazdy z nich je v pracovnim poli start
index prvniho nenulového prvku sloupce, ktery jesté nebyl prvkem [;, néjaké fadkové
struktury, pres kterou séitame v (7.22). Vsechny tyto sloupcové indexy jsou konkrétni
radky ulozeny pomoci spojovych seznamu, které obsahuji vzdy pouze prvni dosud ne-
pouzity index ze sloupce. Tyto seznamy jsou prubézné aktualizovany. Tyto spojové se-
znamy se daji vSechny ulozit do jednoho pole délky n, protoze kazdy sloupcovy prvni
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nepouzity index muze byt v téchto spojovych seznamech nejvyse jednou. Kazdy krok
sloupcové faktorizace, spocita sloupec j faktoru podle (7.22) a pak jednoduse projde ten
spojovy seznam, ve kterém je index j, a provede jeho aktualizaci nahrazenim pouzitych
indext nejblizsimi dalsimi. Konkrétné, spojovy seznam, ve kterém je sloupec j je v tomto
vnéjsim kroku Algoritmu 7.2.1 aktualizovan dokud existuje néjaky néaslednik v piislusném
sloupci. Také taddkovy index naslednika vrcholu j v j-tém sloupci, tedy index parent(j),
je pridan do spojového seznamu nésledniku tohoto fadku a je incializovana komponenta
start(i).

9.3 Multifrontalni metoda

V této sekci probereme velmi vyznamny postup, ktery je zalozen na podmaticovém algo-
ritmu Choleského rozkladu a ktery se nazyva multifrontalni metoda. Tato metoda nenf je-
dinym postupem zalozenym na podmaticové varianté rozkladu, ale je jednoznacné nejvice
prozkoumanou a nejpouzivanéjsi metodou Choleského rozkladu.

Stejné jako v predchazejici podkapitole této kapitoly i zde algoritmus Choleského roz-
kladu symetrické a silné reguldrni matice A € R™" prepiseme do tvaru, kde vyuzivame
maticové a vektorové operace. Jeden krok podmaticového algoritmu muzeme schématicky
prepsat nasledujicim zpusobem

a= (o)
) (“T% 1) ([ C—’UT’U/aH> (M W@)

- (o )

= (i ) ()

)

kde matice S, kterda je Schurovym doplikem matice A vzhledem k podmatici Ay =
ai1. Tato matice je upravena vnéjsim souéinem vektort v? a v &kdlovanym inverzi
diagonalniho prvku a;; a muze byt dale rozlozena dalsimi kroky Choleského rozkladu.
Vsimnéme si ale, ze prvni sloupec uz je definitivné spocitany. Analogicky muzeme napsat
situaci po k — 1 krocich podmaticového algoritmu, kde vlastné ukazujeme, jak vznika
obecny Schurtuv doplnék

 (Au V
(Y

_ L I L1T1 Lfll
- \vt o C—-VTLLV I )

Podstatné pozorovani je, ze vysledek je tyz, kdyz budeme piislusny Schuruv doplnék
pocitat ptimo touto maticovou operaci nebo postupné v j — 1 krocich a muzeme tedy psat
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(v zépise prvki vyuzivame symetrie)

Lk
Tyr-T7-1 — L1k
C—V'LLV=C->" . (Lr Lpig - o) (9.1)
k=1
lnk

Stejné jako ve specidlnim piipadé uz je ¢ast faktoru, v tomto ptripadé jeho prvnich j — 1
sloupcu, definitivné spocitana. Diskutujme nyni obecny j-ty sloupec, ktery bude v tomto
kroku definitivné spocitan. Strukturu tohoto sloupce jsme vyjadfili pomoci podstromu
elimina¢niho stromu 7'(j) ve Vété 8.3.2 ve tvaru

colr,(j) = adjca)(T'(7))- (9.2)
Oznacme si nyni prvky struktury tidkosti j-tého sloupce faktoru L podrobnéji vztahem
S(Lyj) = colp () U{i} = {j,ir, .. in}. (9.3)

Frontalni matice, kterou zavedeme v nasledujici definici, je pfesné ta matice, ve které po
J-tém kroku rozkladu vznikne j-ty sloupec Choleského rozkladu jako jeji prvni sloupec.
Daéle uvidime, ze jeji zbyla ¢ast bezprostiedné vystupuje v dalsich krocich rozkladu.

Definice 9.3.1 Frontalni matici F, j-tého podstromu T'(j) eliminacniho stromu T de-
finujeme ndsledovné.

Qg5 Qi - oo Qg ljk
Qi j 2 : lilk
.Fj — R O - . (l]k lhk lzrk)
' keT(5)\{s} ’
airj li’"k
Qjj Qi oo Qg
= | +U
pr— . ]
0
Q.5

Frontalni matice F; je tedy slozena ze dvou casti. Jeji prvni casti je podmatice
urcend fadkem a sloupcem matice A (pouzivame indexy iy, ..., definované pomoci
colr(j), take nékteré prvky mohou byt nulové), druhou ¢ésti je souhrn vSech dosavadnich
predchézejicich aktualizaci této podmatice prvky faktoru. Uvazujme ted provedeni j-tého
kroku Choleského rozkladu, po kterém je definitivné spocitan j-ty sloupec Choleského fak-
toru. Toto provedeni rozlozi piislusnou frontalni matici s aktualizacemi akumulovanymi z
fadku a sloupcu, které odpovidaji T'(j) \ {j}
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Nasledujici tvrzeni se vztahuje k tvaru frontalni matice po jednom kroku rozkladu, jak
jej mame uveden v (9.4).

Véta 9.3.1 Plati ndsledugici vztah

Liy i

keT(5) lz‘rk

Dukaz: Vztah (9.4) si muzeme pfepsat na nasledujici tvar

11,7 00

lir,j
Porovnejme ted levou a pravou stranu rovnosti (9.6) po vynechani{ prvniho fadku a
sloupce. Na levou stranu pritom pouzijeme jeji definici a ziskame

Lik Liy

— Z ( lhk lirk ) = ( li1,j lir,j )+Uj, (97)

keTG\GY \ 1 li,
coz poskytuje vysledek. [ |
Zdiraznéme riznou roli matic U; a U; pro j = 1,...,n. Matice U;, kterd se nazyva

také aktualizaéni matice multifrontalni metody, obsahuje vSechny prispévky od radku
a sloupcu, které ovliviiuji vypocet nasledujicich rfadkta a sloupci s indexy vétsimi
nez j, tedy konkrétné pravé téch, které jsou v colr(j). Matice U; pak slouz{ k akumulaci
téchto aktualiza¢nich matic a po pridani prislusného radku a sloupce matice A slouzi k
vypoctu j-tého sloupce. V multifrontdlni metodé vyuzijeme vztahu mezi frontalnimi a ak-
tualiza¢nimi maticemi, ale nejprve zavedeme formalni popis kombinovani matic, uréenymi
svymi fadkovymi a sloupcovymi indexy pomoci nové asociativni operace rozsireného
souctu fidkych matic.

Definice 9.3.2 Nechtf B € R¥* o C € R jsou podmatice néjakyjch matic z R™"
urcené, po tadé, indexovymi mnoZinami jejich Tddki a sloupci K = {k1 < ... < K|}
a L={MN <...< g}, kde |[K|=k a |L|= 1. Rozéifenym souctem téchto podmatic
oznacenym Ao B nazveme matici E € RP*P| kterd je podmatici matice z R™™", je urcena
indexovou mnoZinou KU L svijch rddki a sloupci, kde |KCUL| =p a tato indexovd mnoZina
je opét vzestupné usporadana. Jeji jednotlivé proky se ziskaji souctem odpovidagicich prvku
(prvki se stejnymi rddkovymi a sloupcovymi indexy) v B a C, pro indexy, které jsou jak
v KC tak i v L a jednotlivgmi proky z B nebo C' v opacném pripade.

Nasledujici ptiklad ukazuje rozsiteny soucet podmatic B a C.

Piiklad 9.3.1 Obrdzek 9.5.8 zndzoriuge dvé podmatice matice z R a jejich rozsireny
soucet.
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1 /11 1.1 22 1.1
3111 1.1 33 1.1
5122 33 1.1 44
9\1.1 1.1 44 11

2 (1.1 1.1 22
B=3(11 11 22| C=
5\2.2 22 33

1 /1.1 1.1 22 1.1
2 1.1 1.1 2.2
E=3|11 1.1 22 55 1.1
5122 22 55 44 44
9\1.1 1.1 44 1.1

Obrazek 9.3.3: Priklad dvou podmatic, B a C, néjakych matic z R a jejich rozsireného
souctu E. Indexy Tddku vymezujici podmatice B, C' a E na obrdzcich, indexy sloupci jsou
samozrejme stené.

Véta 9.3.2 ukazuje zminénou souvislost mezi frontalni matici a aktualizacnimi mati-
cemi Uy, podrobnéji s vyuzitim struktury elimina¢niho stromu. Konkrétné se zde ika, ze
v souctu ve vyrazu (9.4) staci uvazovat pouze nékolik s¢éitanct. Vétu 9.3.2 muzeme
také chapat jako konkrétni zobecnéni symbolické faktorizace, kde ale zaroven pracujeme
s numerickymi hodnotami rozkladu.

Véta 9.3.2 Nechf cy,. .., c, jsou indexy synii vrcholu j eliminacniho stromu T. Pak plati:
ajj ajh e ajir
F; = aJ 0 oUy o ... oU,,. (9.8)
aw-

Diikaz: Frontaln{ matice F; byla definovana pomoc{ matice U;, kterd zahrnuje vsechny
aktualizace od sloupcu v T'(7) \ {j}. Mnozina T(j) \ {j} je ale disjunktni sjednoceni

mnozin T(c1),...,T(cs) a U; mize byt vyjadiena jako sjednoceni aktualizaci od pod-
stromu T'(¢y),...,T(cs). Podle Véty 9.5 jsou tyto aktualizace rovny aktualizacnim ma-
ticim U, , . .. ,U,,, coz ve formalismu rozsiteného souctu dava tvrzeni této véty. [ |

Nasledujici Algoritmus 9.3 shrnuje cely postup.

Algoritmus 9.3.1 Algoritmus multifrontalni metody Choleského faktorizace.
Input: Ridkd matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1
2. NGCht}S(L*j) :{j,il,...,i,«}
3. Necht ¢y, . .., cs jsou synové j v'T
4 Vytvofl/_l:uclo...oucs
3 Definug
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ajj ajil e ajir
F;, = ing oU
J e 0
Q.5
3. Definuj aktualizacni matici U; jednim krokem LDLT rozkladu:
L lij i i
Liyj 1

[

Tim ziskame jeden sloupec faktoru L a prislusny prvek diagondlni matice.

irj

4. end j

Stejné jako v ptipadé Algoritmu 8.3.2 i Algoritmus funguje spravné pro libovolné to-
pologické potadi, tedy i v potadi 1,...,n, ve kterém byl vytvoren elimina¢ni strom. Pak
jsou totiz vSechny aktualiza¢ni matice v jeho kroku 4 dispozici pro dalsi vypocet. K tomu,
aby cely postup byl jesté efektivnéjsi, je ale vhodné, aby tyto matice byly v algoritmu
také rychle dostupné v nasledujicim smyslu: Protoze uchovavani vice frontdlnich matic
muze vyzadovat velké mnozstvi prostoru, je vhodné, aby pottebné aktualizacni matice
nebyly umistény nékde hluboko v pouzitém pracovnim prostoru, ale aby byly okamzité
k dispozici. Tvrzeni Véty 9.3.3 dava navod, jak toto umoznit.

Véta 9.3.3 Necht je eliminacni strom matice A v multifrontdini metodé uspordddn po-
storderingem a predpoklddejme, Ze po spocitdni j-tého sloupce z frontdlni matice F;
odloZime aktualizacni matici U; pro dalsi pouziti do zasobniku. (S vijjimkou j = n musi
byt tyto matice nenulové pro nerozlozitelné A). Pak plati, Ze matice U; potrebné ke
konstrukci F; lezi vidy navrchu tohoto zdsobniku.

Dikaz: Tvrzeni je ziejmé z definice postorderingu, pro ktery plati, ze vrcholy v kazdém
podstromu tvoii interval. Z toho vyplyvd, Ze pfi tvorbé frontalni matice F; budeme
pouzivat ty pravé ty matice U; potomku vrcholu j, které byly odloZeny jako dosud po-
sledni. [

Demonstrujme si multifrontalni metodu na piikladu. Uvazujme nasledujici matici
znazornénou véetné prvku zaplnéni a jeji eliminacéni strom

1 2 3 4 5 6

1/ % * *
2 * * *
31 * * *
4 * x f
51 % x k% f
6 * f f =
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10 02

Multifrontalni metoda postupné generuje nasledujici posloupnost frontalnich a aktu-

aliza¢nich matic.

!
I
Tt W =

N
I
SN\

L Y O T

T =

ot W
N

)@ul, Uy = 5 (i).

3 5 3 5
o

3/ *x x
**,U1—5(* *)’
o
4 6 46
* %

4 (% %
>x<*’Z/{Q:(S(* *)’
o
5
*

*

Na piikladu vidime a muzeme si zopakovat, ze

e Prvni tadky a sloupce frontalnich matic Fy odpovidaji nenulam v L,. Aktualiza¢ni
matice Uy, pTispivd do Fparent(r)- To je prvni frontalni matice, do které U}, piispiva.
Do zadnych matic s indexy ostie mezi k a parent(k) neptispiva.

o Celd matice Uy, se tedy stdvd soucdsti frontdlnf matice Fparent(s)-

e Je-li matice preusporadana podle néjakého postorderingu elimina¢niho stromu ma-
tice A, pak vSechny matice Uy, mohou byt ulozeny v zasobniku. Potfebné aktualizacni
matice budou vzdycky navrchu zasobniku.

Dalsim vyznac¢nym rysem multifrontalni metody je pouziti hustych matic ve vypoctu.
To, spolectné s pouzitim supervrcholu, zabezpecuje velkou efektivitu rozkladu na sou-

dobych pocitacovych architekturach.
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*
=
Y

*

*
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o

* % %
* K ¥ X
* % %
* ¥

Obrazek 9.4.4: Priklad dolni trojihelnikové matice a orientovaného grafu G(LT) jeji trans-
pozice.

9.4 Radkovy Choleského rozklad

Tento rozklad je poskytuje faktor L po fadcich. Pro implementaci Algoritmu 7.2.2 potiebujeme
nejprve stejné jako ve sloupcovém algoritmu spocitat velikost faktoru L.

Jakkoli je samotny algoritmus jednoduchy, zakladni problém fadkového Choleského
rozkladu je v jeho efektivnosti, kterou budeme v této sekci komentovat. Sloupcovy su-
pervrcholovy algoritmus uvedeny v ptredchéazejici sekci vyzaduje v kazdém kroku pouze
upravu pomoci linearni kombinace nékterych z ptredchazejicich sloupcu. To je postup
dobte implementovatelny na modernich pocitacovych architekturach a snadno rozsititelny
napiiklad efektivni blokovou verzi, kterou jsme vyse piedpoklddali. Rédkova struktura
fidkosti pouzitd ve sloupcovém algoritmu se pak da jednoduse odvodit ze znalosti sloup-
covych struktur tidkosti.

V pripadé tadkového algoritmu nezbyva, nez tuto strukturu spocitat samostatne.
Jedna moznost je pouzit fadkové podstromy elimina¢niho stromu. Dalsi moznosti je pouzit
pro hledani radkovych struktur nasledujici postup, ktery je zalozen na hledéni reSeni sou-
stavy s trojihelnikovou matici. Radkovy algoritmus v sobé totiz obsahuje FeSeni soustav
s trojuhelnikovou a stale se zvétsujici matici. Predpokladejme, ze L € R™ " je re-
gularni matice v dolnim trojihelnikovém tvaru. Ptiklad takové matice a orientovaného
acyklického grafového modelu jeji transpozice, je na Obrazku 9.4.4.

Véta 9.4.1 je specidlnim piipadem obecného tvrzeni Véty 5.1 z [78].

-----

b= (bi)ieq1,..ny € R". Za predpokladu o nevyruseni pri reseni soustavy rovnic
Lx=b

pro & = (2;)ieq1,..ny € R™ plati x; # 0 prdvé tehdy, jestlize v grafu G(LT) existuje cesta
Jj =1 zwrcholu j € {1,...,n},j <i, pro ktery b; # 0, to jest, prdvé tehdy jestlize plati

i € Reach({j | b; # 0}, V(G(L)), G(LT)).

Diikaz: Dikaz proved me matematickou indukef podle indexu k € {1,...,n} odpovidajici
slozce Teseni xy. Pro k = 1 je tvrzeni ztejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna
i < k, kde k € {1,...,n — 1} a uvazujme slozku z; feSeni z. Reguldrni matice L ma

nenulové diagonalni prvky a slozka xj je tedy nenulovéa pravé tehdy, je-li nenulovy vyraz
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b — Lk,l:k—lLi}g,171;]9,151:19—1 =by — Lias1(z1, - 2n1)7, (9.10)

jak je vidét z nasledujici rovnosti

Lig—11:6-1 T1:k—1 bi.k—1
’ = 9.11
( Lk lkk)( Tk ) < b, ) ( )

Nebot predpoklddame nevyruseni nenulovych prvki, pak vyraz (9.10) bude nenulovy
pravé tehdy, je-li bud by, # 0, nebo existuje-li takové s, s < k, pro které je zdroven I, # 0
a x5 # 0. V prvnim piipadé je hledanou cestou cesta nulové délky k, v druhém piipadé
ziskame tuto cestu podle indukéniho predpokladu propojenim cesty j = s a hrany s — k
pro ngjaké j € {1,...,n}. Tvrzeni tedy plati i pro i = k a Véta je dokdzdna. [ |

Tvrzeni Véty 9.4.1 si ukazeme na piikladech. Nejprve na schématu 9.12, kde je zndzornéna
soustava rovnic s dolni trojihelnikovou matici. Vektor feseni ma nenulové komponenty
pravé ve vsech vrcholech, které jsou dosazitelné v grafu G(LT) z vrcholu 1, pro ktery

by # 0.

* * *
*
* * x| = (9.12)
*
* * *

Postup, ktery z toho vyplyva pro postupné hledani struktury fidkosti néjakého radku
je znézornén nize jesté podrobnéji jako postupné prohleddvani grafu G(LT) v nékolika
fazich pro vektor pravé strany s prvni komponentou nenulovou.

1* * 1* ? *
2** 2**

3 * 3 *

4| * x x X = ne . * X =

5 * % K 5 * % K
6****** 6******

123 456 X b 123 456 X b
* * * *
;*\}* . ;*\}* :

3 * 3 *

4* * % X = 4|+ [ X =

5 * % % 5 * % %
6****** 6******
123456 X b 123 456 X b
e ol ] i ol ]
2(* * @ 2(* * @

3 * 3 *

41* X X. - 4| x ok X. =

5 * % % 5 * k% .

gl* » » » » =« () 6l* » » » * =« (")
123456 X b 123 456 X b
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Analogické tvrzeni je samoziejmé mozné zformulovat i pro feSeni soustavy rovnic s
horni trojuhelnikovou matici. Ackoli postup vyplyvajici z Véty 9.4.1 je pouzitelnym sym-
bolickym procesem, opakované feseni soustav s trojihelnikovymi maticemi, ¢ili opakované
substituéni kroky, které potiebujeme pro numerickou faktorizaci v fadkovém Choleského
rozkladu, jsou obecné velmi problematické. Nicméné, v nékterych situacich jako je vypocet
v paralelnim vypocetnim prostiedi, mize byt tento postup velmi uziteény. Sirsi diskuse
na toto téma presahuje ramec tohoto textu.
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Primé metody reseni soustav
linearnich rovnic s ridkou a obecné
nesymetrickou matici

Hlavni naplni této kapitoly je uvod do teorie a algoritmu fidkého LU rozkladu, ktery

N

A=LU,

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou diagonélou a U je horni trojuhelnikova
matice. V celé kapitole predpokladame, pokud nezminime jinak, ze matice soustavy je silné
regularni. Pro existenci rozkladu, ktery se da pouzit pro feSeni soustav linearnich rovnic,
je takovy rozklad bez jmy na obecnosti. Jak jsme totiz zminili ve Vété 7.4.1 a v diskusi
pod ni, pro kazdou regularni matici A existuje LU rozklad permutované matice PAQ) pro
néjaké permutacni matice P a (). Dokonce nemusime uvazovat oboustranné permutace a
pro kazdou regularni matici A existuje LU rozklad matice PA, kde P je néjaka permutaéni
matice. Nicméné, analogicky k Choleského rozkladu, permutace matice vede obecné k
maticim jejichz faktory mohou mit jiné zaplnéni nez ma puvodni nepermutovand matice
a toho se muze v praxi vyuzit.

Z hlediska pocitani v aritmetice s kone¢nou ptesnosti je LU rozklad na rozdil od Cho-
leského rozkladu pouze podminéné zpétné stabilni. To znamena, ze i v pripadé dobte
zvoleného pocatecniho usporadani, které jsme zminili vyse u Choleského rozkladu a které
budeme dale diskutovat, je nékdy potieba stabilitu LU rozkladu ovlivnit dodatecnym
usporadanim. Tento proces zname jako vybér hlavniho prvku nebo pivotaci. Pivo-
tace v prubéhu rozkladu muze efektivitu LU rozkladu vyrazné komplikovat a proto bylo
pro jeho algoritmy navrzeno vice strategii i grafovych modeli. Stejné jako v piipadé
symetrickych a silné regularnich matic se budeme nejprve vénovat teoretickému a algorit-
mickému popisu LU rozkladu.

141
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10.1 Ridka faktorizace nesymetrickych matic a gra-
fové modely

Uvazujme model orientovaného grafu obecné #idké a nesymetrické matice A a kroky LU
rozkladu, kterymi vytvaiime posloupnost elimina¢nich matic

A= A0 A

orientovanych eliminacnich grafu

a rozsitenych orientovanych eliminacnich grafu
(0) (n—1)
Gy',....Gg

Za predpokladu o nevyruseni plati, ze struktura rozsifeného elimina¢niho grafu Gg_l) je
také strukturou fidkosti matice zaplnéni F' = L + U. V popisu LU rozkladu hraji pod-
statnou roli, stejné jako v Choleského rozkladu, deficity vrcholu v eliminacnich grafech,
které vyjadiuji neexistenci néjakych hran pred provedenim konkrétniho kroku rozkladu.
Ty také mohou byt uzitecné k teoretickym diskusim o eliminovatelnosti matice bez
vzniku zaplnéni. Pojem orientovaného deficitu v obecném orientovaném grafu je obsa-
hem nasledujici definice.

Definice 10.1.1 Uvazujme orientovany graf G = (V, E) a néjaky jeho vrchol k € V =
{0,...,n —1}. Mnozinu hran

Dfa(k) = {(i, )|, k) € B, (k,j) € B, (i) € Byi £ i > kj >k}, (10.1)
nazveme orientovanym deficitem vrcholu k € V v G.

Orientovany eliminaéni graf G® = (V®) = {k+1,...,n}, E®) pro k € {0,...,n—1} se
da analogicky jako v ptipadé symetrické eliminace, viz Lemma 8.1.3, vyjadrit vztahem

GO = (v, ECD(VE) U Dfa(k)).

Na Obrézku 10.1.1 je zndzornén orientovany deficit prvniho kroku rozkladu, tedy D fg(1).

10.1.1 LU rozklad a zakladni tvrzeni o zaplnéni

Grafové zaplnéni v zavislosti na hranach grafu G(A) puvodni matice A charakterizuje
nasledujici nesymetrickd analogie Véty 8.1.1.

Véta 10.1.1 Nechf i,k € {1,...,n},k < min{i,j}, k < n — 1. Pak al)) # 0 prive
tehdy, ezistuje-li orientovand cesta i = j, kterou oznacime (i,py,...,ps,J) v G(A), takovd,
ze

<k 1<I<k (10.3)

kde mnozina mezilehlych vrcholi cesty {pi,...,p:} muze byt i prazdnd.
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1 2 3 4 5 6
1/ % * *
2| = f f
3 *
ne f f (10.2)
D
6 \ * f f

Obréazek 10.1.1: Priklad orientovaného deficitu struktury ridkosti nesymetrické matice.
Proky deficitu vrcholu 1 jsou oznaceny symbolem f.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1/ * * 1/ * *
A BEE x ok 21« x f *
3 3 x %
41 = 41 = x % f (104)
5 * 5 x f
6\ *x * * 6\x x f f f =

Obrézek 10.1.2: Priklad struktury ridkosti nesymetrické matice (vlevo) a struktury ridkosti
matice A"V Pruky zaplnénd jsou oznaceny symbolem f.

Demonstrujme si Vétu 10.1.1 na Obréazku 10.1.2. Na levé strané obrézku je struktura
fidkosti puvodni matice A, na jeho pravé strané je struktura tidkosti matice zaplnéni
A=Y kterd mé stejnou strukturu fidkosti jako matice zaplnéné F = L + U. Prvky
zaplnéni jsou oznaceny symbolem f a ziskdme je postupnou aplikaci obecného Lemmatu
o zaplnéni 8.1.1. Za predpokladu o nevyruseni vznikaji v prubéhu rozkladu postupné nové
prvky (hrany (i, j) orientovaného modelu grafu) praveé tam, kde existuje k, k < min{z, j}
takové, ze (i,k) € G(L) a (k,j) € G(U).

Prvek faktoru L na pozici (6,4) je prvkem zaplnéni plyne z toho, ze v grafu G(A)
existuje cesta z podminky Véty 10.1.1. Takovou cestou je napiiklad cesta

6=4=6—1—3—4, (10.5)

ale jinou takovou cestou je napiiklad cesta
6=4=6—>2—1—3—4 (10.6)

V predchozim textu jsme vidéli, ze efektivni strukturou pro znazornéni a algoritmi-
zaci faktorizace symetrickych a pozitivné definitnich matic je elimina¢ni strom. Pro LU
faktorizaci nesymetrické matice méame vice moznosti, jak strukturalni zmény v prubéhu
rozkladu zachytit. Tyto moznosti si postupné probereme.
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1
p— /3 .

3 4 2 —>Q@

Obrazek 10.1.3: Orientované acyklické grafy G(LT) a G(U) pro matici z Obrdzku 10.1.2.

10.1.2 LU rozklad a acyklické orientované grafy

Prvni grafovy model, ktery budeme diskutovat pro LU rozklad silné regularni matice

A, je zalozen na dvojici acyklickych orientovanych grafu, které zachyti strukturu ridkosti

faktort L a U samostatné. Uvazujme strukturu matice a matice zaplnéni z Obrazku 10.1.2.

Oba grafy G(L) a G(U) jsou orientované acyklické grafy. Na Obrazku 10.1.3 zachycujeme

orientované grafy faktorti G(LT) (ktery se lisi od grafu G(L) jen orientaci hran) a G(U).
Ptedpoklad o nevyruseni nas opraviiuje psat pro grafy

G(L") = (V.E(L"),  G(U)=(V.EU))

vztahy
E(L") = {(i,j) [l # 0, i # j}, BE(U) ={(i,j) |ui; # 0, i # j}. (10.7)

10.1.2.1 Struktury ridkosti radka faktoru L LU rozkladu a orientované acyk-
lické grafy

Pro urceni radkovych i sloupcovych struktur ridkosti plati tvrzeni analogicka rozkladum
symetrickym, ktera ale uvazuji nenulovost v kombinaci dvou faktoru. Nejprve uvedeme
nutnou a postacujici podminku pro platnost vztahu /;; # 0 na zékladé existence hrany
v G(A) a cesty v G(U). Tato podminka je zobecnénim charakterizace struktur fidkosti
radku faktoru L v symetrickych rozkladech.

Véta 10.1.2 Necht A = LU je LU faktorizace a plati predpoklad o nevyruseni. UvaZujme
graf G(A) s V.= {1,...,n}. Necht i > j. Pak l;; # 0 prdvé tehdy, existuje-li néjaké
k, k<j, Zeay #0 a v G(U) existuje orientovand cesta k = j.
Dikaz: Uvazujme matici A(1 : 4,1 :4) pro i > 1. Urcité pro i-ty fadek jejiho faktoru L
plati vztah
lil ;1
= ULit1 11 : : (10.8)
liji—1 Qji—1

Graf G(U, 1,_,) je orientovany a acyklicky. Podle Veéty 9.4.1 je l;; # 0 prave tehdy,
jestlize existuje a;, # 0 pro néjaké k < 7 <14 — 1 takové, ze

j € Reach(k:, {]_, e ,i - 1}, G(Ulzi—l,lzi—l))'
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Véta je tak dokazéana. ]

Tvrzeni Véty 10.1.2 si muzeme demonstrovat na matici z Obrazku 10.1.2. Faktor L
m4 zaplnéni na pozici (6,4), nebot

;5 = Q62 7£0

a v G(U) existuje cesta
k=2—-3—=>4=7.

Analogické tvrzeni pro platnost vztahu w;; # 0, které muzeme chdpat také urcovani
sloupcové struktury faktoru U LU rozkladu uvadime bez dukazu ve Vété 10.1.3.

Véta 10.1.3 Necht A = LU je LU faktorizace a plati predpoklad o nevyrusend. Uvazujme
graf G(A) s V.= {1,...,n}. Necht i < j. Pak u;; # 0 prdvé tehdy, existuje-li néjaké
k, k<1, Ze ar; # 0 a v G(L) existuje orientovand cesta i = k.

10.1.2.2 Struktury fFidkosti sloupct faktoru L LU rozkladu a orientované
acyklické grafy

Sloupcové struktury faktoru L a fadkové struktury faktoru U v LU rozkladu silné regularni
matice lze vyjadrit podobné jako v Choleského rozkladu. Algoritmus jejich pocitani na-
zveme také symbolickou faktorizaci jako v pripadé symetrické a silné regularni matice.
Prvnim krokem k odvozeni tohoto vyjadreni je formalni charakterizace struktury tidkosti
faktoru L v nasledujici Véte 10.1.4.

Véta 10.1.4 Necht A= LU je LU rozklad a plati predpoklad o nevyruseni. Pak plati

S(Luj) = 8(Auj) U {S(Lur) | k< j, uy # O3\ {1,...,5 — 1} (10.9)

Platnost uvedeného tvrzeni snadno nahlédneme, protoze je jen jinou interpretaci pocitani
sloupce faktoru L na zakladé diive spocitanych prvku rozkladu. Podobné muzeme vyjadrit
strukturu radku faktoru U LU rozkladu.

Véta 10.1.5 Necht A= LU je LU rozklad a plati predpoklad o nevyruseni. Pak plati
S(Ui) = S(Au) U HSWk) | k <d, L #0I\{1,...,i =1} (10.10)

Obeé tato vyjadieni nejsou z praktického pohledu zddnou vyhrou, nebot v nich vystu-
puji obecné celé grafy faktoru, které mohou obsahovat mnoho nenulovych prvku. Kyzené
vyjadieni musi byt zalozeno na néjaké grafové redukei, kterd umozni proces slévani struk-
tur tidkosti vyjadrit efektivnéji. V symetrickém piipadeé je touto redukei eliminaéni strom.
K nalezeni symbolické faktorizace vedlo pozorovani procesu replikace struktur sloupcu fak-
toru. Nasledujici podsekce se redukci vhodné k efektivnimu vyjadreni struktury tidkosti
faktoru LU rozkladu bude vénovat.
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1€ 88
2 3

Obréazek 10.1.4: Priklad grafu, pro ktery existuji dvé tranzitivni redukce, které nejsou ani
podgrafem daného grafu.

10.1.2.3 Tranzitivni redukce orientovaného acyklického grafu a LU rozklad

Nésledujici Pozorovani 8.1.2 je nesymetrickou analogii tvrzeni o replikaci sloupcovych
struktur faktoru L LU rozkladu.

Pozorovani 10.1.1 Necht 1 < ... <k<j<...<na(k,j) € E(GU)). Pak plati
S(Lu) \ {1,...,7 — 1} C S(Ly)). (10.11)
Naptiklad pro matici na Obrazku 10.1.2 plati
S(Lia) \ (2,1) € S(Lys).

VVVVVV

se zde prolinaji tvrzeni o grafech dvou faktoru. Nicméné toto pozorovani naznacuje, ze
strukturu zavislosti je mozné zjednodusit redukei takovou orientovanych acyklickych grafu
G(L) a G(U), ktera zachova vlastnosti podstatné pro replikaci struktur ve faktorech LU
rozkladu. Redukci, kterd umozni zjednodusit symbolickou faktorizaci je tranzitivni re-
dukce orientovaného grafu, definovand nasledovne.

Definice 10.1.2 Graf G° = (V, E°) nazveme tranzitivni redukci orientovaného grafu G =
(V, E) jestlize

e Pro libovolné vrcholy u,v € V plati u = v v grafu G° prdvé tehdy, kdyz u = v v G,

o Zddny graf s mnoZinou vrcholi V a mensim pocétem hran neZ |E°| predchdzejici
podminku nesplnuje.

Tranzitivni redukce orientovaného grafu G nemusi byt obecné ani jednoznacnd ani pod-
grafem grafu G. Piikladem muze byt graf na Obrazku 10.1.4. Tranzitivni redukci je zde
cyklus, ktery propojuje vrcholy 1, 2,3 v ruzném potadi.

V pripadé orientovaného acyklického grafu je situace jednodussi. Prislusné tvrzeni
uvedeme bez dikazu.

Véta 10.1.6 Tranzitivni redukce orientovaného acyklického grafu je jednoznacné uréena
a je podgrafem grafu G.

Tranzitivni redukce orientovaného acyklického grafu prirozené rozsifuje pojem eliminacniho
stromu zavedeny pro symetricky rozklad silné regularni matice. Je to onen podgraf, ktery

zachovava strukturu cest v puvodnim grafu: vrcholy jsou propojené cestou v tranzitivni

redukci praveé tehdy, jsou-li propojeny cestou v puvodnim grafu.
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Obrazek 10.1.5: Tranzitivni redukce G°(LT) a G°(U) orientovanijch acyklickych grafi
G(LT) a G(U) k Obrdzkim 10.1.2 a 10.1.3.

Véta 10.1.7 Tranzitivni redukci orientovaného acyklického grafu G(U) = G(LT) symet-
rické nerozloZitelné matice je eliminacni strom.

Dikaz: Elimina¢ni strom T splituje pozadavek, Ze z existence hrany (i, j) v G(LT) pro i >
7 plyne existence cesty ¢ = 7 v T jak je hned vidét z procesu replikace hran v symetrické
faktorizaci bez vyruseni. Podle Véty 10.1.6 je tranzitivni redukce G(LT) jednoznaé¢né
uréend a ma mit nejmensi pocet hran a je podgrafem G(LT). Vynechanim jakékoli hrany
v elimina¢nim stromu 7" porusime podminku dosazitelnosti z Definice 10.1.2. |
Na Obréazku 10.1.5 jsou znazornény tranzitivni redukce orientovanych acyklickych grafu
G(LT) a G(U) pro matice z Obrazku 10.1.2 a grafy faktort z Obrdzku 10.1.3.

Tranzitivni redukce orientovanych acyklickych grafu umoznuji zefektivnit nalezeni
struktur matic, které souviseji s fidkym rozkladem. Nejprve uvedme Vétu 10.1.8, jejiz
tvrzeni je ziejmé z Definice 10.1.2.

Véta 10.1.8 Necht A = LU je LU faktorizace bez vyruseni nenulovijch prvki a necht
lij #0,i>j. Pak v G'(L) existuje orientovand cesta i = j.

Dukaz: Vztah [;; # 0 znamend za pfedpokladu o nevyruseni, ze plati i — j v G(L).
G°(L) je tranzitivni redukce G(L), coz implikuje i = j v G°(L). [

Véta 10.1.8 tedy ukazuje, jak se da zjednodusit vypocet struktur sloupcu faktoru L
z Véty 10.1.4 a poté i analogicky fadku faktoru U. Misto, aby se pouzily pro hledani
cest vSechny mimodiagonalni nenulové prvky matic L a U, tedy staci uvazovat pouze ty
z nich, které odpovidaji hrandm v tranzitivnich redukcich jejich grafu a vyuzit princip
replikace z Pozorovani 10.1.1. Hran v tranzitivnich redukcich je obvykle vyrazné méné
nez v puvodnich grafech podobné jako eliminaéni strom zredukoval cesty, které urcuji za-
plnéni, na nejnutnéjsi minimum. Piepisem Véty 10.1.4 pomoci tranzitivni redukce ziskame
nasledujici tvrzeni.

Véta 10.1.9 Necht A = LU je LU faktorizace bez vyruseni nenulovijch prvki a uvazujme
graf G(A) s V ={1,...,n} a tranzitivnd redukci grafu G(U) G°(U) = (V, EY;). Pak plati

S(Ley) = S(Ag) UIS (L) | (koj) € BRI\ L., — 1} (10.12)
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Dtikaz: Uvazujme struktury tidkosti sloupcu faktoru L a uvazujme dale néjakou hranu
(k, j), kterd existuje v G(U), ale neni v G°(U). Opakovanou aplikaci Pozorovani 10.1.1
na cestu k = j v G°(U) vidime, Ze i struktura iidkosti L, je obsaZena ve sjednoceni na
pravé strané v (10.12) a plati tedy

8(Ley) C S(A) UUIS(Lat) | (k) € EQI\{L,...j — 1},

Prava strana tohoto vyrazu je ziejmé obsazena v levé strané a prvni cast tvrzeni Véty je
dokazana. ]

Nasledujici tvrzeni pro struktury tidkosti fadku faktoru U se dokaze analogicky.

Véta 10.1.10 Necht A = LU je LU faktorizace bez vyruseni nenulovijch proki a uvazujme
graf G(A) s V ={1,...,n} a tranzitivni redukci G°(L) = (V, EY). Pak plati

S(Us) = S(Au) U J{SWUk) | (i, k) € EIN\A{L,...,i—1} (10.13)

Stejné tak je mozné modifikovat Véty 10.1.2 a 10.1.3, kde jsou cesty v acyklickych
grafech G(L) a G(U) nahrazeny cestami v jejich tranzitivnich redukcich. Uvedeni téchto
variant neni samoucelné, protoze praktické procedury hledéni struktur faktoru jsou ob-
vykle zalozeny pravé na cestach v téchto redukcich.

Véta 10.1.11 Necht A = LU je LU faktorizace bez vyruseni nenulovijch proki a uvazujme
graf G(A) s V.= {1,...,n}. Necht i > j. Pak l;; # 0 prdvé tehdy, existuje-li néjaké
k, k<j, e ajp # 0 a v G°(U) existuje orientovand cesta k = j.

Véta 10.1.12 Necht A = LU je LU faktorizace bez vyruseni nenulovijch proki a uvazujme
graf G(A) s V. = {1,...,n}. Necht i < j. Pak u;; # 0 prdvé tehdy, existuje-li néjaké
k, k <i, Ze ar; # 0 a v G°(L) existuje orientovand cesta i = k.

Algoritmus 10.1.1 poc¢ita oba symbolické faktory po tadcich tak, jak bylo navrzeno
v [79], ale existuji i jiné moznosti postupu.

Algoritmus 10.1.1 Symbolicka eliminace silné regularni matice A na zakladé
tranzitivnich redukci grafu faktora L a U.

Input: Silné requldrni matice A.

Output: Struktury ridkosti jejich LU faktoru L a U.

.forv=1:ndo

Spoéitej S(L;.) prochdzenim G°(Uyi—11.-1) 2 vrcholi S(A;.).

Ziskej Adjco(r,,,,.)(1) a tim i GO(Ly14) tranzitiond redukc? S(Lyy,).
Spocitej S(Uy,) jako sjednoceni predchdzejicich Fadki s pomoci G(Ly.1.4)-
Ziskej Adjgou,,, ,.)(1) tranzitioni redukei S(Us;).

.end 7

S R SRS
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Ji S k Ji S k
* *
J * * * j * * *
* *
s * * s * * f (10.14)
* *
k * * k * f *
* *

Obrazek 10.1.6: Priklad struktury tidkosti nesymetrické matice (vlevo) a struktury ridkosti
matice L + U (vpravo). Prvky zaplnéni jsou oznaceny symbolem f.

10.1.2.4 Konstrukce tranzitivni redukce orientovaného acyklického grafu

Tranzitivni redukce diskutovanych orientovanych acyklickych grafii jsou sice jednoznacné
urceny, ale v praxi je obvykle narocné je ziskat. Proto se spiSe nez presné tranzitivni re-
dukce pocitaji jejich aproximace, které vzniknou z grafu G(L) a G(U) pouze ¢astecnou
redukci jejich hran, neboli pouze jejich ofezanim. Uvazujme Obrazek 10.1.6, kde je re-
dukce (vynechdni hrany) provedena na zékladé platnosti vztahu [y, * u;s # 0. Podrobnéji:
hrana (j, k) je nahrazena ve vysledném redukovaném grafu nahrazena cestou

]—=s—k

a takovou redukei muzeme postupné ziskat tranzitivni redukci G°(L). K tomu, aby ve
faktoru L vzniklo zaplnéni na pozici (k, s), je ale zapotfebi nejenom aby platilo [y; #
0, ale i ujs # 0, tedy dohromady [; * uj; # 0. Takovéto redukei se fikda symetricka
redukce. Vysledna struktura tidkosti je znadzornéna na Obrazku 10.1.7. Zduraznéme, ze
to je struktura ridkosti, kterou pouzijeme pro tranzitivni redukci grafa faktoru L a U. Pro
zachyceni numerickych hodnot faktorii musime samoziejmé pouzit neredukované grafy a
matice.

Opakem tranzitivni redukce orientovaného grafu v ur¢itém slova smyslu je tranzitivni
uzaveér grafu, ktery zminime pozdéji.

10.1.3 LU rozklad na zakladé sloupcového elimina¢niho stromu

Velkym problémem fidkého LU rozkladu v praxi je zabezpeceni splnéni predpokladu silné
regularity. Jak vime, silna regularita matice odpovida tomu, ze se nestane, ze v nékterém
kroku rozkladu spoc¢itame nulovy diagondlni prvek faktoru U. V praxi potiebujeme ale
jesté vic, konkrétné omezit velikost rustového faktoru rozkladu, protoze LU rozklad je
pouze podminéné zpétné stabilni. To muzeme provést dvéma zdkladnimi zpusoby.
Za prvé, budeme provadét pivotaci. Jedna z jeho variant, nazyvana ¢astecna pivotace,
znamenad, ze se hledd LU rozklad

PA=LU, (10.16)
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J S k
*
j * *
*
s * * f (10.15)
*
k f *
*

Obréazek 10.1.7: Priklad struktury tidkosti redukované struktury matice A odpovidajici
grafu G°(L + U). Proky zaplnéni jsou oznaceny symbolem f.

kde P je permutacni matice odpovidajici dimenze. Samoziejmé je mozné uvazovat o na-
lezeni vhodné permutac¢ni matice dfive, nez se bude rozklad provadét. To je ale obecné
proveditelné pouze ve velmi specidlnich piipadech. Druhym zpusobem omezeni rustového
faktoru je rozklad modifikovat a pocitat jej tedy pouze nepresné. To muzeme vyjadrit
vztahem

A=LU+E, (10.17)

kde F je matice, kterd obsahuje chybu rozkladu. O tomto druhém zpusobu budeme hovotit
v dalsich ¢astech textu a budeme ptitom hovotit o netiplném nebo priblizném rozkladu.

Jakakoli pivotace muze byt velmi neefektivni, je-li pifimo propojena s numerickou fak-
torizaci. Existuje ale zptusob, jak oddélit symbolickou faktorizaci od numerické v ptipadé
castecné pivotace. Takovy postup je zalozen na sloupcovém eliminac¢nim stromu.
Sloupcovym eliminaénim stromem nazyvame elimina¢ni strom matice AT A. Nésledujici
véta [76] takovy postup motivuje.

Véta 10.1.13 (George, Ng (1985)) Predpoklddejme, Ze matice A md viechny diagondlni
proky nenulové. Necht je ddle LLT symetricky rozklad silné requldrni matice ATA bez
vyruseni. Pak

S(L+U) CS((L)+ (L))

pro libovolnou permutacni matici P takovou, Ze PA = LU.

Pfipomenme, 7e mé-li matice A plnou sloupcovou hodnost, pak je ATA pozitivné
definitni a tedy i silné regularni. Na Obrazku 10.1.8 si postup vytvoteni struktury fidkosti
faktoru na zdkladé Véty 10.1.13 zndzornime. Vlevo je zobrazena struktura fidkosti matice
A, poté struktura Fidkosti matice AT A a ddle i tato matice véetné zaplnéni. Obrazek také
zndzoriuje piislusny eliminaéni strom matice AT A. Vidime, Ze struktura fidkosti matice
AT A je mnohem méné Fidka, nez struktura iidkosti matice A.
tury Fidkosti nesymetrického rozkladu (matice zaplnéni L 4+ U) a struktury tidkosti Cho-
leského faktoru matice AT A. Druh4 z téchto struktur ma mnohem vétsi zaplnéni.
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* * * * * * *
* * * x % *
% % % * * % *
/ (10.18)
* * * * * * * %
* * * x f %k
* * * * * * %
6
5
4 3
10 02

Obrazek 10.1.8: Priklad struktury vidkosti matice A, struktury vidkosti matice ATA a
struktury vidkosti matice AT A véetné zaplnéni pri jejim symetrickém rozkladu (nahote).
Eliminacni strom matice AT A (dole). Prvky zaplnéni jsou oznaceny symbolem f.

* * *
* * ko ok ok

* * * ko ok ok

* * * * *
* * * % %

* ko ok ok

* %k * %k x ok ok %
* % % *

x f k% ok ok k%

* * x ok f % ok %

* *  f x [ ox x f x
fo*x Xk k% k%

* x ok f x k%

* x % f X %k ok ok kX

Obrézek 10.1.9: Dalst priklad struktury ridkosti matice A (vlevo nahore), struktury ridkosti
matice ATA (vpravo nahote) a struktury jejich rozkladi: matice L + U pro LU rozklad
matice A (vlevo dole) a matice L + LT symetrického rozkladu matice AT A (vpravo dole).
Proky zaplnéni jsou oznaceny symbolem f.
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b

N WP 1o

Obréazek 10.1.10: Eliminacéni stromy rozkladu matic se strukturami tvidkosti z Obrdzku
10.1.9. Nesymetricky eliminacni strom pro LU rozklad matice vlevo a symetricky pro sy-
metricky rozklad matice vpravo.

Obecné tedy sice vidime, ze hledani strukturalnich vlastnosti i pomérné stabilniho LU
rozkladu s ¢astecnou pivotaci se da prevést na hledani strukturalnich vlastnosti matic
symetrickych a pozitivné definitnich. Efektivita tohoto postupu je ale velmi ¢asto prilis
nizka kviili mensf fidkosti matice AT A. Efektivnéjsi varianta tohoto postupu navrzens [77]
také oddéluje symbolickou a numerickou faktorizaci a je zalozena na explicitnim provedeni
symbolické faktorizace, ktera simuluje kroky faktorizace a uvazuje ptitom vsechny mozné
radkové permutace v ¢astecné pivotaci. Vyslednou strukturu pak urcuje na zékladé jejich
sjednoceni. Obecné je ale v obou variantach postupu dan za ¢astecnou pivotaci v tom,
7e symbolickd faktorizace muzZe byt naroéns, nebot neni zaloZzena na efektivni grafové
redukeci.

10.1.4 LU rozklad a nesymetricky eliminac¢ni strom

Posledni zpusob zachyceni struktury tidkosti LU rozkladu, ktery zde zminime, je zalozen
na pojmu nesymetrického eliminaéniho stromu [63]. Ten zobeciiuje standardni eli-
mina¢ni strom zavedeny vyse pro symetrické a pozitivné definitni matice tak, ze vytvari
jednu stromovou strukturu tim, ze uvazuje struktury cest v obou grafech faktora
G(L) a G(U) zaroven. Pripomenme, Ze eliminac¢ni strom pro symetricky rozklad je uréen
prostiednictvim zobrazeni parent na zakladé faktoru L nésledujicim zptsobem s tim, ze
je tteba dodefinovat jeho hodnotu v ptipadé, ze prislusnd mnozina indexu je prazdna.

parent(k) =min{j | j > kA oo, k}.

Pro symetricky rozklad 1ze tuto definici prepsat ekvivalentné nésledujicim zptisobem

T
parent(k) =min{j | j > kA j “b), p S

> j}.

Nesymetricky eliminac¢ni strom je pak zalozena na definici zobrazeni parent, ktera pouzije
misto hran faktorti L a LT CholeskOho rozkladu cesty ve faktorech L a U LU rozkladu.

parent(k) =min{j | j > kA j SEL g G:(U;j} (10.19)
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Obréazek 10.1.11: Obrdzek zndzornugjici rozdil mezi symetrickym a nesymetrickym eli-
minacnim stromem. V druhém pripadé (dolni obrdzky) je vidét, Ze prvek definujici hranu
eliminacniho stromu nemust byt ten pruni poddiagondlni ve faktoru L.

Rozdil mezi symetrickym a nesymetrickym eliminacnim stromem je znazornén na
Obréazku 10.1.11. Je vidét, ze prvek faktoru L, ktery definuje hranu nesymetrického eli-
mina¢niho stromu, nemusi byt nutné jeho prvnim poddiagindlnim prvkem.

Nesymetricky elimina¢ni strom pro matici na Obrézku 10.1.12 je zndzornén na Obrazku
10.1.13. Vidime naptiklad, ze vrchol 6 je otcem vrcholu 2 a 5, protoze ve faktorech L

a U, jejichz odpovidaji trojuhelnikovym castem matice z Obrazku 10.1.9 vpravo, exis-

tuji cesty 6 G, 2 G(U)> “o), 6 a6 ﬂ) ) ﬂ) 6, které splnuji podminku mini-

mality z definice nesymetrického elimina¢niho stromu podle (10.19). Analogicky i cesta

10 G(L)> G, 4 ¢, 10 implikuje, ze vrchol 10 je otec vrcholu 4.

Vratme se jesté k maticim z Obrazku 10.1.9. Na Obrazku 10.1.10 jsou zndzornény
jejich elimina¢ni stromy. Nesymetricky elimina¢ni strom pro LU rozklad matic je vlevo
a symetricky eliminacni strom pro symetricky rozklad matice je vpravo. Stejné jako v
pripadé elimina¢niho stromu symetrické matice tedy nepozadujeme souvislost nesyme-
trického eliminacniho stromu. V grafové terminologii tento strom muze byt tedy také
les.

To, ze spolu souvisi cesty ve faktorech L a U LU rozkladu, které jsou pouzity v definici
nesymetrického elimina¢niho stromu, a cesty v puvodni matici analogicky Choleskému
rozkladu je obsahem nésledujici Véty 10.1.14. Zde vyjadiujeme existenci cesty v dolnim
trojuhelnikovém faktoru L, ale analogické tvrzeni plati i pro prvky faktoru U.

Véta 10.1.14 Necht A = LU je LU faktorizace bez vyruseni nenulovijch prvki. DosaZitelnost
mezi vrcholy j a k,j > k v grafech G(L) a G(A), kde V- ={1,...,n} spliuje ndsledujici
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 * 1 * *
2 * % * * * 2 x % f * * *
3 * 3 * * %
4 * % 4 * % * ok
) * * ) * % x f f
6 * 6 * fr fr 7
7 * * 7 * * f f
8 | + = * 8| = f f [ f « ff
9 * 9 * ok
10 * * 10 x f x f f %

Obrazek 10.1.12: Struktura ridkosti nesymetrické matice bez zaplnéni (vlevo) a wvcetné
zaplnéni (vpravo), na které budeme demonstrovat strukturdlni vlastnosti nesymetrického
eliminacniho stromu. Prvky zaplnéni jsou oznaceny symbolem f.

Obréazek 10.1.13: Eliminacni strom pro nesymetrickou matici z Obrdzku 10.1.12.
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ekvivalenci:

jys JECNy (10.20)

kde vsechny vrcholy na téchto cestdch jsou nejvyse j.

Drikaz: Necht plati j G:(L; k pro dané vrcholy 7, k, kde 7 > k. Pro kazdou hranu na této
cesté plati podle Véty o zaplnéni pro nesymetricky rozklad, Ze je ji mozné nahradit cestou
v G(A), kde vsechny vrcholy na této cesté jsou mensi nez oba krajni vrcholy. Propojenim
vSech téchto cest ziskdme hledanou cestu v G(A).

Opacné, necht existuje vyse uvedend cesta v G(A). Necht z je nejvétsi vrchol na této

o . . G(A o .. - %
cesté ruzny od j. Pak cestu j % k muzeme rozlozit na dvé cesty. Konkrétné na
1,.j
. G(A G(A ‘ < o , a1 x ‘ ‘ .
J %; T ax ;; k, kde druha z téchto cest muze byt trividlné prazdna. Podle Véty

. . . G(L vers s L. . . .
10.1.1 existuje hrana j (—)> x. Pouzitim indukéniho argumentu pro indukci vztazenou

. . , . G(L . .
na délku cesty na druhou z téchto cest vime, Ze existuje také cesta j :(; x. Véta je
dokazana. ]

Nasledujici Véta 10.1.15 je nesymetrickou analogii tvrzeni Véty 8.2.1. Vidime, Ze z
formélntho pohledu zde misto souvislosti hraje roli silna souvislost v grafu.

Véta 10.1.15 Vichol i je predek vrcholu j v nesymetrickém eliminacnim stromu T(A)
grafu G(A) prdvé tehdy, plati-li i > j a oba vrcholy j a i patii do téZe silné souvislé
komponenty grafu G({1,...,i}).

Dikaz: Je-li ¢ predek vrcholu j, pak musi byt ¢ > j a také existovat cyklus ¢ & J G—ﬁg
1, kde vSechny vrcholy na téchto cestach jsou nejvyse i. Tento cyklus tedy lezi nejen
v G({1,...,i}), ale zdroven je cely ve stejné silné souvislé komponenté tohoto grafu.
Opacné, necht ¢ > j jsou vrcholy stejné souvislé komponenty G({1,...,4i}). Pak musi

. G(A) . G(A) . 3 y .
v této komponenté byt cyklus i ;; J %; 1 a vSechny vrcholy na téchto cestach
jsou nejvyse ¢. Predpokladejme nyni, ze j je maximalni vrchol takovy, ze ¢ > j, pro
, . GA) = GA) . g o~ ‘ . VIS .. .
ktery ¢ :; J :L 1, kde vSechny vrcholy na téchto cestach jsou nejvyse ¢ a pritom ¢
neni jeho predek. Musi platit, ze rodi¢ p vrcholu j v nesymetrickém elimina¢nim stromu

je mensi nez i, protoze ze vsech vrcholu, pro které existuje vyse uvedeny cyklus jako
L L . G(A) - G(A 3
pro ¢ je zaroven minimalni. Existuje tedy cyklus p %; J ( p, kde vSechny vrcholy

na téchto cestach jsou nejvyse p. Propojenim dvou vyse uvedenych cest ziskame cestu
G(A) = G(A G(A) = G(A G(A G(A

1 A J ) D A J A 1, tedy i 14 %; D % ¢ se vSemi vrcholy na téchto cestach

nejvyse 7. Ale ¢ nemuze byt predek ani vrcholu p, coz je ve sporu s definici vrcholu j,

= G(A) . G(A
protoze p > j. Proto musi platit, Ze z existence cesty ¢ %; J %L 1, kde vSechny vrcholy
jsou nejvyse ¢, plyne, ze ¢ je ptedek vrcholu j a véta je dokazana. [
Ziejmym dusledkem Véty 10.1.15, ktery je analogicky Dusledku 8.2.1, je nasledujici
tvrzeni, které ukazuje, jak eliminacni strom konstruovat na zakladé postupt pro hledani
silnych komponent orientovaného grafu.
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Dausledek 10.1.1 Vichol p je rodic vrcholu k v nesymetrickém eliminacnim stromu T'(A)
pravé tehdy, je-li p > k nejmensi takovy, Ze patri do stejné silné souvislé komponenty
Gp(A) grafu G(A).

Stejné jako v piipadé charakterizace tadku faktoru L v pripadé fidkého Choleského
rozkladu, i v ptipadé LU rozkladu je mozné charakterizovat fadkové struktury faktoru
L (a sloupcové struktury faktoru U) pomoci elimina¢niho stromu. Nésledujici definice a
véta, kterou uvadime bez dukazu, k tomu poskytuji navod.

Definice 10.1.3 Rekneme, Ze podgraf T eliminacniho stromu T je oFezany eliminaéni

strom (pruned forest podle [63]), jestlize pro jeho kazdy vrchol v € V(T) plati

bud’ parent(v) € V(T) mnebo ancr(v) NV (T) = 0.

Véta 10.1.16 Struktury ridkosti 7ddku faktoru L a sloupcu faktoru U LU rozkladu jsou
oTezané eliminacni stromy.

Z této vety vidime, ze zpusob ofezani nesymetrického eliminacniho stromu je obecnéjsi
nez v piipadé symetrické faktorizace praveé proto, ze v LU rozkladu hraje velkou roli
souvislost dvou ruznych trojuhelnikovych matic.

Nesymetricky elimina¢ni strom je velmi mocnéa struktura, kterd umoznuje LU rozklad
i v piipadé nékterych zpusobu pivotace, jako jsou napiiklad diagonalni nebo i ¢astecna
pivotace. K tomu je zapotiebi dalsi podrobna diskuse a zavedeni dalsich specidlnich druhu
uspotradani. Tomuto se nebudeme v dalsim textu vénovat a zajemce odkazujeme na sérii
tif ¢lanku [63], [64] a [65].

10.1.5 Soubézna symbolicka a numericka faktorizace s castecnou
pivotaci

Velkou nevyhodou metod zalozenych na nesymetrickém elimina¢nim stromu je omezend
moznost vybéru hlavniho prvku (pivotace), chceme-li zachovat efektivitu LU rozkladu.
V této sekci ukazeme jednu specifickou metodu a velmi pruzra¢nou metodu, kterd pl-
nou fadkovou pivotaci umoznuje. Navrhli ji v roce 1988 Gilbert a Peierls v roce 1988
[81] a jejim zdkladem je sloupcovy algoritmus LU rozkladu, ktery po¢itd v jednom kroku
sloupec faktoru L i sloupec faktoru U. Konkrétné, pro kazdé j, 1 < j < n se nejprve
spocitd novy sloupec faktoru U feSenim soustavy s dolni trojihelnikovou matici tak, jak
jsme o tom hovorili vyse. Poté je novy sloupec faktoru L vyjadien jako linearni kom-
binace predchazejicich sloupctu faktoru L. Tento postup umoznuje ¢astecnou pivotaci. Z
formélntho pohledu tedy rozklad matice PA, kde P je permutacni matice ptislusné di-
menze. Nasledujici algoritmus tyto operace popisuje formalné.

Algoritmus 10.1.2 Sloupcovy algoritmus LU faktorizace s ¢astecnou pivotaci.
Input: Ridkd matice A = (a1, ...,a,).

Output: LU faktory L = (Iy,...,1l,) a U = (us,...,u,) matice PA = LU. Permutaéni
matice P je dana implicitné na zdkladé permutaci v kroku 4 algoritmu.
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1. for j=1:n do

2. Spocti uy.j—1; ze vztahu Ll:jfl,l:jflulzjfl,j = Aij-1

3. Poloz b = Aj:n,j — ij,l:j,lul:j,l,j, be R

4 Najdi v b sloZku s mazximdlni velikosti a permutug b tak, aby byla tato slozka by.
5. Poloz UjJ‘ = b1

0. Poloz Lj:n,j = bj/Ujj

7. end j

Diagonalni prvky faktoru L jsou samoziejmé jednotkové a neni zapotiebi je ukladat.
Permutace prvku vektoru b odpovida ¢astecné pivotaci a dohromady se tak algoritmus
da vyjadrit jako LU rozklad s ¢astecnou pivotaci. Schéma dat sloupcového algoritmu je
znazornéno na nasledujicim obrazku, kde ale musim brat do vahy, ze tfadky jsou postupné
permutovany castecnou pivotaci.

dosud

nepouz ito

Klicem k efektivni implementaci je rychlé nalezeni téch diive spocitanych sloupcu fak-
toru L, které vystupuji v aktualizaci v kroku 3 algoritmu, to jest struktura fidkosti u,;.
Jak jsme uvedli vyse v textu tykajicim se fadkového rozkladu, tuto strukturu lze nalézt
hledanim mnoziny dosazitelnosti v orientovaném acyklickém grafu G(Li.j_11.j-1) pro-
hleddvanim z pocatecni mnoziny A;.;_; ;. Aktualizace konkrétniho sloupce se mohou pak
aplikovat ve stejném poradi. Nasledné je ziejmé, ze pocet symbolickych operaci neptrevysi
rfadove pocet aritmetickych operaci LU rozkladu.

10.1.6 Nesymetrickd multifrontalni metoda

V piipadé LU rozkladu nesymetrickych matic je nékolik moznosti, jak zkonstruovat ne-
symetrickou multifrontdlni metodu. Na zakladé symetrické a pozitivné definitni mutif-
rontalni metody bychom radi, aby analogicky platily nasledujici dva vztahy:

e (a) Rédky, respektive sloupce nesymetrické frontdlni matice Fy, odpovidaji fadkim,
kde jsou nenulové prvky na tadcich k-tého sloupce a L, faktoru L, respektive
nenulovym prvkum ve sloupcich k-tého radku Uy, faktoru U.

e (b) Kazda aktualizacni matice U, muze byt vnofena pouze do jedné frontalni matice.
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Bohuzel, tyto pozadavky nelze souc¢asné splnit. V praxi tak existuji ruzné pristupy. Ob-
vykly piistup, ktery spliuje podminku (b), ale nikoli (a) pouziva strukturu symetrické
matice A + AT, pro kterou lze zkonstruovat grafové objekty stejné jako v piipadé matice
symetrické a pozitivné definitni. Matici s pfipadnymi nulovymi prvky v prvnim radku
nebo sloupci lze pak rozlozit na nékolik mensich hustych matic. Druhou moznosti je
predpoklddat platnost (a) a rozlozit aktualizaéni matici na nékolik matic. V kazdém
pripadé, neni-li rozkladana matice silné regularni, pak je zapotiebi v jednotlivych krocich
rozkladu hledat hlavni prvek, jak o tom budeme hovorit pozdéji.

Postup grafového modelu nesymetrické multifrontalni metody zalozené na platnosti
bodu (a) vyse demonstrujeme na nasledujicim piikladé. Zduraznéme, ze frontélni matice
Fi je vzdy urcena tadky a sloupci, kde jsou, po radé nenulové prvky L., a Ug.. Pro
dotvoreni frontalni matice budeme pak pouzivat pouze casti aktualiza¢nich matic. To
formalné znazornime rozdélenim aktualiza¢nich matic na c¢asti, ale nebudeme zde hovorit o
formalnim postupu takového rozdéleni. Také zduraznéme to, ze se jedna pouze o grafovy
model multifrontalni metody, protoze v praxi nemame zabezpecenu silnou regularitu
matice a je tfeba provadét vybér hlavniho prvku, jak o tom budeme hovorit v dalsim
textu. Uvazujme nésledujici matici, kde zaroven znazornujeme zaplnéni pii standardnim
elimina¢nim poradi.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 /x *
2 | x x f * * *
3 | * * %
4 * %k * ok
5 * % % x f f
6| « s ff e FF
7 * * ff
I A
9 * %
10 x f x f f

Prvni frontdlni matice (uréend zminénymi fadkovymi a sloupcovymi indexy) a piislusna
aktualiza¢ni matice jsou

X

I
co W N
g

* ¥ X X =

o W N

Pro druhou frontalni matici muzeme pro jeji aktualizaci pouzit pouze ¢ast U, jinak by
nesplinovala podminku (a). Tuto aktualizaéni matici tedy rozdélime nasledovné.

3
3
ur=2 (f), Ui = g(;) U =U; U
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Druha frontalni a aktualizaéni matice pak mohou byt zapsany

5o 8 10 2 5 8 10
K

3
f * * k% 6
$u127u2:8(

W
O
00

Fo=

0 >N

* % % M
Il

0 o N

* * %
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Treti frontalni matice je pak vytvorena nasledujicim zpusobem

.

pro nasledujici rozklad aktualizacni matice Uy

4
. 4
Fy = *

* ¥ W

) U U, Uy =

o O W~
S

o O = W
¥ = ¥ X W

3 5} 8 10
_6(f 6(f 6(f [\_;p3 5 6
u2—8<f)$8(f)$8(f f)—u2$u2$u2'

Analogicky postupujeme i v nasledujicich krocich. Existuje vice moznosti, jak aktualizacni
matice rozlozit, ale zde se jimi nebudeme podrobnéji zabyvat. I proto, ze v praktickych
algoritmech musime grafovy model obvykle modifikovat.

Zduraznéme nyni jesté souvislost postupu rozkladu v multifrontalni metodé s nesy-
metrickym elimina¢nim stromem. Ta nam umoznuje efektivni implementaci a zobecnuje
analogicky vztah pro standardni symetricky eliminacni strom. Konkrétne, Véta 10.1.17
ukazuje, ze vsechny prvky podmatice aktualizaéni matice Uy, s indexy alespon parent(k)
mohou byt vzdy pficteny pomoci operace extend — add do frontdlni matice Uyarent(k)-

Véta 10.1.17 Necht p = parent(k) v nesymetrickém eliminacnim stromu T(A). Za
predpokladu nevyruseni plati

S(Lup) {1,...,p—1} C S(Ls,) (10.21)

a také

S(Ui) {1,...,p—1} C S(U,.). (10.22)

Dukaz: Podle definice otce v nesymetrickém elimina¢nim stromu dané matice A plati p X
kS p. Je-li u;; # 0 pro @ < j, pak je nasobek i-tého sloupce ptidan k j-tému sloupci jako
pifspévek pifslusné eliminaéni matice A®. Viechny nenulové prvky S(L..) {1,...,p—1}
jsou tedy postupné preddavany podle tohoto principu v krocich eliminace s vrcholy na cesté
k2 p do eliminacnich matic az je nakonec tato struktura fidkosti obsazena ve struktufe
fidkosti S(L.,). Analogicky se dokdze druhé tvrzeni na zédkladé nenulovych prvka faktoru

L na cesté p = [ |
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10.2 Diagonalni dominance a blokové trojihelnikovy
tvar

V predchazejici kapitole jsme probrali nékolik pristupu, které se zabyvaji hlavné sym-
bolickou strukturou LU rozkladu. Vétsina z nich predpokldda, ze matice je silné re-
gularni, ale nékteré umoznuji i ¢astecnou pivotaci. Silna regularita rozkladané matice
je v kazdém pripadé pravdépodobnéjsi, kdyz umoznime, aby jeji diagonalni prvky pattily
do jeji struktury tidkosti, to jest, aby byly nenulové, nebo dokonce, aby obsahovaly prvky s
co nejvetsimi absolutnimi hodnotami. Varianty obou téchto tloh se daji definovat pomoci
nékterych grafovych modelu.

Uvazujme bipartitni grafovy model zavedeny v Podsekci 6.1.4, ktery umozni zachytit
obecné nesymetrické permutace, které jsou potieba k tomu, aby bylo mozné permutaci
dosdhnout jejich zmén z nulovych na nenulové ¢i naopak. K tomu je nesymetrickd per-
mutace je nutnd, protoze symetrickd permutace matice neni schopna odstranit nulové
diagonalni prvky matice. Na grafovém modelu je dokonce vidét i to, ze na dosazeni silné
regularity staci permutace jednostranna, fadkova nebo sloupcova, coz je v souladu s tim,
ze silnou regularitu regularni matice zabezpeci castec¢na pivotace. Detailnéjsim vlivem na
stabilitu rozkladu se zde ale nebudeme zabyvat.

Uvazujme Obrazek 10.2.14. Struktura tidkosti druhé zobrazené matice vznikne z prvni
prehozenim ti{ sloupct. Touto permutaci sloupcu se nam jeden diagonalni prvek zménil
na nulovy. V nasledujicim odstavci uvidime, jak tohoto faktu s uspéchem vyuzit s presné
opacnym umyslem. A sice, budeme se snazit dostat na diagonalni pozice matice co nejvice
nenulovych prvku. Tim se zvysi pravdépodobnost, Ze rozkladand matice je silné re-
gularni.

10.2.1 Nesymetrické permutace pro ziskani nenulové diagonaly
matice nebo posileni diagonalni dominance matice

Zavedme nejprve pojem parovani v obecném grafu.

Definice 10.2.1 Parovanim prostého neorientovaného grafu G = (V, E) se nazijvd jeho
podgraf M = (Vyy, Eyr) indukovany mnozZinou vrcholové disjunktnich hran Ey, Ey C E.

Definice 10.2.2 Pdrovani M v grafu G, které ma mazimalni pocet hran Ejp; ze vsech
moznych pdarovdni, se nazyvd maximalni parovani grafu G. Pdrovini maximalni ve-
likosti ve smyslu inkluze se nazgvd takové parovini M = (Vir, Ear), pro které nee-
zistuje pdrovdni s vétsim poctem hran nez je |Ey| a které obsahuje vSechny hrany z Eyy.
Pdrovdni je perfektni, md-li presné |V'|/2 hran.

Na Obrazku 10.2.15 vidime znazornéno maximalni parovani ve smyslu inkluze i maximéalni
parovani.

Zajimava je souvislost mezi parovanim v grafu, které je nékdy zavedeno jen jako
mnozina hran a nikoli jako podgraf a specidlni mnozinou vrcholi nazyvanou pokryti,
kterou zavedeme v nasledujici definici.
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Obréazek 10.2.14: Priklad zmény v poctu nulovijch prvku na diagondle matice pomoci ne-
symetrické permutace matice.

5 E ®
Obréazek 10.2.15: Priklad neorientovaného grafu (vlevo), grafu s maximdlnim pdrovdnim

ve smyslu inkluze (uprostied) a mazimdlnim pdrovanim (vpravo). Hrany pdrovdni jsou
zobrazeny silnéj.
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Definice 10.2.3 Jsou-li vrcholy i a j koncovymi vrcholy néjaké hrany e neorientovaného
grafu G, rekneme, Ze hrana e tyto vrcholy pokryva. Také rekneme, Ze vrchol © pokryjvd
hranu e a vrchol j pokryvd hranu e. MnoZinu K C V' nazveme vrcholovym pokrytim
grafu G = (V, E), je-li kazdd jeho hrana pokryta alespori jednim vrcholem z mnoziny K.
Minimalnim vrcholovym pokrytim mnoziny E ve smyslu inkluze se nazyvd takové
pokryti K C V| jehoZ Zddna vlastni podmnozina jiz neni pokrytim E. Minimdlnim vrcho-
lovym pokrytim mnozZiny E, je takové jeji pokryti Ze neexistuje jeji pokryti mnozZinou z V.
mensi kardinality.

V dalsim textu se budeme soustiedit na parovani v bipartitnich grafech. Predevsim
nas zajimaji takova parovani v bipartitnich grafech, kde kazdy vrchol R respektive C'
je pokryt néjakou hranou parovani. Takova parovani budeme nazyvat Ffadkové respek-
tive sloupcové perfektni. Parovani, ktera jsou fadkové i sloupcové perfektni budeme
nazyvat perfektni parovani. Vsechna perfektni parovani bipartitniho grafu jsou zfejmeé
maximalni. Néasledujici klasickd véta teorie grafu ukazuje souvislost maximélniho parovani
v bipartitnim grafu s jeho minimalnim pokrytim. Vétu si zde dokazeme, i kdyz neni
pro dalsi text bezprostfedné nutna.

Véta 10.2.1 Konigova véta: Velikost maximdlniho pdrovani v(G) v bipartitnim grafu
(R,C, E) je rovna velikosti minimdlniho pokryti 7(G) = minxcc(|C \ X| + |Adj(X)])
tohoto grafu.

Dukaz: V dukaze postupujeme podle [136]. Zfejmé plati v(G) < 7(G) nebot kazd4 hrana
vrcholové disjunktnich hran parovani musi pfispét alespon jednim vrcholem do pokryti G.
Predpokladejme nyni, ze G je nejmensi takovy graf, pro ktery tvrzeni neplati, pro ktery
je tedy

v(G) < 7(Q).

Tento graf je souvisly nebot jinak by nebyl minimdlni, protoZe né&jaka jeho komponenta
by musela také splnovat predpoklad. Déle, G ma alespon jeden vrchol stupné aspon 3,
protoze pro cesty a cykly tvrzeni véty ziejmé plati. Oznacme tento vrchol u a necht v je
jeden z jeho sousedu. Uvazujme nyni dva piipady.

I. Necht plati pro velikosti maximdlniho parovani

v(G\v) <v(QG).

Z vlastnosti minimality musi mit tento zmenseny graf G \ v pokryti, které mé velikost
mensi nez v(G). Oznacéme si toto pokryti W’. A potom je tedy W/ U{v} pokryti o velikosti
nejvyse v(v). Tudiz 7(G) < v(G) a to je spor.
I1. Necht je tedy
v(G\v)=r(G).

Pak tedy musi existovat maximalni parovani M grafu G, které nema zddnou hranu in-
cidentni vrcholu v. Necht f je hrana G\ M incidentni u a nikoli v. Takov4 hrana exis-
tuje, protoze u m4a stupen alespon 3. Necht ddle W” je pokryt{ grafu G\ f pro které je
|W”| = v(Q). Z predpokladu minimality vime, ze takové pokryti musi existovat. Protoze
zadna hrana tohoto parovani M neobsahuje v, tak ani W” neobsahuje v. Proto musi
obsahovat vrchol u a je tedy i pokrytim grafu GG. Véta je dokazana. |
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Nasledujici pozorovani 10.2.1 ukazuje vyznam perfektniho parovani pro hledani ne-
symetrickych permutaci, které mohou umoznit umisténi nenulovych prvka na diagondlu
matice.

Pozorovani 10.2.1 FEuxistuje-li perfektni parovani bipartitniho grafového modelu ¢tvercové
matice A G(A) = (R,C, E), kde |R| = |C| s mnozinou hran Eyy = {(ix, jx) | k= 1,...,n},
pak existugi permutacni matice P a Q) prislusné dimenze takové, Ze diagondlnimi prvky
matice PAQ jsou tvoreny mnoZinou

{aik,jk | k= ]_, c. ,n}.

Snadno nahlédneme, ze permutace z tohoto pozorovani muze byt jednostrannd, tedy
ze sta¢i uvazovat permutovanou matici PA nebo AQ. V kazdém piipadé je permutace ale
obecné nesymetricka. Demonstraci Pozorovani 10.2.1 je mozné vidét na Obrazku 10.2.14.
Umisténi nenulovych prvka matice na jeji diagonalu neimplikuje nutné, ze tato matice
je silné regularni. Nicméné, v mnoha ohledech muze byt permutovand matice mnohem
vhodnéjsi k rozkladu nez puvodni matice. Problém nalezeni této permutace se tedy da
prevést na problém nalezeni maximélniho parovani v bipartitnim grafu. Nasledujici dve
definice naznacuji, jak maximalni parovani hledat. Totiz, prevadéji tento problém na
hledani zvétsujicich cest v grafu G. Zde se budeme pro jednoduchost zabyvat jen hleddanim
maximalniho parovani v bipartitnim grafu, ale princip z dvou nésledujicich definic je
obecnéjsi.

Definice 10.2.4 Stiidava cesta grafu G s pdrovinim M = (Vyy, Ey) je cesta, jejiz
hrany jsou stiidavé z M a z G(V, E\ E(M)) (stridavé patii nebo nepatri pdrovdni).

Definice 10.2.5 Netrividlni stridavd cesta (s alespon jednou hranou), s obéma koncovymi
vrcholy v grafu G\ M se nazyjvd zvétsujici cesta.

Prakticka procedura zvétSovani parovani pomoci zvétsujicich cest je zndzornéna na
nasledujicim obrazku. V praxi procedura ke zvétseni efektivity vytvari stiidavy pro-
hledavaci strom podobné jako tomu je v prohledavani grafu do sitky, jak o tom budeme
mluvit pozdéji. Existuje mnoho praktickych algoritmu, viz napfiklad Gustavson (1976)
¢i [55], kde je implementovan algoritmus se slozitosti O(|E|y/n) algoritmu tak jak jej na-
vrhli v roce 1973 Hopcroft a Karp [88]; viz také [49]. Umisténi libovolnych nenulovych
prvki na diagonalu nemusi byt nejlepsi volbou a proto existuji procedury, které se snazi
najit takové parovani, aby byla permutovand matice co nejvic diagonalné dominantni.
To vede na problém vazeného parovani, kterym se zde ale nebudeme zabyvat. Pozdéji
uvidime, jak jsou maximalni parovani dulezita v pribliznych rozkladech.

Velikost maximalniho parovani v bipartitnim grafu se nékdy nazyva strukturni hod-
nost matice (structural rank). To, ze pro hodnost rank(A) ¢tvercové matice A a pro
strukturni hodnost srank(A) ¢tvercové matice vzdy plati

rank(A) < srank(A) (10.23)

je snadno vidét napiiklad z definice determinantu matice A.
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Obréazek 10.2.16: Zndzornéni procedury hledani maximadalniho pdrovani v bipartitnim grafu
pomoci zvétsujicich cest.

3 4 3 4 3l 4
2 2 : 2
6 6 6

Obréazek 10.2.17: Zndzornént procedury hleddni maximdlniho pdrovdni v bipartitnim grafu
pomoci zvétsujicich cest.
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10.3 Maticové bloky a silna Hallova vlastnost

Praktické provedeni LU rozkladu muze zna¢né tézit z faktu, ze matice je rozlozitelné. Jak
je uvedeno v Definici 3.2.2, pro nesymetrickou matici to znamena, ze matici lze permutovat
symetrickou permutaci na blokové trojihelnikovy tvar. K lepsimu popisu rozlozitelnosti
si zavedme pojem faktorgrafu, coz je graf odvozeny z rozkladu mnoziny V pro né&jaky
dany graf (V, E). Jeho hrany urcuje relace sousednosti mezi mnozinami vrcholu.

Definice 10.3.1 Necht P = {Py,..., P,} je rozklad mnoZiny vrcholi orientovaného grafu
G = (V, E) (viz Definice 2.1.2). Faktorgrafem grafu G vzhledem k rozkladu P je graf
G/P = (P,Ep), kde (P;, P;) € Ep pro 1 <i,j <p, i# j, pravé tehdy, plati-li

Pn{keV|(3icP)(ik) e E)}+£0.

Faktorgrafem neorientovaného grafu G budeme rozumét symetrizaci faktorgrafu jeho libo-
volné orientace. Zavedme si nésledujici definici pojem kondenzace grafu, kterd umoziuje
prehledné zachytit strukturu nerozlozitelnych podgrafu matice.

Definice 10.3.2 Necht G = (V, E) je orientovany graf a necht Vi, ..., Vi jsou mnoZiny
jeho wvrcholu, které odpovidaji jeho silngym komponentdm. Kondenzaci grafu G nazveme
orientovany graf Go = (V' E'), kde V! = {V1,..., Vi} a kde

E ={(Vi, Vi)l Bz € V))3y € Vj)((z,y) € E)}.

Kondenzace je tedy specidlni piipad faktorgrafu, ve kterém je rozklad mnoziny vr-
cholui urcen ekvivalenci silné souvislosti. Snadno se dokéaze tvrzeni nésledujici véty, kterd
vyjadiuje zakladni vlastnost kondenzace grafu.

Véta 10.3.1 Kondenzace G grafu G neobsahuje Zddny orientovany uzavreny sled a je
tedy orientovany acyklicky graf.

Dikaz: Predpokladejme, ze dana kondenzace takovy uzavieny sled obsahuje. Jeho délka
pro prosté grafy, které pouzivame v tomto textu a kde neuvazujeme smycky, je nejméné
2. Existuji tedy dva ruzné vrcholy tohoto sledu, ale by meély pattit do stejné souvislé
komponenty grafu. To je spor s definici kondenzace. [ |

Disledek 10.3.1 Vrcholy kondenzace mohou byt topologicky ocislovany.

S pojmem kondenzace souvisi dulezita tfida permutaci, ktera je uvedena v nasledujici
vete.
Veéta 10.3.2 Pro matici A dimenze n existuji permutacni matice P prislusné dimenze a

prirozené c¢islo t > 1 takové, Ze

All A12 . Alt
0 A22 ce Agt

PAPT = : (10.24)

0 0 ... Ay
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kde Aq1, Aso, ..., Ay jsou ctvercové nerozlozitelné matice. Matice Aqq, Aga, ..., Ay jsou
urcéeny jednoznacné az na symetrické permutace jejich vddku a sloupcu, ale jejich potadi
na blokové diagondle matice neni nutné jednoznacné.

Dikaz: Dokazeme pouze prvni cast tvrzeni a nikoli tvrzeni o jednoznacnosti. Snadny
dikaz celého tvrzeni lze najit napiiklad v [24]. Necht Vi,...V; jsou mnoziny vrcholu
silnych komponent orientovaného grafu matice A. Kondenzace tohoto grafu je acyk-
licky graf s topologickym ocislovanim. V dukazu Véty 10.3.1 jsme ukdazali, ze v ni musi
existovat zdroj. Vrcholy, které odpovidaji komponenté zdroje ocislujeme jako prvni a
uvazujeme podgraf kondenzace indukovanymi zbylymi vrcholy. Vrcholy zdroje tohoto
podgrafu kondenzace oc¢islujeme néasledovné a tak postupujeme déle. Po koneéném poctu
kroku oc¢islujeme takto vSsechny vrcholy grafu. Vysledna matice v permutaci dané vy-
tvofenym novym ocislovanim mé ziejmé bloky poddiagonalni ¢asti nulové. ]

Tvar matice v (10.24) se nazyva Frobeniova normdalni forma matice a je tedy
specialnim piipadem horniho blokové trojuhelnikového tvaru zavedeného v Definici 3.2.1.
Popis rozlozitelnosti matice zalozeny na silnych komponentach tizce souvisi s nasledujicimi
dvéma vlastnostmi fidké matice. Tyto vlastnosti navic dobte vyjadiuji i vlastnosti fidkého
QR rozkladu, o kterém budeme hovotit pozdéji.

Definice 10.3.3 Mé¢jme matici A € R™", kde m > n. Rekneme, e A md Hallovu
vlastnost jestlize kazdd mnozina jejich sloupci o velikosti k md nenulové pruky v alespon
k rddcich. Rekneme, e A md silnou Hallovu vlastnost jestlize kazdd mnozina jejich
sloupcu o velikosti k, k = 1,...,n—1 md nenulové prvky v alesporni k+1 tddcich. Analogicky
muzeme definovat © Hallovu a silnou Hallovu vlastnost i pro bipartitni graf, ktery modeluje
strukturu nenulovych prvki matice A.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze Hallova vlastnost je nutnou podminkou pro regularitu
matice. Existence perfektniho parovani je podle nasledujici Véty ekvivalentni tomu, ze
srank(A) = n a to je nutnou podminkou pro regularitu podle (10.23).

Véta 10.3.3 Ctvercovd matice A € R™™ md Hallovu vlastnost pravé tehdy, kdyz v jejim
bipartitnim grafovém modelu existuje perfektni pdarovdni.

Hallovu vlastnost ma napiiklad i diagonalni matice nebo horni trojihelnikovd ma-
tice s nenulovymi diagonalnimi prvky. Piiklad bipartitniho grafu matice, kterd mé silnou
Hallovu vlastnost, je na Obrazku 10.3.18. Silna Hallova vlastnost pozaduje po matici jeste
dalsi vlastnost, kterou popisuje Véta 10.3.4.

Véta 10.3.4 Ctvercovd matice md silnou Hallovu vlastnost pravé tehdy, kdyz jeji orien-
tovany grafovy model je silné souvisly.

Vidime tedy, ze nemé-li matice silnou Hallovu vlastnost, pak to podle Véty 10.3.4
znamena, ze jeji orientovany grafovy model ma vice komponent. Matici 1ze tedy podle Véty
10.3.2 ptfevést permutaci na Frobeniovu normalni formu. Schématicky je tvar Frobeniovy
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Obréazek 10.3.18: Priklad bipartitniho grafu matice majici silnou Hallovu vlastnost.

Obrazek 10.3.19: Ukdzka blokové trojuhelnikového tvaru.

1 2 3 4 5 6 6 3 5 4 1 2
1 /% % * 6 [ % * *
2 * * 31 * * x *
3 * % * % 5 *

4 * * 4
51 * * 1 *
6 * ok * 2 *

Obréazek 10.3.20: Ukdzka permutace matice na blokové trojuhelnikovy tvar.
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normalni formy znazornén na Obrazku 10.3.19. Permutaci na tento tvar zachycujeme jestée
na Obrazku 10.3.20

Shrnme si tedy, ze algoritmus nalezeni blokové trojihelnikového tvaru muze byt zalozen
na hledani silné souvislych komponent orientovaného grafového modelu. Ziskany oriento-
vany faktorgraf, ktery se nazyva kondenzace, je acyklicky a jeho vrcholy lze usporadat
tak, ze vysledna matice je ve Frobeniové normaélni formé, ktera ma blokové trojihelnikovy
tvar. Navrzeni postupu hledani silnych komponent grafu a této permutace prenechavame
jako cviceni (viz Tarjan (1972); maticovd implementace Duff, Reid (1978); SCC algorit-
mus Kosaraju, Sharir (1981), Gabow (2000), viz také Corman, Leiserson, Rivest, Stein
(2001) and Davis (2006)) Nasledujici poznamka ukazuje, ze permutace matice na blo-
kové trojuhelnikovy tvar zachovd mnozinu diagonélnich prvku, kterou jsme mohli ziskat v
predchézejicim kroku nalezenim parovani v bipartitnim grafu a piislusnou jednostrannou
permutaci.

Poznamka 10.3.1 Prechod na Frobeniovu normdalni formu lze provést pouze symet-
rickymi permutacemi, které zachovdvaji diagonalni prvky.

Blokové trojihelnikovy tvar matice implikuje, ze v LU rozkladu takto usporadané
matice staci rozkladat pouze diagonalni bloky, coz muze vyrazné zvysit jeho efektivitu.
Uvazujme soustavu rovnic s matici z Véty 10.3.2 podle nasledujicitho obrazku.

An A o0 A sl by
O A22 I Agt ) b2
: : : : - : (10'25)
O 0 . Att Tt bt

Procedura teseni je v Algoritmu 10.3.1.

Algoritmus 10.3.1 ReSeni soustavy rovnic s matici v blokové trojihelnikovém
tvaru.

Input: Soustava rovnic s matici v blokove trojuhelnikovém tvaru.

Output: Resent x.

1. for j=1:1¢do

2. Nalezni LU rozklad A;; = L;U;
3. end j

4.for j=1t:1do

5. Sj = bj

6. fort=j+1:tdo

7. S; =85 — A]zxz

8. end ¢

9. ZL‘j = UjileilSj

10. end t

Souhrnné je mozné fici, Ze procedury, které umistuji nenulové a pifpadné co nejveétsi
prvky matice na jeji diagonalu a permutuji ji na blokové trojuhelnikovy tvar jsou zdkladni
procedury predzpracovani LU rozkladu fidkych matic.
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Nalezeni pocateéniho usporadani
matice

Pocatecni usporadani je posledni dosud blize neprobrany krok Algoritmu 9.2.1. Toto
usporadani je naprosto podstatné pro zmenseni velikosti zaplnéni, ale muze plnit i dalsi
ukoly. Vyznam dobrého uspotadani pro Choleského faktorizaci jsme vidéli na piikladu
sipové matice na Obrazcich 9.1.1 a 9.1.2. Matice, kterda ma své nenulové prvky usporadany
ve tvaru sipu, bude mit mnozinu hran grafu zaplnéni stejnou jako puvodni mnozinu hran.
Matice, kterou ziskame jeji symetrickou permutaci, indukovanou naptiklad precislovanim
vrcholu grafu n,1,...,n — 1 ma graf zaplnéni uplné husty.

V nasledujicich podkapitolach postupné probereme zakladni typy pocateéniho usporadani.
Algoritmy, které zde uvedeme, jsou z velké ¢dsti pouze pouze pribliznymi algoritmy ne-
boli heuristikami. Vétsina z nich je totiz pii snaze o splnéni urcitého kritéria optimality
NP-tézkéa ve smyslu vyse uvedeného popisu slozitosti. V celé kapitole predpokladame, ze
matice A pro kterou hledame pocatecni usporadani je ¢tvercova a symetricka. To umozni
uvazovat v celé kapitole model neorientovaného grafu. V ptipadé hledani pocateéniho
uspofddani pro nesymetrické matice a LU rozkladu je mozné vyijit z grafu matice A+ A”.

11.1 Usporadani minimalniho stupné a zaplnéni

Tato podkapitola je vénovana uspotadanim, ktera lokalné minimalizuji néjakou algo-
ritmicky snadno dostupnou charakteristiku struktury tidkosti fidké matice, ktera je
spojena s jejim zaplnénim pii rozkladu, bez ohledu na tvar struktury tidkosti matice.
Jejich charakteristickym predstavitelem je uspoirddani miniméalniho stupné, kde je ona
snadno dostupna charakteristika stupen vrcholu.

11.1.1 Zakladni algoritmus minimalniho stupné

Algoritmus 11.1.1 je zakladnim schématem uspotadani minimalniho stupné. Vystupem z
algoritmu je nové ocislovani vrcholu grafu dané symetrické matice G = ({1,...,n}, E),
které indukuje preuspoiradani této matice. Protoze v ném tvorime eliminaé¢ni grafy nikoli
ve standardnim potadi, jak jsme uvadeéli v textu vénovaném Gaussové eliminaci, budeme

169
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N

G v

Obrazek 11.1.1: Ukdzka eliminacniho kroku v Algoritmu 11.1.1. Nalevo je puvodni graf,
napravo je redukovany graf G, po eliminaci vrcholu v.

potiebovat redukovaného elimina¢niho grafu po eliminaci obecného vrcholu. Konkrétneé,
graf, ktery vznikne eliminaci vrcholu v z grafu G oznacime G,. V zépise tedy standardné
vynechavame index R.

Algoritmus 11.1.1 Algoritmus minimalniho stupné.

Input: Neorientovany graf G = ({1,...,n}, E) symetrické c¢tvercové matice.

Output: Nové uspordddani mnoZiny vrcholi jako seznam V' = (vq,...,v,) , které indu-
kuje permutaci matice, pro kterou byl graf zkonstruovdn.

1. Poloz V' =)

2.fori=1:ndo

3. Nalezni v; takové, Ze dega(v;) = minyev(edega(v)
4. Vloz v; na konec seznamu V'
5. G =G,
6. end 1

V pripadé, kdy existuje vice vrcholu splnujicich podminku minimality stupné v prubézném
redukovaném grafu, Algoritmus 11.1.1 neurcuje vybirany vrchol jednoznaéné. Vsechny
vrcholy, které splnuji podminku minimality budeme nazyvat vrcholy minimalniho
stupné. V Algoritmu neni pravidlo, jak postupovat v ptipadé, kdy existuje vice vrcholu
minimalniho stupné. Existuji dokonce piiklady, kdy 1ze vybérem velmi negativné ovlivnit
velikost zaplnéni v grafu. Nicméné v konkrétnich situacich je mozné vyuzit dalsi informace
o grafu tulohy. Naptiklad varianta algoritmu, kterou uvedeme pozdéji a kterou nazveme
nasobny algoritmus minimalniho stupné, zmensuje problémy s vybérem vrcholu z mnoha
kandidatu se stejnym nejmensim stupném.

Priiklad 11.1.1 Jeden krok algoritmu minimdalniho stupné je zndzornén na Obrdzku 11.1.1.
Na levé strané je priklad grafu v néjakém kroku Algoritmu 11.1.1, kde vrchol minimdlniho
stupne byl oznacen v, pred jeho aktualizaci. Na pravé strané je pak po aktualizaci.

Ackoli Algoritmus 11.1.1 vypada jednoduse, velkd casova naroc¢nost je skryta v eli-
mina¢nim kroku, ktery tvoii graf Schurova dopliku G,. I proto budeme v dalsim textu
diskutovat moznosti, jak Algoritmus urychlit.
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G G v

Obrazek 11.1.2: Ukdzka nerozlisitelnosti vrcholi w a v pred a po eliminaci vrcholu v.
Nalevo je puvodni graf, napravo je graf po eliminaci vrcholu v doplnény o hrany zaplnént,
kde jsme pro mnazornost nechali © hrany incidentni vrcholu v v G.

11.1.2 Nerozlisitelnost a dominance

Aby poc¢atecéni usporadani dobte plnilo svou funkci, je tieba, aby bylo efektivni a spotiebovalo
pouze zlomek ¢asu potiebného k celé Choleského faktorizaci a mélo také rozumné pamétové
naroky. Proto se nyni budeme algoritmem zabyvat dikladnéji a ukazeme, jak jej efektivne
implementovat. Nejprve uvedeme definice nékterych situaci, které se obecné v eliminacnich
grafech vyskytuji a které se daji v implementacich vyuzit.

Definice 11.1.1 Dva ruzné vrcholy u a v grafu nazveme nerozlisitelné, jestlize plati
Adjg(u) U{u} = Adje(v) U {v}. (11.1)

Priiklad 11.1.2 Nerozlisitelnost dvou ruzngch vrcholi u a v pred eliminaci vrcholu v a
po ni je znazornéna na Obrazku 11.1.2.

Ukéazeme si nékteré vlastnosti nerozlisitelnych vrcholi.

Lemma 11.1.1 Necht u a v jsou nerozligitelné vrcholy grafu G. Necht ddle y € V(QG),
y # u,v. Pak jsouu a v jsou také nerozlisitelné vrcholy grafu G, .

Duikaz: Necht u € adjg(y). Pak plati také v € adjs(y) a relace nerozlisitelnosti vrcholu
u a v zustdvd v platnosti. Necht nyni u,v € adjg(y). Pak se mnoziny sousedu obou
vrcholu u a v zmensi o jednicku, ale na jejich vzajemném vztahu podle Definice 11.1.1 se
nic nezmeéni. [

Lemma 11.1.2 Necht jsou vrcholy u a v nerozlisitelné vrcholy grafu G. Necht ddle y = u
je wvrchol minimdlniho stupné v G. Pak je wvrchol v vrcholem minimdlniho stupné i v
redukovaném eliminacnim grafu G, .
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Dukaz: Vrchol v bude mit stupeni v grafu G, o jednicku mensi nez v grafu G, protoze
v ném nebude sousedem vrcholu u. Nerozlisitelné vrcholy jsou totiz vzajemné sousednimi
vrcholy. Sousedi vrcholt u a v se propojuji do kliky a jejich stupen prechodem k novému
grafu tedy neklesne. U ostatnich vrcholu zustava stupen stejny. Nasledné, vrchol v je
vrcholem minimélniho stupné v G,. [

Predchézejici lemma jinymi slovy fiké, Ze dva nerozliSitelné vrcholy mohou byt
eliminovany v algoritmu minimalniho stupné v po sobé nasledujicich krocich.
Definici nerozlisitelnosti a jeji dusledky pak snadno zobecnime na piipad vice vrcholi, jak
uvadime v nasledujici poznamce.

Poznamka 11.1.1 Skupina nerozlisitelnych vrcholi v grafu G tvori kliku, jejiz vsechny
vrcholy maji stejné mnoZiny sousedu. Eliminact libovolného vrcholu této kliky zmensime
stupen vsech zbyvagicich vrcholu kliky o jednicku a ostatni vrcholy této kliky zdroven
zustanou nerozlisitelné. Muzeme je tedy vsechny eliminovat hned po sobé.

Prirozenym dusledkem nerozlisitelnosti vrcholu je moznost pouzit pro eliminaci misto
grafu faktorgraf, ktery je indukovan rozkladem na mnoziny nerozlisitelnych vrcholu,
jinymi slovy, je indukovan ekvivalenci nerozlisitelnosti. Tyto mnoziny nerozlisitelnych
vrcholu 1ze na zacatku algoritmu urcit a v jeho prubéhu aktualizovat. Poznamenejme, ze
duraz na efektivnost implementaci obvykle neumoznuje nalézat vzdy vsechny nové skupiny
nerozlisitelnych vrcholu, coz by bylo narocné, ale obvykle pouze nékteré z nich.

Velmi blizkym pojmem, ktery se d& v algoritmu minimalniho stupné vyuzit, je domi-
nance vrcholu néjakym jinym vrcholem, ve smyslu minimalniho stupné.

Definice 11.1.2 Rekneme, Ze vrchol v je v grafu G dominovdn néjakym jingm vrcholem
u, plati-li
Adje(u) U {u} € Adje(v) U {0}, (11.2)

Také s k tomuto pojmu uvedeme néktera tvrzeni, ktera ukazuji cestu k zvyseni efek-
tivnosti Algoritmu minimélniho stupné. Predné je ziejmé, ze pro vrcholy z Definice 11.1.2
plati

deg(u) < dega(v).

Prakticky velmi dobfe vyuzitelné tvrzeni je uvedeno jako Lemma 11.1.3.

Lemma 11.1.3 Necht u dominuje v v grafu G ve smyslu uvedené Definice. Necht ddle
y # u,v je vrchol minimdlniho stupné v G. Pak u dominuje v i v grafu G,.

Ukazme, jak prakticky vyuzit tvrzeni Lemmatu 11.1.3. Jak jsme vidéli v Algoritmu
11.1.1, kazdy krok znamend zménu elimina¢niho grafu, kterd spociva v odebrani hran
spojenych s eliminovanym vrcholem a propojeni jeho sousedu. Pro tyto propojené sousedy
musime prepocitat jejich stupné, abychom mohli v dalsim kroku rozhodnout o minimalité
dalstho eliminovaného vrcholu. Prepoc¢itavani vrcholu pii eliminaci vrcholu y muzeme
struéné vyjadrit vztahy

v ¢ Adjc(y) = Adjg,(v) = Adjg(v) (11.3)
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v € Adja(y) = Adjg,(v) = (Adjc(y) U Adja(v)) \ {y} (11.4)

Mame-li situaci, kdy vrchol v dominuje vrchol v, pak do té doby, dokud u neni eliminovan,
neni zapotiebi si vrcholu v v§imat, ve smyslu prepocitavani jeho stupné. Jak jsme uvedli
vysSe, v praxi pouzivame rozklad indukovany ekvivalenci nerozlisitelnosti na mnoziné vr-
cholu grafu. Grafy, se kterymi pracujeme, jsou tedy obecné faktorgrafy. Dominanci pak
muzeme stejné jako nerozlisitelnost vztahnout ke skupinam vrcholt, ¢ili k vrcholiim tohoto
faktorgrafu. Pocet kroku elimina¢niho procesu bude pak obecné mensi nez dimenze ma-
tice n a budeme jej znac¢it N. Vzhledem k tomu, ze pocty vrcholu faktorgrafu upravujeme
v jednotlivych krocich ptipadnym shlukovanim nerozlisitelnych vrchola, neni obvykle N
znamo dopiedu.

11.1.3 Model elimina¢niho faktorgrafu

Samotny grafovy model pouzivany v implementacich je obvykle dosti sofistikovany. Dtuvodem
je potencidlné velkd pamétovd ndrocnost uplnych eliminac¢nich faktorgrafi, do kterych
vkldddme vsechny nové hrany. To tedy znamend, Ze pamét potiebnd pro jejich ulozent,
muze pak byt vétsi nez pamét potiebnd pro ulozen{ hran puvodniho grafu G(A). Model
eliminac¢niho faktorgrafu definovaného nize umoznuje algoritmu miniméalniho stupné
pracovat v pamétové slozitosti O(n + |E|). Tento pojem v praxi nahrazuje redukované
eliminac¢ni grafy, pomoci kterych jsme definovali Algoritmus miniméalniho stupné.

Definice 11.1.3 Eliminaéni faktorgraf I grafu G = (V, E) je uspordidand trojice

(S$,E,E), kdeSUE=V,.SNE=0a EC (g) U (5(2F)> je mnozina jeho hran.

Na rozdil od obecného faktorgrafu je tedy mnozina vrcholu V' eliminacniho faktor-
grafu rozdélena na dvé disjuktni podmnoziny. Prvky § a £ budeme nazyvat opét vrcholy.
Mnozinu sousedu vrcholu r € SUE, které patii do S, budeme znacit sadj(r). Mnozinu jeho
sousedu vrcholu r € SUE, které patii do € oznacéime eadj(r). Postupné budeme vytvéret
posloupnost eliminac¢nich faktorgrafu (I, . .., I'y_1) ndsledujicim zpusobem. Nejprve polozime

Lo = (So, &0, Ey) = (V(G),(D,E(G)).

Eliminaé¢ni faktorgraf I'; = (S;, &;, E;) proi = 1,..., N—1, zkonstruujeme ve dvou krocich.
V prvnim kroku polozime

Ly = (Sioi \ {i}, &1 U {i}, Eiy)

Druhym krokem je ziskdni elimina¢niho faktorgrafu I'; z elimina¢niho faktorgrafu I';
tak, ze vSechny sousedni vrcholy mnoziny &; shlukneme do jednoho vrcholu faktorgrafu,
najdeme dale nerozlisitelné vrcholy v S; a tim se ndm také muze zmensit pocet vrcholu
eliminac¢niho faktorgrafu a vynechame piipadné nadbyteéné hrany a tim ziskame mnozinu
hran F;.

Vidime tedy, ze mnoziny &; slouzi k zachyceni eliminovanych vrcholu faktorgrafu. Ty
by v redukovaném eliminacnim grafu jiz nebyly. Také vidime, ze sousedy néjakého vrcholu
z mnoziny S; dosud neeliminovanych vrcholu nasli jako sjednoceni (i) jeho sousedu v této
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mnoziné a (i) mnoziny vrcholu, které jsou dosazitelné z S; néjakého vrcholu cestou pres
mnozinu vrcholu z &;.

Jinymi slovy, sousedé vrcholu r z mnoziny S; dosud neliminovanych vrcholta ve fak-
torgrafu I'; jsou uréeny mnozinou dosazitelnosti Reachr,(r) (viz Definici 5.1.4), kterd je
dana vyrazem

Reachr,(r) = sadj(r) U (Ueemdj(r)sadj(e)) , (11.5)

Pro zjednodusSeni jsme zde vynechali indexy faktorgrafu, ke kterému se mnoziny sou-
sedu vztahuji. Vidime, ze pojem elimina¢niho faktorgrafu je zobecnénim eliminacniho
grafu, kde eliminaci vztahujeme zaroven na skupiny vrcholu a kde namisto struktury
fidkosti Schurova doplinku hledame sousedy pomoci cest pies skupiny eliminovanych vr-
cholu. Stejné jako v piipadé eliminace s nalézanym potfadim novych vrcholu faktorgrafu
bude I', oznacovat eliminacni faktorgraf ziskany z I' = (S, £, E) po elimina¢nim kroku s
eliminovanym vrcholem faktorgrafu y € S.

Je ztejmé, ze implementace algoritmu miniméalniho stupné pomoci modelu elimina¢niho
faktorgrafu mé vyse zminénou rozumnou pamétovou slozitost. Casovou narocnost silné
redukuje pouzivani supervrcholi, nalézani skupin nerozlisitelnych vrcholi, redukce nad-
byte¢nych hran i vyuziti dominance vrcholu, které vede k netplné aktualizaci stupnu.

11.1.4 Nasobny algoritmus minimalniho stupné

Vyznamnou modifikaci obecného schématu Algoritmu 11.1.1 je nasobna eliminace.
Schéma této modifikace je uvedeno jako Algoritmus 11.1.2.

Algoritmus 11.1.2 Algoritmus nasobného minimalniho stupné.

Input: Neorientovany graf G = ({1,...,n}, E) symetrické étvercové matice, V' = ().
Output: Nové uspordddani mnoziny vrcholi jako seznam V' = (vq,...,v,) , které indu-
kuje permutaci matice, pro kterou byl graf zkonstruovdn.

1. Poloz V' =)
2. while G # () do
3. Nalezni vsechna v;-, j=1,...,s takovad, Ze plati
dega(vj) = minyey g)dega(v) a zdroven adj(v}) N adj(vy,) pro j # k
4 Vloz vsechna v}, j=1,...,s na konec seznamu V' v libovolném poradi
5. for j=1:sdo
6 G =Gy,
7 end ¢
8. end while

Priklad 11.1.3 Nasobny algoritmus minimdlniho stupné je zndzornén na Obrdzku 11.1.3.
ZakrouzZkovdnim jsou oznaceny vSechny vrcholy, které budou najednou eliminovany v jeho
pronim kroku.

Nasobna eliminace tedy eliminuje v kazdém kroku vice vrcholi najednou. Jeji vyhodou
mimo jiné je to, ze prepocitavani stupnu vrcholu se neprovadi tak casto. V kazdém piipadé
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Obréazek 11.1.3: Ukdazka vrcholu, které mohou byt najednou eliminovdny v prunim kroku
Algoritmu 11.1.2.

nasobna eliminace méni pravidelny graf vyrazné ”pravidelnéjsim” zpusobem, coz budeme
demonstrovat na grafu matice ziskané diskretizaci na strukturované siti. Pro takové sité je
znamo, ze algoritmus nasobného minimalniho stupné je v praxi velmi tspésny v redukci
zaplnéni. Samoziejmé, za predpokladu efektivni implementace, zalozené na eliminaénim
faktorgrafu uvedené vyse.

11.1.5 Algoritmus priblizné minimalniho stupné

Dalsim vyraznym vylepSenim celého schématu, které je blizké obecnému Algoritmu 11.1.1
spociva v nepresné aktualizaci stupnu vrcholu pouze s pouzitim odhadu na velikosti
stupnu vrcholi. Pak je mozné aktualizaci téchto pribliznych stupnu provést velmi rychle.
Popisme si tuto aktualizaci trochu podrobnéji. Protoze pracujeme s faktorgrafy, zavedme
si nasledujici pojem vahy vrcholu.

Definice 11.1.4 Pro prvek s mnoziny S eliminacniho faktorgrafu definujeme jeho vahu
weight(s) jako pocet vrcholi v € s. Vihu weight(e) prvku e mnoziny £ eliminacniho
faktorgrafu T definujeme souctem

Z weight(s). (11.6)

s€sadj(e)

Ukazme nyni, jak ziskdme odhady na stupné vrcholu z S; (to jsou vrcholy, co maji
byt jesté eliminovany) v néjakém elimina¢énim faktorgrafu I'; z hodnot pro I';_; pro i =
1,..., N. Trividlnim hornim odhadem na stupen vrcholu r € S; je soucet vsech vah vSech
sousedu r z S; i &;. Vzhledem k moznym pfekryvium mnozin sousednosti vrcholi z &;, které
sousedi s r, muze ale byt tento odhad daleko od skutecnych stupnu. Proto pti aktualizaci
stupné vrcholu nescitame vsechny vahy jeho sousedu, ale vahy sousedu z &; upravujeme.
Pro vrchol e € &; eliminovany v i-tém kroku se jeho vaha v eliminaénim faktorgrafu I';
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ziskd pomoci mnozin dosazitelnosti v elimina¢nim faktorgrafu I';_; nasledujicim zpusobem

weight(e) = Z weight(r). (11.7)

r€Reachr,_, (e)

Kazdy vrchol z §; ve vysSe uvedené mnoziné dosazitelnosti bude ale soused vrcholu e v
[';. Proto pro vsechny vrcholy z eadj(r) ruzné od e musime do jejich stupnu zapocitat
jen véhy vrcholu z §; disjunktni s Reachr, ,(e). K tomu slouzi nasledujici modifikace.
Definujme si modifikovanou vahu sousedu e € &; vrcholu s; € §;, ktery byl v i-tém kroku
algoritmu eliminovan s pomoci nasledujici rozdilové funkce

, weight(e) proe=s;
dif f(e) = weight(e) — ZreTmchF (s1)nsadi(e) weight(r) proe# s;. (11.8)
i—1\5%

kde pro jednoduchost neindexujeme mnoziny sousednosti. Ptiblizny stupen vrcholu r €
reachr,_,(s;) je pak definovan vyrazem

weight(s;) + Z weight(s) + Z dif f(e). (11.9)

sesadj(r) eEeadjreachFFl (s4)

Algoritmus 11.1.1, ktery pouziva misto presnych stupnu vrcholu jejich odhad podle
vztahu (11.9), se nazyva algoritmus pfiblizné minimalniho stupné (approximate mini-
mum degree — AMD). Jeho pouziti vede v praxi k velmi dobrym vysledkim v minimalizaci
zaplnéni v grafu.

Postup algoritmu, kde se v jejich jednotlivych krocich minimalizuji nebo odhaduji
stupné vrcholi neni jediny mozny, ktery je uspésny. Jinou moznosti je minimalizovat
vznikajici zaplnéni. Ptiblizné algoritmy tohoto typu hraji dnes v fidkych rozkladech
vyznamnou roli, byt jsou jejich implementace pomalejsi nez algoritmy ze skupiny mi-
nimalniho stupné.

11.2 Usporadani pasova a profilova

V této podkapitole se budeme zabyvat usporadéanimi, které opét minimalizuji zaplnéni po-
moci lokalniho prohledavani. Zaroven se ale snazi, aby struktura tidkosti matice méla
néktery ze specialnich tvaru, které si nyni zavedeme. Tyto tvary vychazeji z toho, ze nenu-
lové prvky matice jsou soustfedény na pozicich kolem jeji hlavni diagonaly s pripadnymi
dalsimi bloky nenulovych prvka v jinych ¢astech matice. V celé kapitole diskutujeme
uspotadani ¢tvercové matice A € R™ ", kterd ma na hlavni diagonale nenulové prvky.
Snaha sousttedit prvky kolem hlavni diagonély byla v minulosti motivovana jednoduchost{
datovych struktur implementace. Pozdéji se stala prace s obecnymi datovymi strukturami
velmi efektivni i na modernich pocitacovych architekturach a vyznam usporadani tohoto
typu pro piimé metody se zzil na specifické aplikace. Na druhé strané, v metodach teseni
soustav rovnic, kde se s matici opakované pracuje, jako jsou predpodminéné iteracni me-
tody, soustfedéni prvku kolem hlavni diagonaly muze byt vyhodné z hlediska efektivniho
vyuziti vyrovnavaci pameéti.



11. Nalezeni pocatecniho usporadani matice

177

*

* % ok

* * *
* k%

¥ k%
* %
¥ k%
*

(11.12)

Obrézek 11.2.4: Ridkd matice, na které si demonstrujeme nékteré pojmy tykajici se

specidlnich struktur ridkosti matic.

11.2.1 Pasové, profilové a ovroubené matice

Pro presnéjsi charakterizaci matice s pozicemi nenulovych prvku soustiedénych kolem
hlavni diagonaly zavedme néasledujici pojmy. Pro i-ty fddek matice A € R™ " i €
{1,...,n} oznaéme r;(A) sloupcovy index jeho prvniho nenulového prvku:

ri(A) = min{j| a;; # 0}.

(11.10)

Obdobné pro j-ty sloupec matice A, j € {1,...,n}, ozna¢me c;(A) sloupcovy index jeho

prvniho nenulového prvku
¢j(A) = min{k| ax; # 0}.

i-tou $itkou dolniho polopasu 37(A) matice A pak nazveme rozdil
BE(A) =i —1i(A)

2

a j-tou vySkou horniho polopasu B]U(A) matice A nazveme rozdil
B (A) = j —¢;(4)

Sitkou pasu (matice A) pak nazveme ¢islo 3(A) definované vztahem

B(A) = max{BF(A)| 1 <i<n}+max{s’(A)]1<i<n}+1

Definované veliciny si ozfejmime v Piikladu 11.2.1 na matici z Obrazku 11.2.4

(11.11)

Piiklad 11.2.1 Pro matici A z Obrdzku 11.2.4 plati vy = 1, ro =1, r3 =1, ¢ = 1,
Co =2, c3 =2, ﬁlL(A) =0, B2L<A) =1, ﬁ3L<A) =2, B7L(A) =3, ﬁg<A) =2, ﬁgj<A) = 0.

Strka pdsu matice B(A) md pak velikost 6.

Neurcity pojem okoli hlavni diagonaly matice A muzeme tedy nahradit pojmem pasu

band(A) nebo profilu env(A) jako mnoziny pozic podle nasledujicich definic.
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(11.13)
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Obrézek 11.2.5: Ridkd matice z Obrdzku 11.12, na které si demonstrujeme pds matice. Do
pdsu matice spadaji prvky oznacené symbolem &

® ® ®
® ® ®
®» ® ®
® ®

(11.14)
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Obrézek 11.2.6: Ridkd matice z Obrdzku 11.12, na které si demonstrujeme profil matice.
Do profilu matice zapocitdvame prvky oznacené symbolem &

Definice 11.2.1 Pas matice A, oznacovany band(A) je definovdn sjednocenim
band(A) = {(i,7)| 0 =i —j < B(A)y U{(j,9)] 0 <j—i < B(A)}.
Definice 11.2.2 Profil matice env(A) definujeme vztahem
env(A) = {6, 7)] 0> i —j < B (A} UL 0<j—i < B (A)}

Na Obrazcich 11.13 a 11.14 znazornujeme pas a profil matice zakrouzkovanymi hvézdickami
Vidime, ze profil muze obsahovat vyrazné méné prvku nez pas matice a je tedy z tohoto
pohledu efektivnéjsi datovou strukturou.

Misto popisu profilu nebo pasu matice se nékdy pouziva terminu Sitky polofronty.
Konkrétné, i-tou sitku dolni polofronty matice A pro i € {1,...,n}, kterou oznaé¢ime

L

w;’(A), definujeme vztahem

wF(A) = {klk >in 3 <i)(an #0)}. (11.15)

Jeji hodnota tedy oznacuje pocet aktivnich fadku pro i-ty sloupec, tedy takovych radkua
s indexem [ alespon i, které maji r; < i, kde 7; je ddno vztahem (11.10). Analogicky pak
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Obrazek 11.2.7: Priklad matice pro demonstrovani sirek dolniho polopdsu a dolni po-
lofronty.

definujeme j-tou vysku horni polofronty matice

WY (A) = |[{klk >iA (3 <i)(ay #0)}. (11.16)

J

Definice 11.2.3 Frontu matice A, oznacovanou front(A), definujeme jako sjednocent
front(A) = {(i, /)] 0> i —j <w(A)}U{(G,)] 0 <j—i<w (A}

Priiklad 11.2.2 Rozdil mezi $itkou dolniho polopdsu a Sirkou dolni polofronty matice si
ukazeme na Obrdzku 11.2.7, kde je zndzornéna ridkd dolni trojuhelnikovd matice. Hodnoty
wl proi=1,...,5 jsou, po 7adé, 2,1,2,1,0 a hodnoty BF proi=1,...,5 jsou, po rade,
0,1,0,3,2.

Ma-li matice intuitivné malou velikost pasu ¢i profilu, hovorime o matici pasové nebo
profilové. Zduraznéme ale, Ze jde o terminologii utilitdrni, ktera je (analogicky k definici
ridkosti) zavisld na algoritmickém ¢i obecné matematickém cili préace s matici.

Poznamka 11.2.1 Rada zavedengch pojmii se pouzivd predeviim pro matice se symetric-
kou strukturou ridkosti nenulovych prvku, kdy se terminologie zjednodusi. V tomto pripadé
budeme hovotit pouze o sirkdach polopasu a sitkdch polofront bez blizZstho vymezeni a v zave-
denyjch velicinach nebudeme pouzivat horni indexy L a U. To nam také umozni zjednodusit
nékteré predchazejici definice. Naptiklad v definici pdsu, profilu a fronty uvazZujeme po-
zice v matici neorientované, napriklad {i, 7} misto dvojice pozic (i,7) a (j,1).

V nékterych pripadech se jsou oblibené i matice, které maji nenulové prvky i v dalsich,
dobte charakterizovanych ¢astech. Na Obréazku 11.2.8 je vlevo znazornén tvar matice,
ktery se nazyva pasovy s fadkovym ovroubenim a vpravo tvar pasovy s dvojitym
(symetrickym) ovroubenim. Déle se ale takto zobecnénym tvarim matic nebudeme
veénovat.

V tadé praktickych situaci struktura tidkosti matice A sice nema tvar, ktery se da
zachytit malym pasem nebo profilem, to jest pasem nebo profilem s “malou” velikosti
|band(A)| nebo |env(A)|, ale mohou existovat duvody, aby matice méla oblast nenulovych
prvku v okoli diagondly co nejkompaktnéjsi. V téchto pripadech se matice muze trans-
formovat tak, ze se velikost jejiho pasu/profilu zmensi. Samotna transformace se provadi
permutaci matice.



180 11. Nalezeni pocatecniho usporadani matice

Obrézek 11.2.8: Twvary matice pdsové s rddkovym ovroubenim (vlevo) a pdsové se symet-
rickym ovroubenim. (vpravo)

11.2.2 Ukladani pasovych, profilovych a blokoveé strukturovanych
matic

Vyse jsme hovotili o ukladani matic s obecnou strukturou ridkosti. V ptipadé pasového ¢i
profilového tvaru je mozné schéma ulozeni vyrazné zjednodusit. Pro zachyceni matice nam
napiiklad u matice pasové staci pole s numerickymi hodnotami a ¢islo, které vyjadiuje
sitku pasu matice. Indexy prvki nejsou tieba ukladat, protoze jsou ziejmé. Na Obrazku
11.2.5 je zachycena matice a pasové schéma jejich ulozeni, které v ném uvadime. Prvky
pasovych a profilovych matic ale lze ukladat i iplné jinak, naptiklad po diagonédlach do
jednorozmérného nebo dvojrozmérného pole.

Je ztejmé, ze pti nevyrovnanosti dolnich a hornich sitek polopdsu matice muze byt
schéma ulozeni zalozené na pasovém paradigmatu neefektivni. Tomu muze odpomoci
schéma ulozeni, které pouziva pouze profilové informace. Pti profilovém ulozeni matice
je pak potieba uschovat navic (vzhledem k pédsovému schématu ulozeni) vektory sitek
horniho a dolniho polopéasu. Pro ten tcel vyhrazujeme pracovni vektory délky n, které po
fadé znacime ZAL a ZTAU. Obrézek 11.2.10 tento forméat ulozeni pro matici z Obrazku
11.2.9 znazornuje.

11.2.3 Usporadani do pasového nebo profilového tvaru

V ptipadé pasového nebo profilového algoritmu je hlavnim tikolem nalézt takové usporadant,
které minimalizuje velikost pasu nebo profilu matice ve smyslu po¢tu nenulovych prvkua
uvnitt téchto struktur. To pak muze také poskytnout malé zaplnéni v Choleského fak-
toru. Jinym zminénym moznostem, jako je minimalizace ovroubeného pésu ¢i profilu se
zde blize nebudeme vénovat. Pro jednoduchost budeme zde vzdy predpokladat, ze je ma-
tice symetricka. Podstatnym diuvodem, pro¢ jsou pés a profil matice vyhodné z hlediska
zaplnéni a pro¢ na ulozeni matice i v prubéhu rozkladu staci vyse zminéné struktury pro
rozkladanou matici A, je vysvétlen tvrzenim nésledujici Véty 11.2.1.

Veéta 11.2.1 Mezi matici symetrickou A a jeji matici zaplnéni plati vztah

env(A) = env(F). (11.17)
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Matice A:
1.1 2 3
4 2
3.1 5
6 7
2 0 3 8

Ulozeni matice A jako pasové ve formatu: dolni trojuhelnik po sloupcich a horni
trojuhelnik po radcich. Uklada se vzdy nejprve sloupec a pak tadek; diagonalni prvek
je pripojen jen jednou a to ke sloupci. Dolni a horni sitky polopéasu jsou, po tadé, 3 a 2.

1 2 3 4 b} 6 7 8 9 10 11

A: 1.1 |0 0 0 2 3 4 3.1 |0 2 2 ‘
0 d 6 0 0 0 7 3 0 8

Obrazek 11.2.9: Priklad uloZeni matice jako pasové v konkrétnim popsaném formdatu

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

A: 1.1 |0 0 0 2 3 4 3.1 10 2 2
0 3 6 0 0 0 7 3 0 8

TAC: [0 [0 [T [0 [3 |

TAU:[2 J1 0 [0 0 |

Obréazek 11.2.10: Priklad uloZeni matice A z Obrdzku 11.2.5 jako profilové v popsaném
formdtu. Konkrétneé: jeji dolni trojuhelnik je uloZen po tddcich a jeji horni trojuhelnik
je uloZen po sloupcich. Uklada se vidy nejprve vddek a pak sloupec; diagondlni prvek je
pripojen jen jednou a to ke sloupci.
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Dikaz: Dukaz provedeme matematickou indukei podle dimenze k& podmatice A;; matice
A. Budeme predpokladat, ze numerické vlastnosti matice umoznuji pouzit Choleského
rozklad. Pro k = 1 a k = 2 je tvrzeni ziejmé. Piedpokladejme, ze tvrzeni véty plati
pro vSechny matice dimenze k < n a ukazeme, ze plati i pro matici A;; dimenze k + 1.
Znazornéme Aj; dimenze k spolecné s jejim Choleského faktorem jako ovroubenou matici

nasledujicim zpusobem
o AH uy L11 0 erl v
A= (uT a) = (UT 3 0 A (11.18)

Porovnanim matice a jejtho Choleského faktoru ziskame Ljjv = u. Pro komponenty vek-
toru u plati, ze u; = 0 pro j < 741(A4) a také w,,, # 0, kde r,,1(A) je definovano
v (11.10) (vyuzivdme symetrie matice). Proto i v; = 0 pro j < rp41(4) a v, # 0.
Indukeéni krok je tedy dokazan a Véta plati. |

Zékladni myslenkou ptiblizného postupu, jak najit nové ocislovani radku a sloupcu
takové, ze matice bude mit po preuspotradani maly pés a profil, je zalozeno na néasledujicim.
V neorientovaném grafu symetrické matice budeme c¢islovat vrcholy tak, ze pro kazdy
z nich se snazime ocislovat co nejdrive také jeho sousedy. Rozdil hodnot nového
ocislovani néjakého vrcholu x a jeho souseda y € adj(x) je dolni mezi na velikost Sitky
polopésu matice. Postup, ktery z této tivahy vyplyva nese ndazev CM algoritmus a je tak
pojmenovan podle svych autoru (Cuthill a McKee). Uvddime jej v Algoritmu 11.2.1 a
pro jednoduchost predpokladame, ze neorientovany graf matice je souvisly. Jinak je tteba
aplikovat Algoritmus na kazdou komponentu grafu samostatné.

Algoritmus 11.2.1 Algoritmus CM (Cuthill-McKee) pro minimalizaci Sitky
pasu a profilu matice.

Input: Neorientovany a souwvisly graf G = ({1,...,n}, E) symetrické étvercové matice.
Output: Nové usporaddani mnoziny vrcholi v seznamu V' = (vq,...,v,) , které indukuje
permutact matice, pro kterou byl graf zkonstruovdn.

1. Nalezni pocdtecni vrchol v a polozZ vy =1

2. Vloz vy jako neoznaceny prvek na konec seznamu V'

3. while |[V'| #n do

4. Nalezni proni dosud neoznaceny prvek v; seznamu V'

5. Oznac jej

6. Pridej vsechny jeho sousedy, kteri nejsou dosud ve V' na konec tohoto seznamu.
7. end while

Vsimnéme si, ze Algoritmus 11.2.1, potiebuje ke své praci pouze graf G(A) matice
A. Jinymi slovy, graf se v prubéhu algoritmu neni potfeba ménit tak jako tomu bylo u
algoritmu skupiny minimalniho stupné. To vyrazné zjednodusuje implementaci a redukuje
casovou slozitost.

Neurcenou polozkou v Algoritmu 11.2.1 je vybér poc¢atecniho vrcholu. Snadno nahlédneme,
ze vhodnymi kandidaty pro tento vybér jsou takové vrcholy, pro které je nejkratsi cesta k
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néjakému dalsimu vrcholu grafu co nejdelsi. To muzeme formélné popsat pomoci nasledujiciho
pojmu excentricity. Definujme excentricitu e(u) vrcholu u grafu definujeme jako ma-
ximalni délku d(u,v) nejkratsi cesty mezi vrcholem u a néjakym jinym vrcholem grafu v,
jinymi slovy

€(u) = max d(u, v) (11.19)

veV

Vhodnymi kandidaty pro poc¢ateéni vrchol Algoritmu 11.2.1 budou tedy vrcholy s velkou
excentricitou. Poznamenejme, ze velikost maximalni excentricity néjakého vrcholu grafu
se nazyva jeho pramér.

Algoritmus nalezeni vrcholt s maximalni excentricitou, to jest téch, které realizuji
prumér grafu, je sice polynomidlni, ale stejné ptilis vysokd, protoze pro jejich nalezeni
bychom museli poéitat vzdalenosti mezi vrcholy. Proto se v praxi ujal algoritmus GPS,
ktery je jednoduchym pribliznym algoritmem pro nalezeni vrcholu s dostatecnou ex-
centricitou a je vlastné variantou prohledavani grafu do sitky. Diive nez jej uvedeme
v nasledujicim Algoritmu 11.2.2 uved me nésledujici definici.

Definice 11.2.4 Strukturou drovni grafu G = (V, E) nazveme rozklad L = (Ly, ..., L))
mnoziny vrcholu V', pro ktery plati A\ € N, X > 1, adj(L;) € L;—1 U Liyy pro i =
1,..., =1, adj(Ly) C Ly a adj(Ly) C Ly_,. Sitkou struktury tirovni £ nazveme éislo
w(L) = maxo<i<i | L]

Strukturu trovni L£(r) pro r € V muzeme vytvofit nasledujicim zpusobem. Polozme
Lo(r) = {r}, Li(r) = adj( 2;10 Li(r)) proi = 1,..., A, kde ziejmé A = €(r). Struktura
urovni je pak L£(r) = (Lo(r),. .., LA(r)).

Algoritmus 11.2.2 Algoritmus GPS (Gibbs-Poole-Stockmeyer) nalezeni vhod-
ného startovaciho vrcholu pro Algoritmus 11.2.1.

Input: Neorientovany graf G = ({1,...,n}, E) symetrické ctvercové matice.

Output: Pocdtecni startovaci vrchol r pro CM algoritmus.

1. Zvol pruni aproximaci vrcholu r libovolné
2. do
3. Vytvor strukturu drovnt L(r) = (Lo(r), ..., Lagy (1))

4 Usporddej vrcholy v x € Ly(r) podle vzrustajiciho stupné
5. for all x € Ly(r) v takto ziskaném potadi do

6. Vytvor strukturu drovni L(x).

7. Zaznamenej délku této struktury A(z).

8. end for all

9. if pro proni x, které spliuje |L(z)| > |L(r)| then

10. poloZr =x

11. else

12. exit do

13. end if
14. end do
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V praxi se pouziva vice modifikaci tohoto zdkladniho schématu. Jednoducha vari-
anta spociva napiiklad v tom, ze se v desatém kroku Algoritmu 11.2.2 vybere z posledni
mnoziny struktury drovni vrchol, ktery ma nejmensi stupen a pouze ten se pouzije na
testovani délky jim generované struktury trovni. Uvedme si nyni nékteré teore-
tické vlastnosti souvisejici s uvedenymi algoritmy. Prvni z nich je jasné z definice ne-
rozlozitelnosti.

Lemma 11.2.1 Pro nerozlozitelnou symetrickou matici A (nds predpoklad) vidy plati
ri(A) <i, 1 <i<n.

Lemma 11.2.2 Pro nerozloZitelnou symetrickou matici A usporddanou CM algoritmem
plat?
ri(A) <rj(A),1<i<j<n.

Dikaz: Dukaz provedeme sporem. Uvazujme neorientovany grafovy model matice. Pted-
pokladejme, ze v matici, usporadané CM algoritmem existuje sloupec k a dva tadky
s indexy i, j pro které plati ¢ < j a pfitom a také r;(A) > k, r;(A) < k. To ale znamens,
ze vrchol j je soused prvnich k& vrcholu, zatimco ¢ neni. To je ve sporu s CM algoritmem,
ktery musel nejprve zatadit do seznamu vSechny sousedy prvnich k£ vrcholu diive, nez tam
mohl byt zafazen vrchol i. |

V pripadé preuspotradéni matice, ke kterému vede ocislovani CM algoritmem, neobsa-
huje profil Choleského faktoru zadné nulové prvky, jak ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 11.2.3 Necht A je symetrickd nerozloZitelnd matice uspovddand CM algoritmem,
pro kterou plati r;(A) < i pro 1 <i < n. Pak profil env(F') neobsahuje nulové proky.

Dikaz: Dukaz provedeme matematickou indukci podle dimenze n matice A. Pro k=1 a
k = 2 je tvrzeni ztejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro vSechny matice dimenze
k a ukazeme, ze plati i pro matici A dimenze k4 1 < n. Znézornéme si podmatici matice
A dimenze k + 1 spolecné s jejim Choleského faktorem nasledujicim zpusobem

- nE) e

Porovnanim matice a jejtho Choleského faktoru vidime, ze musi platit
LHU = Uu.

Vime, ze v (k + 1)-nim tadku plati r,,1(A) < n + 1. ProtozZe je matice usporadéna CM
algoritmem a pro A;; plati indukéni predpoklad, tak jsou podle Lemmatu 11.2.2 ve ve
sloupci 7,41 (A) matice Ly; pouze nenulové prvky. To ale znamen4, ze jsou vSechny vrcholy
Tnil,-- -,k orientovaného acyklického grafu L,; dosazitelné z vrcholu r,.1, komponenty
Urpy1s - -+ Uk jsou nenulové a indukeni krok je dokdzan. [ |

Nésledujici tvrzeni (viz Theorem 4.2 v [109]) ukazuje vztah profilu a fronty matice
ocislované algoritmem CM. Jak je vidét z dukazu, pro obecné usporadanou matici tento
vztah neplati.
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Lemma 11.2.4 Necht A je symetrickd matice usporddand CM algoritmem. Pak plati
front(A) C env(A). (11.21)

Duikaz: Necht (i,7) € front(A), (i,7) € env(A). Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme,
ze 1 > j, protoze ptipad ¢ = j je jasny. Podle definice fronty existuje k > ¢ takové, ze pro
néjaké [ < j je ay # 0. Nemuze pritom platit a;;; # 0 pro zadné j° < j, protoze pak by
platilo (7, j) € env(A). Pak tedy je r;(A) > j. Zaroven ale r,(A) < j, a dostdvame spor s
tvrzenim Lemmatu 11.2.2. Lemma je tak dokézana. |

Uvazujme nyni nasledujici Algoritmus 11.2.3, ktery budeme také nazyvat algoritmem
RCM (Reverse Cuthill-McKee). Uvidime, Ze pro minimalizaci profilu matice je vhodnéjsi
nez Algoritmus 11.2.1.

Algoritmus 11.2.3 Algoritmus RCM (reverse Cuthill-McKee) pro minimaliza-
ci sitky pasu a profilu matice.

Input: Neorientovany graf G = ({1,...,n}, E) symetrické ctvercové matice.

Output: Nové uspordddni mnoZiny vrcholi v seznamu V' | které indukuje permutaci ma-
tice, pro kterou byl graf zkonstruovdn.

1. Algoritmem 11.2.1 nalezni seznam V" = (vy,...,v,)
2. Seznam V' = (vy,, ..., v1) tvord nové ocislovani G

Princip nového algoritmu je pouze v obraceni potadi vrcholi z CM algoritmu. Nésledujici
tvrzeni je ziejmé.
Lemma 11.2.5 Necht A je symetrickd matice, kterd byla preuspordddna CM algoritmem

a A je matice, kterou z ni ziskdme obrdcenim poradi oéislovdnd, to jest algoritmem RCM
odvozenym z daného CM algoritmu. Pak plati

env(A) = {{i,j}|i>7 AN Tk >i with a; # 0}.

Nasledujici Lemma 11.2.6 ukazuje souvislost mezi frontou matice preusporadané algo-
ritmem CM a profilem matice z algoritmu RCM.

Lemma 11.2.6 Necht A je symetrickd matice, kterd byla preuspordddna CM algoritmem
a A je matice, kterou z ni ziskdme obrdcenim poradi oéislovind, to jest algoritmem RCM.
Pak plat? )

wn—i+1(A) < Bi(A).
Diikaz: Kdyby pro n&jaké i platilo w,_;41(A) > B;(A), pak by muselo byt néjaké j takové,
ze plati j < r;(A) a zaroven

{i,7} € env(A) = {{i,j}|i>j AN Tk >i with ay; # 0}.

To je spor s tvrzenim Véty 11.2.2. |
Ziejmym dusledkem predchazejicich tvrzeni je tedy platnost vztahu

env(A) C front(A) C env(A) (11.22)

z ¢ehoz vidime, ze plati
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Dusledek 11.2.1 Necht A je matice, kterd byla preusporddina CM algoritmem a A je
matice, kterou z ni ziskame obrdcenim portadi ocislovdni, to jest algoritmem RCM odvo-
zenym z daného CM algoritmu. Pak plati

lenv(A)| < env(A)].

Vidime tedy, ze pro minimalizaci profilu je obecné vhodnéjsi Algoritmus 11.2.3 nez
Algoritmus 11.2.1. Jedna-li se pouze o minimalizaci pasu, snadno nahlédneme, ze Sitka
pasu se obracenim poradi vrcholi nezméni a je tedy jedno, ktery z nich pouzijeme.
Podle Lemmatu 11.2.3 plati i to, ze pocet nenulovych prvku ve faktoru matice A, ziskané
preusporadanim CM algoritmem, je obecné alespon takovy, jako pocet prvku ve faktoru
matice, kterou ziskame z A obracenim poradi oc¢islovani. V praxi je tento dodatek zajimavy
ale jen v nékterych situacich, protoze profilové schéma je vétsinou spojeno s explicitnim
ukladanim nenulovych prvku profilu, kde uz neni potteba rozlisovat, které z nich jsou
opravdu nenulové a které jsou pred rozkladem nulové.

Algoritmus CM (a tedy i RCM) jsou zalozeny na lokalnim prohleddvéni. Velkd snaha
byla vénovana nalezeni néjaké globalni korekce do relativné levného algoritmu. Velmi
popularnim piistupem v této kategorii metod je Sloanuv algoritmus, ale jeho vyklad jde
uz nad ramec tohoto textu.

11.3 Globalni usporadani

Diametralné odlisnou strategii je hledani uspotadani, které berou do tvahy globélni vlast-
algoritmem pro usporadani matic je postup, ktery zde nazveme metodou vnoienych
fezu (nested dissection). Jeho zdkladni princip muzeme demonstrovat na rozdéleni
grafu na dvé ¢asti pomoci vrcholového separatoru.

Definice 11.3.1 Vrcholovym separatorem neorientovaného grafu G = (V,E) na-
zveme mnozZinu S jeho vrcholu takovou, Ze podgraf grafu G indukovany mnozZinou V' \ S
mda vice komponent nez G.

Uvazujme nyni pro jednoduchost nerozlozitelnou matici a podgraf G(V'\ S) jejiho grafu
G, ktery ma pravé dvé komponenty. Oznacme mnoziny vrcholu tyto dvou komponent
symboly C; a C5. Ocislujeme-li nyni nové mnozinu V tak, aby nejprve byly c¢islovany
vrcholy mnoziny C}, pak vrcholy mnoziny C5 a nakonec vrcholy mnoziny S, pak ma
matice A po preusporadani indukovaném timto novym ocislovanim blokovou strukturu
z Obrézku 11.3.11. Tato struktura se zifejmé zachova i pii Choleského rozkladu. Blokova
struktura prislusného Choleského faktoru je na Obrazku 11.3.12.

Nulové bloky v pozicich (1,2) a (2,1) rozkladu nejsou ndhodné a plynou z vlastnosti
separace mnoziny V' \ S mnozinou S na dvé éasti. Je tedy mozné predpokladat urcitou
a jasné definovanou fidkost v Choleského faktoru navic k tomu, ze jednotlivé obecné ne-
nulové bloky mohou byt také fidké. Usporadani metodou vnotenych fezu ziskdme reku-
rentni aplikaci tohoto postupu separace mnoziny pomoci vrcholového separatoru. Jinymi
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Ay 0 AL
A= 0 Ay AL (11.23)
A31 A32 A33

Obrazek 11.3.11: Priklad matice A s blokovou strukturou indukovanou rozdélenim jeji
mmnoziny vrcholi na tri ¢dsti pomoci vrcholového separdtoru S. Vrcholy mnoZiny S jsou
ocislovdany jako posledni.

Ly O 0
L={0 Ly 0 (11.24)
L31 L3y Lss

Obréazek 11.3.12: Priklad Choleského faktoru L matice s blokovou strukturou indukovanou
rozdélenim jeji mnoZiny vrcholiu na tri édsti pomoci vrcholového separdtoru S. Vrcholy
mnoziny S jsou ocislovany jako posledni.

slovy, hledéni separatoru aplikujeme postupné na komponenty C; a Cs. Tim ziskdme se-
paratory S7 a Sy a stejné postupujeme déle pro nové vytvorené komponenty. Separatory
pak fadime do vysledné permutace odzadu tak jak je postupné ziskavame.

Ridkost i pocet operac, které je potieba provést pii Choleského rozkladu takto preuspofadané
matice, je mozné explicitné omezit, ale tyto vztahy zde nebudeme uvadét. Zakladni algorit-
mus metody vnorenych fezu se ukdzal velmi uzitenym pro feSeni soustav linearnich alge-
braickych rovnic. Nicméné, zaznamenal také znaény rozkvét od devadesatych let minulého
stoleti az dodnes jako obecnd metoda, ve které se separatory hledaji velmi dumyslné, po-
moci technik nazyvanych déleni grafti a hypergrafti Obrazky 11.3.13 a 11.3.14 zachy-
cuji, po fadé, ocislovani vrcholu pravidelného grafu, ktery vznikl diskretizaci pétibodovym
schématem na strukturované siti ve dvou dimenzich (propojeni vrcholu vertikdlnimi a ho-
rizontalnimi spojnicemi odpovidd hrandm grafu) a elimina¢ni strom pro symetrickou a
silné regularni matici této struktury.
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4

33

) 32 (39

Obréazek 11.3.13: Priklad pravidelného grafu, ktery vznikl diskretizaci ve dvou dimenzich
a jeho ocislovdni metodou vnotenych Tezi.
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Obréazek 11.3.14: Priklad eliminacniho stromu pravidelného grafu, ktery vznikl diskretizact
ve dvou dimenzich a jeho ocislovanim metodou vnorenych rezi.



Stabilita ridkych rozkladua

Rozumné mira stability rozkladu v nepfesné aritmetice pocitace je jednim ze zdkladnich
pozadavku na TeSeni soustav linearnich algebraickych rovnic pfimymi metodami. Nedo-
statek stability se projevi predevsim v malé presnosti spocitanych faktoru a promita se
do jejich pouziti v substitué¢nich krocich.

Nepresna aritmetika pocitace implikuje, ze se rozklady v praxi poc¢itaji pouze ptiblizné,
ale k dodatecnym nepiesnostem v rozkladu mohou byt jesté dalsi motivace: zmenseni arit-
metické naroc¢nosti vypoctu, zmenseni strukturalni narocnosti rozkladu fidké matice tim,
ze se zjednodusi pouzité datové struktury a/nebo zmensi vznikajici zaplnéni. Piblizny roz-
klad muze také vzniknout, i kdyz neni prvotnim cilem, dojde-li k problémum s existenci
rozkladu dané matice na regularni faktory a rozkladand matice pak musi byt néjakym
zpusobem modifikovana. Jinym duvodem pro pocitani ptiblizného rozkladu miuze byt
zvySeni efektivity rozkladu ¢i substituénich kroku na konkrétnich pocitacovych archi-
tekturdch. Problémy s existenci rozkladu pfirozené vznikaji, protoze v radé ptipadu je
algoritmus rozkladu zalozen na doptedu obtizné ovéritelném predpokladu silné regularity.
V ptipadé , ze se rozklady pocitaji pouze ptiblizné nad ramec nepfesnosti zpusobenych
nepresnou aritmetikou pocitace, substitucéni kroky se obvykle aplikuji v propojeni s néjakou
iteracni metodou a stabilita rozkladu je tedy naprosto podstatna.

V piipadé priblizného rozkladu obvykle rozlisujeme dvoji druh pfesnosti vypoctu. Za
prvé, presnost priblizného rozkladu, kterou muzeme mérit néjakou maticovou normou.
Pro LU rozklad muzeme naptiklad tuto presnost vyjadrit vyrazem

|A—LU . (12.1)

A za druhé, presnost substituénich kroku s faktory vyjadienou pro LU rozklad napiiklad
vyrazem

| I-U'L'A . (12.2)

Specifickou tiidu tvoii ptiblizné rozklady, které se pouzivaji pro transformaci itera¢nich
metod jako jejich predpodminéni, jejichz vypocet by meél byt velmi levny a o kterych
budeme hovotit pozdéji. Je-li puvodni matice modifikovana, obecnou metodou na ziskani
feseni je zkombinovat ziskany rozklad s iteraéni metodou. Touto iteracni metodou muze
byt itera¢ni zptesnéni, ale muze ji byt i obecnéjsi metoda, jak o tom budeme mluvit
pozdéji.

189
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12.1 Stabilita rozkladu

Zminme nejprve obecny vysledek, tykajici se stability LU rozkladu v aritmetice s kone¢nou
presnosti. Jsou-li L a U vypocitané faktory LU rozkladu matice A € R™™ a znaci-li €
strojovou pfesnost pouzité aritmetiky pocitace, pak pro matici £ splnujici

A+ E=LU

plati ) )
1Bl < 2nel|L||c||Ul|o0 + O(€?). (12.3)

Ptredpokladame-li nyni platnost vztahu
ne < 1 (12.4)

a je-li £ vypoctenym feSenim soustavy s témito faktory, pak je & také presnym feSenim
ulohy
(A+ AA)z =D, (12.5)

kde X X
|AAoo < 6n€]|L]|oo]| U0 + O(€7). (12.6)

Analogické vztahy lze formulovat i v jinych maticovych normach.

Problémem vyse uvedenych tvrzeni z praktického pohledu je urc¢eni vztahu mezi veli-
kostmi faktorti, danymi napitklad v (12.6) jako ||L||s & ||U]|o na jedné strané a normou
||Al|so- Pro urceni tohoto vztahu jsou potieba blizsi detaily o LU rozkladu. V piipadé
¢astecné pivotace, tedy rozkladu matice PA, kde P je tadkova permutacni matice uréend
tak, aby se maximalizovaly absolutni hodnoty pivotu, plati

1|l < (12.7)
a staci se omezit na zkoumani vyrazu
Ul
|1 A]o

ktery se nazyva rustovy faktor a je tieba, aby byl co nejmensi. Je-li rustovy faktor
maly, je LU rozklad s ¢astecnou pivotaci zpétné stabilni a v tomto smyslu hovoiime o
jeho podminéné zpétné stabilité. V dalsim textu budeme pro kompatibilitu s jinymi
vysledky rustovy faktor pro LU rozklad s faktorem U= (1);; psat také ve tvaru

Pgrowth = max(Ui;)/max(a;;) (12.9)

pro piislusné indexy 7 a j.

Jina situace je v Choleského rozkladu symetrické a pozitivné definitni matice v arit-
metice s konec¢nou presnosti.

Je-li L je vypocitany Choleského faktor odmocninové Choleského rozkladu a plati-li
n3/2e < 1, pak pro matici spliujici

A+ E=LLT
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plati
2n3/2 )
|E]|F < (m) e||Al|r + O(e?). (12.10)

Vidime, ze v tomto piipadé je Choleského rozklad bezpodmineéné zpétné stabilni.
Norma spocitaného Choleského faktoru L se v odhadu chybové matice E nevyskytuje a
stabilitni vysledek je formulovan explicitné pomoci vstupnich dat.

V praktickych rozkladech je problém, jak obecné heuristicky omezit normy spocitanych
faktoru na pravé strané pro rozklady obecnéjsi matic a obecnéjsi rozklady, coz nékdy
muze byt zabezpeteno statickou permutaci, ale obecné musime provadét pivotaci a
prihlédnout k fidkosti matic.

12.2 Preusporadani, pivotace a jejich motivace v ridkych
rozkladech

Uvazujme LU rozklad a rozlisme nékolik zakladnich piipadu preuspofadani/permutace,
které budou vysvétleny v samostatnych podsekcich.

12.2.1 Permutace v LU rozkladech

V presné aritmetice vyzaduje LU rozklad silnou regularitu rozkladané a obecné nesymet-
rické matice. To je samoziejmé vlastnost, kterou v praxi nemusime znat a priori. Prvnim
standardnim krokem rozkladu, ktery zvysuje Sanci, ze matice je silné regularni, je pouzit
pocatecni uspotradani, které permutuje nenulové prvky matice, pripadné jeji prvky o co
nejvetsi absolutni hodnoté, na hlavni diagonalu matice. To ale nemusi stacit, protoze LU
rozklad je, na rozdil od Choleského rozkladu, pouze podminéné zpétné stabilni. V
praxi to znamend, ze je zapotiebi maximalné omezit normy spocitanych faktoru LalU
pivotaci.

Uvazujme, bez Ujmy na obecnosti, podmaticovy LU rozklad, tedy variantu gene-
rického algoritmu kij nebo kji, kde rozkladem postupné ménime aktivni podmatice
Ag) a eliminacéni matice A® pro i = 0,...,n — 1. Pivotace znamend, 7ze pied prove-
denim eliminaéniho kroku na pozici (1,1) matice Ag) permutujeme do této diagonalni
pozice vybrany hlavni prvek neboli pivot. Podivejme se na pivotaci nejprve pod zornym
thlem zlepsSeni stability rozkladu. V obecné nesymetrickém ptipadé muze byt hlavni prvek
vybiran z libovolné pozice aktivni ¢asti matice. To se da formalné vyjadrit obecné nesy-
metrickymi permutacemi, které rozkladanou matici A transformuji na PAQ), kde P a @
tyto permutace vyjadiuji. Tuto pivotaci, kde pivot je prvek s nejvétsi absolutni hodnotou
z celé aktivni cdsti matice, nazyvame na rozdil od castecné pivotace tiplnou pivotaci.
V tomto piipadé je rustovy faktor omezen podle vztahu [161], [162]

Pgrowth < V02 312413 nl/(=1) max |a;]. (12.11)
2y

Permutovani fadku a sloupct v prubéhu algoritmu ale klade velké naroky na flexibilitu
datovych struktur pouzitych v fidkém rozkladu, a tak uplna pivotace byva omezena jesté
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vice pouze na néjakou ¢ast aktivni podmatice (Schurova dopliiku). V piipadé ¢astecné pi-
votace, ktera muze byt implementovana mnohem efektivnéji, je omezeni rustového faktoru
mnohem slabsi a dano vyrazem

Pgrowtn < 2" max [ayg|. (12.12)
Navic lze ukézat, ze takového rustu lze dosdhnout.

12.2.1.1 Pivotace v fidkém LU rozkladu

V pripadé tidkého rozkladu je nutné pivotaci propojit v néjakém spole¢ném kritériu
s permutacemi, které alespon priblizné minimalizuji zaplnéni. Historicky prvni navrh ta-
kového kritéria pochdzi od Markowitze [116], ktery stabilitu neuvazuje viibec a predpoklada
uplnou pivotaci pro ddosazeni maximéalni fidkosti faktoru. Hlavni element v k-tém kroku
rozkladu je urcen, ze zaplnéni generované v tomto kroku je co mozna nejmensi. Konkrétneé,
ozna¢ime-li v matici o dimenzi k pocty prvku na tadcich r;, i = 1,..., k a pocty prvku ve
sloupcich ¢;, ¢ = 1,..., k, pak je mozné miru zaplnéni piiblizné posuzovat podle velikosti
Markowitzova cisla

Mij = (ri=1)(¢; = 1), 6,5 =1,...,k (12.13)

prvku v piislusné aktivni podmatici. Toto ¢islo vlastné reprezentuje nesymetrickou vari-
antu algoritmu minimalniho stupné. Algoritmus minimalniho stupné pro symetrické
a pozitivné definitni matice byl vSak navrzen pozdéji, konkrétné Tinneyem and Walkerem
v roce 1967 [154]. Uvazujme piiklad matice na nasledujicim obrézku.

1 2 3 4
) 6

7 8 9
10 11 12

13 14 15

Nenulové prvky s nejmensim Markowitzovym ¢islem jsou na pozicich (2,4) a (4,4). Pi-
votace, ktera se snazi vybrat prvek s co nejvétsi absolutni hodnotou, pak z nich zvoli
prvek na pozici (4,4). Timto zpusobem jsou heuristickd kritéria zalozend na velikosti za-
plnéni a potencidlni velikosti rustového faktoru zkombinovana. Takovyto postup je ale
implementa¢né velmi narocny. Navic se v praxi muze stat, ze prvek, ktery implikuje co
nejmensi zaplnéni v néjakém kroku rozkladu vede k velkému rustovému norem pocitanych
faktoru. Jak jsme zminili vyse, praktické procedury obvykle neprohledavaji celou ak-
tivni matici, ale pouze nékolik jejich tadku a sloupcu. Mezi nimi pak hledaji prvek s
nejmensim Markowitzovym ¢islem, jako navrhl naptiklad Duff a Reid v implementacich
MA28 a MA48 [133] a Zlatev (1980) v Y12M, viz publikaci [166]. Amestoy, Li a Ng navrhli
v roce 2002 diagonalni Markowitzovu pivotaci, kde je pivotace omezena na prvky hlavni
diagonaly matice, tedy na symetrickou permutaci.

Analogickou konkrétni snahou o kompromis mezi uvedenymi protichudnymi pozadavky
je prahova pivotace, kterd se dd dobte skloubit s lokalnim prohledavanim. Uvazujme
LU rozklad z ¢astecnou pivotaci

LU = PA, (12.14)
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kde P je permutacni matice. Prahova pivotace znamend, Ze pivot zvoleny v aktivni pod-
matici A%) prok=1,...,n—1 prvek agf) splnuje vztah
k k
|a§j)| > i maxl|a§j)| (12.15)
pro néjaky dany parametr 0 < p < 1 a zaroven maximalizuje mezi takovymi prvky
Markowitzovo ¢islo. Je mozné ukazat, ze lokalni rust prvku v elimina¢nich maticich je
omezen pro prvky aktivnich matic vztahem

k+1
max; |a§j

| < (14 1/mymaziai]|.

V predchézejicim textu jsme zminili dva obecné pristupy k LU rozkladu, které umozinuji
jednoduché zapojeni ¢astecné pivotace nebo jeji prahové varianty. Prvni z nich je zalozen
na sloupcovém eliminaénim stromu pro matici AT A. Vyse zminénou nevyhodou je po-
tencialné velké zaplnéni, viz George, Ng (1986), které je mozné ¢astecné (ale jen ¢astecné)
eliminovat postupem navrzenym Georgem a Ng (1987) [|. Matici AT A je mozné pouzivat
pouze implicitné, viz naptiklad Davis, Gilbert, Larimore, Ng (2000) []. Druhym postupem
je algoritmus soubézné symbolické a numerické faktorizace uvedeny zde jako Algoritmus
10.1.2.

Céstetnou i omezenou tplnou pivotaci je mozné do algoritmiu rozkladu zahrnout jesté
dalsimi technikami, jako je napiiklad odlozeni pivotace. Tento piistup védomé omezuje
hledani hlavniho prvku pouze v ¢asti aktivni podmatice s tim, ze se odlozené pivoty
odpovidajici tfadkum piipadné i sloupcim permutovanym na pozice s vysSimi indexy
vytesi pozdéji. To je ptirozené v multifrontalni metodé a jejich nesymetrickych variantach.
Posledni strategii, kterou zde zminime, je zména rozklddané matice namisto permutaci,
které mohou byt velmi drahym postupem. Konkrétné, diagonélni prvky aktivnich matic,
které jsou velmi malé, mohou byt modifikovany napiiklad pfictenim vyrazu

AV, (12.16)

viz [43]. Misto puvodni matice je tedy rozkldddna matice modifikovana. Modifikace slouzi
k tomu, aby rozkladana matice byla dostatecné silné regularni.
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Primé metody reseni soustav
linearnich rovnic s ridkou,
symetrickou a obecné indefinitni
matici

V této kapitole struéné zminime piimé metody pro feseni soustav se symetrickymi a obecné
indefinitnimi maticemi. Ackoli bezodmocninovou Choleského faktorizaci je mozné pouzit
i pro rozklad indefinitnich matic, standardni rozklad nemusi byt stabilni nebo nemusi
dokonce existovat pri omezeni preusporadani na symetrické permutace. Prikladem
matice, pro kterou takovy Choleského rozklad neexistuje ani pro zadnou jeji symetrickou
permutaci je uveden nize

11
11
01

(i o)

je pro malou hodnotu € nestabilni, protoze vede vede k velkému rustu ve faktorech.

S = O

Rozklad néasledujici symetrické matice

13.1 Symetricky indefinitni rozklad

Rozklad obecné symetrické matice vede ke specidlnimu typu rozkladu s blokovou dia-
gonalni matici, kterd méa bloky velikosti 1 x 1 a 2 x 2. Tento rozklad budeme nazyvat
symetrickym indefinitnim rozkladem. Rozklad prvni z uvedenych matic muzeme
pak psat ve tvaru

O~
— =
O = O
I

1 00 1 00 110
110 0 01 011
001 010 0 01
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Pivotace v symetrickém indefinitnim rozkladu se obvykle provadi dynamicky. V tomto
textu uvedeme nékolik procedur s ruznou slozitosti i ruznymi zarukami na stabilitu
rozkladu. V kazdém pripadé je v teoretickych odhadech na tyto zaruky i zavislost na
prislusném rustovém faktoru. Prvni metodou pivotace, kterda najde vyse zminéné bloky
LBL" rozkladu je tplna diagondlni pivotace. Ta je zaloZena na tom, Ze v aktivni
matici nejprve najde diagonalni prvek maximalni velikosti a,, a mimodiagonalni prvek
maximalni velikosti a,,. Poté, jestlize a,, > oa,q, vybere a,, jako 1 x 1 pivot, jinak vybere
jednoznacné urceny 2 x 2 pivot s mimodiagonalnim prvkem a,,. Teoretickymi odhady,
které se tykaji rustového faktoru a volbou parametru « se zde nebudeme zabyvat. Duvod,
pro¢ je v pripadé malych diagondlnich prvku nékdy vyhodné pouzit 2 x 2 pivot snadno
vidime z nasledujiciho vztahu pro inverzi bloku 2 x 2, ktery uvadime pro obecnéjsi nesy-
metricky pivot (a kde predpokldddme, ze tato inverze existuje).

(Z Z) L 1/(ad — be) (_dc _ab)

Vybér diagonalniho pivota s velkou absolutni hodnotou a vybér 2 x 2 pivota s mimodi-
agonalnim prvkem s velkou absolutni hodnotou jsou tedy komplementarni. Krok tplné
diagonalni pivotace v symetrickém indefinitnim rozkladu znazornime nasledujicim algo-
ritmem.

Algoritmus 13.1.1 Krok tuplné pivotace podle Bunche a Parletta (1971)

. Poloz o= (14++/17)/8 = 0.64
. Nalezni ayy: diagondlni prvek maximalni velikosti
. Nalezni a;j: mimodiagondlni prvek mazimdlni velikosti (i < j)
. if \akk\ > oz|aij\ then

pouzij ayy, jako 1 x 1 pivot (hotovo pro ag, =0)
else

oo [ Qi Qij | p :
pouzi) (a» a-]») jako blokovy 2 X 2 pivot

Ji JJ
. end if

N N N

Algoritmus, ktery provadi uplnou diagondlni pivotaci je velmi stabilni, ale jeho im-
plementace muze byt pro rozklad ridké matice velmi neefektivni ze stejného duvodu jako
je obtizné provést uplnou pivotaci v fidkém LU rozkladu. Problém efektivniho postupu
v ptipadé tidkych matic Tesi do znacné miry pivotace podle Bunche a Kafmannové, jejiz
jeden krok je uveden v nasledujicim algoritmu.

Algoritmus 13.1.2 Krok uplné pivotace podle Bunche a Kaufmannové (1977)
1.a=(14++17)/8 = 0.64

2.1 =1 (moznd varianta, kde i spliuje |a;;| > a|agx| mezi viemi k

3. Nalezni j # i takové, Ze aj; = max{|ay|, k # i} = A

4. if |a”| Z aA then
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5. pouzij ay; jako 1 x 1 pivot
6. else

7. o =max{|ag|, k # j}

8. if |ag|o > a\? then

9. use a;; jako 1 x 1 pivot
10.  else if |aj;| > ao then
11. pouzZij aj; as a1l x 1 piwot
12. else
oo f Qig o Qg5 \ . .
13. pouziy \ o~ jako blokovy 2 x 2 pivot
jgi Ajj
14. end if
15. end if

Schématicky si muzeme znazornit, které prvky jsou v jednom kroku Algoritmu 13.1.2
testovany.

d DA
A c o
o

Rustovy faktor je v tomto algoritmu omezen s asymptotickym faktorem (2.57)"!, coz
je jesté o néco vétsi rust nez v pripadé standardni casteéné pivotace LU rozkladu, ale pro
vétsinu praktickych tloh je tato pivotace dobrym fesenim. Prahova modifikace pivotace
[110] zavadi dalsi parametr, ktery vyvazuje fidkost a stabilitu analogicky k vySe zminéné
prahové pivotaci v LU rozkladu. Zvolime-li tento parametr 7 z (0, 1), pak muzeme vyse
uvedeny BK rozklad modifikovat tak, ze v nasledujicim schématu plati | f| > 7|A|

d . f A
f . e o
AL

Y

Potiebnost omezit prostor, ve kterém se hleda pivot, naptiklad u indefinitnich variant
multifrontalni metody, vedl k dalsim modifikacim pravidel pivotace, jako jsou naptiklad
v nasledujicim Algoritmu 13.1.3 [111].

Algoritmus 13.1.3 Pivotacni pravidla prahové pivotace
1. if |d| > «|\| pouzij d jako 1 x 1 pivot

2.if |dry| > a|M?: pouzij d jako 1 x 1 pivot
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3. if |e| > a|y|: pouzij e jako 1 x 1 pivot

4. else 5. pouzyy (? J;) jako blokovy 2 x 2 pivot

Zde plati, ze optimalni velikost « zavisi také na prahu 7 a muze byt spocitana
prostiednictvim jednoduché algebraické rovnice.

Pozdéji bylo ukézano [11], Ze faktor L nemusi byt omezeny a na viné je pravé blokovy
charakter rozkladu, ktery muze byt provadén ruznymi zpusoby. Zatimco v piipadé dia-
gondlni pivotace plati pro néjakou konstantu ¢ vztah ||L|| < ¢, Algoritmus 13.1.2 muze
byt modifikovan, aby platilo ||L||||D||||LT]| < ¢||A]|]. Jinym zptusobem, jak se vyhnout
problémum s rustem prvku v trojuhelnikovém faktoru je nasledujici postup.

Algoritmus 13.1.4 Rook pivoting: Duff, Reid (1982,1983); Ashcraft et al. (1998)
1.a=(14++v17)/8 = 0.64

2.1 =1 nebo i je index diagondlniho prvku s mazimdlni velikosti (bounded BK / fast BP)
3. Nalezni j # i tak, Ze aj; = max{|ay|,p # i}

4. if |a;| > alaji| a a; # 0 then

5. pouzij a;; jako 1 X 1 pivot

6. else

7. repeat

8. Najdi k # j tak, Ze |ay;| = max{|a,;|,p # j}

9. if |aj;loc > alay;| a aj; # 0 then

10. pouzij aj; jako 1 x 1 pivot

11. else if |a;;| = |ag;| then

12. pouzij i aij) jako blokovy 2 x 2 pivot
aji  Qjj

18. else

14. Polozi=j and j =k

15. end

16. until je nalezen pivot nebo byly navstiveny vsechny sloupce

16. end if

Posledni dva algoritmy, které uvedeme, hledaji pivot ve velmi omezeném prostoru.
Prvnim z nich je Bunchova tridiagonalni pivotace s modifikaci z roky 1999, kterda umoznuje
zvysit pravdépodobnost vybéru 1 x 1 pivota. Druhy z téchto algoritmu se dé pouzit bez
nutnosti znat matici doptedu, coz muze byt vyhodné napiiklad pfi feSeni soustav rovnic
v ramci Lanczosovy metody.

Algoritmus 13.1.5 Stabilni tridiagonalni pivotace: Bunchova metoda
1.a=(v5—-1)/2~0.62

2. Najdi o: prvek maximdlni velikosti v A
3. if |ay1|o > alay |* then

4. pouzij ayy jako 1 X 1 pivot

5. else
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... [Q11 Q12 . , .
6. PoUzZij < > jako blokovy 2 x 2 pivot
Q21  G22
7. end
end

Algoritmus 13.1.6 Pivotace Bunch-Marcia
a=(v5-1)/2~0.62

~

2. A = aj1aia — a%l
3. if |A| < alajiass| nebo |agi Al < ala? azs| nebo |ajias| > aad?, then
4. pouzij a1y jako 1 X 1 pivot
5. else
6. DPOUZL) <a11 am) jako blokovy 2 x 2 pivot
Q21 G22
7. end if

I v ptipadé symetrickych indefinitnich systému je vhodné permutovat na hlavni dia-
gonalu nenulové prvky s co nejvétsi absolutni hodnotou. Analogicky k LU rozkladu existuji
i statické grafové algoritmy, které berou do tivahy diagonalni prvky i mozné bloky velikosti
2 x 2 a priori. Ty mohou byt zaloZeny na rozkladu permutaci na cykly, viz [48], [53], [54].
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Ridkad QR faktorizace

Unitarni transformace predstavuji dalsi dulezitou komponentu numerické linearni algebry
a v mnoha pfipadech jsou dulezité také jako procedury, které umoznuji efektivni feseni
soustav linearnich algebraickych rovnic. V tomto textu nas budou zajimat tyto transfor-
mace aplikované na realné matice, které poskytnou QR rozklad ve tvaru

A=QR (14.1)

Budeme se pritom soustiedit pouze na QR rozklad ziskany prostifednictvim Householde-
rovych reflexi a Givensovych rotaci bez toho, abychom diskutovali jejich pouziti naptiklad
pro feseni problému nejmensich ¢tverci nebo jejich stabilitu. Hlavni motivaci je ukézat
strukturalni odliSnost téchto ortogonalnich transformaci pii QR rozkladu fidkych ma-
tic. Nebudeme pfitom zminovat nékteré praktické otazky souvisejici se stabilitou téchto
reflexi.

14.1 Householderovy reflexe a husté matice
Householderova reflexe je uréena elementarni matici reflexe
H=1-2uw",

kde I € R™™ je jednotkova matice a v € R™, ||v|| = 1. Snadno nahlédneme, ze House-
holderova reflexe je symetricka a ortogonalni. Jeji pouziti pro QR rozklad je zalozeno na
tom, ze aplikace na nenulovy vektor x € R"™ poskytne

Hz = (£]|]]2,0,...,0)" (14.2)

QR rozklad matice A € R™*" pomoci Householderovych reflexi je zalozen na jejich po-
stupné aplikaci na sekvenci Schurovych doplnki, kde ptislesné vektory z jsou zvoleny jako
jejich prvni sloupce. Standardnim doplnénim téchto reflexi na dimenzi n diagonalnimi
jednickami ziskdme QR rozklad A = QR, pro ktery muzeme formélné napsat

Q=HH,.. H, R=Q"A.
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Uvazujme aplikaci Householderovy reflexe H = I—2vvT A na néjakou matici A € R™*",
kde v je jeji normalizovany prvni sloupec a kde

Hv = (£||v]|2,0,...,0)T (14.3)
Pak plati:
o v, =0= (HA)x = Ai

e v; # 0 = Struktura fidkosti (H A); je ddna sjednocenim vsech struktur idkosti A;,
takovych, ze v; # 0.

Na rozdil od LU rozkladu muze byt faktor R QR rozkladu vyrazné hustsi nez faktor
U LU rozkladu téze matice. Souvisejici vztah je popsan nasledujici vétou, ktera ukazuje,
ze R faktor se vztahuje k rozkladu matice soustavy normalnich rovnic.

Véta 14.1.1 Jestlize AT A je pozitivné definitni s Choleského faktorizaci ATA = LLT a
QR rozkladem A = QR, pak L = R”.

QR faktorizace méa kvuli svému charakteru jesté dalsi vyznamnou makroskopickou
odlisnost of LU rozkladu.

Véta 14.1.2 Necht A md silnou Hallovu vlastnost. Pak je struktura vidkosti R rovna
strukture symetrického faktoru LT rozkladu AT A = LLT. V opacném pripadé je struktura
Yidkosti LT obecné nadmmnoZinou struktury vidkosti R.

14.2 (Givensovy rotace
Jinym postupem pro ziskdni QR rozkladu je pouziti Givensovych rotaci. Ty jsou v mati-

cové formé reprezentovany matici G, ktera vznikne z jednotkové matice nahrazenim jejich
¢tyt prvku obecnéjsimi hodnotami. Schématicky

i J
1
1
1 cos ¢ —sin ¢
1
G = (14.4)
1
J sin ¢ cos ¢
1
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&
Vysledek aplikace na Gx Givensovy rotace na vektor x = | @ | je
&n
i J
1
1
1 cos ¢ —sin ¢
1 &1
Gij(¢)r = :
1 &,
¥ sin ¢ cos @
1
1

&
1| &coso _ §jsing

J &singb%'—gjcosgb

&n

V QR rozkladu jsou Givensovy rotace jsou voleny tak, aby nulovaly konkrétni prvky
v rozkladané matici. Jejich vyhodou je byt, ze je mozné nulovat nenulové prvky v matici
velmi specificky. Na druhou stranu, princip vzniku zaplnéni v matici je analogicky jako u

Householderovych reflexi. Konkrétné aplikace Givensovy rotace G na matici A ve tvaru
G A implikuje, Ze struktury fidkosti A;. a Aj, jsou sjednoceny na obou téchto fadcich.
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Software pro primé metody reseni
ridkych soustav linearnich
algebraickych rovnic

V této kapitole struéné (nékdy i heslovité) popiseme néktery software pro pfimé reseni
soustav. Nas vybér je dan predevsim snahou o demonstraci nékterych vyse zminénych
inovativnich prvku teorie feSeni i algoritmu. O vlastnostech kédu budeme informovat
pouze genericky s tim, ze u mnohych z nich pokracuje vyvoj, ktery dodava stale nové
funkéni a implementa¢ni moznosti. U publikaci citujeme obvykle ptivodni zdroje a nikoli
casto velké mnozstvi publikaci prezentujicich dalsi vylepSeni. Samoziejmé, ze existuje
mnoho dalsich programu a nové stéle vznikaji (WSMP, Pardiso, Taucs, DSCPACK, KLU,
NSPIV, atd.). Nicméné, nas tkol zde je hlavné demonstrovat, ze popsané techniky nasly
od pocatku své implementace a ze i u soudobych aktualizaci zminéného software existuje
stale vice variant pristupu k feSeni, které mohou pouzivat vyse uvedené stavebni kameny.
Mnohem obsédhlejsi seznam najdeme naptiklad v [40] i s odkazem na pravidelné inovovany
seznam volné dostupnych kédu.

15.1 Yale Sparse Package I. - symmetric codes: 1982

Jednim z prvnich kédi moderniho Choleského rozkladu, byl tento software zalozeny na
publikaci autoru Eisenstat, Gursky, Schulz, Sherman z roku 194¢ [62]. Zakladni datovou
strukturou programu je CSR (komprimovana fidka struktura po tadcich: TA, JA, A).
Pocatecni usporadani je zalozeno na algoritmu miniméalniho stupné. Postup predpoklada
tfi faze rozkladu: symbolickou faktorizaci, numerickou faktorizaci a substitu¢ni kroky.
Symbolicka faktorizace je efektivni a je zalozena na miSeni struktur fidkosti radku pricemz
ale velikost faktoru neni spocitana doptedu. V nasi klasifikaci lze postup v tomto soft-
ware charakterizovat jako (transponovany) sloupcovy algoritmus bez pouziti bloku. Z
predchudct v pouziti CSR schématu nebo jeho analogii v software jmenujme naptiklad
A. Changa, 1969, ktery ozndmil software pro analyzu elektrickych rozvodnych siti [30]
a samotny program pouzival symbolickou a numerickou faktorizaci oddélené. Viz také
ndvrh Curtise a Reida z roku 1971 s popisem dvou algoritmickych postupu [37].
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15.2 Yale Sparse Package II. - nonsymmetric codes:
1977

Algoritmus je zalozen na LDU rozkladu bez vyuziti bloku [61]. Oproti CSR/CSC ulozeni
fidkych matic pro matici soustavy a oba faktory se pouziva sofistikovanéjsi komprimovana
struktura s vyuzitim opakovani urcitych struktur matici. Usporadani je pro vétsi stabilitu
a minimalizaci zaplnéni LDU rozkladu naplanované doptredu, ackoli, jak vime, stabilita
rozkladu muze byt velkym problémem. Poté je implementace bezprostfednim rozsitenim
postupu pro symetricky rozklad.

15.3 SPARSPAK, 1981

Obsazna knihovna na feSeni soustav se symetrickymi a pozitivné definitnimi maticemi,
pozdéji i linearni problém nejmensich ¢tvercu. Zékladni literaturou je publikace autoru
A. George a J.W.-H. Liu [75] v niZ jsou kromé jiného popsény programy pro mnohé kom-
ponenty kédu popsané v jazyce Fortran. Pocatecni usporadani je zalozeno na ndsobném
algoritmu miniméalniho stupné s pfipadnym pocitani externiho stupné Symbolicka fakto-
rizace je zalozena na elimina¢nim stromu (implicitné pouzitém). Velmi efektivni pocitani
v programu SPARSPAK, které ale bylo pozdéji nahrazeno blokovymi kédy a mnohymi
vylepsenimi, které muzeme souhrnné nalézt v néasledujicim software.

15.4 Blkchol, 1997

Tento software v jazyku Fortran, ktery implementuje supervrcholovy sloupcovy Cho-
leského rozklad, je ucebnicovym ptikladem pouziti mnohych komponent tohoto rozkladu
diskutovanych vyse. Byl vytvoren zacatkem devadesatych let minulého stoleti autory E.
Ng a B. Peytonem [123], [124].

15.5 Y12M, 1981

Vlivny program, ktery uz ma jako jiné dalsi predevsim symbolicky vyznam a ktery se
zaméril na feseni obecné nesymetrickych soustav linearnich algebraickych rovnic podma-
ticovou metodou. Stabilita rozkladu je podporovana tiemi zakladnimi pivotacnimi strate-
giemi zobecnujicimi Markowitziv ndvrh na nesymetrické permutace a kombinujicimi jej
s kritérii na velikost prvku. Nové jsou zde navrzena kritéria pro odvrhovani prvku, kterd
vedou k nepresnému rozkladu a pouziti iteracniho zpfesnéni. Omezena prahova pivotace
ma svij puvod mimo jiné zde. Dynamické datové struktury, které umoznuji vkladani za-
plnéni jsou podrobné popsané v [128] a navazuji na struktury pouzité v programech z
HSL, jako je MA28, zminéné nize. Zékladni popis programu je v manuélu [167], viz také
knihy [128] a [166] a citace v nich obsazené.
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15.6 Nesymetrické kédy z Harwell Subroutine Lib-
rary (HSL) jako M A28, 1983; M A48, 1996

Velké skupina programu vyvinutd v Harwell Laboratory (Rutherford Appleton Labora-
tory) zaméfenych na FeSeni obecné nesymetrickych soustav podmaticovymi metodami s
dynamickou pivotaci. Kéd MA48 je zalozen na blokovém rozkladu a vnitiné pracuje s
technikou pivotace podle Gilberta a Peierlse [81]. Dynamické datové struktury zminéné u
Y12M maji svuj puvod zde.

15.7 Symetrické a indefinitni multifrontalni kédy z
HSL od MA27, 1983 az po MA57,2004 a HSL_MA97,
2013

Dalsi skupina programu vyvinutd v Harwell Laboratory (Rutherford Appleton Labora-
tory) zaméfrend predevsim na feSeni soustav se symetrickou a indefinitni matici, tedy
umoznujici také pivotaci s bloky 2 x 2. V jejich rdmci vznikla prvni multifrontdlni imple-
mentace. Tak jako v jinych HSL programech jsou faze symbolické a numerické faktorizace
jinak preskupeny a prejmenovany. Postupny vyvoj byl i vyvojem pocatecnich usporadéni
se zahrnutim predpokladanych pivotu velikosti 2 x 2 a sofistikovanych pivotaci s rozliSenim
tiid 2 x 2 pivotu, které napiiklad umoznily efektivnéjsi reseni sedlobodovych problému.

15.8 MA41, 1990

Vyznamnym meznikem v feSeni nesymetrickych soustav je kéd MA41, coz je nesymet-
ricky multifrontalni kod P. Amestoye a I. Duffa, kde je ale multifrontalni metoda zalozena
na struktuie {dkosti matice A+ AT a pivotace vyuziva odsun pivoti. Kromé samotného
kédu v knihovné HSL patif mezi zédkladni publikace [4], [5]. Ridici strukturou je vari-
anta eliminac¢niho stromu, kde jsou bloky tvoteny i pfirozenou amalgamaci jeho vrcholu.
Pocatecni usporadani je zalozeno na algoritmu AMD. Algoritmus je prirozené paralelni
vyuzivajici stromovovy algoritmus i paralelni zpracovani bloki. Vyvoje tohoto kédu se
zahrnutim velkého mmnozstvi dalsich postupu pro ruzné typy soustav vedl k programu

MUMPS.

15.9 MUMPS, since 90s

Jednou z hlavnich moznosti souc¢asnosti pro feseni soustav linearnich algebraickych rovnic
piimymi fidkymi metodami je mocny kéd MUMPS. Jeho vyvoj je mozné vysledovat z
nésledujicich publikaci, které oddéluje propast ¢asu [7], [6]. Kéd zahrnuje feseni soustav
se symetrickou a pozitivné definitni matici, obecné indefinitni i nesymetrickou matici,
zahrnuje mnoho alternativnich metod na pocatecni usporadani i pivotace, je-li potieba.
Zéakladni technikou je multifrontalni metoda. Ma ale mnoho dalsich funkcionalit jako jsou
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analyza chyby, pocitani prvku inverzni matice nebo determinantu a umoznuje obecné
formatové vstupy.

15.10 UMFPACK, Davis, since 2004

Zakladem software je plné nesymetrickd multifrontalni metoda [39], [38].

15.11 CHOLMOD, Davis, 2004

Jednim z nejrychlejsich kédu soucasnosti pro feSeni soustav se symetrickou a pozitivné de-
finitni matici je supervrcholova fidka Choleského faktorizace CHOLMOD, ktera umoznuje
i dynamickou tvorbu supervrcholu a je plné zalozena na BLAS3 aritmetice; viz [31] Spe-
cifickym rysem tohoto programu je moznost aktualizovat tento rozklad pfi ruznych jed-
noduchych zméndch dané matice.

15.12 SuiteSparse

Integrujicim kédem, ktery zahrnuje nejen nové verze UMFPACKu a CHOLMODu, ale i
mnoho dalsich funkcionalit véetné ruznych moznosti paralelizace vypoctu je SuiteSparse.
Informace o tomto software je mozné najit v fadé publikaci T. Davise.

15.13 SuperLU, since 1999

SuperLLU predstavuje alternativni pohled na rozklad tim, ze vysel jako nesymetrické zo-

becnéni blokovych sloupcovych piistupu [44] a zahrnul nejen obecné nesymetrické poc¢ateéni
usporadani i ¢astecnou pivotaci, nesymetrické supervrcholy, symetrické ofezavani pro

rychlou symbolickou faktorizaci [103], [102]. Novym rysem kédu byly techniky nepiesného

vypoctu diagonalni modifikaci doplnéné iteracnim zpresnénim. Vyvoj tohoto kodu Sel

dale k vykonnym paralelnim implementacim a zahrnutim novych technik vcetné datové

ridkosti.
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Priblizné maticové rozklady, stépeni
a predpodminovani

V této kapitole budeme hovotit o pribliznych rozkladech matic. Velmi specidlni mati-
cové rozklady predstavuji také jejich Stépeni. Aplikace Stépeni a aproximaci rozkladu
je obvykle tzce spjata s iteraénimi metodami (itera¢nimi procesy) procesem zvanym
predpodminovani iteracnich metod. Zde budeme diskutovat nejen interpretaci mati-
coveé zalozeného predpodminovani v ramci stacionarnich iteracnich metod pro feseni sou-
stav linedrnich algebraickych rovnic, ale probereme jeho souvislost s itera¢nimi metodami
zalozenymi na krylovovskych prostorech. Proto se nevyhneme jednoduchému pftiblizeni
iteracnich metod.

Jejich zékladem je vytvareni iteracni posloupnosti xg, 71, . . . do té doby, nez ziskame
prijatelné teseni. Vyhodnoceni, zda feseni je ptijatelné a kdy tedy posloupnost ukonéit,
je problém, kterym se zde nebudeme zabyvat. Je-1i n¢jaky konkrétni ¢len iteraéni posloup-
nosti z, pak ndsledujici clen budeme c¢asto pro zjednodusen{ zdpisu oznacovat z™.

16.1 Stacionarni iteracni metody

Obecné, jednokrokovou linearni stacionarni itera¢ni metodou nazveme proces, ve
kterém je vztah mezi dvéma po sobé nasledujicimi ¢cleny z,z+ € R" vyjddien

at =Sz + M'b, (16.1)

kde S, M € R™™ a kde matice M je regularni. Matice S se nazyva iteraéni matice.
Takové iteracni metody pro TeSeni soustav linearnich algebraickych rovnic budeme déle
zjednodusené nazyvat stacionarni iteracni metody.

16.1.1 Konzistence

Dulezitou vlastnosti stacionarni itera¢ni metody (16.1) je jeji konzistence, vyjadienou
vztahem
r* = Sz* + M1 Ax*,

209
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ze kterého plyne
S=1-M"1A,

kde x* je feSeni soustavy rovnic Az = b. Tento vztah muzeme ptrepsat do obecné pouzivaného
tvaru
et =0 - M 1'Av+ M b= (I — M " A)x + M 'b. (16.2)

Jinym vyjadienim konzistentni stacionarni iteracni metody je pouzit nasledujici tvar chy-
bové korekce
Mz —at) = Az —b. (16.3)

Ruznymi volbami reguldrni matice M ziskame ruzné iteraéni metody. Jednoduchou
variantou je odvozeni matice M piimo z dané matice A. Volba matice M vztahem

A=M-R=M— (M — A) (16.4)

pro néjakou matici R € R" se nazyva volba stépenim matice A. Nejjednodussi stépent,
které dale zminime, vybiraji M ve tvaru diagonalni ¢i trojuhelnikové ¢asti matice A.
Specidlni iteracni metoda pro M = [ se nazyva metoda prosté iterace.

Z motivacniho pohledu je vhodné, aby matice M néjakym zpusobem a “dostatecné
dobte” aproximovala matici A, ale vlastnosti, které musi spliovat dobra itera¢ni me-
toda v praxi je vic a déle je zminime podrobnéji. Matici M budeme nazyvat matice
predpodminéni metody prosté iterace a cely proces transformace nazveme predpod-
minénim metody prosté iterace.

16.1.2 Konvergence
Stacionarni iteraéni metodu pro feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic

Az =b, A€ R™" € R", be R" (16.5)

nazveme konvergentni, jestlize vytvarena posloupnost konverguje k teseni z* této sou-
stavy nezavisle na volbé pocateéniho priblizeni xy. Pfipomenme si nyni pojem spektralniho
poloméru matice. Spektralni polomér matice S € R™*" je dan vztahem

Jim [ S% |V, (16.6)
ale dé se také vyjadrit pomoci pomoci jejich vlastnich ¢isel vyrazem
p(S) = max{|\;|| A € s(A)}, (16.7)
kde s(A) oznacuje spektrum matice A. Zndmy vysledek je uveden v néasledujici vété

Véta 16.1.1 Staciondrni iteracni metoda (16.1) s iteracni matici S je konvergentni prdavé
tehdy, plati-li
p(S) <1,

kde p(S) je spektrdlni polomér matice S.
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16.1.3 Predpodminéni jako obecna transformace

Pojem ptredpodminéni muzeme zavést obecnéji nez transformaci metody prosté iterace.
Uvazujme obecnou soustavu linearnich algebraickych rovnic

Ar =b (16.8)
a regularni matici M. Transformujme tuto soustavu podle vztahu
M~ tAr = M~'b. (16.9)

Tato transformace ale bezprosttedné souvisi s nasledujici stacionarni itera¢ni metodou,
u které predpokladdme jeji konvergenci k feseni soustavy (16.8). Doplnénim ptiblizeni
x, " € R"™ do rovnosti nasledujicim zpusobem dostaneme itera¢ni metodu, ktera je zjevné
konzistentni

et + M 'Ar =2+ M'b. (16.10)

Tento vztah muzeme prepsat na tvar
et =1 - M Az + M, (16.11)

ktery je ekvivalentni (16.2).

To ukazuje vyznam predpodminéni jako obecnéjsi algebraické transformace pouzitelné
i mimo stacionarni iteracni metody. Matice predpodminéni muize byt nejen zvolena pomoci
néjakého stépeni matice A, ale muze reprezentovat maticovou nebo i obecnéjsi linearni
¢i nelinedrni transformaci soustavy. Transformovand soustava ve tvaru (16.9) muze pak
byt TeSena i obecnéjsim iteracnim postupem, napiiklad nestacionarni krylovovskou me-
todou. Dale budeme tedy hovorit o obecném predpodminéni iteracnich metod bez
dalsich privlastki. Volna souvislost nazvu této transformace s podminénosti soustavy
linearnich rovnic vyplyne z nasledujiciho textu.

16.1.4 Piredpodminéni v ramci iteracnich metod

Chéapeme-li predpodminéni jako transformaci soustavy, mame dvé zékladni moznosti jak
tuto transformaci vélenit do feseni soustavy. Prvni moznosti je soustavu primo transfor-
movat na tvar (16.9) a teprve potom fesit. Problémem tohoto postupu i kdyz neuvazujeme
ztratu presnosti danou timto prednasobenim, je mozny velky pocet operaci pro vypocet
maticového vyrazu

MA. (16.12)

Souvisejicim problémem je potencidlné velké zaplnéni v matici M 1A, je-li A rozsahld a
fidka. Proto je takovy postup vhodny jen ve specidlnich ptipadech.

citné. Pro naprostou vétsinu iterac¢nich metod tento postup znamena, ze se v kazdém
iteracnim kroku jejich algoritmii aplikuje matice M ~! nebo jeji transpozice na jeden nebo
vice vektoru ve formé nasobeni vektoru matici. Z praktického pohledu pak neni potieba
konstruovat zadnou dalsi maticovou strukturu, kde by byly problémy s velikosti zaplnéni.
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16.2 Obecné vlastnosti predpodminéni

Bez podrobné analyzy toho, jak feSeni soustavy zavisi na konkrétni volbé predpodminéni
M , nejde cinit exaktni zavéry o kvalité jeho volby. Takova analyza musi nejenom zahrnovat
konvergencni vlastnosti pouzité iterac¢ni metody, ale zaroven zahrnovat i implementaci a
spoluprace s konkrétni pocitacovou architekturou. Piesto je mozné zhruba odhadnout,
jaké vlastnosti jsou obecné vhodné pro kvalitni maticové predpodminéni M.

16.2.1 Kvalita predpodminéni

Matice M musi byt predevsim kvalitni aproximace matice A. Tuto kvalitu muzeme hod-
notit ruznym zpusobem.

e Za prvé, matice M a A by mély byt blizké. Tuto blizkost muzeme hodnotit funk-
cionalem vzdalenosti téchto matic v néjaké normé. Tato vzdalenost zapsana jako

| M — Al
by méla byt mala.

e Za druhé, i matice I a M~'A by mély byt blizké. Tuto blizkost mizeme vyjadiit
pomoci normy iteracni matice

| I—M1A|.

Vyznam a odlisnost tohoto kritéria od predchoziho je vidét, kdyz si uvédomime, ze
v realné implementaci itera¢niho feseni transformované soustavy skutecné muzeme
aplikovat matici M1 A.

e Za treti, je-li matice M dana soucinem dvou nebo vice faktoru, naptiklad ve tvaru
M = M;M,, pak aplikace téchto faktoru v ramci itera¢ni metody by méla byt
stabilni. Jsou-li tyto faktory dany rozkladem, pak by tento rozklad mél byt stabilni.
Stabilitu rozkladu 1ze v iteraé¢ni metodé ruznymi zpusoby odhadovat.

e Za ctvrté, aplikace inverze matice M by méla mit nizkou vypocetni slozitost
za predpokladu, ze v konkrétnim algoritmu budeme poéitat pifmo matici M 1.
Piedpodminéni zalozend na vypoctu M ! budeme nazyvat inverzni predpodminéni.
Ostatni predpodminéni budeme nazyvat prima predpodminéni.

e Za paté, predpodminéni by mélo byt vhodné pro konkrétni cilovou poéitacovou
architekturu, ktera muze byt i vektorova, paralelni nebo masivné paralelni. To
muze znamenat, ze by predpodminéni mélo mit vhodnou blokovou strukturu nebo
byt snadno paralelizovatelné.

16.2.2 Jednostranna a oboustranna predpodminéni

Uvazujeme-li maticové predpodminéni jako transformaci, pak je vice moznosti jak ji apli-
kovat. Konkrétné, transformaci pomoci M~ af je tato matic uloZena explicitné nebo
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pouze implicitné, muzeme aplikovat na matici soustavy nejen, jako v (16.9), ale tieba
nasobenim z pravé strany nebo z obou stran, predpokladame-li, ze matici M lze vyjadrit
ve tvaru soucinu dvou ¢i vice faktoru. Tt zakladni zpusoby transformace zapsané jako

M'Az = M7

AM™Yy = b,z =My

M{YAMG Yy = M'b, x = My, M = MM,
nazyvame, po fadé, predpodminéni zleva, zprava a oboustranné predpodminéni.
Bez dukladné analyzy nelze tici, ktera z variant je v konkrétnim ptipadé vyhodnéjsi.
Nésledujici véta jen dokresluje slozitost situace.
Véta 16.2.1 Necht € a A jsou kladnd ¢isla. Pak plati, Ze pro kazdé n > 2 existugi re-
guldrni matice A € R" a X € R" takové, Ze XA — I ma absolutni hodnoty vsech svijch
proki mensi nez € a AX — I md absolutni hodnoty vsech svijch prvki vétsi nez A [118].
Ptipomenme jesté, ze pro posuzovani predpodminovani v konkrétnim pripadé nelze

oddélit jeho numerické vlastnosti od implementace predpodminéné iteracni metody a
vlastnosti cilové pocitacové architektury.

16.2.3 Predpodminovani soustav se symetrickou a pozitivné de-
finitni matici

Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, pak oboustranné predpodminénd soustava

Ly AL 'y = Lyb, v =Ly (16.13)
zalozeny na rozkladu M = Ly/L%, m4 opét symetrickou a pozitivné definitni matici
LX/}AL]T/[T a na jeji feseni je mozné pouzit vhodnou iteraéni metodu. Tou je naptiklad

metoda sdruzenych gradientt. Stale ale madme na vybér vice ekvivalentnich moznosti
matematické formulace predpodminéné iteracni metody, jak naznacuje nasledujici Véta

16.2.2.

Veéta 16.2.2 Uvazujme reseni soustavy Ax = b a symetrickou a pozitivné definitni matici
predpodmineni M. Pak

o M~'A je samosdruzend ve skaldrnim soucinu (.,.)y = (M., .).
o AM™! je samosdruzend ve skaldrnim soucinu (.,.)p—1 = (M~1.).).

Dikaz: Samosdruzenost piislusnych maticovych operatoru vyplyva z nasledujictho prepisu.
(M Az,y)y = (Az,y)
(z, Ay)
= (z, MM 'Ay)
(Mz, M~ Ay)
(z, M~ Ay)m
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(AM 'z, y) 1 = (AM o, M Yy) = (Mo, AMYy) = (2, AM 'y) (16.14)

[
Dusledek této Veéty je nasledujici.

Disledek 16.2.1 Metoda sdruZenijch gradienti soustavy rovnic predpodminéné zleva
a zaloZené na skaldrnim soucinu (.,.)pnr, metoda sdruZenych gradienti soustavy rovmic
predpodminéné zprava zaloZend na skaldrnim soucinu (.,.)y-1 a metoda sdruzenijch gra-
dientu se standardnim skaldrnim soucinem oboustranné predpodminénd podle (16.13) po-
skytugi v presné aritmetice stejnou posloupnost iteract.

Matematicka ekvivalence vsak neni vse. Vybér varianty metody konkrétniho predpod-
minéni v rdmci metody sdruzenych gradientu je pak v mnohém dén napiiklad tim, jaké
jsou mezivysledky metody, které se pouzivaji k monitorovani konvergence predpodminéné
iteracni metody, ale i samotnou implementaci, kterou se mohou jednotlivé varianty lisit.

16.3 Predpodminéni metody prosté iterace

V této sekci ukdzeme, jak se zakladni stacionarni iteracni metody, které lze chapat jako
metodu prosté iterace s predpodminénim zalozenym na stépeni matice, od sebe vzajemné
lisi tim, co od nich muzeme ocekavat v praxi. Tedy predevsim jak se lisi konvergenci i
teoretickymi zarukami konvergence. Zapisme vyse uvedenou metodu prosté iterace, kde
M =1, ve tvaru

=1 —-Az+b (16.15)

a uvazujme nékterd jeji predpodminéni vzniklé nahrazenim jednotkové matice regularni
matici M ve vztahu (16.15). Vzniklé metody zde uvedme ve formé iteracnich metod
a u uvadeéni jejich vlastnosti zustaneme u redlnych matic, ackoli néktera zobecnéni do
obecnéjsitho komplexniho oboru jsou pfimocara.

16.3.1 Richardsonova metoda

Richardsonova metoda je urcend volbou
M= (1/0)1, (16.16)

kde 8 € R je skaldrni parametr. Nésledujici véta je zakladnim vysledkem, tykajicim se
jejl konvergence ve specialni ptipadeé

Veéta 16.3.1 Pro matici A s kladnymi vlastnimi ¢isly metoda a redlnym parametrem 6
konverguje Richardsonova metoda pro libovolné pocdtecni priblizeni xy pravé tehdy, plati-li

0<60<1/Anasz(A), (16.17)

kde Amax(A) je mazimalni vlastni ¢islo matice A.
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Dikaz: Vztah (16.17) implikuje
1< 1= Oae(A) < 1 — Ohin(A) < 1 (16.18)

a proto také

p(I — M TA) = p(I —0A) <1 (16.19)

a jedna implikace je dokazana. Konverguje-li metoda, pak
1 — 0oz (A) < |1 — 0N aa(A)| < p(I —0A) < 1. (16.20)

Protoze matice A ma kladn& vlastni ¢isla, musi platit # > 0. Na druhé strané, protoze

1- eAmam(A) > _|]- - QAmam(A” > _p(I - HA) > _1a (1621)

pak musi byt i
ONnaz(A) >0 (16.22)
a dukaz je hotov. |

Rychlost konvergence Richardsonovy itera¢ni metody je déna jejim polomérem kon-
vergence urcenym néasledujici vétou.

Véta 16.3.2 Necht md matice A pouze redlnd vlastni éisla a wvaZujme redlny parametr
0. Pak jeji polomér konvergence je ddan vztahem

p(I — 0A) = max(|1 — O (A)], |1 — O as (A))). (16.23)

Diukaz: Tvrzeni véty plyne z toho, ze vlastni ¢isla iteracni matice jsou dana vyrazem
1—0\ Aeo(A) (16.24)

a z faktu, ze funkce |1 —6z| nemd lokdlni maxima a polomér konvergence je ddn hodnotou
v nékteré ze svych extremalnich hodnot. ]

Snadno nahlédneme, Ze optimélni rychlost konvergence ziskdme pro parametr mini-
malizujici polomér konvergence, tedy minimalizujici vyraz

max (|1 — OAnin(A)], |1 — O (A)]), (16.25)
coz vede k porovnani
ONnaz(A) — 1 =1— 60X (A) (16.26)
a tedy pro
2
0= . (16.27)
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16.3.2 Jacobiho metoda

Dalsi velmi pouzivanou metodou je Jacobiho metoda zalozena na stépeni A = M — N,
kde

M = Dy.

D 4 zde standardné oznacuje diagonalni ¢ast matice A. Definujme nyni ostie diagonalné
dominantni matici.

Definice 16.3.1 Rekneme, Ze matice A € R™™ je ostie diagonilné dominantni,
plati-li pro prvky na jejich Tddcich vztah

n

Z lag| <laxl,i=1,....n (16.28)

=1

Plati-li pro alespon jeden tddek rovnost a musime-li tedy ve vztahu (16.28) pouzit neostré
nerovnosti, hovorime o diagonalné dominantni matici.

Nasledujici dva konvergenc¢ni vysledky charakterizuji nejzakladnéjsi vlastnosti Jaco-
biho metody.

Véta 16.3.3 Je-li matice A € R™" ostre diagondlné dominantni, Jacobiho metoda kon-
vergugje pro libovolné pocatecni pribliZend x.
Diikaz: Pro ostie diagonalné dominantni matici mame podle definice

n

Z ‘Ojij| < ‘OJ“|,Z: 1,...,77,

J=L1j#
tedy
~ |ay|
Yo ohi<li=1...n (16.29)
T |aii|
J=Lj#
a tedy
~ Jay|
—= <1 16.30
I, 2 o] < (16:30)
J=Lj#i
coz je postacujici podminka pro konvergenci v maximové maticové norme. [

Véta 16.3.4 Je-li matice A € R™"™ symetrickd s diagondlou D 4 a kladngmi diagondlnimg
proky, pak Jacobiho metoda konverguje pro libovolné pocdtecni priblizeni xo pravé tehdy,
gsou-lt A a 2D 4 — A pozitivné definitni.

Dikaz: Nejprve si vSimnéme, ze matice 2D 4 — A se 1lisi od matice A jen zménou znamének
u mimodiagonalnich prvki. Nechf D = diag(y/ai1,. .., /tn), to jest D = D?. Pak
dostaneme podobnostni transformaci

I-D'A=DYL+U)= D' [D;Y(L+U)D;'|D;. (16.31)
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Jacobiho metoda tedy konverguje pravé tehdy, je-li p(D; (L + U)D;') < 1.

Matice Dy (L +U)D;' =1 — D;'AD; " je symetrickd. A protoze symetrickd matice
mé vSechna vlastni ¢isla redlna, pak Jakobiho metoda konverguje pravé tehdy, jsou-li
tato vlastni ¢isla z otevieného intervalu (—1,1). To plati pravé tehdy, maji-li obé matice
M, = I+D; (L+U)D;" a My = I— D' (L+U)D; " viechna vlastni ¢fsla kladna. Protoze
jsou obé tyto matice také symetrické, toto plati pravé tehdy, kdyz jsou obé pozitivné
definitni. Protoze ale

M, =1+ D (L+U)D;' =D (D}+ L+U)D;*=D;'(2D — A)Dy' (16.32)
a také
My=1-D;YL+U)D;'=D; (D —L—-U)D;' = D;'AD; . (16.33)

Tvrzeni je tak dokdzano, protoze je-li obecné matice B pozitivné definitni a T" regularni,
pak je TT BT také pozitivné definitni. ]

Jacobiho metoda byva nékdy velmi uzitecné zobecnéna doplnénim skalarniho parametru
6 na tvar matice M

M = (1/0) D,.

16.3.3 (Gauss-Seidelova metoda

Uvazujme matici A rozlozenou Stépenim nésledujicim (konvenénim) zpusobem na dia-
gonalni ¢ast Dy, striktni dolni trojihelnikovou ¢ast L4 a striktni horni trojuhelnikovou
cast U A

A = Da—Ly—U,.

Gauss-Seidelova metoda je ddna volbou
M =Dy — Ly, (16.34)

jejiz inverze se da aplikovat jako substituce (piimy chod). Na sekven¢nich pocitacich je
tato substituce efektivni. Itera¢ni matice Gauss-Seidelovy metody se d4 potom zapsat ve
tvaru (D4 — L4)~'U, nebot plati

I-M'A = I -M*Dy—Ls—Upy)
= I —(Da—La) "(Da—La)+ (Da—La)"'Ua
= (Da— La) U4

Prvni konvergenéni vysledek pro Gauss-Seidelovu je analogii tvrzeni pro Jacobiho metodu.

Véta 16.3.5 Je-li matice A € R™ " ostre diagondlné dominantni, Gauss-Seidelova me-
toda konverguje pro libovolné pocatecni priblizent x.
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Dukaz: Pro konvergenci staci, aby platilo ||(Da— La) 'Uallo < 1. Tato maticovd norma
je generovana vektorovou maximovou normou a proto musi existovat vektor u takovy, ze
plati

I(Da = La) Ualloo = [(Da = L) Uattflos; [Jufloo = 1. (16.35)
Oznatme v = (D4 — L4) " 'Uau. Pro slozky vektoru v, kde ||vloo = ||(Da — L) 'Ua ul| s
plati |v;| < ||v||oe- Necht |vs| = ||v]|eo- Napisme nyni vztah mezi vektory u a v

(DA - LA)U =Uu.

to jest pro s-ty radek

A1V + .o+ OgsVs = — Qg 541Us41 — - -« — Agplp.
Odtud
s—1 n
. Qg Qg
Vg = — a_ T a_ 7
i=1 % i=s+1 88
Oznacéme
s—1 n
St a’SZ
a = _— s = E _—
a
i=1 |78 i=s+1 1758

Nebot matice A je ostie diagondlné dominantni, pak plati a + b < 1. Déle
[0]lo = vs| < al|v]loe + bllulloc = al|v]loc + b
a z toho plyne
_ b
I(Da = La) " Ualloe = [[Vlloe < 77 < 1, (16.36)

jak jsme meéli dokazat. |
Dalsi vysledek se tyka symetrickych a pozitivné definitnich matic a ukazuje, ze Gauss=Seidelova
metoda jiz odpovida relativné silné predpodminéné metodé prosté iterace.

Véta 16.3.6 Je-li matice A € R™" symetrickd a pozitivné definitni, Gauss-Seidelova

metoda konverguje pro libovolné pocatecni priblizeni .

Dikaz: Uvazujme danou matici ve tvaru standardniho stépeni A = Dy — Ly —Uya, Ly =
UL a ukazme, ze p(Da — UL)71U4 < 1. Necht A je vlastni ¢fslo matice (Da — UL) 71U, a
u vlastni vektor odpovidajici tomuto vlastnimu ¢islu. Note that both the eigenvalue and
eigenvector can be complex. Pak plati

(Da—UN)"'au = Mu = Ugu = ADqu— AU u = N(D4—UL U )u+AUsu = NAu+\U qu.
Pro nasledujici skalarni soucin s vektorem u pak dostaneme
(Upu,u) = MAu,u) + X (Uau, u).

Ozna¢me (Au,u) = p. Z pozitivni definitnosti matice A vime, ze p > 0. Uvazujme dale
oznaceni (Uqu,u) = a + ib, kde p, a, b jsou redlnd ¢isla. Pak muzeme psét
a+ b
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Dale uvidime, Ze p + a je nenulové a zlomek je tedy korektné definovan. Vyndsobenim
tohoto zlomku ¢islem A ziskdme

2 b2
NP2
(p+ a)? + b?
Predchazejici vztah také muzeme vidét z nédsledujiciho odvozeni
a+ib _ &ei(¢1—¢2)2: &2: |p1|2: la + b|? _ a® + b?
p+a+ib|  |p p2| el lptatib® (pta)®+ 0
Nebot
(Uiu,u) = (u, Ugu) = (Upu,u) = a — ib,
pak

p = (Dau,u) — (Upgu,u) — (UTu,u) = (Dgu,u) — (a+1ib+ a — ib) = (Du,u) — 2a.

(D su,u) je podle predpokladu kladné, nebot pozitivné definitni matice A musi mit kladné
diagonalni prvky a také
(Dau,u) = Zaiiu:ui = Zaii|uz~|2.
i=1 i=1
Déle
(p+a)® =pp +2a) + * = p (Dau,u) + a*.
Vsimnéme si, ze p(D 4u, u) musi byt kladné, nebot je souc¢inem kladnych ¢isel. Dostdvdme
tedy
a® + b?
P (Dau, u) + a® + b?
a nebot jsme neméli omezeni na vybér vlastniho éisla, tvrzeni véty je dokdzdno. Dikaz
také ukazuje, ze ani predpoklad, zZe matice A je obecné komplexnim, by jej nijak vyrazné
nezkomplikoval. [ ]

A" =

16.3.4 SOR (successive over-relaxation)
Tato metoda je reprezentant metod, zalozenych na nasledujicim parametrizovaném stépeni.
wA = (Dg—wLs)+ (w—1)Dsy—wUa
0 < w<?2
V tomto pfipadé je mozné psat

M = wil(DA —wLA), S = (DA — wLA)il[(l —w)DA+wUA].

VVVVVV

casto s mnoha parametry, existuje rozsahld teorie. V nasledujicim textu ukazku jednoho
konvergencniho vysledku uvedeme. Definujme si nejprve slabé cyklickou matici indexu
p > 1.
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Definice 16.3.2 Rekneme, Ze matice A € R™™ je slabé cyklickd s celociselngm indexem
p > 1 prdvé tehdy, existuje-li permutacni matice P € R™" takovd, ze matice PAPT md
netrividlni blokovy tvar

0 0 ... 0 ... A

Ay 0 ... 0 ...
0 Agp ... 0 ... 0 (16.37)
0 0 ... Aypy ... 0

se ctvercovymi diagondlnimi bloky.
Vlastnost slabé cykliénosti omezuje mnozinu vlastnich ¢isel nasledujicim zpusobem.

Véta 16.3.7 Mad-li slabe cyklicka matice s indexem 2 vlastni c¢islo A\, pak md i vlastni
¢islo —A.

Definice 16.3.3 Rekneme, e matice A € R™" je dvoucyklickd, je-li jeji Jacobiova ma-
tice Dy (La + Uy) slabé cyklickd s indevem 2. Dvoucyklickd matice se nazjvd shodné
usporadand, jestlize vlastni ¢isla matice

aDElLA -+ O{ilDAleA
nezdvisi na volbé a # 0.

S pomoci uvedenych definic nyni vyslovime bez dikazu vétu o konvergenci metody SOR.

Véta 16.3.8 Predpoklddejme, Ze parametr SOR metody w je nenulovy a matice A € R™™
je dvoucyklickd, shodné uspordadand a pozitivné definitni. Pak metoda SOR konverguje pro
libovolné poédtecni priblizent xo prdavé tehdy, je-li w € (0,2).

Kolem této metody vznikla déle cela teorie, ktera napiiklad diskutuje volbu w. Nicméné,
hlavnim duvodem, pro¢ jsme zde tento text uvedli je, abychom vidéli, ze k docileni rychlé
konvergence metody je obvykle apriorni znalost velmi specidlnich vlastnosti matice A. Bez
ohledu na kréasu teorie, ¢asto takovou znalost nemame.

16.3.5 SSOR (symmetric successive over-relaxation)

Stejné jako Gauss-Seidelova metoda, tak i metoda SOR poskytuji obecné nesymetrickou
matici M. Existuje symetrickd varianta metody SOR oznacovana jako SSOR, stejné tak
jako existuje symetrickd varianta Gauss-Seidelovy metody. Metoda SSOR je ddna matici
predpodminéni

M =w YDy —wLa)D; (Dy — wUy).

K metodam SOR a SSOR se jesté pozdéji vratime s tim, ze ukdzeme, jak koncept
specialnich matic umoznil jednodussi formulaci vlastnosti itera¢nich metod.
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16.3.6 Stacionarni iterac¢ni metody a dalsi rozvoj predpodminéni

Jak bylo popséano, ze zaruky konvergence pro predpodminéni zalozend na stacionarnich
itera¢nich metodach jsou zalozeny na dobfe definovaném vztahu mezi maticemi M a
A. Takto zkonstruovana predpodminéni lze samoziejmé aplikovat jako transformace i
mimo koncept staciondrnich iteraci v ramci krylovovskych metod aplikovanych na sou-
stavu (16.9). Lze tedy napiiklad predpodminit metodu sdruzenych gradientu (kde je
predpokladem symetrie a pozitivni definitnost matice A) matici D4 z Jacobiho metody.
Postupem ¢asu prestala ale predpodminéni konstruovanych na zékladé stépeni matice A
stacit jak z hlediska teoretického popisu, tak i z hlediska efektivity.
v zasadé dvojim zpusobem. Prvni moznosti bylo omezit teoretickymi vlastnostmi sa-
motnou matici A. Jinymi slovy, bylo tieba predpokladat, ze matice A mé velmi specifické
vlastnosti, pro které ji budeme strucné nazyvat specialni matice. Cesta timto smérem
je napiiklad pozadavek ostré diagonalni dominance matice A. Ptiklad mnohem sofisti-
kovaneéjsich, ale i specidlnéjsich pozadavku jsme vidéli v piipadé metody SOR. Je tieba
ale dodat, ze fada pozadavku na takto formalné vyjadienou specialnost matice byla his-
toricky motivovana skutecné resenymi problémy. Pak bylo ovsem silnou motivaci vélenit
pozadavky na matici do néjakého ramce daného zakladnimi etalony specidlnich matic.
Druhou moznosti bylo ziskat matici M nikoli jen Stépenim, ale pouzit k tomu
mozné ziskat teoretické odtivodnéni, byt ne tfeba velmi obecné. Z praktického pohledu
lze ale ziskat velmi efektivni predpodminéni. Obé zminéné moznosti hraly svou roli v
historii vyvoje modernich predpodminéni, vzajemné se prolinaly a oba tyto zpusoby v
nasledujicim textu zminime.

16.4 Predpodminéni a specialni matice

V radeé praktickych pripadu lze ziskat specialni matice pitimo z dobfe definovanych nume-
rickych metod pro teseni parcidlnich diferencialnich rovnic. Jednim ze zakladnich etalonu
specialnich matic je M-matice. Existuje celd fada ruznych zpusobu, jak ji definovat a
zde si vybirdme jeden z nich.

Véta 16.4.1 Matici A nazveme regularni M-matici, je-li matice A+ D requldrni pro
kazZdou mezdpornou diagondlni matici D a zdroven jsou vsechny mimodiagondlni prvky
matice A nekladné. Tato posledni podminka se nékdy nazjvd, Ze matice A je Z-matice.

Jinou definici, ktera je atraktivni v souvislosti s konvergenci stacionarnich iteracnich me-
tod je

Véta 16.4.2 Matici A nazveme regularni M-matici, plati-li pro jeji proky a;; <0, je
requldrni a plati A=t > 0.

Kdyz budeme v dalsim textu hovotit o M-maticich, budeme vzdy predpokladat jejich re-
gularitu a zkracovat tak jejich plné oznaceni. Piiklad M-matice je na nasledujicim obrazku
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4 -1 -1
-1 4 -1 -1
-1 4 -1
-1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
—1 -1 4 —1
-1 4 -1
-1 -1 4 -1
-1 -1 4

Zavedme ddle podminky, které rozsifuji pojem ostré diagondlni dominance a navazme
na né pojem H-matice, ktery pouzijeme k formalnéjsimu a jednodussimu popisu konver-
gence predpodminéni zalozenych na stacionarnich iteracnich metodach.

Véta 16.4.3 Rekneme, Ze matice A je zobecnéné diagonalné dominantni, je-li ma-
tice AD diagondlné dominantni pro néjakou diagondlni matici D s kladnyma proky; matice
A je nerozlozitelné diagonalné dominantni, je-li diagondlné dominantni a zdroven
nerozlozitelnd (neexistuje jeji permutace na netrividlni blokové trojihelnikovy tvar).

Véta 16.4.4 Rekneme, Ze matice A je H-matice jestlize matice B = |D | —|A— Dyl je
M-matice. Vijraz |X| zde vyjadiuje matici s proky z absolutnich hodnot prvki matice X .

Souvislost pojmu z téchto definic vystihuje nasledujici véta.

Véta 16.4.5 Matice ostre diagondlné dominantni, zobecnéné diagondlné dominantni a
nerozloZitelne diagondlné dominantni jsou zdaroven H-maticems.

Zavedené specialni matice nam umoznuji jednoduse formulovat konvergenéni vysledky, z
nichz nékteré jsme jiz uvedli diive a kde pfi konvergenci uvazujme libovolné pocatecni
priblizeni .

e Je-li A M-matice, pak Jacobiho, Gauss-Seidelova a také SOR metoda pro0 < w < 1

jsou konvergentni.

e Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda konverguji pro ostie diagonalné dominantni
matice.

e Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda konverguji pro nerozlozitelné diagonalné domi-
nantni matice. Totéz plati pro SOR s parametrem 0 < w <1

e Je-li A H-matice, pak SOR konverguje pro parametr

2
L+ p(|(I = (Da—wLa) tA)])

I<w<

e SOR obecné nekonverguje pro w < 0 nebo w > 2 [122].

e Pro A s pozitivni matici D4 metoda SOR konverguje pro 0 < w < 2 pravé tehdy,
je-li A symetrickd a pozitivné definitni [129], [132].
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e Je-li A H-matice, pak SSOR konverguje pro parametr

2

I<w< ,
L+ p(|(I = M~A)|)

kde (I — M~ A je itera¢ni matice metody SSOR [2].

e Pro symetrickou a pozitivné definitni matici A metoda SSOR pro 0 < w < 2 kon-
verguje.

16.5 Predpodminéni a jednoduché maticové procesy

vvvvv

specialni, ma sva silna omezeni. Hlavni smér, ktery zde budeme dale popisovat, je zalozen
nasi druhé moznosti a tedy na konstrukci matice M z matice A pomoci dobte defino-
vané¢ho procesu. Tento postup byl v zésadé i postupem historického vyvoje smétujiciho
pres itera¢ni metody s velmi specialnimi pozadavky na matici A, jako jsme uvedli u me-
tody SOR, konsolidaci pro “univerzalnéjsi” specialni matice smérem k tomu, co budeme
nazyvat neuplné rozklady.

16.5.1 Prosta substituce a jeji zobecnéni

V nasledujicim textu ukazeme, jak se predpodminéni ve tvaru rozkladu pro obecnéjsi
matice da odvodit analogii k piipadu feseni soustavy s tridiagondlni matici.

16.5.1.1 Soustavy s tridiagonalni matici

Uvazujme nasledujici metodu pro reSeni soustav rovnic s tridiagonalni matici, kde predpokladame,
ze pro stabilitu rozkladu neni potieba pivotace. To je ztejmé v piipadé, kdy je matice sou-

stavy symetricka a pozitivné definitni, ale casto lze samoziejmé rozkladat bez pivotace

i matice obecnéjsi. Tuto metodu pro soustavy s tridiagonalni matice budeme nazyvat
metodou prosté substituce, ale byla zavedena i pod ndzvem faktorizaéni metoda (Ti-
chonov, Nikolaev) nebo sweeping method (Ilin). Zapisme tedy matici A soustavy rovnic

s tridiagonalni matici

Axr = f (16.38)
s nasledujicim oznacenim jejich prvku
c1 —b
—ay; ¢ —by
—as C3 —b3
A= 4 e b, (16.39)
—Qp—1 Cp-1 _bnfl

—GQp Cn
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Jedna z moznosti, jak najit feSeni této soustavy je postupné vyjadiovat proménné x, zs, ...z,
dosazovanim z prvni rovnice do druhé, z druhé do tieti atd. Jinymi slovy, postupovat tak,
jak by postupovala i Gaussova eliminace. Zavedme tedy nejprve oznaceni

Br=bi/cr, 21 = fi/ar (16.40)

a prepisme prvni dvé rovnice soustavy nasledovneé.

!E1—51$2 = 21

—apTy + Ty — bars = fy
Pri¢tenim as nasobku prvni z téchto rovnic ke druhé ziskame rovnici
(c2 — agf1)wy — baxs = fo + azz (16.41)
a formalné tuto rovnici zapiSeme nésledujicim zpusobem
To — Pox3 = 2, (16.42)
kde jsme definovali 85 a 2, vztahy

by _ fatasz

= g = "———.
Co —51612’ C2 —ﬁ1a2

Opakujme tento substitucni krok. Nejprve k ziskané rovnici pribereme tteti rovnici puvodni
soustavy, nasledné ji prevedeme na analogicky tvar, pro ktery definujeme hodnoty 5 a z3
a takto pokracujme déle. V obecném kroku tak ziskdme vztahy

Do (16.43)

bi _ Jitaizia

—_— % —1=2,...,n—1 16.44
Ci_ﬂi—laz‘7 Ci—ﬁz‘—laz‘ ! " ( )

Ty — PiTip1 = 2, i =

K posledni z takto ziskanych rovnic pridame posledni rovnic puvodni soustavy a dostdavame
vztahy

xnfl_ﬁnflxn = Zn-1

—ApTp—1 + ChTy = fn

Z nich vyjadiime hodnoty x,, a x,_; pfictenim a, nasobku prvni z nich k druhé rovnici a
pti definovani skalaru z,

fn + (pZn—1

16.45
Cp — Bn—lafn ( )

Tp = Zn, Tpn—1 = ﬁnflxn + Zp-1,2n =

Hodnoty feseni pak vyjadiime nasledujicim rekurentnim vztahem, kde potiebné hodnoty
Bi a z; jsou jiz znamy.

ZT; :ﬁilejin, 1=n— 1,...,1. (1646)
Tento odvozeny vztah je tedy dédn dvoji zavislosti jednostrannou rekurenci mezi kom-
ponentami feSeni dané soustavy s tridiagonalni matici. Nejprve vyjadiujeme postupné
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vzajemnou zavislost hodnot z;, © = 1,...n na predchazejicich hodnotach. Potom jsou v
opacném poradi pocitany hodnoty z;, © =n,...1.

Vyjadrime-li vztahy mezi pouzitymi veli¢inami a koeficienty matice A proi =1,...,n
nasledovné se zavedenim komponent vektoru o

0 = ¢ —a;fi1,
Bi = bi/d;
fi = —aizio1+ dizi,

pro zop =0, By =0, x,+1 = 0, vidime ze rekurentni vypocet muzeme interpretovat jako
nasledujici LU rozklad matice A

51 1 _ﬁl

A=LU = o L fﬁi _ (16.47)

a ziskani teseni jako substitucni kroky

Lz =
Uz = =z.

Vztahy pro prvky znazornénych matic L a U ziskame porovnanim levych a pravych stran
vztahtu

aij = LUy, 1,7 =1, ..., n. (16.48)

16.5.1.2 Zobecnéni na soustavy z pétibodového (2D) sitového schématu

Uvazujme soustavu rovnic, ktera vznikla diskretizaci parcidlni diferencialni rovnice na
pravidelné dvojrozmérné siti s diskretizacnim parametrem h. Ten je dan vzdélenostmi mezi
body sité ve sméru soutradnych os. Jeji prvky a stejné tak i prvky hledaného vektoru feseni
budeme oznacovat dvéma indexy, které oznacuji jejich polohu v dvojrozmérné siti. Pro
jednoduchost predpoklddame, Ze sit je pravidelnd ¢tvercova s obéma sitovymi dimenzemi
stejnymi a rovnymi k. Matice tedy bude mit dimenzi n = k2. Takova sit pro k = 5 je
znazornéna na nasledujicim obrazku.
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j

Vrcholy sité odpovidaji ve standardnich neorientovanych nebo orientovanych grafovych
modelech fadkum a sloupcum matice a muzeme je tedy ocislovat také pomoci bijekce
mezi vrcholy (i,7) € {1,...,k} x {1,...,k} sité a indexy fadki/sloupcu danou vztahem

B (i) «—i+i+nax(j—1). (16.49)

Takovému ocislovani matice fikame pirirozené ocislovani a ocislovani znazornime na
nasledujicim obrazku.

21 22 23 24 25

16 17 18 19 20

11 12 13 14 15

6 7 8 9 10
i

1 2 3 4 5

P —

Je-li diskretizovany operdtor negativni Laplacetiv operator, pak pétibodové sitfové
schéma jeho jednoduché diskretizace je dano vztahem pro hodnoty reSeni

AT 5 — Tic1j — Tiv1j — Tij—1 — Tijq
h? ’
které v prirozeném usporadani poskytne matici se strukturou ridkosti jako je na nasledujicim
obrazku.
V obecnéjsim piipadé muzeme napiiklad vztah odpovidajici feseni ve vrcholu site,
tedy jeden radek matice, zapsat

xi,j ~
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4 -1 ~1
-1 4 -1 ~1
~1 4 ~1
~1 4 -1 ~1
~1 —1 4 -1 ~1 (16.50)
~1 ~1 4 ~1
~1 4 -1
~1 ~1 4 -1
~1 -1 4

Obrazek 16.5.1: Matice diskretizované Poissonovy rovnice ve 2D s prirozenym ocislovanim
vrchold site.

Qi Tio1y = bigTijo1 €Ty = CiiTigry — digTigen = fi (16.51)

a celd matice A ma nasledujici strukturu

€11  —C11 _dl,l
—G21 €21 —C21 —d2,1
—51,2 —Q12 €12 —Ci2 —d1,2

—Y5k —Qjk €k —Cik —Uj K

—dp -1

—Ck—1,k
_bk,k —Qg k Ck.k

Analogicky k metodé prosté substituce s tridiagonalni matici predpokladejme, ze kom-
ponenty TeSeni soustavy

Arx = f
pro i, j =1,...,k se daji vyjadrit zavislostmi
Tij = &ijTiv1j + 0ijTij11 + Zij (16.52)

Zij = QijZio1j + BijZij-1+ i (16.53)
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kde 2; j, & ;, 0;; jsou komponenty pomocnych vektoru z, £, § € R¥** a
Qi gy Bij» igs Oijs Vi (16.54)

jsou nezndmé koeficienty. Vyjadiime-li z druhé z téchto zavislosti z; , a dosadime do prvni
z nich, dostaneme

— i i1 = BiTij-1+ (1= i o1, = bij0ij—1)Tij — &ijTivr; = 0ijZijn = ¢y (16.55)

K tomu, aby tato rovnice byla ekvivalentni vztahu (16.51), musi platit iméra mezi
neznamymi koeficienty

g = i /Vigs Bij = Vij/Yig> i = [ij/Vij> &g = Cij/Vigs 0ij =dij/vi;  (16.56)
pro
Yij = €ij — ai,jgifld' - bi,j(si,jfl- (1657)
Dosazenim vztahu (16.53) do (16.55) ziskdme rovnost
Zij = Q%1+ Bijzij-1 + Q01T 141 + Bij&ij-1Tir1 -1 + Qi (16.58)

pomoci které muzeme postupné pocitat hodnoty z; ; postupné pro¢, 7 =1,..., k, zndme-li
prislusné hodnoty vektoru x. Zavislost ve vypoctu demonstrujeme na nasledujicim obrazku
sité Sipkami postupné od jejiho levého dolniho rohu. Hodnoty v bodech sité oznacené
stejnym ¢islem muzeme pocitat zaroven.

5 6 7 8 9
4 5 6 7 8
3 4 5 6 7
2 3 4 5 6
[
1 2 3 4 5

Znéme-li vsechny komponenty z, pro vypocet feseni x v opatném sméru pouzijeme (16.53).
Protoze ale hodnoty x na pocatku nezname, pak odvozené vztahy

Zij = Qujzic1g+ Bigzijo1+ @11+ Bi&ig T+ dig; 4, § = 1(16.58)
Lij = giszﬁrl,j + 5i,sz’,j+1 +zigy 1, ] = k,...,1

definuji stacionarni itera¢ni metodu. Pfitom pro indexy (7, 7) mimo sit polozime

aj="bij=cij=di;=fi; =0 e;=1 (16.60)
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a cely vypocet startujeme z néjakého pocatecniho piibliZzeni xy. Mimo sit tak budou
vektory z a x mit nulové hodnoty. Buleev v puvodnich ¢lancich diskutoval také konvergenci
iterac¢niho schématu a predpokladal diagonalni dominanci soustavy. Pozdéji rozsitil tento
metodu na komplikovanéjsi diskretizované soustavy. Ptedevsim ale uz v zakladni formulaci
[27] navrhl modifikaci, kterda muze byt obecné efektivngjsi, kde je konvergence metody
delikatnéjsim problémem a o které budeme mluvit pozdéji.

Stejné jako v pripadé tridiagondlni matice se da tento vypocet v ramci jedné ite-
race interpretovat pomoci LU rozkladu, ale uz tento rozklad neni presny, protoze prvky
odpovidajici zaplnéni jsou zanedbany. Takovému rozkladu budeme déle fikat netdplny a
tento postup byl historicky prvnim zpusobem zavedeni neuplného rozkladu, ktery pro dis-
kretizace eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic navrhl Buleev v roce 1959 [27], [28].
Konkrétné se dd ukazat, ze metoda, kterou jsme timto zpusobem ziskali, je stacionarni
iteracni metoda s matici predpodminéni M ve tvaru

(G — LA)G G —Uy) (16.61)
pro standardni Stépeni matice
A=Dy—Ly— Uy, (16.62)
ktera se zapise ve standardnim tvaru
ot =T - M 1Az + M, (16.63)

a kde matice G je diagonalni matice, kterd obsahuje prvky «; ;.

16.5.2 Od rekurzi k hvézdam a maticovym zapisim predpodminéni

Znézornéme si graficky zavislost hodnoty feseni x na pozici odpovidajici néjakému vrcholu
sité danym indexy ¢, j pro ¢, 7 = 1,..., k. Toto znazornéni budeme nazyvat hvézdou.
Hodnoty, na kterych zavisi hodnota feseni uprostied hvézdy, jsou na nasSich obrazcich

oznaceny tmave.
O—CO) ® O
O O @& @ @

Oo—0O—C0O O—@——0O
Obréazek napravo znazornuje zavislost vypoctu hodnoty hledané 2D funkce na po-
zici (i,7) sité pro i,7 = 1,...,k s diskretizaénim parametrem h na hodnotéch funkce
v bodech {(i — 1,), (i, ), (i + 1,7), (i, j — 1), (i, j + 1)}, které jsou podle nasi kon-
vence tmavé oznaceny. Nasledujici obrazek znazornuje postupné hvézdu pro matici A
puvodniho operatoru, prvky z jeji dolni trojihelnikové casti Dy — L4 a prvky z jeji horni
trojuhelnikové casti Dy — Uy.

g
O
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.Q?QQ ® O
® &6 6 6 &6 O O o ¢

OO0 OO0 OO0

hvézda pro A hvézda pro Dy — Ly hvézda pro Dy — Uy

Hvézdy pro Do—L4 a Ds—U4 tedy odpovidaji, po fadé, dolni a horni trojihelnikové
matici. Kdyby tyto hvézdy odpovidaly rozkladu of A a napsali jejich soucin symbolicky,

dostaneme nasledujici hvézdu.
A
e o o
e e

hvézda pro (Dy — La)(Da — Uy)

Vidime tedy, ze hvézdy pro Dy — L4 a D4 — Uy nevystihuji strukturu rozkladu matice
A nebot rozdil téchto hvézd je

O—C0
O—0O—0)

OO0 @

rozdilova hvézda pro A — (Dg — La)(Da — Uy)

Pro rozklad A = LU musi byt hvézdy rozsiteny tak, jak znazornujeme pro L nize.
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?QQ
!

® O
O @ @

rozsitena hvézda pro L

Definice operaci nad hvézdami méa dlouhou tradici. Bylo pouzivano jiz v prvnich pub-
likacich, které hledaly netuplné rozklady a nejen pro pétibodova diskretizacni schémata.
Jeji pokracovani, které je v nékterych aplikacnich komunitach velmi zazité je také jeden
ze zdroju moderniho popisu neuplnych rozkladi v maticovém tvaru. Dva ptistupy, na
jejichz zékladé vznikly moderni neuplné rozklady zaroven ukazuji zménu paradigmatu
na prelomu padesatych a Sedesatych let dvacatého stoleti spojovanou se jménem Alstona
Householdera, kde se namisto ¢asto neptehledného popisu rozkladi po prveich (prvkového
formalismu) pteslo k elegantnimu maticovému zapisu, ktery pak zjednodusil dalsi rozvoj.

~ o e

Uvazujme nésledujici obecny vztah mezi matici predpodminéni M, matici A a chybovou
matici R ve tvaru

M—A=E. (16.64)

Jak jsme vidéli, dulezitou motivaci poc¢atecniho vyzkumu algebraickych pfedpodminéni
bylo feseni soustav rovnic s maticemi z diskretizaci diferencidlnich rovnic. Jednim smérem
rozkladech na parametru nebo parametrech diskretizace a snazit se ji zmensit v prak-
tickych situacich. Casto i na zdkladé teoretickych uvah. Plati-li, ze prvky chybové matice
asymptoticky spliuji pro pravidelnou sit s parametrem diskretizace h vztah

(E)i; = O(h), (16.65)

kde uvazujeme rovnici vzniklou z diskretizace na pravidelné siti s jednim diskretizacnim
parametrem h, hovoiime o netiplném rozkladu (faktorizaci) prvniho fadu. Takovou
modifikaci zavedl Buleev v [27] proto, aby zvysil rychlost konvergence metody v piipadech,
kdy metoda konvergovala. Tuto modifikaci ziskal pti¢tenim vyrazu

=05 (aij0i-15 + i 1), (16.66)
k obéma strandm vztahu (?7) s volnym parametrem 6,;, 0 < 6;; <1proi,j=1,... k.
Ukdzalo se, ze v mnoha piipadech byl optimalni vybér parametru 6,; = 1 — O(h).
Uvazujeme-li Pfredpodminéni ve tvaru pfiblizného rozkladu A ~ LU matice A Obecné

muzeme modifikovanou predpodminénou metodu popsat standardnim zpusobem, kde
predpodminéni je zalozeno na ptFiblizném rozkladu matice

A+ B
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kde matice B odpovida modifikaci. V piipadé ndvrhu Buleeva je tedy
Bij = aij6i—1j(ui1 11 — Oijuig) + bigvig1(wiv1j-1 — i)

Postupné bylo v ramci predpodminéni vice takovych typu modifikaci, které byly specifické
pro soustavy vzniklé diskretizaci parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Podle Saylora [142] nazvéme silné implicitni metodou kazdou takovou metodu predpodminéni,

kde struktura fidkosti S(LU) piiblizného LU rozkladu modifikované matice A + B je

shodnd se strukturou tidkosti puvodni matice A. Jinymi slovy, protoze rozklad ma-

tice A obvykle generuje zaplnéni, pak modifikace B musi kompenzovat toto zaplnéni
numerickymi hodnotami ostatnich prvku rozkladu. Vyznamnou silné implicitni metodu
vyjadienou matici modifikacni matici B navrhl v roce 1968 Stone a vyslednou metodu

nazval SIP (Strongly Implicit Procedure). Tato metoda pro pétibodovou diskretizaci apro-

ximuje hodnoty x;_1 j+1 a ;41,1 néasledujicim zpusobem.

Ti1j41 R Tic1y + Tijr1 — Tij  Titlj-1 R Tip1j + Tij—1 — Tij (16.67)

a tuto aproximaci lze ve formé vyse zminéné kompenzace piimo aplikovat do itera¢niho
schématu (16.60). Potom se d& ukézat, ze (M — A);; ~ O(h*) a tato vlastnost radi
SIP mezi netplné faktorizace druhého fadu. Formélné se d4 struktura této metody pro
pétibodovou diskretizaci znédzornit volbou matice B ve tvaru dvou vedlejsich diagonal nad
ramec téch, které jsou ve struktuie matice A z pétibodového schématu.

Ptirozenou otazku, zdali je mozné iteracni metodu symetrizovat a zaroven udrzet efek-
tivnost SIP pro diskretizacni tlohy, na které ji lze aplikovat, zodpovédél negativné Saylor
v [142], protoze symetrizaci ziskd tato metoda druhého tadu jiné a nevhodné numerické
vlastnosti.

V nésledujici sekci ukazeme jesté jiny postup, ktery vedl k tiidé predpodminéni ve
formé neuplnych rozkladu a ktery byl zalozen, spiSe nez na zobecnovani rekurzivnich
schémat, na explicitnim pozorovani, jak jsou nenulové prvky rozkladu reprezentovany ve
schématech podobnych pétibodovému sitovému schématu této sekee.

16.6 Lepsi teoretické porozumeéni procesim

Soubézné s vyvojem predpodminéni zaloZzenych na jednoduchych procesech, tedy predevsim
na néjaké formé netplného rozkladu, se vyvijelo teoretické poznani, které se tykalo vlast-
nosti predpodminéni a predpodminénych itera¢nich metod. Jednim cilem bylo ziskat od-
had ¢isla podminénosti

M=YV2AM? (16.68)

predpodminéné matice. V pripadé predpodminovani stacionarnich iteracnich metod je tak
mozné ziskat dobrou predstavu o konvergenci metody i jeji rychlosti. Na druhé strané, pti
predpodminovani krylovovskych iteracni metod takovy odhad konvergenci nemusi vysti-
hovat a ani zmensovani ¢isla podminénosti predpodminéné matice nemusi byt klicem k
dosazeni lepsi konvergence.

Jedny z prvnich teoretickych vysledki tohoto typu se tykaly predpodminovani dia-
gonalnimi maticemi.
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16.6.1 Diagonalni predpodminéni
Forsythe a Straus ukézali v roce 1955 [71], ze Jacobiho predpodminéni, tedy volba

M = Ap, (16.69)

je optimélni nebo blizké optimalnimu v minimalizaci ¢isla podminénosti mezi vSemi
specialnimi diagonalnimi maticemi s vlastnosti A, definovanou nize.

Definice 16.6.1 Rekneme, Ze matice A md vlastnost A, je-li symetrickd a dd-li se
symetricky permutovat na blokovy tvar

D, L%
(5. (16.70)

kde matice Dy a Do jsou netrividlni diagondlni matice.

Véta 16.6.1 ( [71]; viz také [87], Véta 4.12.8.) Ma-li symetrickd a pozitivné definitni
matice A vlastnost A, pak plati

’%(Dgl/zADgl/z) = mzn{D | Dij=0 pro i;ﬁj}ﬁ(Dil/zADil/z), (1671)
kde D, je diagondlni ¢dst matice A.

Pozdéji, v roce 1969, dokazal podobny vysledek bez predpokladu vlastnosti A, van der
Sluis [156]

Véta 16.6.2 ([156]) Je-li A symetrickd a pozitivné definitni, pak plati
k(D2 AD?) < pmingp| py—o pro iz r(DY2ADTY?), (16.72)

kde Dy = diag(A) a kde p oznacuje maximum z pocétu nenulovijch prvku tdadkid matice A.

16.6.2 K obecnéjsim zikladum predpodminéni a obecnéjsim mo-
difikacim

Jiny pohled, ktery muze naznacit kvalitu predpodminéni v pripadé problému z diskretizaci
parcidlnich diferencidlnich rovnic je pfizniva asymptoticka zavislost ¢isla podminénosti
predpodminéné matice

M—I/QAM—l/Q

na diskretizacnim parametru h. Zatimco ¢islo podminénosti matice A u fady téchto sou-
stav, pro které byla vylepseni navrzena, m4 typicky (neptjdeme zde do detailii) asympto-
tickou velikost

ukazalo se, ze je mozné zkonstruovat predpodminéni, kde plati

K(MY2AM~Y?) = O(h™) (16.73)
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a kde je pocet iteraci staciondrni itera¢ni metody umérny O(h~'). Takové metody byly
postupné, predevsim po roce 1950, viz ale také napfiklad [134], navrzeny v fadé publikaci,
pricemz se obrovsky pokrok dosdhl v obecnosti diskretizovanych problému, které tak
mohly byt feseny v poctu iteraci tmérném O(h~1) [73], [148], [135], [164], [165]. Ve velmi
za cenu zavislosti na parametrech, které se v praxi mohly obtizné hledat. A casto také
modifikaci schématu, kde se uvazovalo s iteracemi tvaru

v+ = (A+ B) 'z — w(Az — b)), (16.74)

kde se parametr w mohl ménit v kazdé iteraci.

Vyuziti vetsi rychlosti konvergence v praxi ale znamenalo také takto fesit obecnéjsi
ulohy. A to pfesto, ze dalsi odvozené vysledky se stejné tykaly diskretizaci s konkrétnimi
okrajovymi podminkami a jiné okrajové podminky je mohly zmeénit. Pfelomovy vysledek
tohoto typu v obecné formulaci predpodminéni ve tvaru A + B, kde je pfedpodminéna
staciondrni itera¢ni metoda vyjadiena ve tvaru (16.74) byl uveden v praci [57]. Autofi zde
ukazuji pro feSeni diskretizovaného a pomérné obecného eliptického problému zminénou
zévislost ¢fsla podminénosti predpodminéné tlohy ve tvaru O(h™!) a odvozuji konver-
gencni vysledky i pro obecné nehladké koeficienty rovnice a pro konstantni i proménny
akcelera¢ni parametr w. Konkrétné bylo ukazano, ze pro A, M, N pozitivné definitni a spe-
cifickou faktorizaci prvniho fadus A = M — N kde N = O(h) existuji pozitivni konstanty
my a meo takové, ze plati

(Az, )

(Mx, x)
coz implikuje x(M~2AM~/2) = O(h™"). Podstatnou soucésti téchto postupti byla nut-
nost perturbovat diagonalni prvky rozkladu hodnotou, kterd naptiklad pro problém s cisté
Dirichletovymi okrajovymi podminkami méla velikost

€ <m1,m2/h>, (1675)

coh?, (16.76)

kde ¢q je konstanta nezavisla na parametru diskretizace h. Pro netuplné faktorizace matic
z diskretizaci diferencialnich operatoru pak tento typ vysledku byl rozsiten na nejruznéjsi
typy rovnic a okrajovych podminek. Dalsi zobecnéni téchto postupu je mozné nalézt
napiiklad v publikaci [56]. Zobecnénd metoda SSOR s malou citlivosti na pouzitém re-
laxaénim parametru se objevila napiiklad v praci O. Axelssona [12].

Modifikace diagondalnich prvku rozkladu, kterd se objevila uz v praci Buleeva a po-
stupné v mnoha zde citovanych i necitovanych pracich se postupné prenesla do cisté
algebraickych procedur nalezeni netiplné faktorizace, kde misto o diskretizované parcidlni
diferencialni rovnici a okrajovych podminkach hovoiime spiSe o matici soustavy.

16.7 Maticové vyjadireny neuplny rozklad

Zékladni vztah stojici v pozadi vzniku a pocatecniho rozvoje netplnych rozkladu lze
vyjadrit schématem

nasobeni hvézd <+ lokalni interpolace na sitich <+ elimina¢ni proces
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Uvazujme neuplny rozklad v maticovém zapisu

A=LU-E,

kde E = (e;;) predstavuje chybovou matici a LU tedy zna¢i pfesny rozklad matice
A + E. Odlisme tento zapis od znaceni v (16.74), které vzniklo v prostiedi diskretizaci
parcialnich diferencidlnich rovnic a kde matice A+ B mohla byt obecné rozklddana pouze
priblizné. Algoritmus netplného LU rozkladu pak muzeme v piipadé, ze vSechny operace
lze provést, vyjadiit nasledovné

Algoritmus 16.7.1 Netplny LU rozklad (ILU)

Input: Matice A € R™™", struktura tidkosti S.

Output: Faktory rozkladu L € R™™ s jednotkovou diagondlou a U € R™™", kde A ~ LU.
1. for k=1:ndo

2. for i = k+1,...n takovd, ze (i,k) € S

3. ik = ag/arg

4. for j =k+1,...,n takovd, Ze (i,j) € S a (k,j) €S

5. aij = Qi — lipag;

6. end do

7. end do

8. for j=Fk,...,n do

9. Ugj = Qf;

10. end do

11. end do

Vsimnéme si, ze prvky agg, k= 1,...,n jsou zaroven nenulové prvky matice D LDU roz-

kladu, ktery bychom ziskali, kdybychom navic modifikovali jeho horni trojihelnikovy fak-
tor vynasobenim D~1U. Prvn{ aproximaén{ vlastnosti netiplného rozkladu je v nésledujicim
lemmatu. Tato vlastnost by byla snad i prekvapujici, kdybychom chépali netiplny rozklad
jen jako mechanicky postup dany Algoritmem 16.7.1.

Lemma 16.7.1 Pro neuplny LU rozklad matice A dany strukturou vidkosti S, kde A =
LU — FE plati pro proky chybové matice E nasledugici implikace

Dukaz: Uvazujme porzici (i, j) € S a predpoklddejme, ze i < j. Piislusny prvek neiplného
LU rozkladu je podle algoritmu roven

lij = | @i — Z livurg | [ugj. (16.78)

k<j,(i,k)eSA(k,j)eS
Zndsobenim i-tého fadku matice L a j-tého sloupce matice U dostaneme a;; and toto
nasobeni je ddno pfesné sumou v (16.78) s piictenim dodatetného ¢lenu l;;u;;. Pro i > j
je dukaz analogicky. |
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Poznamka 16.7.1 Trividlné, obecné neplati, Ze prvek na pozici (i,7) struktury ridkosti
je totozny s prislusnym prvkem matice L + U — I upiného LU rozkladu.

Ruzné volby struktury fidkosti S a ruzné algoritmy jeji konstrukce urcuji zakladni va-
rianty netplné faktorizace. Samotna struktura ridkosti muze, ale i nemusi byt zndma a
priori, tedy pred provedenim rozkladu. Rozklad, ktery budeme oznacovat ILU(0) je dan
nasledujici volbou struktury tidkosti

S(L+U) =S(A). (16.79)

Poznamka 16.7.2 Samozrejmé, pro existenci neuplného LU rozkladu, tedy aby Algorit-
mus 16.7.1 dokoncil vypocet, je nutnou podminkou platnost vztahu

{(1,1),...,(n.n)} C S(L + D). (16.80)

Podminka (16.80) ale nend postacugici. a jednim z problému Algoritmu 16.7.1 je, Ze se
jej nemusi povést dopocitat a rozklad tedy neexistuje. Na rozdil od iplného rozkladu nestaci
pro jeho existenci ani predpoklad silné regularity matice. Garance existence rozkladu
je dulezita motivace pro volbu S, ale v obecném pripadé je obtizné ji zabezpecit a priori.

Poznamka 16.7.3 Prikladem neuplného rozkladu bez zaplnéeni je drive wvedend metoda
podle Buleeva, kde rekurence popsané vyse v prukovém formalismu pocitaly hodnoty, které
se daji interpretovat jako proky faktoru rozkladu, pouze na pozicich puvodnich prvki ma-
tice. Pozdéjsi silné implicitni metody pak pouZivaji obvykle jako strukturu ridkosti rozkladu
néjakou nadmnozinu struktury tidkosti matice A.

Netplny rozklad ILU(0) v piipadé matic z pétibodového sitového schématu podle hvézdicového
schématu zobrazeného nize muzeme zapsat pomoci matic ze Stépeni puvodni matice

LU = (D — Ly)DY(D — Uy)

kde A= Dy — Ly — Uy a matice D je diagonalni matice, obecné rizna od D 4. Soustavy
s maticemi, které toto splnuji, je mozné efektivné predpodminit s vyuzitim specidlniho
triku, ktery se v maticové formé nazyva Eisenstatuv trik a uvedeme jej nize.

‘o O
‘oo o

O @O

Obecnéjsi neuplné LU rozklady budeme standardné znacit ILU s pfipadnym parame-
trem v zavorce. Jedna-li se o netiplny Choleského rozklad symetrické a pozitivné definitni
matice, budeme pouzivat znaceni IC s pripadnym parametrem. K parametrim, které se
pouzivaji v tomto znaceni, se vratime pozdéji.
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Poznamka 16.7.4 V pripadé netuplného Choleského rozkladu budeme na rozdil od primych
metod vidy vyZadovat kladnost diagondlnich prvki, abychom mohli pouzit rozklad korektné
jako predpodminéni, kde je pozitivni definitnost predpodminéni velmi casto vyZadovdna.
Takovy poZadavek je obvykly nejenom pro predpodminovani iteracniéch metod prti reSent
soustav se symetrickymi a pozitivné definitnimi maticems, ale i pri reSent soustav se sy-
metrickymi a indefinitnimi maticems.

Jednim z mezniku ve vyvoji neiplnych rozkladu byl prispévek Meijerinka a van der
Vorsta [117], ve kterém tito autofi ukdzali, ze pro M-matice a zvolenou strukturu fidkosti
S(L +U), kterd obsahuje diagonalni pozice (spliujici tedy podminku (16.80)), netplny
rozklad existuje. Jejich dikaz je zalozen na dvou tvrzenich, kterd zde uvedeme bez diikazu.
Prvnim z nich je genericnost vlastnosti M-matice v prubéhu rozkladu v nésledujicim
smyslu

Véta 16.7.1 [69] Je-li matice A M-matice, pak je M-matice i Schuruv doplnék vzhledem
k jegimu prvku aqq.

Druhé z téchto tvrzeni ukazuje, ze vlastnost M-matice se zachovava pfi urcité mnoziné
modifikaci jejich prvki.

Véta 16.7.2 Je-li M-matice A modifikovand na matici B tak, Ze plati vztahy

0<ay <b; izl,...,n,

pak B bude také M-matici.

Meijerink a van der Vorst [117] pak ukdzali, ze tvorba Schurovych dopliku a piipadné
vynechdni prvka na pozicich, které nepatif do zvolené struktury fidkosti S(L + U), vede
prave k modifikaci podle (16.82) a tak se v postupné tvorenych Schurovych doplicich za-
chovava vlastnost M-matice. V konetném dusledku to také znamend, ze netuplny LU roz-
klad s danou obecnou strukturou ridkosti, kde je podminkou jen zahrnuti diagonalnich po-
zic podle (16.80), existuje. Mimo jiné tak existuje i neiplny Choleského rozklad symetrické
a pozitivné definitni M-matice. Meijerink a van der Vorst také ukazali, ze takovy rozklad
definuje regularni stépeni matice A, coz implikuje konvergenci stacionarni iteracni me-
tody urcenou timto stépenim. Konkrétné, ohromny vliv na dalsi rozvoj predpodminovani
mélo pouziti neliplného Choleského rozkladu k predpodminovani metody sdruzenych gra-
dientt, jehoz existence tak byla v fadé praktickych piipadu zarucena. Pozdéji byla exis-
tence netplného rozkladu ukdzana i pro regularni H-matice [160], [114].

Na druhé strané, ackoli teoretické zaruky na neuplny rozklad v ptipadé M-matic a
H-matic vypadaji velmi lakavé a vysledny netplny rozklad je v urcitém smyslu jesté
stabilngjsi nez rozklad uplny [117], je nutné si uvédomit, ze tyto modely zalozené na
specialnich maticich jsou velmi hrubé a chybova matice métend v néjaké normé muze byt
obrovska. Proto je nutné stat i o sofistikovanéjsi pifstupy byt ne s takovymi teoretickymi
zarukami na existenci a dalsi potfebné vlastnosti netplného rozkladu.
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16.7.1 Volba struktury ridkosti a zakladni teoretické moznosti
neuplnych rozklada

Aniz bychom podrobnéji popisovali navrh struktury tidkosti S, rozlisme dvé zakladni
moznosti jeji volby. Obecné muzeme tuto volbu popsat jako odvrhovani nenulovych
prvku faktoru rozkladu, ¢ili urceni téch prvka rozkladu, které nepatii do S(L + U).
Terminem odvrhovani tedy popisujeme situaci, kdy spoctené nenulové zaplnéni na néjaké
pozici faktoru/faktoru nahrazujeme nulou a pozici nepocitame do struktury ridkosti LU
rozkladu. Muzeme tedy uvazovat nasledujici dvé moznosti.

e Odvrhovéni prvku podle pozice v {1,...,n} x{1,...,n}. Struktura idkosti S(L+
U) je v tomto piipadé Casto ur¢ena a priori vymezenim konkrétnich pozic pro
odvrhovani.

e Odvrhovani podle vyznamu prvku ve faktorech L, U pro rozklad. Vyznam prvku
je ¢asto hodnocen na zdkladé jejich velikosti (absolutni hodnoty), ale existuji i so-
fistikovangjsi pistupy. V tomto piipadé je S(L + U) je ¢asto uréovano dynamicky
v prubéhu algoritmu.

V praxi existuje vice ruznych piistupu kombinujicich tyto varianty. Poznamenejme,
ze zakladni netplny rozklad ILU(0) nemusi zlepsit ve funkci predpodminéni zlepsit kon-
vergenci iteracni metody. Rychlost konvergence se casto vztahuje k ¢islu podminénosti
matice M~Y2AM~2, coz je sice velmi pouzivand, ale zaroven hrubéd pomtcka, kterd
nemusi konvergenci postihovat. Pro diskuse na toto téma odkazujeme k publikaci [104].
Ale ILU(0) nemusi zmensovat ani ¢islo podminénosti a casto se hledaji jeho modifikace,
které ¢islo podminénosti ve specidlnich pripadech zlepsuji a zaroven se v praxi vykazuji
rychlejsi konvergenci.

16.7.2 Modifikované rozklady netplné MIC, MILU a jejich zo-
becnéni

Standardnim modifikovanym netplnym rozkladem je nazyvan neiplny rozklad, ktery
k pfedepsané struktuie pro L+U spliiuje navic néasledujici kritérium radkového souctu
pro prvky soucinu faktoru M = LU.

E m;; = E Qjj, ’l:l,,n
J J

Termin “modifikovany” budeme tedy chapat jako technicky termin vyjadfujici tento
konkrétni postup. Idea modifikace postupné vznikla v pracich [57], ale navazuje jiz na
diive zminéné postupy Buleeva [27] ¢i Vargy [159].

Poznamka 16.7.5 Stejné jako u vyse uvedeného neiplného rozkladu plati e;; = 0 pro
mimodiagondlni proky chybové matice E = LU — A. Pro diagondlni prvky E to neplati.

Algoritmus modifikovaného rozkladu lze zapsat ve tvaru. Snadno nahlédneme, ze kroky
6 a 7 zabezpecuji, ze bude splnéna podminka rfadového souctu a zaroven budou ostatni
mimodiagonalni prvky spocitany (v presné aritmetice) bez chyby.
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Algoritmus 16.7.2 Modifikovany netplny LU rozklad (MILU)

Input: Matice A € R™™", struktura tidkosti S.

Output: Faktory rozkladu L € R™™ s jednotkovou diagondlou a U € R™™", kde A ~ LU.
1. for k=1:ndo

2. for i = k+1,...n takovd, ze (i,k) € S

3. ik = ag/arg

4. for j =k+1,...,n takovd, Ze (k,j) € S
5. if (’l,j) €S Q55 = Qi — likakj

6. if (’l,j) ¢ S Qi = Qi — likakj

7. end do

8. end do

9. for j=Fk,...,ndo

10. Uk; = Akj

11. end do

12. end do

Modifikace zachovanim fadkového souctu prvku ve faktorech netplné faktorizace je
prikladem, kdy se v feseni modelovych tloh casto snizi pocet iteraci predpodminéné
iteracni metody. Souvisejicim faktem muze byt, ze spolu s dalsim technickym predpokladem,
kterym je vneseni urcité neptresnosti do radkového souctu, je mozné v modelovych tlohach
asymptoticky snizit velikost ¢fsla podminénosti pfedpodminéné matice s(M~/2AM~1/?).
To ted postupné probereme. Analogicky jako v netiplném nemodifikovaném rozkladu vyse,
budeme rozklad dany Algoritmem 16.7.2 s volbou

S(L+U) =S(A) (16.82)

oznacovat MILU(0). V piipadé, kdy pouzijeme v tomto algoritmu Choleského rozklad
jako modifikaci pro symetrické a pozitivné definitni matice, budeme hovotit o MIC(0).

Uvazujme nyni rozklad symetrické a pozitivné definitni matice A z modelového problému
z pétibodového hvézdicového schématu. Rozepisme vztah pro chybovou matici jako

M=LD'IL"=A+E=A+R+D,
kde matice R ma v i-tém fadku obecné nenulové prvky na tfech pozicich, pro které plati
Tii = —Tii—m+1 — Tiit+m—1
a prvky matice D reprezentuji diagonalni modifikaci a pro jejichz velikost plati
D = ¢h*Dy (16.83)

pro parametr diskretizace h, konstantu & nezavislou na h a D4 predstavujici diagonalni
¢ast matice A s prvky

a, 1=1,...n. (16.84)
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V nésledujicim budeme pouzivat nésledujici znaceni prvku na diagonalach symetrické
a pozitivné definitni matice z pétibodové diskretizace podle nasledujicitho obréazku.

ar —f N
—b5 '
—N
A= —Yi—m —Bim1 i —p; —%i (16.85)
—Yn—m
. _ﬁnfl
—Yn-m _ﬁnfl Qp
a1 aq b1 C1
b1
. a; bz &
L=1]¢a T = '
: Cn—m
Ci—m bi—1
Cn—m bn—l an (7%

Diagonalni kompenzaci dodrzeni neptresnych radkovych souctu tedy muzeme zapsat
Tii = ~Tii—m+1 — Tiitm—1; (16.86)

kde hodnoty chybové matice s indexy mimo rozmezi 1, ..., n pokladdme za nulové. Vztahy
mezi nenulovymi hodnotami prvka matic A, L a LT muzeme zapsat ve tvaru

ai = ai(14+0) —ri—rimp — b, —c,, (16.87)
bi = —pi/a
ci = —vi/a
i = bi1Ci
§ = Eh%E>0

Zminme zde také, ze neuplny rozklad MIC(0) lze zapsat ve tvaru
(D —LA)D (D —Uy). (16.88)
V tomto vyjadieni jsou prvky diagondlni matice D rovny

i=1,...n (16.89)
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a tak s nimi budeme také déle pracovat.

Nésledujici obrazek ukazuje strukturu nedplného rozkladu M1C(0) pro modelovy Po-
issontuv problém (kde je matice symetrickd a pozitivné definitni). Hvézdicky odpovidaji
zaplnéni, které je kompenzovano na diagonéle dodrzovanim nepiesnych fadkovych souct,
kde nepfesnost je ddna prvky matice D.

4 -1 -1
-1 4 -1 x -1
-1 4 * =1
-1 % 4 -1 -1
A= -1 % -1 4 -1 *= -1
-1 -1 4 *  —1
-1 = 4 -1
-1 % -1 4 -1
-1 -1 4

Pro Poissonuv modelovy problém v tomto oznaceni mame m = 3 a plati

a = 4, 1=1,....n

G =1, i=1,....n—1;, 1#m,2m,...,(n/m—1)m
gi = 0, i=m,2m,...,(n/m—1)m

v = 1, 1=1,...,n—m;

V nasledujicim textu ukazeme, ze v pripadé diagonalni modifikace a tento modelovy
problém lze ocekavat asymptotické snizeni velikosti ¢isla podminénosti predpodminéné
matice. Ackoli v tomto pripadé a v fadé jinych pripadu bylo ukazano, ze diagonalni kom-
penzace neni pro odvozené teoretické vysledky potieba, budeme s ni zde pocitat. I proto,
ze budeme poté s diagonalni kompenzaci modifikovanych rozklada pocitat v obecném
pripadé jako s praktickym néastrojem algoritm.

Lemma 16.7.2 Pro predpodminéni MIC(0) aplikované na modelovy problém s matici
(16.85) existuje konstanta & > 0 nezdvisld na diskretizacnim parametru h takovd, Ze

r; < 1/(2(1+&h).
Dikaz: Uvazujme vysSe uvedené vztahy mezi hodnotami modelového problému, kde
a;=4,6<1,7% <1 (16.90)
Plati-li ¢ = 0 snadno dokazeme vztah
a?>2, i=1,....n (16.91)
matematickou indukei nebot pro indukéni piedpoklad

a?>2 i=1,...,p—1 (16.92)
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dostaneme v induk¢énim kroku

aZ=4—=by 1(bp1+ Cp-1) = pom(Cpom + bpo) =4 —2/a2 | —2/a’_ >4-1—1=2.

p—1
(16.93)
Uvazujme nyni £ > 0 a ukazme, ze
a?>2(1+&h), ,i=1,...,n (16.94)
Analogicky, z indukéniho predpokladu pro ¢ =1,...,p — 1 muzeme psat
(1+&h)a® > (1+£h)<4(1+§h2)— ! — ! — ! — ! )
T = ' 201+ &h)  2(1+&h)  2(1+&h)  2(1+&h)

4(1 + ER* + 46 h + 4E6R°%) — 2 =
2 4 4ER? + A6 h 4 46 B,

Polozenim &; = v/2¢ dostaneme

(L+&h)al > 2+ 4&h + 26007 + 260h° > 2(1 + £1h) (1 + & k). (16.95)
Protoze ale
i = bi—1¢i1, (16.96)
pak také
ri=1/a; , < 1/(2(1 + &h)) (16.97)
a konstanta &; takova, ze plati tvrzeni lemmatu tedy existuje. [ |

Nasledujici lemma zjednodusuje vyraz pro hodnotu kvadratické formy s chybovou matici
R.

Lemma 16.7.3 Pro x € R"™" plati (Rz,x) = — Y. Tiitm—1(Titm-1 — ;)

Dukaz: Podle definice matice R a s vyuzitim toho, ze matice R ma na kazdém tadku
pouze tii nenulové prvky dostavame

Rx x ZT“J: +227““+m 1Ti+m—1T; (16.98)

Pfitom jsme vyuzili faktu symetrie, nebot dvojndsobek druhé sumy je dén souc¢tem

E Tz’,ierflxierflxi"i_E Titm—1,iTiTitm—1- (16.99)
i i

Pravidlo nulového soué¢tu modifikaci na fadku implikuje prepis (16.98) na

(Rx,x) = — Z(ri,iferl + 7“z',z'+m—1)9512 +2 Zri,ierflxierflxi (16.100)

7 7

S vyuzitim obecného vztahu

2 2 2
2Tipm1Ti = Ty g + T — (Tigm—1 — Ti)
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prepiseme druhy ¢len vyrazu (16.100) a ziskame vztah

(Rx,x) = — Z(Tz‘,wmq + Ti,i—mﬂ)x? +
i
2 2 2
+ Z(Ti,z‘+m—1$i + i itm 1T 1) — ZTz‘,z‘+m—1(9€z‘+m—1 — ;)%

7 7

Prvni ¢leny prvnich dvou sum se vzajemné vyrusi. Totéz ale plati i pro druhé ¢leny prvnich
dvou sum, jak nazorné vidime, kdyz zménime poradi u jedné rady séitancu a napiSeme

n n—m-+1
2 _ 2
E Tii—m+1L; = E Tii—m+1T 4 m—1-
i=m =1
Vysledny vztah pro (Rz,z) lemma dokazuje. [ |

Lemma 16.7.4 —(Rx,z) < 1/(1+ & h)(Ax, x)

Dukaz: Dosazenim odhadu pro r; z Lemmatu 16.7.2 do vztahu z Lemmatu Im:mic02
ziskame

Rl’ 33' ZTZ i+m—1 lerm 1= xz < Z 1/ 1 + fl ))(«T@'erﬂ — l'i>2. (16101)

Pouzitim nésledujici nerovnosti platné pro realné cisla a, b, e
(a—b)? <2(a—e)*+2(e —b)? (16.102)
dostaneme

—(Rz, z) 21/ 1+& ) [(Tipme1 — 1)+ (21 — )% < 1/(1+Eh)(Az, ), (16.103)

kde jsme vyuzili platnosti vztahu

(Az,x) > Z — zi41)” + (T — Tigm)?) (16.104)

Nerovnost v tomto poslednim vztahu a nikoli rovnost je ddna tim, Ze jedna z vedlejsich
diagonal v matici naseho modelového problému z diskretizace na ¢tvercové siti obsahuje
také nulové prvky. ]

Vysledny asymptoticky vztah pro ¢islo podminénosti predpodminéné matice je dusledkem
predchézejicich odvozeni

Disledek 16.7.1 Pro cislo podminéenosti daného modelového problému plati ndsledujici
asymptoticky vatah k(M~Y2AM~Y2?) = O(h™!)
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Dikaz: Upravujme formalné podil kvadratickych forem pro z € R™*"

(Az, x) 1

An D Me2) = o+ (Reve) + (Do) = 1+ (Reva)/(Az,2) + (D, 2)/(An, 2

1
S T (Beo)(Aes) S1o1/0+an T an

Nebot se nejmensi vlastni éfslo matice A modelového problému se dé zapsat jako &yh? pro
konstantu &y nezavislou na h, pak dostaneme

1/(Ax, x) _ 1
(Az,z)/(Mz,7) 2 1+ (Dz,2)/(Az,x) 1+ &h2(z,x)/(Ax, x)
1
1+ /&

z ¢ehoz plyne vysledek. V této posledni dprave jsme vyuzili faktu, ze (Rz,z) < 0 jak
je vidét pro nas modelovy problém napiiklad z Lemmatu 16.7.3 a kladnosti prvkia R z
vyjadieni (16.88). [

Analyza asymptotického ¢isla podminénosti muze byt rozsirena na obecnéjsi modifiko-
vané rozklady i obecnéjsi problémy, které zahrnuji naptriklad smisené okrajové podminky
ulohy [85], [86]. V mnoha modelovych piipadech neni nutna ani diagondlni perturbace
zahrnutd v matici D, viz napiiklad souhrn pifstupt v [163].

Problém existence je subtilnéjsi u modifikovanych rozkladu nez u obecnych netplnych
rozkladu. Obecné MILU nemusi existovat ani pro M-matice. U MIC varianty, ktera
predpoklada matici symetrickou a pozitiné definitni, je rozhodujici i dalsi vlastnost, a
vytvoteni rozkladu, ktery ma na diagonéle kladné prvky. V nasledujici definici zavedeme
relevantni pojem.

Definice 16.7.1 Rekneme, e netplng LU rozklad je stabilni prdvé tehdy, jsou-li dia-
gonalni proky faktoru U kladné.

Nésledujici véta dava postacujici podminku stability varianty modifikovaného netplného
rozkladu.

Véta 16.7.3 Je-li symetrickd a pozitivné definitni matice A ostie diagondlné dominantni,
pak jeji modifikovany rozklad pro danou strukturu ridkosti rozkladu existuje a je stabilni s
diagondlni perturbaci i bez ni.

Poznamenejme, ze se casto predpoklada pouze slabd diagonalni dominance, ale kladn&
diagondlni perturbace. Dukaz této véty je mozné najit v [86]. Déle je zndmo, ze metoda
MILU(0) pro symetrickou a pozitivni matici je ekvivalentni vyse citovanému zobecnénému
SSOR predpodminéni [12] s optimalnim parametrem w.

Ruzné vysledky bez perturbaci byly dokézany pozdéji pomoci kombinatorickych tech-
nik. Zobecnéni modifikaci je mozné pozadavkem na obecnou diagonalni kompenzaci roz-
kladu s parametrem ¢ > 0, pro ktery plati Ac > 0 (zobecnéné kritérium fFadkového
souctu). Modifikovany rozklad s kompenzaci pak splauje vztah

Zmij = ch%'a rij =0 pro (i,j) €S Vi
i i
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Obecné je vidét, ze modifikace muze v fadé problému vzniklych z diskretizaci parcialnich
diferencidlnich rovnic muze ptrinést veétsi efektivnost, ale za cenu slabsich teoretickych
vysledki i pro modelové problémy. Jazyckem na vahach volby metody muze pak byt
perturbace diagondalnich prvki. Axelson a Lindskog [15], [16] toho vyuzili k zavedeni re-
laxovaného rozkladu, ktery modifikuje diagonalni prvky pouze piiblizné a odecita tak od
diagonalniho prvku a;; hodnotu

w Z Tij,

kde parametr w je témér roven jedné. Fourierovou analyzou modelového problému se da
ukézat, ze modifikace odpovidd matici D, kterou jsme pouzili v dikazu asymptotické
rychlosti konvergence perturbovaného modifikovaného rozkladu. Tento postup motivuje
statickou nebo i dynamickou volbu w modifikace pii feseni obecnych problému [66], [67],
[157], [125]. V souvislosti s konkrétnimi obecnéjsimi diskretizovanymi problémy se zobecnil
i pojem stability tak, aby zahrnul to, ze diagonalni prvky rozkladu naptiklad nedegeneruji
se zjemnovanim sité [26], [25].

16.7.3 Parametrizace neulplnych rozkladi a odvrhovani prvku
faktort po urovnich: ILU(k)

Netiplné rozklady mohou byt kromé algoritmu popsany ruznym zpusobem jako mati-
cové transformace. Uvazujme jeden krok rozkladu matice A € R*", kde a € R, rT €
R" ce R", S € R 1 a zapisme jej v podmaticové formulaci, kde S oznac¢uje pifslusny

Schurtuv doplnék.
g (@ T\ I a rT
“\e S  \eat I S—catr?

Krok ptiblizného rozkladu pak muzeme znézornit

A a rT - I a T
“\e S) \éat I S—¢c¢atrT

Zavedme nyn{ ndsledujici ohodnoceni vSech prvki matice skaldrni hodnotou, kterou bu-
deme nazyvat iroven prvku funkci level.

e Inicializace trovni pred rozkladem:

level® — 0 if a;; 75 Ooriv=jy
Y 400 otherwise

e Definice trovné prvku v pribéhu LU rozkladu: Pro prvek matice na pozici (i, ) v
kroku k& podmaticového algoritmu definujeme

level%ﬁﬂ) = min(levelz(f), level®) + level,g;) +1)
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Takto je tedy troven definovdna pro vsechny pozice v {1,...,m} x {1,... . n}.

Neuplny rozklad zalozeny na konceptu turovné budeme znagcit I LU (p) v piipadé neiplného
LU rozkladu a IC(p) v ptipadé netplného Choleského rozkladu. p > 0 zde predstavuje
zvoleny celociselny parametr. Principem postupu je aktualizace prvku pouze na téch po-
zicich z {1,...,m} x {1,...,n}, které maji troven nejvyse rovnu danému celo¢iselnému
parametru p > 0. Timto zpusobem omezujeme je omezeno zaplnéni ve faktorech roz-
kladu. Myslenka, kterd motivuje tuto dynamickou definici struktury fidkosti S je, ze
prvky s vyssi drovni, které odpovidaji delsim cestam zaplnéni, prispivaji k vyslednému
rozkladu méné. To je skuteény fakt, ktery nastava v nékterych praktickych modelovych
situacich, kde zaplnéni s vysokou urovni danou funkei level, maji malou velikost (abso-
lutni hodnotu). Algoritmus netiplného LU rozkladu zalozeného na konceptu tirovni pak
muzeme lze vyjadrit nasledovné

Algoritmus 16.7.3 Netplny LU rozklad zaloZzeny na drovnich (ILU(p))
Input: Matice A € R™", inicializované trovné level, p > 0.

Output: Faktory rozkladu L € R™"™ s jednotkovou diagondlou a U € R™", kde A ~ LU
1.fori=1:ndo

2. for k=1,...i— 1 takovd, ze level(i, k) <p

3 ik = Qi) Qg

4 for j=k+1,...,n

5. Qjj = Q5 — likakj

6. level(i, j) = minlevel(i, j), level (i, k) + level(k, j) + 1
7 end do

8 end do

9 for j=1,...n

10. if level(i, j) > p poloZ a;; =0

11. end do

12. for j=Fk,....,n do
13. Uk; = Akj

14. end do

15. end do

Algoritmus pracuje po fadcich a to je také duvod, pro¢ nulujeme prvky s urovni
presahujici p teprve po vytvoreni konkrétniho fadku. V prubéhu cyklu pro jeho tvorbu
totiz jesté nemusime védeét, jestli néjaka piipustna cesta zaplnéni existuje nebo ne. Nasledujici
sada obrézku ukazuje strukturu zaplnéni pro ILU(p) s postupné rostoucim parametrem
p a naznacuje problém, ktery muze v praxi nastat u tohoto typu volby struktury fidkosti
neuplnych faktoru. Prvni ¢tyti obrazky se tykaji modelového problému a zbylé dva obrézky
znazornuji strukturu netplného rozkladu zalozeného na trovnich pro matici s kompliko-
vaneéjsi strukturou ridkosti.
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ILU(0) ILU(3)
Konkrétné, u tohoto typu volby struktury fidkosti muze dojit k tomu, ze velmi rychle
vzrustd velikost zaplnéni pro rostouci p.

16.7.4 Odvrhovani prvka mensiho vyznamu

Hlavnim problémem takto koncipovaného zpusobu odvrhovani je odhad, které prvky maji
pro rozklad maly vyznam. Jak bylo naznaceno vyse, obvykle se za takové prvky povazuji
ty, které jsou jako prvky faktoru nebo faktoru v absolutni hodnoté mensi, nez néjaky
pevné dany parametr 7 > 0 (absolutni odvrhovani), nebo, které jsou v absolutni
hodnoté mensi vzhledem k jinym prvkum, napiiklad maximalni absolutni hodnoté prvkua
ze Schurova doplitku (relativni odvrhovani).

Ackoli se relativni odvrhovani zda vhodnéjsi, nemusi tomu tak v praxi vzdy byt.
Procedura, ktera takové kritérium vyuziva, nemusi detekovat velky ristovy faktor roz-
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kladu a spocitané faktory mohou byt nestabilni. Naproti tomu algoritmus rozkladu s
absolutnim odvrhovanim pro skalovanou matici, takovou situaci snadno pozna podle
zmensovani poc¢tu odvrhovanych prvkia a muze na tento fakt adaptivné reagovat v priubéhu
rozkladu. Existuje dokonce celd fada adaptivnich technik, které parametr 7 méni v priubéhu
rozkladu z podobnych duvodu, ale tfeba i kvuli udrzeni predem vymezené velikosti paméti
pro neuplné faktory.

16.7.5 Existence a stabilita netplného rozkladu

Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, jeji iplny Choleského rozklad je
zpétné stabilni. Pocitame-li ale néjaky jeji netdplny rozklad, nemusi ani silnd regu-
larita matice A stacit pro jeho existenci ¢i stabilita tohoto rozkladu muze byt vyrazné
porusena, jak jsme jiz zminili. Neexistence netiplného Choleského rozkladu znamena, ze
v jeho prubéhu je néjaky spocitany diagonalni prvek nekladny. Pro netuplny LU rozklad
(ILU) to znamend, ze je na diagondla nula a zaporny diagonalni prvek nevadi. V obou
ptipadech ale i spoc¢itany diagondlni prvek blizky nule znamena potencialni nestabilitu
rozkladu. Nésledujici ptiklad ukazuje neiplny Choleského rozklad (ve tvaru LDLT) sy-
metrické a pozitivné definitni matice. Poznamenejme, ze matice z tohoto piikladu neni
M-matice, protoze pak by rozklad musel existovat, jak jsme uvedli vyse.

3 -2 2
—2 3 -2
A= —2 3 -2
2 -2 3
1 3
=23 1 N YE
L= 12 1 b= 0.6
2/3 08 —2/3 1 1/3

Po ttech krocich rozkladu bez zaplnéni ziskame nasledujici neiplné faktory.

1 3
23 1 | 5/3
L= 12 1 b= 0.6
2/3 ~10/3 1 -5

Netiplny Choleského rozklad tedy neexistuje nebot doslo ke zlomu tim, Ze na diagondle
vzniknul zéaporny prvek. Heuristickda minimalizace pravdépodobnosti, ze nastane takova
situace muze byt zalozena napiiklad na tom, ze se pred rozkladem hleda néjaky kom-
promis mezi permutaci minimalizujici zaplnéni a permutaci, kterd presune na diagonélu
matice prvky s co nejvétsi absolutni hodnotou. Takovou permutaci 1ze nalézt napiiklad a
priori aplikaci kombinatorickych technik zalozenych na variantach hledani parovéani v gra-
fovém modelu matice. Druhou moznosti je hledat takovou permutaci dynamicky a pouzit
napiiklad diagonalni pivotaci. To znamend, ze v k-tém kroku rozkladu vybirdme hlavni
prvek ze zbyvajicich n — k — 1 diagonalnich prvka. Ve vybéru opét muzeme kombinovat
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kritéria, aby tento hlavni prvek byl dostatecné velky v absolutni hodnoté a zaroven ne-
dochézelo k prilisnému zaplnéni matice. Ani v tomto ptipadé nemusi ale neiplny rozklad
(symetricky permutované) matice existovat. Neuplné faktory ale mohou trpét i dalsimi
nesvary. Faktory mohou byt nestabilni z diuvodu existence vice mensich hlavnich prvkua
(pivotu) a pfitom tento problém nemusi byt algoritmem detekovan. Dalsim problémem
muze byt nestabilita substitu¢nich kroku dlouhymi rekurencemi, které vytvarely neiplné
faktory [66], [67], [33]. V praxi tak vznikla celd Fada specifickych modifikaci algoritmu
netplnych rozklada (nezaménujme takové modifikace s technickym terminem modifikace
zavedenym vyse). Nekolik takovych moznosti zminujeme v nésledujicim vyctu:

e Zména hodnoty diagonalniho prvku v piipadé jeho malé absolutni hodnoty
(nedplny LU rozklad) nebo malé hodnoty (neiplny Choleského rozklad) [96]. Tato
zména nékdy muze pomoci, ale ¢asto je neu¢inna, protoze kdyz jsou problémy al-
goritmem detekovany, muze uz byt pozdé na napravu.

e Sofistikované diagonalni modifikace v priubéhu rozkladu. Takové modifikace
mohou brat naptiklad do ivahy pomér mezi absolutnimi hodnotami diagonalnich a
mimodiagonalnich prvku v prubéhu rozkladu. Takovy postup, ktery byl svého casu
popularni v optimaliza¢nich aplikacich, muze vyustit ve velmi nepfesny netplny
rozklad nebo poskytnout rozklad, které zadnou modifikaci nepotieboval.

e A priori posunuté rozklady [114] rozklddaji matici A+al nebo A+aD 4, kde « je
skalarni parametr. Dostatecné velké kladné o, které zabezpecuje existenci rozkladu,
vzdy existuje, ale problémem muze takovy parametr, aby chybova matice E, ktera
vznikne na zékladé a priorniho posunu i netuplnosti rozkladu, nebyla ptilis velika a
rozklad se tedy blizil rozkladu puvodni matice.

e Kompenzované redukce, jejichz varianta byla zminéna vyse, jsou napiiklad netplné
rozklady M-matice blizké matici A. Pro ty pak neiplny rozklad existuje. Jejich kon-
strukce je napiiklad zalozena na tom, ze hodnoty kladnych mimodiagonélnich prvku
matice A jsou pric¢teny k diagondle matice, ¢imz se zachovaji fadkové soucty mezi
puvodni a modifikovanou matici. Tento pfistup je robustni hlavné pro ty matice,
které jsou samy blizké M-maticim; viz [14] nebo podobny piistup v [59].

e Lokalni modifikace podle Ajize a Jenningse. Tato strategie [92], [93], [1] nabizi
dynamicky zptusob odvrhovéani, kde odvrhované prvky nejsou vybréany ze struktury
fidkosti puvodni matice, ale jsou zvoleny na zakladé hodnot v Schurové dopliku
neuplného rozkladu. Schéma lze znazornit nasledovné

i 7 las] —aj;
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kde nenulové hodnoty v této matici odpovidaji prvkum, kterymi modifikujeme
Schurav doplnék, nechceme-li pfipustit zaplnéni na jeho pozici (7,7) (provadime
odvrhnuti na této pozici). Parametr v je ¢asto pro jednoduchost zvolen jednot-
kovy. Strategie je robustni z hlediska existence, protoze takova modifikace znamena
pricitani pozitivné semidefinitni matice k matici A. Byla-li puvodni matice regularni,
pak tedy rozklad ziejmeé existuje. Blokové varianty tohoto postupu, kde je vidét jestée
dalsi zvyseni robustnosti rozkladu, je mozné najit napiiklad v [21]. Stejné jako v
podobnych situacich, rozklad muze byt efektivni, neni-li rozkladand matice ptilis
vzdalena od matice A.

e Pozitivné semidefinitni modifikace podle [155] je dalsim moznym postupem. Uvazujme
nejprve krok tuplného LU rozkladu v nésledujicim podmaticovém zapisu zapsanym
stejné jako vyse

A a rT - I a 1 atr?
“\Ne S \eat I S—catrT I

Nyni rozlozme obecné tidké vektory ¢ a r na dvé ¢asti s ruznymi komponentami a
oznacme je nasledovneé.

Schuruv doplnék

S —catyT

uplného rozkladu pak budeme modifikovat na tvar

S—ca'rT+R=85— (") (" T+ 00 (16.105)
¢y ) \ry 0 corl '

Existuje vice zpusobu jak rozlozit sloupcovy a tadkovy vektor vystupujici v konkrétnim
kroku rozkladu. Popularni volbou je takovy rozklad, kde v r; a ¢; jsou prvky s obecné
vétsimi absolutnimi hodnotami nez v zbylych castech, tedy nez, po tadé, v r a co. Tato
varianta rozkladu velmi efektivni, ackoli implementace neni primocard a je zapotiebi ji
obvykle jesté ddle modifikovat, aby byla efektivni.

16.7.6 Neuplné rozklady a preusporadani

V pripadé tuplného rozkladu symetrické a pozitivné definitni matice Choleského rozkla-
dem je obvyklé volit pocatecni usporadani statickou symetrickou permutaci, ktera mini-
malizuje zaplnéni v matici, jak bylo diskutovano vyse. V prubéhu tidké Choleského
faktorizace se pak obvykle pouzivaji dalsi permutace motivované napiiklad vhodnym to-
pologickym ocislovanim elimina¢niho stromu, vytvarenim supervrcholi, ale i paralelnim
zpracovanim, o kterém jsme zatim nemluvili. Tyto dalsi permutace uz casto nemeéni
velikost zaplnéni. V piipadé netiplnych rozkladi je volba vhodného uspofddani, at uz



16. Prtiblizné maticové rozklady, stépeni a predpodminovani 251

pocatecniho nebo vytvareného v prubéhu rozkladu, obtiznéjsi, protoze vliv usporadani na
ruzné aspekty chodu predpodminénych itera¢nich metod je méné predvidatelny. Nésledujici
obrazky demonstruji graficky nékolik typu usporadani, které byly vyvinuty predevsim pro
pouziti v uplnych rozkladech pirimych metod a které byly také zkouméany v souvislosti s
neiplnymi rozklady.

<— prirozené

rem —
K
.
20'.-'.'..’~.--~ s
S nd —
.

o 5 10 15 2 25 0 3 o 5 10 15 2 25 0 3
nz=156 nz=156

<— spiralni .
/b e

o 5 10 15 20 25 80 3 o 5 10 15 20 25 0 3
Nz =156 nz=156

Sumarizujme nyni nékolik zakladnich fakti o pouziti usporadani pro neiplné faktorizace,
pricemz budeme také hovotit o zptusobech uspotadani, které vysvétlime teprve pozdéji.

e Usporddani pro netiplny Choleského rozklad [52].

— Piirozené usporadani a permutace nenulovych prvka matice smérem
k diagonale pro matice z diskretizaci na strukturovanych sitich je obecné
dobrou volbou pro netplné rozklady, kde pripoustime malé zaplnéni. Prirozenym
usporadanim je ptritom systematické ocislovani vrcholu sité po fadcich nebo
sloupcich.

— Usporadéni typu nejmenstho stupné a nejmensiho zaplnéni (MD/MF) a €erveno-
cerné usporadani v kombinaci s malym dovolenym zaplnénim neni obvykle
vhodné.

— Vétsina usporadani s cilem zvysit paralelismus neni také obvykle velmi efek-
tivni.

— Netiplné rozklady, které jsou opravdu efektivni, je vhodné zalozit nejen na

struktute zaplnéni, ale i na vyznamu prvku ve faktorech ve formé jejich veli-
kosti.



252 16. Priblizné maticové rozklady, Stépeni a predpodminovani

e Usporadani pro LU rozklad obecné nesymetrickych matic

— Permutace nenulovych prvka matice smérem k diagonale byva velmi
ucinna. Ta muze zaroven rozklad stabilizovat a posilit datovou lokalitu.

— Pro jednoduché netiplné rozklady z diskretizaci na strukturovanych sitich neni
prirozené uspotradani obvykle ptilis vhodné.

e Dalsi moznosti jsou naptiklad

— Usporadani, které heuristicky minimalizuje néjakou normu chybové matice E
[41]

— Pivotace v rozkladech [138], [23] sice obvykle zvysuje slozitost, ale muze se
vyplatit. Poznamenejme, ze pivotace v netplnych rozkladech muze byt na sek-
vencni pocitacové architekture ¢asto mnohem levnéjsi nez pivotace v uplnych
rozkladech.

— A priorni uspotradéni zalozené na posilovani diagonaly technikami maximélniho
parovani a vazeného maximalniho parovani [121], [50], [51].

16.7.7 Poznamky k implementaci neaplného rozkladu

Vsechny uvedené algoritmy netiplného rozkladu ptedstavuji tento rozklad z matema-
tického pohledu. K tomu, aby byla implementace efektivni je zapotiebi navrhnout také
vhodné datové struktury a praci s nimi. Nejmarkantnéji je tento problém vidét u rozkladu,
kde odvrujeme prvky podle vyznamnosti nebo u ILU(p), kde dokonce hovoiime explicitné
o n? pozicich, pro které se vyéisluje a pifpadné aktualizuje hodnota jejich drovné. Piesto
i v tomto piipadé existuji implementace, které se vyhnou pamétoveé naroénym postuptim.
Existuje napiiklad algoritmus, jak spocitat vyslednou strukturu ILU(p) dopfedu, a to
dokonce paralelné [91]. V tomto textu se nebudeme implementaénimi postupy zblizka
zabyvat, ale jejich roli pfipomeneme v cvicenich k tomuto textu.

16.7.8 Kombinovat predpodminéni s matici soustavy nebo ne?

Vratme se nyni k otdzce, zdali zkombinovat matici A a matici/matice vyjadiujici pfedpodminéni
do jedné matice. VySe jsme zminili, zZe ve vétsiné situaci je pfedpodminéni aplikovano
nezavisle na maticovém nasobeni jako samostatny krok v ramci iterac¢ni metody. Nicméné,
existuji piipady, kdy je vhodné ptedpodminéni zkombinovat s maticovym nésobenim z
hlediska efektivity. Uvazujme matici

A=Dy— Ly— Uy,

kde D, je diagonalni ¢ast matice A, L, je ostie dolni trojihelnikova a U, je ostie horni
trojuhelnikové ¢ast matice. Nésledujici postup se nazyva Eisenstatuv trik [60] a da se
pouzit na predpodminovani soustav s matici A, kde se predpodminéni M d&a zapsat ve
tvaru

M= (D —LA)D YD —~Uy) = (D~ L) DD —Uy)] = MM, (16.106)
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kde D je diagonalni matice, obecné ruzna od D 4. Tim tento typ predpodminovani pokryva
neuplné rozklady z nékterych jednoduchych diskretiza¢nich modelt jak jsme o nich hovotili
vyse. Uvazujme oboustranné predpodminéni, zapsané jako
(I — L) *A(I —TU,)" L.
Do tohoto tvaru prepiseme predpodminéni aplikované jako M = M; M, oboustranné na
matici A podle (16.13) nasledovné
(D= L) ADND = U™ = [(D—La)"DIDAD™(D = Uy)] ™
= [D"YD — L) 'D'A(I - DU,
= (I —Ly) AT —Uy)™
pro . ) .
Li=D"1'L,,Uys=D"'Uy, A=D'A.
Oboustranné predpodminénou soustavu soustavu muzeme pak zapsat ve tvaru
(I—Ly)) "AI -Ux) ly=(I-D'Lo) 'D'AI-D'U)'y=UI-D'Ly) "D .
(16.107)

Vyjadfeme nyni matici A = (I — L) "A(I — Uy)~! transformované soustavy nasledovné

A

A = (I-L)"AT-U) ' =T = La) D 'Dy— Lo —U) (I —Uy) !
= (I—LA) M =La+D'Dy+1-Uy—20)I Uy
( )l
( )

NI =LA —=Ux) P+ (D'Dy — 21 (I — Uy) "t + 1

Pak muze byt aplikace matice Az na vektor z spoCtena pouzitim vztahu

zZ = ([ — UA)’lz
= (I—Ly) Y2+ (D'Dy —21)2)
(I—EA)_lzzl(]—ﬁA)_lz = 2—}-5

Snadno nahlédneme, Ze slozitost aplikace predpodminéné matice je zalozena na slozitosti
dvou substituci s trojuhelnikovymi maticemi, nadsobeni diagonalni matici a souc¢tu vektoru.
To neni o mnoho vice nez slozitost samotnych substituci. Jinymi slovy, zkombinovanim
predpodminéni a maticového nasobeni ziskame efektivnéjsi proceduru. Piipomenme ale,
ze podstatny je specidlni tvar predpodminéni podle (16.106), protoze tento trik neni
obecny.

16.8 Predpodminéni a paralelni vypocty

V této casti budeme diskutovat aspekty predpodminovani pii vypoctech na paralelnich
pocitacich, tedy struc¢né paralelniho predpodminovani. Sumarizujme si nejprve nékteré
aspekty paralelniho predpodminovani.
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Konstrukce predpodminéni musi byt ¢asto preformulovana tak, aby byla efektivni z
pohledu pocitacové architektury. Ackoli je konstrukce netplnych rozkladu obvykle
velmi levna, cenou za ni je jejich casta neefektivita ve smyslu konvergence.

Casté je snizeni efektivity netplnych rozkladu jako predpodminéni v rémci mo-
dernich pocitacovych architektur z duvodu mensiho vyskytu hustych bloku, které
by mohly vyuzivat efektivni BLAS3 aritmetiku.

Tato neefektivita je ale casto kompenzovana vétsim potencidlem pro vyuziti stro-
mového paralelismu, ktery jde nad ramec paralelismu dovoleného eliminac¢nim stro-
mem.

Velkou vyzvou pro vyuziti paralelnich pocitacovych architektur jsou substituéni
kroky. Ty mohou byt pro tidsi netplné faktory v tomto ptipadé nékdy efektivnéjsi
nez jejich analogie pro tuplné rozklady vyuzitim techniky substituce po trovnich
(level scheduling). Efektivita substituci je v piipadé netplnych rozkladu pouzitych
jako pfedpodminéni velmi kritickd, protoze jsou v ramci itera¢nich metod aplikovany
opakované. Jednou ¢i vickrat v kazdé iteraci.

V nésledujicim textu rozlisime nékolik hlavnich smért, které se historicky uvazovaly
pro vyvoj vhodnych pfedpodminéni zalozenych na netuplnych rozkladech pro moderni
pocitacové architektury. Neéekteré z téchto sméru se tykaji pouze efektivni paralelni kon-
strukce netplnych rozkladu, jiné z nich se zaméruji na jejich aplikaci v ramci itera¢ni
metody nebo na obé dvé oblasti zaroven: konstrukei i aplikaci.

Specifické aproximacni techniky nebo modifikace rozkladu.
Specifickd usporadani.

Nalezeni a vyuziti bloku rozkladané matice.

Aposteriorni usporadani pro efektivni maticové operace s faktory.

Pi{ma aproximace maticové inverze M ' &~ A~! (inverzni netiplné rozklady).

16.8.1 Specifické aproximacni techniky nebo modifikace rozkladu

Standardni pfimé neiplné rozklady jako jsou ILU/MILU/IC/MIC mohou byt déle modi-
fikovany tak, aby byly na paralelnich pocitacich efektivnéjsi. Nékteré z téchto postupu

maji

za sebou dlouhy historicky vyvoj. Velmi ¢asto pritom byly modifikace ptuvodné

formulovény ve formé diskretizaénich schémat namisto v maticovém tvaru. Casto
také predpoklddaly modelovy problém s jednoduchou strukturu rozklddané matice. V
nasledujicim textu budeme takové pristupy ilustrovat nékolika ptiklady navrzenych po-
stupu.
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16.8.1.1 Casteéna vektorizace (partial vectorization)

Casteéna vektorizace je strategie, kterd vyuzivé vektorizaéni potencidl matic z diskre-
tizaci parcialnich diferencidlnich rovnic na strukturovanych sitich. Neuplny rozklad casto
omezuje nové zaplnéni na pozice puvodni struktury fidkosti z hlavni diagonaly a z nékolika
vedlejsich diagondl a pripadné pozice nékolika dalsich vektoru. Rozklad i jeho aplikace ve
formeé substituci mohou byt casteéné vektorizovany algoritmem, ktery pracuje s vektory
zachycujicimi diagonaly matic. Piiklad matice z pétibodového diskretizacniho schématu
je znazornén nize.

Problémem postupu je specialnost struktury ridkosti matice, ktrerou je tteba uvazovat.

16.8.1.2 Aposteriorni sparsifikace (forced aposteriori annihilation)

Jinym zpusobem, jak alespon ¢astecné paralelizovat vypocet a substituéni kroky je mo-
difikace faktoru predepsanim struktury tidkosti S tak, ze se odvrhnou prvky netplnych
faktoru, které zabranuji efektivni vektorizaci nabo paralelizaci algoritmu a tim umozni
efektivnéjsi pouziti vice procesort pro vypocet. Mame-li k dispozici jiz spocitany netplny
rozklad, muzeme jej modifikovat aposteriorni sparsifikaci trojihelnikovych faktoru
[145]. Pro zndzornéni uvazujme nésledujici schéma. Na levé strané obrazku je puvodni
spocitany bidiagonalni faktor. Sparsifikovany bidiagonalni faktor je znédzornén na pravé
strané tohoto obrazku.
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Tento postup ma obvykle dvé zasadni vady. Za prvé, nalézt takové prvky faktoru, které
maji byt timto postupem odvrhnuty a zaroven prili§ neohrozily kvalitu rozkladu, muze
byt velmi obtizné. Sparsifikace, ktera je zalozena pouze na struktute faktort a nikoli
na numerickych hodnotach muze totiz vyrazné zpomalit konvergenci predpodminéné
iterac¢ni metody.

16.8.1.3 Paralelni zpracovani po drovnich (wavefront processing).

Paralelni zpracovani po urovnich je technika navrzena pro rozklad matic na strukturo-
vanych sitich stejné jako fada dalsich a zde diskutovanych postuptu. Potencial pro paraleli-
zaci je zde velmi podobny technikdm pro paralelni implementace stacionarnich iteracnich
metod, které ztotoznuji komunikaéni sit s diskretizacni siti a pracuji s jemnozrnym pa-
ralelismem. Konkrétni strategie pro neuplné rozklady matic z pétibodovych diskretizaci
dvojrozmérnych oblasti na strukturovanych sitich je znazornéna na obrazku nize. Sipky
ukazuji zavislost ve vypoc¢tu numerickych hodnot. Prave fakt, ze faktorizace je neiplnd
ale hraje pozitivni roli v efektivité postupu.

?
Toto schéma muze byt zobecnéno napiiklad na rozklad matic ze sedmibodové dis-
kretizace na strukturovanych sitich ve 3D. V tomto piipadé se postup tradicné nazyva
nadrovinovy pristup. Dalsi zobecnéni zahrnuji napiiklad predpodminovani na diskre-

tizace nestrukturovanych siti, kde se ale zavislosti mezi numerickymi hodnotami obvykle
obtiznéji detekuji a postup muze byt nepftilis efektivni.

B
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16.8.1.4 Prtetoceny rozklad a jeho zobecnéni na soubézny rozklad vice oblasti.

Zajimavy zpusob rozkladu nazyvanym pietoceny rozklad (twisted factorization) kde
vysledné faktory kombinuji horni a dolni trojihelnikové casti byl zaveden v souvislosti s
paralelnim poc¢itanim. Tento rozklad je charakterizovan paralelnim rozkladanim matice
z obou konctu najednou, tedy zaroven podle vzrustajictho indexu a zaroven podle kle-
sajictho indexu. Struktura tidkosti rozkladané matice je pak reprezentovana nasledujicim
zobrazenym zpusobem [17], [158] a samotné vyjddieni algoritmu rozkladu neni obtizné.
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Paralelismus ziskany timto zptsobem je pouze dvojnasobny, ale muze byt jesté zvysen
nékolika zpusoby. Za prvé, pretoceny rozklad muze byt provadén rekurzivné, coz ale
samoziejmé komplikuje implementaci zalozenou na hierarchickém ptistupu. Za druhé, po-
stup muze byt zobecnén na matice z diskretizaci na jednoduchych strukturovanych 2D /3D
sitich pro paralelnim rozklad smérem od rohu sité nebo i na matice obecnéjsi.
Usporadani, které je pouzito pro rozklad zac¢inajici simultanné z rohu sité pravidelné 2D
sité je znazornéno na nasledujicim obrazku.

i

Zobecnéné schéma, které pouziva vice oblasti a vyhyba se tak i pojmu rohu, které jsou
prirozené pouze pro strukturované sité je na nésledujicim obrazku. Algoritmus pak muze
byt efektivnéjsi, ale jeho implementace je samoziejmé mnohem narocnéjsi.

SR

Takovéto obecné schéma je uzitecné pro matice z diskretizaci obecnych oblasti nebo pro
matice, které jsou dané pouze algebraicky. Algoritmus obvykle predpoklada predzpracovani
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sofistikovanym délenim grafu. Paralelni vypocetni proudy provadéjici rozklad jsou
na rozhrani propojeny fesenim problému, ktery rozklad finalizuje. Takovy problém neni
obvykle obtizné odvodit, ale zde se tomu nebudeme vénovat. Iteracni i ptimé metody
zalozené na obecné technice rozkladu na oblasti (domain decomposition) maji silné
teoretické zaklady a také nabizeji standardizované postupy jak tesit problém na rozhrani.
Podobné se tedy i oblast neuplnych faktorizaci vedoucich k paralelnim algoritmum se
musi vyporadat s feSenim problému na rozhrani [131], [151], [19], ale blizs{ zkoumani je
uz za hranici tohoto textu.

16.8.2 Specificka usporadani pro netplné rozklady

Rada zptisobt, jak zvysit efektivitu vipocti predpodminénych iteraénich metod na para-
lelnich pocitacich je zalozena na nalezeni vhodného usporadani, které moznost soubézného
zpracovani v neuplném rozkladu a ptipadné i jeho aplikaci posili. Zde zminime zptsob,
ktery je zalozeny na €erveno-cerném uspotradani pro dosti specialni matice a ktery se
da ale také zobecnit. Dalsi podobné a casto velmi sofistikované zpusoby usporadani zde
nebudeme diskutovat.

Zduraznéme ale jeden fakt spojeny s nedplnymi rozklady preuspordadanych matic.
Rychlost konvergence predpodminénych iteracnich metod je obvykle novym uspofadanim
ovlivnéna. Konkrétné, usporadani, ktera jsou zalozena na tom, Ze pro zvyseni paralelismu
omezuji globalni propojeni uvniti matice, tak jak tomu je napiiklad u metody vnorenych
fezu, ale je tomu tak i u ¢erveno-cerného usporadani, mohou silné zpomalit konvergenci
predpodminéné iteracni metody [95].

16.8.2.1 Cerveno-cerna usporadani a jejich vicetrovinova rozsireni

Tato usporadani podporuji paralelni zpracovani podobnym zpusobem jako metoda cyk-
lické redukce. Popularni metodou tohoto druhu je ¢erveno-cerné uspotradani jehoz moti-
vaci byly jednoduché diskretizace na strukturovanych sitich. Uvazujme diskretizovanou
2D Poissonovu rovnici zndzornénou na Obréazku 16.50.

16.8.2.1.1 Cerveno-cerné uspoiradani Cerveno-cerné usporadéni je usporadani vi-
cholu sité, respektive, radku a sloupcu odpovidajici matice takové, ze symetricky permu-
tovand matice muze byt zapsana v blokovém tvaru (16.108).

cervené vrcholy  ¢erné vrcholy
T T cervené vrcholy D, —Uy
PPAP =P (Do~ La—Us)P = cerné vrcholy ( — L4 D,

(16.108)
kde Dy a Dy jsou diagonalni matice. Pro symetrickou matici pfitom mame samoziejmé
L4 = U%. Nésledujici obrdzek ukazuje sit s vrcholy, jejichz obarveni motivuje ndzev tohoto
usporadani.

Cerveno-cerné usporadani existuje pravée tehdy, je-li neorientovany grafovy model roz-
kladu bipartitni. Prvni blokovy krok tohoto rozkladu vyuzivajici faktu, ze blokovy pivot
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Obréazek 16.8.2: Cerveno-cerné uspordddni a matice soustavy jsou uspordddny tak, Ze
vrcholy obarvené cervenou barvou jsou zarazeny jako proni.

oznaceny jako D je diagondlni lze zapsat

B Dy —Ua\ ,r I D I —D7'UA\ ,r
A_P<—EA DQ)P _P<—EAD11 1) ( DQ—EADllffA) ( I )P '
(16.109)

Céstecnd eliminace fadki a sloupcti, kterd odpovida prvnimu blokovému kroku rozkladu,
je tedy zalozena na jednoduchém skalovani mimodiagonalniho bloku matici Dy, coz

je operace dobre paralelizovatelna. Je-li matice Dy také diagonalni, zjednodusuje to déle
vypocet Schurova doplinku

S =Dy — LaD7'U,. (16.110)

V pripadé nasi matice z 2D Poissonovy rovnice muze byt matice A povazovana za blo-
koveé tridiagonalni a tato vlastnost se prenasi do Schurova doplnku. V pripadé uplného
rozkladu se rekurzivni aplikace takového postupu nazyva cyklicka redukce.

16.8.2.1.2 Cerveno-éerné uspoiadani a problémy se stabilitou netplného roz-
kladu Tak jak jsem uz obecnéji naznacili, ¢erveno-¢erné usporadani muze zefektivnit
rozklad na paralelnich pocitacovych architekturdch, ale muze zaroven negativné ovlivnit
rychlost konvergence predpodminéné iteracni metody. Ale nejenom to, usporadani muze
ovlivnit existenci rozkladu v nékterych neiplnych rozkladech (urcenych, napiiklad
predpoklddanou strukturou fidkosti a modifikacemi). Abychom to ukazali, uvazujme jed-
noduchy modifikovany rozklad MIC(0) [58], ktery neptipousti zadné zaplnéni, ale modifi-
kuje diagonalu ve Schurové dopliku tak, aby zachovaval fadkové soucty.

Diskretizaéni hvézdu ¢erného vrcholu (7,7) v 2D Laplaceové operatoru pro diagonalni
prvek a;; znazornime nasledovné. Pro jednoduchost predpokladejme, ze vrchol na pozici
(1,1) je vnitinim vrcholem tak, Ze na v8ech stranich je mezi sousedicim Cervenym vrcholem
a hranici oblasti jesté alespon jeden ¢erny vrchol.
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N
-1 4 -1 . (16.111)
-1 .

Uvazujme nyni eliminaci ¢ervenych vrcholu (fddku/sloupcu), které jsou v cerveno-
¢erném usporadani ocislovany diive nez ¢erné vrcholy. Pak plati:

e Na pozici (i,1) je cerny vrchol modifikovan v MIC(0) sousednimi ¢ervenymi vrcholy
nasledovné

1 1

Qi = Qi — — =4—4x - =3, j; je soused i v siti. 16.112

]2 ™~ ;=3 Ji] (16.112)

e Kazdy z téchto ¢tytrech cervenych sousedu generuje tii prvky zaplnéni mezi témito
vrcholy navzajem, protoze se eliminaci propoji do kliky. Piislusné hodnoty zaplnéni
jsou v MIC(0) ale odvrzeny a tedy jsou jejich hodnoty odecteny od diagonélniho
prvku. To muzeme zapsat

4
i = Qi — 23 X L =3-3=0, j; je soused i v siti. (16.113)
ji=1 jij;

Rozklad MIC(0) tedy s matici z modelového prikladu a cerveno-cernym usporadanim
bez dalsich opravnych modifikaci nebude existovat. V tomto piipadé je vidét, ze honba
za zvySenym paralelismem muze byt nékdy kontraproduktivni. Z obecného pohledu
je ze cerveno-cerné uspotradani kombinované s agresivnim odvrhovanim prvku faktoru
prikladem vyrazného naruseni lokalnich propojeni ve faktorech tim, ze

e se neprirozené oddéluji vrcholy, které byly v puvodni siti topologicky blizko a pritom
e jsou kompenzovany pouze ideou zachovani fadkovych souctu.

Podobna situace muze nastat i u jinych modifikovanych netplnych rozkladi.

16.8.2.1.3 Rekurzivni usporadani cerveno-cerného typu Rekurzivni aplikace
usporadani zalozenych na cerveno-cerném ocislovani muze mit pozitivni vliv na velikost
¢isla podminénosti predpodminéné soustavy. Presvédcive se to da ukazat v piripadé reseni
uloh z modelovych problému. Takové zmenseni se ale nemusi jednoduse transformovat do
rychlosti konvergence metody sdruzenych gradientu, protoze zavislost jeji konvergence na
podobnych rekurzivnich postupu aplikace lisicich se obvykle piipustnym zaplnénim na
jednotlivych trovnich. Nékteré z nich nyni schématicky uvedeme.
UvaZzujme ¢erveno-cernou sit na na ndsledujicim obrazku.
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Na dalsim obrazku vidime dva extrémni piipady. Vlevo ¢erné vrcholy, které nebyly v
dané matici propojeny a které odpovidaji radkum a sloupcum Schurova doplnku po jed-
nom blokovém kroku rozkladu, kdybychom odvrhli vSechno zaplnéni. Napravo jsou
znazornény ¢erné vrcholy se zaplnénim, které by vzniklo v piipadé tplného rozkladu.

c o o o /'> A
:::::::: j-\_ >>>
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Nyni ukdzeme dvé moznosti, které pripusti v neiplném rozkladu pouze ¢ast zaplnéni.
Na nésledujicim obréazku je situace navrzena v publikaci Brand (1992), viz také Brand,
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V tomto pfipadé je mozné ukézat, ze ¢islo podminénosti symetricky predpodminéné
matice, tedy matice
M=YV2AM2, (16.114)

s pouzitim modifikovaného netiplného rozkladu pro modelovou tlohu s takto definovanou
strukturou tidkosti je pii rekurzivni aplikaci rovno asymptoticky

O(h~Y/%). (16.115)

Jina struktura piipustného zaplnéni v MIC (Ciarlet, Jr. (1992)) je znazornénd na obrazku
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V tomto ptipadé je pti rekurzivni aplikaci ¢islo podminénosti

O(h=Y/3). (16.116)

V obou situacich se uvazuje modifikovana netplné faktorizace. Experimenty naznacuji,
ze podobné asymptotické snizeni ¢isla podminénosti predpodminéné matice muze platit
i pro obecnéjsi problémy a i na diskretizacich z nestrukturovanych siti s ptislusnymi
algoritmickymi modifikacemi.

16.8.2.1.4 Vicebarevna usporadani Vicebarevna uspoiddani zobeciuji cerveno-
¢erné usporadani. Vychazeji z korektniho obarveni vrcholu grafu vice nez dvéma barvami,
tak, ze zadné vrcholy stejné barvy nejsou spojeny hranou. Dva duvody pro¢ jimi nahradit
¢erveno-cerna uspotradani jsou

e problémy se stabilitou pii pouziti cerveno-cerného usporadani,

e existence uspotfadani s k& > 2 barvami pro grafové modely mnohem obecnéjsich
matic a

e prokazatelné lepsi konvergenéni vliastnosti predpodminéné iteracni metody pfi pouziti
vice barev, protoze vicebarevna usporadani nerusi tolik lokdlnich vztahu mezi vr-
choly, které byly v grafovém smyslu blizko, viz Doi, 1991; Doi, Lichnewsky, 1991;
Doi, Hoshi, 1992; Wang, Hwang, 1995.
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Ptikladem obarveni grafového modelu s pouzitim vice barev je na nasledujicim obrazku.

Vicebarevné usporadani implikuje takovou blokovou strukturu matice, kde diagonalni
bloky jsou tvoreny diagonalnimi maticemi. Je tedy ziejmé, Ze pouziti vice barev ome-
zuje vyuzitelny paralelismus v konstrukci netplného rozkladu.

16.8.2.1.5 Dynamické konstrukce diagonalnich pivoti Princip vicebarevného
usporadani muzeme déle zobecnit a propojit s konstrukei netiplného rozkladu. Vicebarevné
usporadani z predchoziho textu pifimo vytvairi preusporadanou matici s diagonalnimi
bloky o dimenzich rovnych poc¢tum vrcholu stejné barvy a krok rozkladu je od tohoto
preusporadani oddélen a muze byt proveden vice zpusoby. Z hlediska rozkladu muzeme
postupovat i dynamicky nésledujicim zpusobem stiidanim kroku blokové pivotace a kroku
rozkladu, konkrétné stiidanim nasledujicich dvou kroki:

e Najit co nejvétsi nezavislou mnozinu V; vrcholu grafu,
e provést krok rozkladu s blokovym pivotem uréenym V7.

Pro hledani nezavislé mnoziny v grafu existuje celd rada zpusobu. Nékteré z nich mohou i
formalné vyuzivat technik barveni grafu, ale podrobnéjsi popis jde nad ramec tohoto textu.
Formalné muzeme jeden krok takového LU rozkladu symetricky permutované matice A s
diagondlnim blokem D zapsat ve tvaru

’ (P ~Ua _( D I Dy Uy
Prar= (—ﬁA C ) B (—LA I C—L,D U, I . (16.117)

kde D = Dy Ds.

Tento postup se muze implementovat standardné v cyklu a nebo i rekurzivné. V tomto
druhém ptipadé ¢asto hovoiime o viceuroviové konstrukci neuplnych rozkladu. Takové
algoritmy kromé moznosti ptimocarého vyuziti paralelismu mohou vykazovat jesté dalsi
vyhody. Naptiklad implicitni uchovavani faktortu. Napftiklad ve vicetdroviiovém algoritmu
uchovavame matici L4 a nikoliv jeji skdlovanou variantu L,D; ' jak je obvyklé ve stan-
dardni submaticové varianté rozkladu. To je obzvlasté vhodné, je-li Dy nikoli jen dia-
gonalni, ale blokové diagonalni v mirné zobecnéném schématu tohoto typu.
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Vicetrovnové algoritmy netplnych rozkladi mohou byt nejenom efektivnéjsi na para-
lelnich pocitacovych architekturach kvili transparentnéjsi konstrukei Schurovych doplnkd,
ale i z duvodu lepstho vyuziti vyrovnavaci paméti pocitace tim, ze ptirozené formuji data
do bloktu. Mnoho souvisejicich vyzkumnych sméru je mozné nalézt v publikacich van der
Ploeg, 1994 (vnotené ILU rozklady); Botta, van der Ploeg, Wubs, 1996 (ILU pro matice z
vnofenych siti nazvané NGILU), zobecnéni NGILU nazvané MRILU se snahou nalézt silné
diagonédlné dominantni bloky, ARMS Saad, Suchomel, 2001, sofistikovany kéd ILUPACK
Bolhoffer, 2004 apod.

16.8.3 Nalezeni a vyuziti bloku rozkladané matice.

Bude doplnéno pozdéji.

16.8.4 Aposteriorni usporadani pro efektivni maticové operace
s faktory.

Existuje vice zpusobu jak zefektivnit maticové operace na vice typech pocitacovych ar-
chitektur. Jednou z moznosti je po vypoctu faktori neiplného rozkladu zménit formét
matice tak, aby byl vhodny pro operace jako jsou maticova nasobeni na vektorové archi-
tektufe nebo na pocitacich s distribuovanym paralelismem. V nasledujicim uvedeme jako
priklad dvé takové moznosti formatu, na ktery se musi po spocitani rozkladu matice nebo
i faktory rozkladu prevést.

16.8.4.0.1 Maticové formaty podporujici vektorizaci Piikladem takového formatu
je JAD (jagged diagonal) a jeho modifikace podle Melhem, 1988; Anderson, 1988; Paolini,
Di Brozolo, 1989. Konstrukce takového schématu se d4 v obecném tvaru zapsat jako

e Komprimace struktur radk,
e jejich usporadani podle poctu jejich nenulovych prvku a

e uvazovanim matice jako mnoziny sloupcu, pro které je jejich soucin s vektory
dobfte vektorizovatelny.

Schématicky tento postup muzeme znazornit nasledovné:

a a f g h
b c b ¢ b ¢
d e ~ d e — d e
f h f g h a

Samoziejmeé, existuji sofistikovanéjsi varianty tohoto schématu, viz Heroux, Vu, Yang,
1991. Vzhledem k rychle se vyvijejicim pocitacovym architekturam, schéma zde ukazujeme
jako demonstraci myslenek a nikoli jako hotovy koncept.
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16.8.4.0.2 Distribuovana nasobeni matice a vektoru Obecnd genericka myslenka
pro nasobeni vektoru matici je spojena s distribuovanym paralelismem. Uvazujme
schéma této operace, kde je zapotiebi prekryv komunikace a vypoctu napsanou jako
posloupnost nasledujicich kroku.

e Inicializace odesilani and pfijimani informaci o hrani¢nich vrcholech,
¢ lokalni nasobeni,
e piijem hranicnich informaci,

e zakonceni vypoctu.

PO

P1

P2

subdomain Poundary  pg P1 P2

Pfipomenme, ze v obecném piipadé je samotné rozdéleni matice/grafového modelu
samostatnou ulohou nazyvanou v nejjednodussi podobé déleni grafu.

16.8.4.0.3 Zefektivnéni substituénich krokti Substituce s trojihelnikovymi fak-
tory mohou byt efektivnéjsi planovanim po drovnich zalozenym na hledani paralelismu
s vyuzitim modelu orientovaného acyklického grafu diskutované vyse. V pripadé netuplnych
rozkladu je Sance ziskat maly pocet drovni a tim i vyznamnou moznost paralelniho zpra-
covani velmi velka.

16.8.5 Piima aproximace maticové inverze M ! ~ A~! (inverzni
nelplné rozklady)

Aproximace maticové inverze umoznuje nahradit substitucni kroky, které jsou pres moznost
planovani po drovnich na paralelnich poc¢itacovych architekturach obvykle neefektivni.

Existuje ale jesté dalsf diivod, pro¢ aproximace matice A~! muZe byt vyhodné. P¥imé
netiplné LU rozklady, Choleského rozklady reprezentuji matici A lokalné, nebot nenulové
prvky faktori M odpovidaji lokdlnimu zaplnéni danému aproximaci cest zaplnéni.
Obecné, nenulové prvky ve faktorech aproximace A~! odpovidaji cestAm v tomto grafu
a tato globalni informace se pfenasi do M~!. Netplnost zkracuje boldf primérnou
délku cest zaplnéni v rozkladu. Analogické zavéry plati i pro nefaktorizované aproximace
matice A7,

Nasledné, aproximace inverze matice muze poskytnout efektivni predpodminéni pro
feSeni nékterych obtiznych problému nebo slouzit jako stavebni prvek blokového predpod-
minéni, piestoZe z praktického pohledu udrZeni dostateéné fidkosti v matice M~ mize
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byt obtizné. Inverze matice se silné souvislym neorientovanym, ale i orientovanym gra-
fovym modelem je totiz za predpokladu o nevyruseni iplné husta matice a odvrhovani v
neuplném rozkladu musi byt obvykle agresivni, aby vysledna aproximace maticové inverze
byla dostatecné ridka.

Existuje mnoho zpusobu jak aproximovat maticovou inverzi. Aproximace mohou byt
nefaktorizované nebo ve formé netplnych faktor, ve formé polynomu ¢&i aplikovany jako
iteracni proces a v nasledujicim textu zminime nékolik zakladnich ptistupt. Prvni z nich je
zalozen na minimalizaci normy vyrazu, ktery méti kvalitu aproximace rozdilem matice
M~'A a jednotkové matice v né&jaké normé. Dalsi pifstupy jsou zaloZeny na pifmém
vypoétu rozkladu matice A™!, ¢asto bez toho, abychom pocitali nejprve Choleského
nebo LU rozklad matice A a ten teprve pfiblizné invertovali. Dalsi moznosti je itera¢ni
vypocet aproximace matice A~! nebo reprezentace maticové inverze polynomem. Na zdvér
uvedeme pfiistupy, které mohou byt v uzitecné ve specifickych aplikacich.

16.8.5.1 Piedpodminéni pies minimalizaci funkcionalu ve Frobeniové normeé

Uvazujme nasledujici proceduru pro matici A € R™"™ s obecné nesymetrickou, ale po-
zitivné definitni matici W € R™ ™. Pribliznd inverze matice G € R™"™, kde netplnost
predepiseme ve formé predepsané struktury ridkosti S, je fesenim néasledujicitho op-
timaliza¢niho problému.

minimize Fy (G, A) = ||I — GA|}, = tr [(I — GA)W (I — GA)"]

Pro W = I dostavame fesenim tohoto problému ptibliznou inverzi ve smyslu nejmensich
¢tvercu (least-squares approximate inverse, Al) slozenou z feseni n problému nejmensich
¢tvercu.

Minimize F;(G, A) = ||I — GA||% =) |le] — g All3, (16.118)
=1
kde
gli=1,...n

jsou tadky matice G. Analogicky muzeme formulovat i aproximaci inverze matice po
sloupcich, uvazujeme-li minimalizacni problém

Minimize Fy;(G, A) = [[I — AG[} =Y le; — Agil3 (16.119)
=1

pro sloupce g;,7 = 1,...n matice G.

Vyjadireme feseni minimaliza¢niho problému (16.118) jinym zpusobem. Pozitivni defi-
nitnost matice W implikuje, ze funkcional Fy (G, A) je nezdporny a jeho minima spliuji
vztah

(GAWAT),; = (WA, (i,7) €S. (16.120)



16. Prtiblizné maticové rozklady, stépeni a predpodminovani 267

To muzeme vidét z nésledujicich tprav (plati tr(AB) =", >, a;;b;:)
Fw(G) = tr[(I-GAW(I - GA)"]
= tr(W) —tr(GAW) — tr(WATGT) + tr(GAW ATGT)
= tr(W) = > gij [(AW);; + (WAT);;] + tr(GAWATGT)
,J

Pouzitim OFw ()
w o
——=0,(4,7) €S 16.121
G =0 () (16.121)
dostaneme
—(AW) i — (WAD),; + (AWATGT) ;i + (GAW AT, (i,5) € S, (16.122)
coz implikuje
(GAWAT),; = (WA, (i,7) €S. (16.123)

Je-li matice A je symetrickd a pozitivné definitni, pak metodu zalozenou teseni sou-
stavy (16.120) s volbou W = A~! nazyvame pfimou blokovou metodou (direct block
method, DB). To tuto soustavu zjednodusuje na tvar

(GAl;; =6, (i,j) € S.

Podotknéme, Ze problém kompatibility struktury fidkosti S a obecné soustavy (16.120)
obvykle vede k dalsim aproximacim v prubéhu vypoctu.

Specidlni tvar vypoctu vypoctu ptiblizné inverze zalozeného na minimalizac¢ni formu-
laci byl navrzen v publikaci [20]. Sofistikovanéjsi postup nazvany SPAI dynamicky méni
predepsanou strukturu fidkosti v itera¢nim cyklu [36], [84]. Tento postup Fesi problémy
nejmensich ¢tvercu pro jednotlivé fadky nebo sloupce vyse uvedenou minimalizaci. Algo-
ritmus, ktery vychazi z (16.119) schématicky popiseme v nasledujicich krocich.

Algoritmus 16.8.1 SPAI algoritmus pro pribliznou inverzi matice
Input: Matice A € R™™".
Output: Pribliznd aprozimace G = (g1, ..., gn) matice A™1.

1. Volba jednoduché pocdtecni struktury ridkosti S

2. do until spineni zastavovaciho kritéria

3. Paralelnd vesend problémi min |le; — Ag;||3, i =1,...,n s danou strukturou ridkosts.
4. Vipocet komponent rezidua ||Ag; — ;|

5. Rozsirent struktur sloupcu v S o pozice nejvétsich komponent rezidua

7. end do until

Jednoduchou strukturou ridkosti S muze byt naptiklad struktura diagonalni. Problémy
nejmensich ¢tverct pocitané paralelné v kroku 3 algoritmu maji fadky urcené sloupcovymi
komponentami téchto sloupcu. Zastavovaci kritérium obvykle zahrnuje néjaké vyhodno-
ceni norem rezidui poc¢itanych sloupcu matice G. Pozdéjsi vylepseni zahrnovala napiiklad
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presnéjsi vypocet rezidua [82] nebo volbu kvalitnéjsi pocateéni struktury Fidkosti
[90], [89], [32]. Pristup, ktery takto pocita jednotlivé sloupce je sice procedurélné para-
lelni, ale nékdy miuze byt obtizné distribuovat matici A tak, ze vSechny procesory maji
efektivné k dispozici data potfebna pro dynamické zmény struktury fidkosti S.
Specificky postup zalozeny na minimalizaci ve Frobeniové normé byl navrzen pro
vypocet priblizné inverze Choleského faktoru (G symetrické a pozitivné definitni
matice. Zvolme omezeni ve formé predepsané struktury tidkosti Choleského faktoru S;.

7 = arg(r;rLlier‘ls Fi(G.T L) = argGrPeigL 11— G L||%, kde A= LL".

Aplikaci (16.123) na tento minimaliza¢ni problém (pfi znaceni A — L) s W = I dostaneme
soustavu

(GLLL");; = (L"), (i,7) € S, (16.124)
coz dava pii substituci A do tohoto vztahu
(GLA)y; = (L"), (i,]) € Se. (16.125)

Vsimnéme si, ze struktura fidkosti Sy je dolni trojiihelnikova a matice LY je horni
trojuhelnikova. Zname-li diagonalni prvky faktoru L, dostaneme G z rozpisu

0 i # 7.
Nezname-li diagondlni prvky faktoru, coz je typicka situace, tento postup spoc¢itd obecné
jinou aproximaci inverze Choleského faktoru G ze vztahu

(GLA)y; = { (L) 1=, (16.126)

(GLA)y = 8y, (i,7) € St (16.127)
a pak polozi G = DG, pro diagonalni matici D splnujici
(DGLAGED)y =1, ,i=1,...,n. (16.128)

V tadé pripadu je tento postup velmi efektivni a da se rozsitit i pro aproximaci faktoru
rozkladu nesymetrické matice A. Zde se ale muze narazit na dalsi problémy obecné spjaté
s nesymetrickymi maticemi.

16.8.5.2 Iteracni vypocet sloupcti aproximace inverze matice

Postupem, ktery nabizi efektivni paralelizaci, je pouzit jednoduchou (napfiklad stacionarni)
iteracni metodu pro vypocet jednotlivych sloupct ¢; maticové inverze feSenim soustav
tvaru

ACZ‘ = €;.

To bylo navrzeno v publikaci Chow and Saad, 1994. Vysledné faktory ale nemusi poskyt-
nout efektivni predpodminéni. Proceduru je mozné modifikovat zpusobem podobné jako
je z formalniho pohledu Gauss-Seidelova itera¢ni metoda modifikaci Jacobiho metody pro
feseni soustav linedrnich algebraickych rovnic tak, ze jiz vypocitané sloupce jsou pouzity
ve vypoctu dalsich sloupcti. Tim na jedné strané omezujeme potencidlni paralelismus, ale
tento pristup nékdy vede k vypoctu lepsich aproximaci.
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16.8.5.3 Faktorizované inverze pocitané bikonjugaci

Uvazujme opét aproximaci inverze matice ve tvaru neiplného rozkladu. Obecné mame dveé
moznosti jak tento rozklad spocitat. Prvni moznosti je pouzit netiplnou LU faktorizaci

A~ LU (16.129)

a potom ziskané trojuhelnikové faktory invertovat. Invertovat je muzeme presné nebo
i jen pftiblizné. Jsou-li neuplné faktory L a U tidké, pak i jejich iplné inverze mohou
byt jesté tidké a jejich presnd inverze muze byt efektivni. Obecné tedy pak muzeme psat
predpodminéni ve tvaru

Mt=U"'L! (16.130)

a i takto lze nékdy ziskat kvalitni predpodminéni, viz [3].

Jinou moznosti je poc¢itat ptiblizné faktory bez toho, aby se napfted ziskaly aproximace
piimych faktoru L a U matice A. V nésledujicim textu popiseme zakladni postup bez toho,
abychom specifikovali, které prvky odvrhujeme, kde je mozna celd fada variant.

Je-li A silné reguldrni, pak existuji jeji jednoznacné urcené faktory L, D a U takové,
ze L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou diagondlou, U je horni trojuhelnikova
matice s jednotkovou diagondlou a D je diagondlni matice. Pak lze pro Z = LT a
W = U~ psat

At=wD'Zl = A=Z7TDpw, (16.131)

coz lze prepsat na vztah
ZTAW = D. (16.132)

Predpokladejme nyni, ze A je symetricka a pozitivné definitni. Pak jsou sloupce matic Z
a W = Z vzajemné ortogonalni v nasledujicim skaldrnim soucinu

(-, )a (16.133)

s matici A. Algoritmus, kterym lze Z spocitat je Gram-Schmidtova ortogonalizace
v tomto skaldrnim sou¢inu. Tato procedura se nékdy nazyva A-orthogonalizace a jeji
piimocaré zobecnéni na nesymetricky piipad LU rozkladu (s mensimi teoretickymi zérukami)
se také nazyva bikonjugace. Prvni algoritmy, které pocitaly inverzni faktory timto
zpusobem byly vyvijeny od poloviny dvacéatého stoleti [120], [72]. Podobné jako pro Gram-
Schmidtuv proces ve standardnim skaldrnim sou¢inu existuje i zde vice algoritmickych
zpusobu vypoctu, které se mohou drasticky ligit po numerické strance. Prvni algoritmické
schéma je nésledujici.

Algoritmus 16.8.2 Inverzni rozklad A-orthogonalizaci
Input: Ridkd SPD matice A € R"™".
Output: Jednotkovd horni trojihelnikovd matice Z, pro kterou plati A=t = ZD=1Z7T.

l.fori=1:ndo ,
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4. end 7
5. Poloz Z = [z, ..., 2]

Potadi operaci v Algoritmu 16.8.2 je znazornéno na nasledujicim obrazku. V i-tém
kroku algoritmu je spocitan sloupec z; matice Z a diagonalni prvek d; matice D. Pro
vypocet téchto prvki se pouzije piistup k vybarvené ¢asti matice. Tento zptuisob vypoctu
faktoru nazyvame sloupcovy (levostranny) algoritmus.

Snadno nahlédneme, Ze plati
Lemma 16.8.1 Sloupce faktoru Z z Algoritmu 16.8.2 spliuji
di = e} Az = 2f Az, 1 < k < n. (16.134)

Tento zpusob se nazyva stabilizovany vypocet diagonalnich prvku. Jeho nazev je moti-
vovan platnosti vztahu
2 Az >0 (16.135)

pro libovolné odvrhovani mimodiagonélnich prvki matice Z pro A symetrickou a pozitivné
definitni. Diagonalni prvky v Algoritmu 16.8.2 mohou byt ale spocitany i jinak. Matema-
ticky ekvivalentni vypocet d; = el Az;, ktery je v piesné aritmetice ekvivalentni{ stabilizo-
vanému vypoctu nemusi vztah (16.135) obecné spliovat, ale v pripadé specidlnich matic
jako jsou M-matice a H-matice jej splnuje. Netiplna A-orthogonalizace jako postup ke kon-
strukei pfedpodminéni se nazyva AINV [22]. Jiné schéma AINV algoritmu vypoctu, které
nazveme jeho submaticovou (pravostrannou) variantou, uvddime schématicky nize. Ze-
lené vybarvend oblast odpovida oblasti, kde jsou prvky Z aktualizovany, ale nejsou jesté
dopocteny. Fialova oblast je uz definitivné spocitdana a pouziva se k postupnému vy-
jadtovani sloupcu Z a diagondlnich prvku tvoricich matici D.
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AINYV procedura muze byt pouzita nejenom samostatné pro vypocet predpodminéni ve
faktorizovaném tvaru, ale muze piripadné slouzit i jako pomocny algoritmus k aproximaci
bloku v blokovych rozkladech, viz [13], [34].

16.8.5.3.1 Vedlejsi efekt A-orthogonalizace: RIF Vyse uvedena neuplna fakto-
rizace AINV muze byt také chapana jako postup, kterym jsou spocitany ptiblizné Cho-
leského faktory jinym zpusobem nez standardnim rozkladem odvozenym z Gaussovy eli-
minace. Pfipomenme, ze v pfipadé tplného rozkladu jsou Choleského faktory (faktory
LDLY rozkladu) jednozna¢né uréeny. Kroky konstrukce jsou ndsledujic:

e Nalezni rozklad ZTAZ = D, kde Z je jednotkova horni trojtihelnikova matice a D
je diagonalni.

e Faktor L Choleského rozkladu A = LDL? je v pfesné aritmetice ddn vztahem
L = AZD7! a muZe byt snadno vypo&itdn z mezivysledki inverzniho rozkladu
AINV jako multiplikatory linearnich kombinaci pro sloupce matice Z. Tento postup,
kde se vypocet Z a L prolind, se nékdy nazyvé robustni netplny rozklad (RIF).

Nasledujici dva obrazky znézornuji datové toky pii vypoctu faktoru RIF, ale do detailu
se zde nebudeme poustét.

done active

7 done L

Pravostranny algoritmus

done
—_—
L

Levostranny algoritmus

done

Choleského rozklad ziskany RIF algoritmem neposkytuje pfilis mnoho paralelismu pii
vypoctu, ale muze pomoci fesit jinak obtizné fesitelné soustavy linearnich algebraickych
rovnic.
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16.8.5.3.2 Jiné zpusoby ziskani aproximace matice A~! Zajimavé schéma vypoctu
inverze, které je mozné pouzit pro vypocet neiplnych faktoru a které zalozené na metodé
ovroubeni [141] je zalozené na nésledujici ekvivalenci. Predpokladdme, ze matice A je
symetrickd, a pro jednoduchost, ze je i pozitivné definitni.

zZT A v\ (Z —-y\ (D
—yr 1)\« 1) 5]
Roznasobenim ziskdme maticovou rovnost
ZTAZ —ZTAy+ ZTv (D
—yTAZ +077 yTAy — vy —yTv+a) )
Rozepsanim rovnosti ziskame vztahy

ZTAy = 7%
§ = yTAy—2vTy+a

Po inicializaci faktoru Z jednoprvkovou jednotkovou matici a polozenim Di; = a1 se
ovroubenim postupné pocitaji vektory y a skaldry 6. Samotna implementace ve formé roz-
kladu je pomérné sofistikovana. Duvodem je, ze konstruujeme tidkou matici Z postupnym
pridavanim sloupct, ale ve vypoctu zaroven nasobime tidké vektory jeji transpozici, kde
by bylo vhodné mit i ZT ulozenou po sloupcich.

Existuji i dalsi postupy jak ziskat nebo aplikovat pribliznou inverzi a vyhodné vyuzit
moznost paralelniho vypoctu. Ty jsou zalozeny napiiklad na Sherman-Morrison-Woodburyho
aktualizaéni formuli.

16.8.5.4 Globalni maticové iterace

Nerozlozend inverze matice G matice A muze byt iteraéné aproximovana pomoci Schul-
zovych iteraci [144] zalozenych na nésledujicim schématu

Gio1 = Gi(2I — AGy), i =1,...

Algoritmus je odvozen z Newtonovy-Raphsonovy iterace, kterd v jednorozmérném piipadé
hleda skalar p, pro ktery je hodnota dané funkce f rovna nule. Odvozeni algoritmu si nyni
ukazeme.

Uvazujme rovnici teény pro funkci f v bodé p,, v nasledujici obecné formeé

y = f'(pn)pn +b. (16.136)
Tecna prochazi bodem (p,,, f(pn)), coZ muzeme zapsat

f(pn) = f'(pn)pn + 0. (16.137)

To déva
b= f(pn) — f'(P)pn (16.138)
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a tedy mame funkci v obecném bodé z

y = f'(x)x+ f(pn) = f'(pn)pn- (16.139)

Predpokladejme nulovy bod funkce v p,,.; a dostavame

0= f'(pni1)Pnsr + F(0n) = F'(Pn)Pn (16.140)
a tedy
[ (pn)
o f'(pn) ( )
Uvazujme nyni funkeci inverze
flz)=1/z —a
a mame pak
1/p, —a
Pn+1 = Pn — /_plT = ap? = 2p, — ap?. (16.142)

Tento vztah implikuje maticové zobecnéni Newton-Raphsonovych iteraci nazvané Schul-
zovou iteraci.

16.8.6 Polynomialni predpodminéni

Myslenka uzitecnosti polynomidlnitho predpodminéni je zalozena na faktu, ze aplikace
predpodminéni v iteracnich metodach se dé provést ¢asto velmi dobie paralelizovatelnymi
souciny matice-vektor. Uvazujme predpodminéni soustavy rovnic v nasledujicim tvaru

M 'Az = M'b. (16.143)

Jednou z moznosti, jak vybrat predpodminéni, je uvazovat vyjadieni ptiblizné inverze ve
formé maticového polynomu s(A) stupné k. Ptirozenou motivaci k této tvaze je fakt, ze
inverze matice muze byt vyjadfena pomoci charakteristického polynomu p(A) = det(A —
Al) matice A. Cayley-Hamiltonova véta implikuje vztah

pa(A) =) B4 =0. (16.144)
=0
Pro regularni matici A mame 8y = (—1)"det(A) # 0 a po vyndsobeni matici A~! ziskdme
1 & :
Al =—— N AL 16.145
BO Z J ( )

Predpodminéni pak muze byt vyjadreno zkracenim charakteristického polynomu, tedy
omezenim na nékolik jeho ¢lent

k
M =5(A) =) A" (16.146)
=0
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Myslenka polynomidlniho predpodminéni byla poprvé zminéna v publikaci [29], kde
byla predpodminovana Richardsonova iteracni metoda. Dalsi vyvoj byl navazan v rdmci
rozvoje vektorovych a obecné paralelnich vypoctu viz [149], [150], nebot aplikace poly-
nomu v ramci iteracnich metod je bohatd na nasobeni vektora maticemi, coz jsou ob-
vykle dobfe vektorizovatelné nebo paralelizovatelné ioperace. Nebot A a s(A) vzdjemné
komutuji, pak aplikace polynomu muze vyuzivat Hornerova schématu nebo jeho para-
lelngjsich verzi, jejichz vyvoj byl iniciovan v publikaci [68].

Vétsina praktickych polynomidlnich pfedpodminéni je spojena se symetrickymi ma-
ticemi, predevsim s témi, co jsou také pozitivné definitni. Ackoli polynomialni predpod-
minéni pro nesymetrické matice mohou byt také konstruovana, ziskat s nimi efektivni
predpodminéné iteraéni metody muze byt mnohem obtiznéjsi [112], [113], [143].

16.8.6.1 Polynomialni predpodminéni a metoda sdruzenych gradienti

Metoda sdruzenych gradientu pro reSeni soustav linearnich algebraickych rovnic se syme-
trickymi a pozitivné definitniémi maticemi hleda ve svém k + 1-nim kroku aproximaci
feSeni xpq ve tvaru

Tpy1 = 2o + Pr(A)rg, k=0, .... (16.147)

Polynom Py (A) je ptitom zvolen tak, ze A-norma chyby dand vztahem

|zki1 — 2%[[4 = V(@41 — )T A(Tps1 — %) (16.148)

je minimdalni mezi véemi polynomy stupné nejvyse k pro které Py(0) = 1. Duvody, pro¢
polynomialni predpodminéni této metody muze byt uzitecné, i kdyz je to jen transformace
iteraci dalsim polynomem nad rdmec polynomu metody jsou napiiklad nésledujici.

e Pocet iteraci muze byt mensi, prestoze celkova slozitost vzroste. V nékterych
piipadech je minimalizace poctu iteraci velmi dulezita, naptiklad je-li matice A
dana pouze implicitné v bezmaticovych (matrix-free) implementacich.

e Souvisejicim cilem je, ze polynomidlni predpodminéni muze zmensit pocet ska-
larnich soucinu, které mohou byt problematické na paralelnich pocitacovych ar-

chitekturach.

e Polynomidlni pfedpodminéni obvykle potiebuje mnohem méné paméti nez jina
predpodminéni a jeho implementace je velmi pfimocara.

Podobné duvody motivuji i polynomialni predpodminéni jinych Krylovovskych metod.

16.8.6.2 Piedpodminéni Neumannovymi fadami

Neumannovou radou matice G € R™*"™ nazveme fadu
+o0o '
pes (16.149)
j=0

Plati nésledujici véta
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Véta 16.8.1 Neumannova rada matice G € R™" konverguje prdvé tehdy, plati-li
p(G) = max{|\|,...,|[\]} < 1.
V tomto pripade také plati
(I-G)'= f G, (16.150)
5=0

Poznamenejme, ze p(G) < 1 je splnéno, jestlize néjaka multiplikativni norma |||G||| matice
G je mensi nez 1. Uvazujme nyni nésledujici stépeni matice A dané regularni matici M.

wA=M; — R, (16.151)
kde M;, R € R™" a w je zatim neurc¢eny nenulovy skalarni parametr. Pak muzeme psat
wA= M (I - M'R)=M( - G), (16.152)

kde
G=1-wM'A.

Obvykle 1ze snadno najit takovy parametr w > 0, aby
p(G) = p(I —wM{'A) < 1.

Pak ale muzeme psat

+oo
At =w(I-G) "M =w (Z Gj> Mt (16.153)

Jj=0

Piedpodminéni, které aproximuje A~! pak ziskdme tak, Ze uvazujeme pouze koneény
poéet k + 1 ¢lent tohoto rozvoje inverze matice A. Inverzni piedpodminéni M~ je pak
vyjadieno zkracenou Neumannovou fadou. Praktické rady k pouziti tohoto predpodminéni
je mozné najit napiiklad v [119].

k
M'=uw (Z GJ’) ML (16.154)
=0

Matice M takto definovana je hledanou matici vyjadiujici predpodminéni, pficemz mame
rovnou aproximovanu jeji inverzi. Z toho vztahu zaroven dostaneme

k k
M™'A= (Z GJ’) wMtA = (Z Gj> (I—G)=(I—-G1). (16.155)

J=0

Timto zpisobem jsme vyjadfili rozdil mezi M 1A a jednotkovou matici, ktery, jak je
vidét se zmensuje se vzrustajicim poctem ¢lent k.

Polynomiélni predpodminéni ve tvaru zkracené Neumannovy fady pro symetrickou a
pozitivné definitni matici A muzeme aplikovat zleva. Vime, ze je-li M; symetrickd a pozi-
tivné definitni, pak se d4 totiz ukdzat, Ze M 1A je samosdruzend vzhledem ke skaldrnimu
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souéinu (., .)ps . Pak jsou naptiklad volby M; = I nebo M; = D4 nebo i M; rovné blokovée
diagonalni casti matice A v rdmci metody sdruzenych gradientu korektni.

Zobecnéni tohoto predpodminéni z ¢lanku Dubois, Greenbaum and Rodrigue (1979)
dalsi parametrizaci zkracené Neumannovy fady pro (I —G)~! Ize naldzt v publikaci John-
son, Micchelli and Paul, 1983. Konkrétné zde byla navrzena aproximace

I+7G+ %G+ ... 3G* (16.156)

a dodatecné stupné volnosti byly pouzity k zlepSeni jejich vlastnosti.

16.8.6.3 Piedpodminéni zalozené na Cebysevovych polynomech

Uvazujme nasledujici optimaliza¢ni problém pro symetrickou a pozitivné definitni matici
A
11 — s(A)A|| = max |1 — As())], (16.157)
A€o (A)

kde s je polynom nezaporného stupné nejvyse stupné k£ — 1. Tato uloha je ptilis obtizna,
ale muze byt relaxovana (nahrazena jednodussi ulohou) hleddnim polynomu, ktery tuto
maximalizaci uvazuje na néjaké mnoziné F, kterd zahrnuje spektrum matice A formulo-
vanou jako

max |1 — As()\)|, E zahrnuje spektrum matice A (16.158)

mezi vSéemi polynomy s nejvySe daného stupné k — 1,k > 1, tedy s € P,_q. Je-li A
symetrickd a pozitivné definitni, mnozinou F je interval v RT. Ozna¢ime-li tento interval

[a, b, (16.159)

pak se problém redukuje na hledani polynomu s, ktery minimalizuje vysledné maximum
a splnuje tedy
s = min max |1 — Ap(A)]. (16.160)

pEPL_1 )\G[a, b]
Je znamo, ze Teseni tohoto problému muze byt vyjadieno pomoci §kalovanych a posu-
nutych CebysSevovych polynomiui prvniho druhu

To(\), Ti(N), . ... (16.161)

V ptipadé matice A symetrické a pozitivné definitni muzeme tyto polynomy explicitné
zkonstruovat nésledujicim zpusobem, kde § a 6 jsou rovny, po fadé, hodnotam (a + b)/2

and (b—1)/2.

oo = 1,00=20/9, ops1 =20/60k — oK1
To(A) = 1/6, Ty(\) = (40 — 2))/(260% — 6%)
20k 2ak(0 — /\)

Ti(A) = Ti-1(N) —
t) 00k 11 - Ok+10 i-1(3) Ok+1

Zvolime-li \; = a, \,, = b pak lze ukédzat [94], Ze predpodminénd matice

s(A)A (16.162)
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m& minimélni ¢islo podminénosti mezi vSemi takovymi maticemi, kde polynom s(A) mé
predepsany stupen nejvyse k — 1. Cebysevovo polynomialni predpodminéni lze jednoduse
pouzit v ramci metody sdruzenych gradientu transformaci rezidui r; vztahem

ri=Ti(A)re,i=1,...,n. (16.163)

Je-li A symetrickd a indefinitni, i pak lze navrhnout polynomialni predpodminéni.
Uvazujme takovou matici se spektrem uvniti sjednoceni dvou intervalu

[a, b U e, d], —co <a<b<0<c<d<+oo, (16.164)

stejné délky. To jest, kdyz
b—a=d-—c. (16.165)

Reseni odpovidajiciho polynomidlniho minimaxového problému lze vyjadiit expli-
citné pomoci de Boor-Riceovych polynomu [42] nésledujicim zpusobem

P\ = % (1 — %) , PN =1+ 20 ;dbz(zc_ ). (16.166)

Stupenn polynomu v polynomidlnim predpodminéni, které monoténné zobrazuje oba in-
tervaly na interval [—1, 1] je pak

k= |m/2]. (16.167)

Poznamenejme, ze m je vzdy sudé.

Nejsou-li intervaly stejné délky, jeden z nich muze byt prodlouzen, aby tomu tak bylo.
V tomto piipadé ale vysledné predpodminéni muze byt nepftilis efektivni. Nicméné, existuji
algoritmy, které pocitaji polynomidlni predpodminéni i v piipadé intervali nestejné délky
iteracné (Remezuv algoritmus, [9]). Jinou moznosti pro polynomidlni predpodminéni v
tomto piipadé je pouzit Grearovy polynomy nebo dvojiroviiové polynomy [83], [9], [8],
[74], které transformuji spektrum pfedpodminéné matice na hodnoty v blizkosti hodnot
—1 a 1 na realné ose. Predpodminéni pomovi dvojiroviovych polynomu pak casto funguje
1épe nez kdyz intervaly obsahujici spektrum nemaji stejnou délku. Posledni moznosti,
kterou zminime, jsou polynomialni predpodminéni adaptivné aktualizovana podle toho,
jak se vylepsuji odhady spektra matice [70], [126].

Podobneé jako v pripadé metody sdruzenych gradientu transformace spektra takova,
ze jsou vlastni cisla v klastrech, nemusi implikovat rychlejsi konvergenci metody

VVVVVV

v tomto pripadé dulezity vliv aritmetiky koneéné ptresnosti na vypocet [104].

16.8.6.4 Predpodminéni zalozené na polynomech nejmensich ¢tverca

Kvalita polynomidlnich predpodminéni zalozenych na Cebysevovych polynomech pro ma-
tice symetrické a pozitivné definitni silné zavisi na zvolenych/odhadnutych intervalech
pro spektrum matice. P¥imocaré pouziti Gersgorinovy véty nemusi pfitom stacit a existuji
dalsi a sofistikovanéjsi metody ke zlepSeni konvergence metod polynomialnim predpodminénim.
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Jeden z takovych ndvrhu je zalozen na polynomech nejmensich ¢tvercu [94]. Uvazujme
nasledujici skalarni souc¢in dvou funkci p a ¢ na realné ose

b
(p,q) = / PN\ w(N)dA, (16.168)

kde w(\) je nezdpornd vahova funkce na (a,b). Odpovidajici normu

b
Ipll = / PO Pw(A)dA, (16.169)

budeme nazyvat w-normou. Budeme hledat pfedpodminéni s(A) ve tvary polynomu ma-
tice A na intervalu realné osy, ktery obsahuje spektrum matice. Specidlné, polynom s
bude fesenim minimalizacniho problému

min ||1 — Ap(A)]|w. (16.170)

PEPE 1

Predpokladejme, ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni. Zvolime-li napiiklad
vahovou funkei w = 1 (Legendreova vahova funkce) nebo funkei

wh) = (b= A\ —a)%a>0,8> —%, (16.171)

(Jacobiho vdhova funkce), polynom s(A) lze explicitné vyjadfit. Jestlize navic
1
a-12p2—, (16.172)

pak mé s(A)A vsechna vlastni ¢isla redlna a vétsi nez nula a predpodminéni se da aplikovat
v ramci metody sdruzenych gradientu.

Nékolik prvnich polynomu nejmensich ¢tvercu si(A) stupné nejvyse k je for k = 1, 2, 3,
a=1/2.=-1/2.

80(/\) =

4
3
81(/\) = 4

1
_ 16,
5
2
5:(0) = Z(28 - 56A+32)%)).

Odvozeni polynomu miuze byt také zalozeno na vztahu takzvanych jadrovych polynomt
aplikovanych na rezidualni polynom

Re(\) =1 — Asp(\) (16.173)

nebo pouzitim tiiclenné polynomialni rekurence v pripadé nékterych vahovych funkei.
Oba dva zptsoby je mozné najit v publikaci [150]. Jinym zptsobem odvozeni je explicitni
feSeni soustavy normalnich rovnic

(1= AsuN), AQ;(\))ws 5 = 0, b — 1, (16.174)
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kde @; je libovolna béaze prostoru polynomiu stupné nejvyse k. V pripadé, kdy je matice A
symetrickd a pozitivné definitni je mozné odvodit polynomy nejmensich ctverct aproxi-
maci sjednoceni dvou intervalt v nichz se nachazi spektrum matice a modifikovat vahovou
funkci. Publikace [137] navrhuje pouziti nasledujici vdhové funkce

wy  for X\ € a, b]
wA) =4 wy A€ e d] . (16.175)
0 otherwise

16.8.7 Dalsi predpodminéni pro paralelni pocitacové architek-
tury

Zde budou zminény n2kter( dalsi druhy takovych predpodminéni.

16.8.7.1 Predpodminéni po elementech

Element je tradi¢né nazyvana matice A., kterd je uréena svymi radkovymi a sloupcovymi
indexy a plati-li

A=A (16.176)
e=1

Abychom secetli ptrispévky of jednotlivych elementu, lze pracovat s jednotlivymi ele-
menty s lokalnimi indexy a pouzit operaci extend-add k secteni téchto prispévki matice
A. Elementy prirozené vznikaji naptiklad jako lokélni matice v metodé koneénych prvku.

Jedna z moznosti jak predpodminit soustavy rovnic s maticemi vyjadienymi jako
soucet elementu je navrhnout predpodminéni také jako soucet, ve formé predpodminéni
jednotlivych elementu. To samoziejmé umozni efektivni paralelismus. Nejjednodussim
navrhem je vybrat predpodminéni jako soucet diagonalnich matic

M, = diag(A.). (16.177)
e=1

Sofistikovanéjsi pristup navrzeny v publikaci Hughes, Levit, Winget, 1983 a formulovany
pro matici, kterd je symetricky skélovand svou diagonélou (Jacobiho skélovani) definuje
predpodminéni po elementech nasledujicim zpusobem:

M = VW, LI, DI, LIVW, (16.178)
kde
W = diag(A), I + VW ' (A. — diag(AIVW = L.D.LT, e=1,...,n.  (16.179)
Jiny postup byl navrzen Gustafssonem a Linskogem, 1986. Zde se navrhuje polozit

Ne

M = i(ie + D) (i De)> > LI+ D) (16.180)

e=1
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pro
A. = (Le + D)DH(LY +D.),e=1,...,n,, (16.181)

kde D je pseudoinverze matice D..



17

Elementarni operace s ridkymi
maticemi a vektory

V této kapitole probereme nékteré zakladni algebraické operace, kde vystupuji fidké ma-
tice a které jsou nékdy uzitecné jako vypocetni bloky v slozitéjsich operacich s fidkymi
maticemi. Konkrétné si uvedeme, jak pristupovat k ndsobeni vektoru nebo matice matici.

17.1 Nasobeni hustého vektoru ridkou matici

Uvazujme operaci y = Az, kde A € R™" je fidka matice ulozend v CSR nebo CSC
formatu a x € R™ je husty vektor. Tato operace je jednou ze zakladnich komponent
velkého mmnozstvi iteracnich metod TeSeni soustav linedrnich rovnic. Predpoklddame, ze
matice je ulozena v CSR nebo CSC formatu. Pro fidkou matici A v CSR formatu je
postup zde uveden jako Algoritmus 17.1.1.

Algoritmus 17.1.1 Nasobeni y = Az hustého vektoru z fidkou matici A v CSR
formatu

Input: Ridkd matice A € R™™ ulozend v CSR formdtu v polich (ia,ja,aa), husty vektor
xr € R™

Output: Husty vektor y € R™.

1. fori=1:m do

2. y(i)=0

3. for j=ia(i):ia(i+1)—1do

4. y(i) = y(i) + aa(ja(j)) = z(ja(j))
5. end j

6. end 1

Snadno nahlédneme, Ze slozitost tohoto algoritmu je O(m+|A|). V pfipadé, ze je tidkéa
matice v CSC formatu, postup o stejné slozitosti je uveden jako Algoritmus 17.1.2

281



282 17. Elementarni operace s ridkymi maticemi a vektory

Algoritmus 17.1.2 Nasobeni y = Ar hustého vektoru z fidkou matici A v CSC
formatu

Input: Ridkd matice A € R™™ ulozend v CSC formdtu v polich (ia,ja,aa), hustyj vektor
xr € R™

Output: Husty vektor y € R™.

1. fori=1:m do

2. y(i)=0

3. end i

4. fori=1:m do

5. for j=ia(i) :ia(i +1)—1do

6 yaly) = y(als) + aa(s)  2(i)
7. end j

8. end i

17.2 Nasobeni ridkého vektoru ridkou matici

V této sekci ukdzeme, jak nasobit tidky vektor fidkou matici, coz je stale jesté velmi
jednoducha operace. Oba algoritmy, které uvedeme, pouzivaji vektory délky radkové nebo
sloupcové dimenze matice, coz muze byt v nékterych situacich, naptriklad v paralelnich
implementacich, nevhodné, ale 1ze to za cenu mirnéjsiho navyseni slozitosti obvykle obejit.

Algoritmus 17.2.1 Nasobeni y = Az fidkého vektoru x fidkou matici A v CSR
formatu

Input: Ridkd matice A € R™ " uloZend v CSR formdtu v polich (ia,ja,aa), Fidky vektor
x € R" o nx nenulovjch komponentdch uloZeny v polich (jx,ax).

Output: Ridky vektor y € R™ o ny nenulovyjch komponentdch uloZeny v polich (jy,ay).

.fori=1:ndo

wn01(i) =0

.end 17

.ny =20

.foriv=1:nx do

wn01(jz(i)) =1

.end @

.forv=1:m do

value = 0

10.  for j=ia(i) :ia(i+1)—1 do
11. if wn01(ja(j)) # 0 then
12. value = value + aa(ja(j)) * ax(wn01(ja(j)))
13. end if

14. end j

15. if value # 0 then

16. ny =ny + 1

Lo o~

Gr R~

= >

© %
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17. Jy(ny) =i

18. ay(ny) = value
19. end if

20. end 1

Je-li matice A ulozena v CSC formétu, zakladni jednoduché schéma, které pro ulozeni
vysledku ve vektoru y nejprve pouzije vektor dimenze m a poté jej zkomprimuje, je uve-
deno jako Algoritmus 17.2.2.

Algoritmus 17.2.2 Nasobeni y = Az fidkého vektoru z fidkou matici A v CSC
formatu

Input: Ridkd matice A € R™ " uloZend v CSC' formdtu v polich (ia,ja,aa), Fidky vektor
x € R" o nx nenulovjch komponentdch uloZeny v polich (jx,ax).

Output: Ridky vektor y € R™ o ny nenulovyjch komponentdch uloZeny v polich (jy,ay).

1. for i =1:nx do

2. for j =ia(jx(i)) : ia(jz(i) + 1) — 1 do
5 ya(i)) = y(aG)) + aa(s) * (i)

4 end j

5. end ¢

6. ny =20

7. for i=1:m do

8. ify(i) # 0 then

9. ny=ny+1

10. Jy(ny) =i

11. ay(ny) = y(ja(j))
12. end if

13. end 1

17.3 Nasobeni ridké matice ridkou matici

Nasobeni tidké matice jinou fidkou matici je mirné dumyslngjsi, nez byly postupy v
predchazejicim textu pro nasobeni vektoru. Kdybychom uvazovali nasobeni fidkych matic
jen jako n opakovani nésobeni tidkého vektoru matici, byla by vysledna slozitost prilis
vysokd. Zde zminime dva mozné pristupy k nasobeni ridkych matic.

Zapisme si operaci C = AB s obecné fidkymi maticemi, kde A € R™*P, B € RP*" a
C € R™ ™. Pro efektivni nasobeni fidkych matic je zapotiebi predpokladat konkrétni
zpusob ulozeni téchto matic tak, aby operace mohla byt efektivni. Libovolna kombi-
nace formatu ulozeni matic A a B nemusi toto spliiovat. Budeme-li, napiiklad, pfimocare
pocitat souc¢in matic podle vzorce

cij = AiByj, 1,] € {1,...,n}, (17.1)
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.....

pocet operaci bude nutné fddu ©(n?). Obvykle musime provést nejdifve celou operaci
symbolicky, to jest, nejprve se zjisti velikost |C| (pocet jejich nenulovych prvki), aby mohl
byt pro C' vyhrazen (alokovdn) pamétovy prostor a potom se provede vlastni ndsobenf s
numerickymi hodnotami.

Predpokladejme nejprve, ze obé matice A a B jsou ulozeny po fadcich v CSR formatech.
V tomto pripadé je mozné nasobit matice efektivné a postup je uveden v Algoritmu 17.3.1.
Vyslednd matice C' je ziskana také po tadcich.

Algoritmus 17.3.1 Nasobeni fidkych matic C = AB
Input: Ridké matice A € R™*P, B € RP*™ v CSR formdtu: (ia,ja,aa), (ib,jb,ab).
Output: Ridkd matice C € R™" v CSR formdtu: (ic,jc,ac).

1.fori=1,n

1 wn01(i) =0

1. end ¢

1. indec =1

1. ic(1) = indc

L.fori=1:m

1 nd2 =0

1 for j =ia(i),ia(i+1) — 1

1 temp = aa(j)

1 kstrt = ib(ja(j))

1 kstop =ib(ja(j) +1) —1

1 for k = kstrt : kstop

1 if wn01(jb(k)) == 0 then

1 nd2 = ind2 + 1

1, wn02(ind2) = jb(k)

1, wr02(ind2) = temp * ab(k)
1 wn01(jb(k)) = ind2

1 else

1 wr02(wn01(jb(k))) = wr02(wn01(jb(k))) + temp x ab(k)
1 end if

1 end £

1 end

1 for j =1:ind2
1 je(inde) = wn02(j)
1 wn01(wn02(y)) =0
1 ac(indc) = wr02(j)
1 indc = indc + 1
1 end j
1 ic(i+ 1) = indc
1. end ¢
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17.3.1 A ulozena po sloupcich a B, (C ulozeny po radcich

I v tomto ptipadé je také mozné matice efektivné nasobit. Procedura, kterou zde uvedeme
je zalozena na tom, ze matici B, ktera je ulozena po sloupcich budeme prochézet s pouzitim
pomocnych poli opét po radcich.

Algoritmus 17.3.2 Nasobeni fidkych matic C' = AB

Input: Ridké matice A € R™*P, B € RP*".

Output: Ridkd matice C € R™ ™.

Datové struktury: B, C jsou uloZeny v CSR formdtu: (ib,jb,ab), (ic,jc,ac), A je uloZena

v CSC formdtu (ia,ja,aa).
1. for i = 1 : max(p,n) do
2. wn01(i) =0

3. head(i) =0

4. end 1

5.fort=1:pdo

6.  first(i) =ia(7)

7. end ¢

8. fori=1:pdo

9. if first(i) < ia(i+ 1) then
10. k = ja(first(i))
11. link(i) = head(k)
12. head(k) =i

13. end if

14. end

15. indc =1

16. ic(1) = indc

17.for 1 =1:m do
18, newj = head(i)
19. md2 =10

20. J =newj

21. while j # 0 do

22. newj = link(j)

23. jfirst = first(y)

2. first(j) = jfirst +1

25. if jfirst+1 <ia(j + 1) then

26. if head(ja(jfirst +1)) == 0 then
27. link(j) =0

28. else if head(ja(jfirst+ 1)) # 0 then
29. link(j) = head(ja(jfirst + 1))
30. end if

31. head(ja(jfirst+1)) =7

32. end if

33. temp = aa(j first)

34. for k =ib(j) :ib(j +1)—1

35. if wn01(jb(k)) == 0 then
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36. nd2 =ind2 + 1

7. wn02(ind2) = jb(k)

38. wr02(ind2) = temp * ab(k)

39. wn01(jb(k)) = ind2

40. else

41. wr02(wn01(jb(k))) = wr02(wn01(jb(k))) + temp * ab(k)
42. end if

43. end k

44- J = newj

45. end while
46. for j =1:ind2

47. je(inde) = wn02(j)
48. ac(indc) = wr02(j)
49. wn01(wn02(5)) =0
50. indc = indc + 1

51. end j

52.  ic(i+ 1) =indc

53. end ¢

17.4 Nalezeni blokové struktury v ridké matici

Dalsi dulezitou zakladni operaci s fidkymi maticemi je hledani hustych podstruktur uvnitt
jejich struktury. Tyto podstruktury pak mohou hréat roli bloku v blokovych algoritmech
rozkladu, a proto budeme déle hovorit o hledani blokt v matici.

17.4.1 Hledani blokové struktury pomoci grafové komprese zalozené
na strukturach sousednosti

Nasledujici postup hledani bloku v tidké symetrické matici A € R™"™ je zaloZen na
piistupu, ktery navrhl Ashcraft [10]. Predpoklddame, ze struktura tidkosti matice je
reprezentovana neorientovanym grafovym modelem. V Definici 17.4.1 zavedeme pojem
nerozliSitelnosti vrcholu.

Definice 17.4.1 Rekneme, Ze dva vrcholy u a v neorientovaného grafu G = (V, E) jsou
nerozlisitelné, jestlize adj(u) = adj(v). MnoZinu vzdjemné nerozlisitelngch vrcholi na-
zveme nerozlisitelnou mnozinou. Je-li U C V' nerozlisitelnou mnozZinou, Tekneme, Ze U je
mazimdalni nerozlisitelnd mnozina, jestlize mnozina U U{w} nend nerozlisitelnd pro Zadné

weV\U.

Poznamka 17.4.1 Nerozlisitelnost vrcholu reprezentuje relaci ekvivalence a mazimalni
mmnoziny nerozlisitelnych vrcholu jsou tak tridy ekvivalence podle této relace. To umozni ne-
rozlisitelné mnoziny vrcholi reprezentovat radkové a sloupcové vrcholy bloki v odpovidagici
matici.



17. Elementarni operace s fidkymi maticemi a vektory 287

Je také ziejmé, ze kazdé dva nerozlisitelné vrcholy jsou zaroven vrcholy sousednimi.
Obecnéji, mnozina nerozlisitelnych vrcholi je jednak propojena klikou a vSechny vrcholy z
této mnoziny maji zaroven stejné sousedni vrcholy. Nésledujici algoritmus pro nalezeni ma-
ximalnich mnozin nerozlisitelnych vrcholtu je uveden jako Algoritmus 17.4.1. Predpoklada
obecné symetrickou matici. Algoritmus nezohlednuje nenulovost diagonélnich prvku.

Algoritmus 17.4.1 Hledani maximalnich mnozin nerozlisitelnych vrcholl v ne-
orientovaném grafu G(A) symetrické matice A € R

Input: Symetrickd matice A a jeji grafovy model G(A) = (V, E).

Output: Mnoziny maximdlnich nerozlisitelnych vrcholi.

1. for i =1:nx do

2. chksum =0

3. for j € adjga)(i) do

4. chksum = chksum + j

5. end j

6. end @

7. Setrid j € V' podle hodnoty chksum

8. forv=1:ndo

9.  for j takovd, Ze chksum(j) == chksum(i) do

10. if |adj(i)| == |adj(j)| then

11. if adj(i) == adj(j) then

12. Zartad j do stejné mazimdini mnoZiny nerozlisitelnijch vrcholi jako 1
18. end if

14. end if

15. end if

16. end 1

Settidéni vrcholu na fadku 7 tohoto algoritmu je napovéda k efektivni implementaci s
nizkou praktickou slozitosti, ackoli omezeni na slozitost algoritmu je O(|E|+ |V |log(|V])).
Pro nékteré aplikace neni nutné a zaroven muze byt z hlediska efektivity vypoctu vyhodné,
aby maximalni mnoziny nerozliSitelnych vrcholu byly urcéeny pouze priblizné. Toho se
muze docilit tim, ze i rovnost v podminkéch na tadcich 9-11 Algoritmu 17.4.1 je vyhod-
nocovana pouze pfiblizné. Podrobnéjsi postup v tomto ohledu je uz nad rdmec tohoto
textu. Jiny zpusob nalezeni skupin vrcholu, které predstavuji husté podstruktury v idké
matici je uveden v nasledujici podsekci.

17.4.2 Hledani blokové struktury pomoci grafové komprese zalozené
na prunicich radkovych struktur

V této podkapitole budeme predpokladat, ze matice, ve které hledame bloky, je obecné
nesymetricka ¢tvercova matice A € R™". Misto maximalnich mnozin nerozlisitelnych
vrcholu, ktery vede k symetrické permutaci matice, je mozné uvazovat o seskupeni radku
a sloupcu do radkovych a sloupcovych mnozin nezavisle na sobé, ale zde zminime jen
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jednodussi myslenku, kterd vede k rozdéleni mnoziny vrcholu na skupiny, tedy také k
symetrické permutaci. Algoritmus je priblizny a tyto skupiny tedy predstavuji pouze
aproximaci maximalnich mnozin nerozlisitelnych vrcholu. Myslenka v pozadi [140] je ta,
ze do stejné skupiny vlozime vsechny vrcholy takové, ze jejich fadky maji velky priunik
struktur. Predpokladejme, Ze vSechny nenulové prvky matice A maji hodnotu 1, pak je
prunik fddkovych struktur radka A;. a A;, dan soucinem Ai*A]T*. Obecnéji, soucinem
A AT je vektor, ve kterém jeho nejvétsi hodnoty odpovidaji fadktm, jejichz indexy jsou
nejvhodnéjsimi kandidaty na to, aby byly ve stejné skupiné jako je vrchol 7. Vysledna
implementace algoritmu, ktery takto roztiidi vrcholy do skupin, muze byt tedy zalozena
na nasobeni dvou fidkych matic v CSR formatu tak, jak je popsano vyse.

17.5 Transponovani matice

Bude doplnéno pozdéji.
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