Matematicky proseminar I Komplexni ¢&isla

z

Komplexni ¢isla

Gaussova rovina, algebraicky tvar (redlnd a imagindrni éast, imagindrni jednotka), komplexni jednotka,
¢islo komplexné sdruzené, absolutni hodnota, exponencidlni a goniometricky tvar (argument komplez-
niho ¢isla), Moivreova véta

Im algebraicky tvar 2 = a +1ib
goniometricky tvar 2 = |z|(cos ¢ + isinp)
z exponencidlni tvar 2z = |Z|eié9
b £ | 1zl = Va2 +b*, Z=a—1b
| b
L4 + sinp = —, cog@:i
a Re |2 |z|

1) Urcete goniometricky tvar komplexniho ¢isla:

2v/3 + 2i

Resent:

a)
b)

)

Argument komplexniho ¢isla ¢ = &, absolutni hodnota |z2| =1 = 2z =1-(cos § +isin §)
Argument komplexniho ¢isla z intervalu (0, 27) je ¢ = %771 —2r =27, |2|=1 =
z = 3(cos 2 + isin 2m)

Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla dopocitame pomoci reilné a imaginarni ¢asti k. ¢.

a = 2v3,b = 2,|z| = 1/(2v/3)2 + 22 = 4. Argument uré¢ime z pravotihlého trojihelniku o

pfeponé |z| a odvésnéch a, b; cos p = 27\/3 = @,Singp = % tedy ¢ = &

= z =4(cos § +1if)

2) Zapiste v exponencialnim tvaru

a)
b)

-5
1-1

Reseni: Pomozte si zndzornénim komplexniho ¢isla v Gaussové roving, urcéete vzdélenost ¢isla od
pocatku (tj. absolutni hodnotu) a argument &isla.

a)
b)

|z| =5,p =7 = 2z = 5el™
\z|:\/§,g0:£ﬂ:>z:\/§ei£”

3) Urcete algebraicky tvar komplexniho ¢isla

2)
b)

elﬂ'

18¢i57

Reseni: Pomozte si zndzornénim komplexniho ¢isla v Gaussové roving, popfipadé prevedte &isla
nejprve do goniometrického tvaru a vypocitejte hodnoty funkci sinus a kosinus.

2)
b)

i

e =cosm +isinm = —1

18¢/5™ = 18(cos 2 + isin 27) = —9 + i9v/3,
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4) Zapiste v exponencialnim tvaru ¢isla z, —z, je-li:
2
a) z=r¢e'3"

b) z = 2(cos %W + isin %W)

Reseni: Uvédomte si, Ze obrazy komplexniho ¢isla z a k nému komplexné sdruzeného ¢isla z
v Gaussové roviné jsou soumérné sdruzené podle realné osy, je-li ¢ argument Cisla z, muzeme

argument z zapsat jako —p. Obdobné obrazy ¢isel z a —z soumérné sdruzené podle pocatku,
argument ¢isla —z je tedy ¢ + 7.

5) V Gaussové roviné najdéte obrazy vSech komplexnixh ¢isel z, pro néz plati:
a) |z+3+2i] <3

b) [1—1i] > 2| >1
c) lz+i| >z + 1]

Q) 23] > |2 > o — 4
e) |z+3i|+ |z —5i =10

a) Im b) m
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Obréazek 1: Regenf tlohy 5.
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Reseni:

a)

b)

Nerovnici upravime do tvaru |z — (=3 — 2i)| < 3. Hledame v8echna komplexni ¢isla, jejichz
vzdalenost od bodu —3 —2i je mensi nebo rovna tfem. Obrazy téchto ¢isel v Gaussové roviné
vyplni kruh se stfedem v bodé —3 — 2i o poloméru 3 (viz obrézek).

Hledame v8echna kompleni &isla, jejichz absolutni hodnota, nebo téz velikost je vétsi nez
1 a mensi nez je velikost ¢isla 1 — i. Obrazy téchto ¢isel vyplni oblast mezi soustfednymi
kruznicemi k resp. I, se stfedem v po¢atku a poloméry 1, resp. v/2, pfi¢emz kruznice k do
oblasti patii, kruznice [ nikoliv (viz obrazek).

Nerovnici upravime do tvaru |z — (—i)| > |z — (—1)|. Hledame vSechna komplexni ¢isla
v Gaussové roving, jejichz vzdélenost od bodu —i je vétsi nez vzdalenost od bodu —1.
Body, jejichz vzdélenost od dvou rtznych boda tisecky je stejné, tvori osu tsecky. Tato osa
rozdéli Gaussovu rovinu na dvé poloroviny, z nichz jedna je feSenim zadané tlohy. Sandno
nahlédneme, Ze napt. bod —1 nerovnici vyhovuje, feSenim je tedy polorovina obsahujici
tento bod (viz obrazek).

Nerovnici upravime do tvaru |2 —3i| > |z — 0] > |z — 4|. Hledame vSechna komplexni &isla v
Gaussoveé roving, jejichz vzdalenost od pocatku je mensi nez velikost ¢isla |2 — 3i| a sou¢asné
je veétsi nez vzdalenost od bodu 4. Prvni podminku spliuji body kruhu o stfedu v pocatku
a poloméru v/22 + 32, jinymi slovy kruhu ohrani¢eného kruZnici prochézejici bodem 2 — 3i;
druhou podminku spliuji body poloroviny s hrani¢ni piimkou rovnobéZznou s imaginarni
osou prochézejici bodem 2, neobsahujici poc¢atek. Regenfm tlohy je prinik obou oblasti, tj.
kruhova tse¢ (viz obrazek).

Hledame vSechna komplexni ¢isla v Gaussové roving, jejichZz soucet vzdalenosti od bodu

—3i a 51 je roven 10. Takové body vyplni elipsu s ohnisky v danych bodech, velikost hlavni
poloosy je % = b, excentricita je poloviéni vzdalenost ohnisek, tedy 4, velikost vedlejsi

poloosy je rovna /5% — 42 = 3 (viz obrazek).

6) V Gaussové roviné libovolné zvolte obrazy dvou riznych nenulovych komplexnich ¢isel z;, 29 a

sestrojte obraz cisla

21+ 229
‘Zl + 222| '
Im 71+22,
222
i 214225
- |z1+2 2|
Z1
I Re

Obréazek 2: Resenf tlohy 6.

Reseni: Pri nasobeni komplexnihxh ¢isel v goniometrickém tvaru se Komplexni ¢isla s¢itame po
slozkach, v Gaussové roviné si mizeme predstavit, ze s¢itame vektory Oz, Ozo, kde O je pocatek.
Vydélime-li komplexni ¢&islo jeho velikosti, dostaneme komplexni ¢islo se stejnym argumentem
o velikosti 1. Hledany obraz komplexniho ¢isla najdeme tedy ve vzdalenosti 1 od pocéatku na
polopfimce ur¢ené pocatkem a obrazem bodu z1 + 229 (viz obréazek).
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8)

Vypoctéte v goniometrickém tvaru:

(cos =7 +isin S7) 7%,

5

Resen: Vyuzijte Moivreovu vétu a argument nésledné upravte do zakladniho tvaru.
(cos 27 +isin 2) 700 = (cos (—6027) + isin(—6027)) = (cos(—36m) + isin(—36m)) =
= (cos 2w + isin 2m).

S vyuzitim Moivreovy véty odvodte vzorce pro pro cos 2y, sin 2¢.
Reseni: Vyraz (cos ¢ +isin )% mizeme umocnit pomoci Moivreovy véty, nebo za pomoci vztahu
(a+0b)? = a®+ 2ab+ b?, a oba vyrazy porovnat. Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou

vyrazi dostaneme pozadované vztahy.

cos 2 + isin 2 = cos? ¢ + 2icos psin g + i2sin?
cos 2 = cos? ¢ — sin? p A sin2p = 2cos psing

odmocnina z komplexniho cisla, kvadratickd rovnice v C, binomickd rovnice

10)

11)

12)

Urcete viechny 4. odmocniny z &sla a = v/2(cos 5 +isin F).

Reseni: Narozdil od n-té odmocniny z realného ¢isla neni n-t4 odmocnina z komplexniho ¢isla
urcena jednoznané; n-tou odmocninou z komplexniho ¢isla a nazyvame kazdé komplexni ¢islo
b, pro které plati b = a. Velikost kazdého takového ¢isla b je pak n-tou odmocninou velikosti
¢isla a a argument Cisla b je n-tinou hodnoty ¢ + 2k, kde ¢ je argumentem ¢isla a, k € Z. Pro
rizné hodnoty k dostaneme celkem n raznych argumenti, lisicich se o thel 27 /n. Obrazy vSech
komplexnich n-tych odmocnin z ¢isla a tvori tedy vrcholy pravidelného n-thelniku se stfedem v
pocatku.

T 42k k
by = M(COST+ISIH4—:W) k=0,1,2,3.

Reste binomickou rovnici 823 + 27 = 0.
Reseni: Rovnice je ekvivalentni s rovnic 23 = 8 , hledame tedy vSechny tfet{ odmocniny z

Cisla 27 , které lze goniometrickém tvaru zapsat jako 2 % 7 (cos @ + isin p).

3/27 T+ 2kr .. w4+ 2kw
cos 3 +1sin

),k =0,1,2.

Reste rovnice s neznamou z € C:

a) 2 —4x+5=0

b) iz? +2x—51—0

c) x4+ (hi—3)x—4—-81=0

d) 1-1)2?—(B—-i)r+6—4i=0

Regend: Je-li diskriminant kvadratické rovnice komplexni &slo ve tvaru | D|(cos a+isin «), hledané
koteny kvadratické rovnice budou mit tvar

—b=£ +/|D|(cos § +isin §)
2a '

Je-li argument komplexniho éisla (2k+1)7, tj. je-li diskriminat zaporné realné ¢islo, bude cos § =
cos 5 = 0,sin § = sin § = 1 a vysledné feSeni se zjednodusi (—b £i/|D|)/2a.
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a) Spocitame diskriminant D = 16 — 20 = —4. Hledan4 feSeni jsou ve tvaru:
4+ 2i .
12 = =241
b) Spoé¢itame diskriminant D = 4 — 4i(—5i) = —16. Hledan4 feSeni jsou ve tvaru:
—2+4i
T = ———.
b2 2i

Tedy 71 = 8 = T = () =2 i ra = = T = (42 = 241
c¢) Spocitame diskriminant a prevedeme jej do goniometrického tvaru:

D = (5i — 3)? — 4(—4 — 8i) = 2i = 2(cos § + isin J). Hledan4 feSenf jsou ve tvaru:

(5i—3) £ v2(cos § +isin %) _ 5i—3£(1+i)
2 2 '

T12 =

Tedy x1 =2 —2i, 29 =1 — 3i.
d) Spoé¢itame diskriminant D = (5 —i)? — 4(1 —1)(6 — 4i) = 16 + 301, |D| = V162 4 302 = 34.
16

Pro argument komplexniho ¢isla D plati cosa = 37, sina = 3—4 Dale vyuzijeme vzorce pro

poloviéni argument

1 + COS & — cos o
’ COS ] sm

Hledané teSeni jsou ve tvaru:

(5—1) £V34(3 +igp)  (5-1i)+ (5 +31)
2(1 —1) B 2(1 — i)

T12 =
Tedy po apravé x1 =2+ 3i, 22 =1 —i.

13) Jaky je geometricky vyznam komplexnich kofenu kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty? Lze
feSeni néjak vizualizovat?

Resenid: Predstavme si graf kvadratické funkce s realnymi koeficienty v roving z, z, jejiz kofeny
jsou komplexni ¢isla, viz modréa parabola v obrazku 3. Oto¢me parabolu podle jeji osy o +90°
(oranzova kiivka) a poté okolo vrcholové teény otocené paraboly o +180°. Pruseciky vysledné
paraboly (Cervena kiivka) s rovinou z,y jsou hledané kotfeny v Gaussové roving, reprezentované
rovinou z,y. Vice najdete napt. v prezentaci Finding complex root of quadratic equation from
graph, odkaz najdete nize v literature.
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Obrazek 3: Resenf tlohy 13
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