Matematicky proseminar I Dukazy

Dikazy — fesené ulohy

vyrok, logické spojky, kvantifikdtory, negace vijroku, tabulka pravdivostnich hodnot

dikaz, primy dikaz, neprimy dikaz obménénou implikact, (nepiimy) dikaz sporem, matematickd in-

dukce

)

Dokazte pfimym dikazem Sinovou vétu.

Resend: Sinova véta: V trojihelniku ABC se stranami délek a, b, ¢ a protilehlymi thly o velikos-

tech «, (3, v plati
a b c

sina_ sinf siny’

Diikaz je tfeba provést zvlast pro ostrouhly, pravoihly a tupothly trojihelnik. V ostrothlém troj-
thelniku sestrojime vysku v, z vrcholu C' na protéjsi stranu, patu vysky ozna¢me P. Pro velikosti
thli o, B u vrcholi A, B v trojihelnicich APC, BPC plati: sina = %¢,sin f = 2. Porovnanim
hodnot v, v obou vyrazech dostavame Sig 5 = 5. Obdobné bychom odvodili Siﬁ 5 = 8137 apod.
V pravothlém trojihelniku neni co dokazovat, nebot sinova véta prechézi v definitorické vztahy
pro sinus jednotlivych thld v pravothlém trojahelniku. V tupothlém trojihelniku, je-li tupy thel
napf. pri vrcholu B, budeme pfi stejném postupu, jako u ostrothelého trojuhelniku pracovat s
hodnotou sin(180° — ), coZ je oviem totéz jako sin 3, dojdeme tedy ke stejnému vysledku.

Dokazte piimym dikazem vétu: Va,b € R™ plati (“TH’ >/ ab).

Resent: Vyjdeme od zadaného vyroku a pokusime se z néj pomoci ekvivalentnich tprav odvodit
jiné tvrzeni o némz vime, Ze je pravdivé. Samotny dikaz by pak postupoval v opa¢ném poradi.
ProtoZe a i b jsou kladna ¢isla, bude umocnéni nerovnosti ekvivalentni apravou, dojdeme tak k
nerovnosti (a + b)? > 4ab. Umocnénim vyrazu na levé strané a néslednou tpravou dojdeme k
nerovnosti (a — b)2 > 0, coz uréité Va,b € RT plati.

Nepiimym ditkazem dokazte vétu: a € N Pokud a? je délitelné tfemi, pak i a je délitelné t¥emi.

Reseni: DokaZeme obménénou implikei (A = —B): Pokud pfirozené &islo a neni délitelné tfemi,
pak ani a?
Ptirozené ¢islo a, kreré neni délitelné tfemi lze zapsat jako a = 3k + 1 nebo a = 3k + 2, kde
k € N. Oba vyrazy umocnime na druhou, v prvnim piipadé dostavame a? = 3(3k> + 2k) + 1, ve
druhém a? = 3(3k? + 4k + 1) + 1. V obou piipadech dostévame pii déleni tiemi zbytek 1, tedy

a? neni délitelné tiemi.

neni délitelné tf¥emi.

Dokazte sporem vétu: Pro vechna kladnd redlna ¢isla a, b plati 7 + 3 > 2.

Resend: Budeme se snazit z negace ptvodni véty odvodit nepravdivé tvrzeni. Nejprve tedy vétu
znegujeme:

L oa b

da,beRT: — 4+ — < 2.
b a

Protoze a i b jou kladna realna ¢isla, miazeme nerovnici vynasobit ab a nasledné upravit do tvaru
(a —b)? < 0. Zadn4 kladna reélna &isla a, b viak této nerovnici nevyhovuji, dospéli jsme tedy ke
sporu, negace vyroku je nepravdiva, plati tedy ptvodni tvrzeni.
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5) Dokazte sporem, Ze Gislo v/3 je iracionaln.

Rese

ni: Predpokladejme, Ze &islo v/3 je racionélni, lze jej tedy zapsat nasledovné:

\/5:2, P, €ZNqg#0ANNSD(p,q) = 1.

Rovnost /3 = % umocnime a upravime do tvaru 3¢> = p?, odkud vidime, 7e &islo 3 déli p? a dle
piikladu 3) tedy ¢islo 3 déli p, lze tedy psit p = 3k, kde k € Z. Plati tedy 3¢> = (3k)?, neboli
¢®> = 3k?. odkud opét vidime, Ze &islo 3 déli ¢ a tedy i ¢, coz je ve sporu s predpokladem, Ze
¢isla p, ¢ jsou nesoudélna (NSD(p,q) =1).

Dokazte matematickou indukei, Ze soucet prvnich n lichych (mysleno kladnych) ¢isel je roven n”.

Rese

a)

b)

2

ni: Chceme dokdzat: ¥n € N:1+3+5+---+ (2n — 1) = n?.

Tvrzeni nejprve dokdZeme pro nejmensi ¢islo z mnoziny N. Pro n = 1 tvrzeni plati, dosté-
vame rovnost 1 = 12,

Dokazeme, ze z platnosti zkoumaného tvrzeni pro n (ozan¢me V(n)) vyplyva platnost da-
ného tvrzeni pron +1 (V(n+1)).
Vin+1):¥YneN:143+45+--+(2n—1)+ (2n+1) = (n+ 1)~

Dle indukéniho piedpokladu lze vyraz 1 +3 + 5+ --- + (2n — 1) nahradit vyrazem n? a
levou stranu V (n+ 1) upravit do tvaru n?+ (2n+1), coz po jednoduché tpravé da (n+1)2.
Z platnosti V(n) plyne tedy platnost V(n + 1), coZ spolu s platnosti V(1) dava platnost
tvrzeni V(n) pro v8echna pfirozena ¢isla.

7) Dokazte, 7e Vn € Ny plati: Cislo (102"‘*'1 + 1) je délitelné 11.

Reseni:

2)
b)

Pro n = 0 (nejmensi &islo mnoziny Np) dostavame 102"+ 4+ 1 = 11, co# je ¢islo délitelné 11.
Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pficemz V(n + 1): Cislo (102"+3 + 1) je délitelné 11.
Toho dosahneme upravenim vyrazu 10?13 4+ 1 za soucasného vyuziti indukéniho piedpo-
kladu v podobé dosazeni vyrazu 11k (kde k € N) za 102"+ + 1:

10273 41 =102-10*"1 41 =102 (10" 4+ 1-1)+1 = 10*(11k—1) +1 = 10%- 11k —99 =
11(100k — 9). Implikace je tedy pravdiva, plati tedy i ptivodni dokazované tvrzeni.

Pozndmka: V tomto i néasledujicich pfikladech je aplikace indukéntho predpokladu vzdy zvyraz-

néna podtrzenim.

8) Dokazte, ze Vn € Nplati 1 +2+4...+n = n(nt1)

Rese

a)
b)

3 .

Pro n =1 dostavame 1 = %, coZ plati.

Chceme dokazat V(n) = V(n+1), pficemz V(n+1): 14+24+...4+n+(n+1) = w
1 1)+ 2 1 1 2
1+2+---+n+(r~rl):(TZ)(T;+)Jr(n+1)=n(nJr ); (ntl) (o )2(”+ )

Implikace je pravdivéa, plati tedy i pivodni dokazované tvrzeni.
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9) Dokaite, Ze Vn € N platf 124+ 22 + ...+ n? = In(n+ 1)(2n + 1).
Regent:
a) Pron =1 dostavame 12 = $1(14+1)(2+ 1), tedy 1 = 1.
b) Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pficemz
1
Vin+1): 124224+ .. . +n2+(n+1)?%= 6(n+1)(n+2)(2n+3)

12422+ -+ n?+(n+1)? = in(n+1)(2n+1)+ (n+1)? = L(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)] =
Fn+1)2n% +7Tn+6] = t(n+ 1)(n+2)(2n + 3).
Implikace je pravdiva, plati tedy i ptivodn{ dokazované tvrzeni.

10) Dokazte, 7e Vn € Nplati 1-2+2-34+---+n-(n+1) :%n(n—l—l)(njLQ).
Regent:
a) Pron =1 dostavéme 1-2 = 11(1+1))(1 +2), coZ plati.
b) Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pfi¢emz
1
Vin+1):1-242-34---4+n-(n+1)+(n+1)(n+2) = g(n+1)(n+2)(n+3)

1:2423++n-(n+1)+n+1)(n+2)=inn+1)(n+2)+ (n+1)(n+2) =
=in+1)(n+2)(n+3).
Implikace je pravdiva, plati tedy i ptivodni dokazované tvrzendi.

A c 1 1 _
11) Dokazte, Ze Vn € N plati 15 + 55 + ... + ErEEeTEs Y T
Resent:
a) Pron =1 dostavame 1—13 = 2%, coz plati.

n 1 P 1 n 1 ~n+1
3.5 77 2n—-1)-(2n+1)  (2n+1)-(2n+3) 2n+3
1 1 1 1 _ _n 1 _
T3 T35 F (2n—1)-(2n+1) + (2n+1)-(2n+3) — 2n+1 + (2n+1)-2n+3) —
n@2n+3)+1  _  2n243n41 . Cntl(dl) . ndd
2nt1)(2n+3) — @Cni1)(2nt3) — (2nt)(2n+3)  (2n+3)
Implikace je pravdiva, plati tedy i ptivodn{ dokazované tvrzeni.

1

12) Dokazte, Ze pro kazdé n € N je 10" — 4 délitelné Sesti.
Reseni:
a) Pron =1 dostavame 10 — 4 = 6, coz je &islo délitelné 6.

b) Chceme dokézat V(n) = V(n + 1), pficemz V (n + 1): Cislo (10"*! — 4) je délitelné 6.
Toho doséhneme upravenim vyrazu 107! —4 za soucasného vyuziti indukéniho piedpokladu
v podobé dosazeni vyrazu 6k (kde k € N) za 10" — 4:
10" —4=10- (10" —4+4) —4=10-(6k+4) —4 =6- 10k + 40 — 4 = 6(10k + 6).
Implikace je pravdiva, plati tedy i ptivodni dokazované tvrzeni.
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13) Dokazte, Ze Vn € Z§ plati > & yili = (n+1)! — 1.

Rese

a)

b)

Pro n = 0 dostavame na levé strané Z?:o 117 = 010 = 0, na pravé strané rovnosti bude
(0O+1)!—=1=1-1=0, tedy leva strana je rovna pravé.

Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pficemz

n+1
V(n+1) :VnEZJ:Zi!i:(n—i—Z)!—l
=0

Sl =" il (n+ DI+ ) =n+ 1) =1+ m+D)(n+1)=(@n+2)! -1

Implikace je tedy pravdiva, plati tedy i ptivodni dokazované tvrzeni.

14) Dokazte, ze pro kazdé n € N a pro kazdé = € (—1,00) plati: (1 + )" > 1+ nz.

Reseni:

2)
b)

Pro n = 1 dostéavame (1 + x)! > 1 + 2, coz pro viechna x € (—1,00) plati.

Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pficemz
Vin+1):(1+z)"" >1+(n+1)x

(14z)"' =1 +2)"(1+2) > (1+nz)(1+2) = 1+nr+2x+n2? > 1+nzt+z = 1+(n+1)z.
V predposlednim kroku jsme vyraz na? zanedbali, nebot je vidy > 0 a jeho vynechanim se
nerovnost nezkazi. Plati tedy (1 + 2)"*! > 14 (n + 1)z. Implikace je pravdiva, plati tedy i

puvodni dokazované tvrzeni.

15) Dokazte, ze Vn € N: 2" > n. Zformulujte obdobné tvrzeni tykajici se nerovnosti 2" > n? a
dokazte jej.

Reseni: Dokazme nejprve tvrzeni Vn € N: 2 > n,

a)
b)

Pro n = 1 dostavame pravdivé tvrzeni 2 > 1.

Dokazujeme V(n) = V(n+ 1), kde V(n +1): ¥n € N: 2" > n 4 1.

Postupné upravujme levou stranu nerovnice a ve vhodné chvili vyuzijme indukéni predpo-
klad: 2"t =2.2" > 2.5 > n+1, kde posleni tiprava plati Vn € N. Plati tedy 2"t > n+1,
implikace je pravdivé, plati i ptivodni dokazované tvrzeni.

Zformulujme a dokdZzeme obdobné tvrzeni: Vn € N,n > ng: 2" > n?.

a)

Zkusime ovérit tvrzeni pro nejmensi pfirozené ¢islo n = 1, dostdvame pravdivé tvrzeni 2 > 1.
Ale pozor, kdybychom §li dal, pro n = 2 dostaneme 4 > 4, pro n = 3 dostaneme 8 > 9, atd.
Tento problém bychom mohli prehlédnout, ale v nékterém kroku dokazovani implikace by
se k ndm mél vratit.

Dokazujeme V(n) = V(n + 1), kde V(n +1): 2"t > (n+1)2 = n? + 2n + 1.

Postupné upravujme levou stranu nerovnice a ve vhodné chvili vyuzijme indukéni predpo-
klad: 2771 =2.2" > 2.n2 =n?4+2n+1+n?-2n—1=(n+1)2+(n?-2n—1) > (n+1)2,
kde vyraz (n? —2n— 1) je vétsi nebo roven nule ¥n € N, n > 3 a pro tato n jej lze tedy vyne-
chat, aniz bychom pokazili nerovnost. Vratme se zpét na zac¢atek. Implikace je pravdiva pro
n > 3, ale V(3) neplati. Pro n = 4 tvrzeni stale neplati, dostavame 16 > 16, ale pron =5
tvrzeni jiz plati, dostavame 32 > 25. Tvrzeni lze tedy zformulovat ve tvaru: Vn € N,n > 5:
2" > n2,
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16) Dokazte Moivreovu vétu: Vo € R a Vn € N: (cosx +isinz)™ = cosnx + isinnx.
Resent:
a) Pron =1 dostavame cosx + isinx = cosz + isinx.

b) Dokazujeme V(n) = V(n+1), kde V (n+1): (cos z+isinz)" ™! = cos (n + 1)z+isin (n + 1).
Za pomoci sou¢tovych vzorzi pro funkce sinus a kosinus upravime pravou stranu:

cos (nz + x) + isin (nz + x) = cosnx cos  — sin nz sin x + i(sin nx cos x + cosnz sinz) =

= cos x(cos nx + isinnx) + isinz(cosnx + isinnz) = (cosnx + isinnz)(cosx + isinz) =

= (cosz +isinz)"(cosx + isinz) = (cosx + isinx)" L,

Implikace je tedy pravdivéa, plati tedy i ptivodni dokazované tvrzeni.

17) Najdéte chybu v dukazu nasledujiciho tvrzeni:
Tvrzeni: VSechna realna ¢isla se navzajem rovnaji.
Dtikaz: ZapiSme tvrzeni nejprve formalné jako vyrok:
V(n) = ,Pro libovolna reélna &isla x1,...,x, plati x; = ... = z,.“
Pro n = 1 vyrok V(1) trivialné plati. Pokud n € N, pfedpokladejme, ze V(n) plati a ze
T1,...,Tps1 jsou libovolna redlné ¢&isla. Podle indukéniho predpokladu se libovolnd n-tice re-
alnych Cisel navzajem rovna, plati tedy z1 = 292 = ... = xp, ale také 9 = ... =z, = xp41. Pak
ale r1 = ... = xp41, tedy vyrok V(n + 1) plati. VSechna realna ¢isla jsou si tedy rovna.

Reseni: Implikace V(n) = V(n+ 1) plati Vn > 2, ale neplati pro n = 1, coz sta¢i k tomu, aby
neplatil cely dikaz.
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