Matematicky proseminar I Rovnice s parametrem

Rovnice s parametrem — feSené tlohy

rovnice, nezndmd, parametr, mnozZina 7eSent

1)

V oboru realnych ¢isel feste rovnici s redlnym parametrem a:

ar +3r =a’+2a — 3

Resent:
Obé strany rovnice rozlozime na soucin. Cilem je vyjadfit nezndmou = za pomoci parametru a
(ne naopak - to by sice také §lo, ale byla by to trochu jiné tloha).

z(a+3) = (a+3)(a—1)
Nez rovnici bezhlavé vydélime vyrazem (a+ 3), musime se zamyslet, zda tento vyraz nemuze byt

nulovy a tuto situaci vySetfit zvIast.

Pro a = —3 dostéavame rovnici ve tvaru x - 0 = 0 a ta je splnéna pro vSechna redlna x. Pro tento
parametr mé tedy rovnice nekone¢né mnoho feseni.

Pro a # —3 muZeme rovnici vyrazem (a + 3) vydélit a dostavame x = a — 1. V tomto piipadé
mé tedy rovnice jediné feSeni.

Urcete v8echny dvojice pfirozenych ¢isel x,y, pro néz plati
1 1 1+5
+——+5= p’
p+x p+ty p

kde p je dané prvocislo.

Resen:
Pro x # —p,y # —p,p # 0 miZeme rovnici vynasobit vyrazem (z + p)(y + p)p a poté upravit:

plp+y)+plp+z)=(@+y)(p+)

P’ =uzy

Ma4-1li byt p prvoéislo a x,y € N, pfipadaji v tivahu pouze t¥i mozné TeSeni:

z1=1,y1 = p*; 20 = p*,yo = 125 = p,y3 = p.

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

_ 2z -1

2z —p
p
s neznamou z a s nenulovym realnym parametrem p.

Reseni:
Pro p # 0 mzeme rovnici vynasobit p a poté upravit:

2p|z| — p* = 2|z| — 1

20z|(p—1) =p* -1
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Pro p = 1 ma rovnice tvar 2|z| -0 = 0 a je splnéna pro vSechna x € R. Pro p # 1 lze rovnici
vydélit vyrazem p — 1 a dostaneme:

ol = 2=V + D) _pl)_(pl+ DR
_(+1)
o = 2

Protoze absolutni hodnota z libovolného ¢isla je vzdy > 0, musi i prava strana rovnice spliiovat:

(p+1)
2

>0

To nastane pro vSechna p > —1.

Shrunuti vysledkii:

e pro p = 1 rovnici vyhovuje kazdé = € R,

1
e pro p > —1 a soucasné p # 0,1 méa rovnice 2 feSeni x = j:(p_g)’
e pro p = —1 maé rovnice jedno feSeni x = 0,

e pro p = 0 rovnice nemé smysl, tedy ani feSeni.

V oboru realnych ¢isel Feste rovnici

Ve+p=z+./p,
kde p € R je parametr.
Resent:

Nejprve stanovme podminky, prvni dvé vyplyvaji z defini¢niho oboru druhé odmocniny a preti z
toho, Zze vyraz na levé strané rovnice je vzdy > 0:

a) p>0
b) z+p>0
c)x+.p=>0

Umocnime rovnici na druhou:
r+p=a*+2xp+p

2 +2(2yp—1)=0
z(z+2yp—1)=0
=2 =0,00=1-2/p
Je zfejmé, Ze x = 0 je korenem rovnice pro kazdé p > 0.
Aby x5 = 1 — 2,/p bylo kofenem rovnice, musi byt splnény i podminky b) a c):

b) 1—2\/]5+p20:>(1—ﬁ)QZO,coijesplnénOV:L‘eR

)l1-2p+/p>20=(1-yp)20=>1>p=pec(0,1)
Shrunuti vysledk:

e Tedy pro p € (0,1) ma rovnice dva kofeny 1 = 0,22 = 1 — 2,/p.

e Pro p € (1,00) ma rovnice jeden kofen z = 0.
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e Pro p = 0 rovnice nema smysl.

5) V oboru realnych ¢isel feste rovnici

1.2

o —1

s neznamou x a s nenulovym reilnym parametrem p.

p

Resent:

L. : . .
Pro x # 3 je rovnice ekvivalentni a rovnici:

Po upravé dostaneme kvadraticnou rovnici:
22— 2px+p=0
Diskriminant této rovnice méa hodnotu 4p(p — 1) a tedy
e rovnice ma 2 feSeni pro

p € (—00,0) U (1,00) ve tvaru

x1,2

)

_ 2pE2\/p?—p 5
= =prEVP-p

e pro p = 0 rovnice nemé smysl, jiz v zadani je vyloucena
e pro p = 1 ma rovnice 1 kofen z =1

e pro p € (0,1) rovnice nema v R FeSeni

1
Jesté je tfeba ovéfit, Ze nalezené feSeni spliuji podminku x # 3 Tedy:

pEVp*— :%

1 2
5—10 /

+Vpr-p=
1
p* —pl =5 —p+p’
Pro p € (—00,0) U (1,00) je vnitiek absolutni hodnoty vzdy kladny, pfi odstranéni absolutni

hodnoty bychom tedy dospéli k rovnici 0 = T ktera neni splnéna pro zadné p, tedy rovnice ma

vSechna vySe uvedené reSeni.
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soustava linedrnich rovnic s parametrem, grafické Teseni soustavy rovnic, rovnobéiné primky = Zddné
resent, riznobéiné primky = prdvé jedno feSent, totozZné piimky = nekonecné mnoho tesent (body leZici
na primce)

Vizualizace nésledujicich péti tloh v softwaru GeoGebra:
https://www.geogebra.org/m/g9mr9ok7e

6) V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic s readlnym parametrem p:
rT—y =2,

pr+y=4.

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

a) Soustava mé pravé jedno feSeni pro kazdé p # —1.

b) Pro p = 2 soustava nema FeSeni.

c¢) Pro kazdé p > 1 spliuje feSeni (z,y) podminky z > 0,y < 0.

d) Soustava méa pravé jedno feSeni pro kazdé p € R.

e) Pro p = 0 existuje FeSeni splijici podminky = > 0,y > 0.
Resent:

Abychom mohli odpovédét na otazky ze zadani, musime nejprve vyftesit soustavu. Obé rovnice
nejprve seCteme a poté na levé strané vytkneme x:

rz+pr==6
z(1+p)=6
Pro p = —1 dostaneme rovnici = - 0 = 6, coz neni splnéno pro zadné x.

Pro p # —1 mtuzeme celou rovnici vydélit vyrazem (1 + p) a dostaneme = =

—, po dosazeni
1+p

. Pro p # —1 ma tedy soustava pravé jedno

napf. do prvni z obou rovnic dopocitame y =
reSeni.

Vysledky shrneme do tabulky:

hodnota parametru | feSeni soustavy
—1 0
6 4-—2
R—{-1} e
1+p  1+p

Pravdiva jsou tvrzeni a), e).

7) V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic s readlnym parametrem p:
r+py=1

px + 2y = p.

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

a) Soustava mé pravé jedno feSeni (x,y) pravé tehdy, kdyz |p| # 1.
b) Soustava ma pravé jedno Feseni (z,y) pro libovolné |p| > /2.



https://www.geogebra.org/m/g9mr9k7e
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c¢) Pro kazdé FeSeni (z,y) plati z = y.
d) Pro p = —1 nemaé soustava feSeni.
e) Pro p =1 existuje FeSeni (z,y) spliwjici x > 0,y < 0.
Resent:
Prvni rovnici vynasobime —p a pfi¢teme ke druhé, poté na levé strané rovnice vytkneme y:
—p*y+2y =0
y(2-p*) =0
Zavorka na levé strané rovnice je nulova pro p = £+v/2. Pro obé tyto hodnoty dojdeme k rovnici
y -0 = 0, kterd je splnéna pro kazdé realné y. Hodnotu x dopocitame napt. z prvni rovnice

x = 1 — py. Soustava mé tedy pro p = ++/2 nekoneéné mnoho Feeni ve tvaru [1 — py,y], kde
y e R

Je-li vyraz (2 — p?) rizny od nuly, mizeme jim celou rovnici vydélit a dostdvame y = 0 a po
dosazeni napt do prvni rovnice ze zadani dopoc¢itame x = 1. Soustava mé tedy v totmto piripadé
pravé jedno FeSeni [0, 1] nezavislé na hodnoté parametru p.

Vysledky shrneme do tabulky:

hodnota parametru feSeni soustavy
V2 1-Vv2-yylyeR
-2 1+V2-yylyeR
R — {+v?2} [1,0]

Pravdiva jsou tvrzeni b), e).

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic s readlnym parametrem t:
rz+ty=1,
4+ 2y=t.

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

a) Soustava ma pravé jedno feSeni (x,y) pravé tehdy, kdyz |t| # 2.
b) Soustava mé pravé jedno FeSeni (x,y) pro libovolné t € R.

)
¢) Pro t = 1 kazdé FeSeni (x,y) spliwje nerovnosti = > 0,y > 0.
d)

1
Prot = B nema soustava IeSeni.
1
e) Prot = 5 existuje feseni (x,y) spliwujici z > 0,y > 0.

Reseni:

Od prvni rovnice odeéteme druhou a poté na levé strané vytkneme y:

ty—2y=1-—t
y(t—2)=1—t
Pro t = 2 dostavame rovnici y - 0 = —1, kterd neni splnéna pro zadné y. Pro tuto hodnotu

parametru tedy soustava nemé feSeni.

Pro t # 2 muzeme vyrazem (¢t — 2) celou rovnici vydélit, dostavame y = ot po dosazeni do
2

libovolné z rovnic pak dopocéitame x = 5 Pro tyto hodnoty parametru mé soustava pravé

jedno TeSeni.

Vysledky shrneme do tabulky:
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hodnota parametru | feSeni soustavy
2 0
(12 —2 1—1t]
R — {2 —_—
{2 t—2"t—2

Pravdiva jsou tvrzeni a), c).

Je dana soustava dvou rovnic o dvou nezndmych z,y s redlnym parametrem p:
pr+y=2p+1,

z+py=1
Urcete, pro kterda p € R této soustavé vyhovuje pravé jedna dvojice kladnych ¢isel x, y.
Resent:
Ze druhé rovnice vyjadiime z a dosadime do prvni rovnice, dale upravime tak, aby na jedné
strané rovnice zustaly pouze ¢leny s y a to poté vytkneme:

p—py+ty=2p+1

y(1—p*) =p+1
Vyraz (1 — p?) je roven nule pro p = +1.
Pro p = 1 ma rovnice tvar y - 0 = 2, feSenim nenf zadné realné ¢islo y.

Pro p = —1 ma rovnice tvar y - 0 = 0 a feSenim jsou vSechna y € R. Napf. ze druhé rovnice ze
zadani dlohy pak dopocitame x =1+ y.

Pro p # 41 m-Zeme celou rovnici vyrazem (1 — p?) vydélit a dostavame y = T A opét
-Pp
1-2
napiiklad ze druhé rovnice ze zadani dopocitame x = 1 P
-D
hodnota parametru | FeSeni soustavy
1 0
-1 1+yylyeR
1-2 1
R — {1} P
1—p ' 1—p

Zbyvé rozhodnout, pro ktera p € R soustavé vyhovuje pravé jedna dvojice kladnych ¢isel x,y, tj.
pro ktera p plati:
1
— >0 A
l—p IL=p
7 prvni nerovnice plyne 1 — p > 0, tedy jmenovatel zlomku ve druhé nerovnici je kladny, kladny
musibyt i ¢itatel, tj. 1 —2p > 0.

>0

1l-p>0—p<1

1

1
Musi tedy byt p < 3 a p # *1, protoze hledame pripady, kdy mé soustava pravé jedno reSeni.

5

pe (o0, ~1U(-1,3
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10) Je dana soustava dvou rovnic
20 + 3y =1,

pz+ (1 —3p)y = —1,

s realnym parametrem p. Urcete viechny hodnoty, pro néz je feSenim soustavy dvojice kladnych

Cisel x, y.
Resent:
) . e 1 —2px . . : .
7 prvni rovnice vyjadiime y = 5 a dosadime do druhé rovnice a d8le upravujeme:
1—2px
p:c+(1—3p)-73p =-1/-3

3px + 1 — 2px — 3p + 6p*x = —3
pr+6p’r —3p+4=0
x-p-(1+6p)=3p—4

Vyraz p - (14 6p) je nulovy pro p =0,p = —1

G-
Pro p = 0 dostaneme rovnici « - 0 = —4, ktera neni splnéna pro zadné realné x.
Pro p = —é dostaneme rovnici x - 0 = —%, ktera neni splnéna pro zadné reilné .
3p—4
Pro p # 0, —% miizeme rovnici vyrazem p - (1 + 6p) vydélit a dostaneme x = L
; p-(1+6p)
Dosazenim napt. do prvni rovnice ze zadani dostavame y = 1
P
hodnota parametru FeSeni soustavy
0 0
T
—5 3 4@ 3
R - {_%7 0} - ’
p-(14+6p) 6p+1

Zbyva rozhodnout, pro kterda p € R je FeSenim soustavy dvojice kladnych ¢&isel z,y, tj. pro ktera

p plati:
3p—4 3
S >0AN ——>0
p- (1+6p) 6p+1
Ze druhé nerovnice dostdvame 6p + 1 > 0, prvni nerovnici tedy miiZeme upravit do tvaru:
3p—4

>0 < 3p—4)p>0.

Sou¢in (3p — 4)p bude kladny, kdyZz bude graf paraboly o rovnici (3z — 4)x = y lezet nad osou
4

X, coz nastane pro p € (—oo,0) U <3, oo), soucasné vSak musi byt splnéna podminka ze druhé

1 -~
nerovnosti 6p +1 > 0, tj. p > ~5 Resenim zadané tulohy jsou tedy:
€ ! 0)uU 1
p 6 ) 3 ) o
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