Matematicky proseminar I Relace a zobrazeni

Relace a zobrazeni — feSené tilohy
kartézsky soucin (dvou mnozin), bindrni relace, dopliikovd relace, inverzni relace, skldddni relact

1) Jsou dany mnoziny A = {1;2;3}, B = {3;4}, C = 0, D = {—1;0}. VypisSte vSechny prvky
kartézskych soucinti:
a) Ax B
b) Bx A
c) BxD
d) AxC

Reseni: Kartézskym soucinem dvou mnozin M, M je mnozina uspoiradanych dvojic (mq;ma),
kde mq € My a mg € Ms.

a) {(1:3), (1;4),(23),(2:4), (3;3), (3:4)}
b) {(3;1),(3:2),(3;3),(4;1), (4 2),(43)}
) {3;=1),(3;0), (4 -1),(40)}
d) {}
2) Jsou dany mnoziny A = {1;2;3;4}, B = {5;6;7;8}. Zapiste vyctem relace:
a) R1 ={(a,b) € Ax B;a<b—5}
b) Re = {(a,b) € A x B;b = a3}
c) Rz ={(a,b) € Ax B;a>2=0b=2a}
Reseni: Relaci rozumime podmnozinu kartézského soucinu, tj. mnozinu téch usporadanych dvojic
(obecné n-tic pro soucin n mnozin), které spliji stanovené podminky.
a) V relaci Ry lezi pravé ty dvojice (a;b) z kartézského sou¢inu A x B, které spliuji podminku
a<b—>5. R ={(1;7),(1;8),(2;8)}
b) V relaci Ry lezi pravé ty dvojice (a;b) z kartézského soucinu A x B, které spliuji podminku
b= a3. R2 = {(2;8)}
c) V relaci R lezi pravé ty dvojice (a;b) z kartézského soucinu A x B, které spliiuji podminku
a > 2 = b = 2a. Pripomenime, 7Ze implikace je pravdiva, nejen kdyz jsou oba diléi vyroky

pravdivé, ale také vzdy, kdyZz je prvni diléi vyrok nepravdivy.

3) Je dana relace R na mnoziné A = {1;2;3;4}. Znazornéte tuto relaci pomoci §achovnicového grafu
a zapiste vy¢tem relace R~ a R/, kde R’ je doplitkovou relaci do A x A.

a) R={(a,b) € Ax A;a <b}
b) R={(a,b) € Ax A;a® =a}
¢) R={(a,b) € Ax A;a® =0b}

Reseni: Relaci rozumime podmnozinu kartézského soucinu, tj. mnozinu téch uspofadanych dvojic
(obecné n-tic pro soucin n mnozin), které spliji stanovené podminky.

a) V relaci R lezi pravé ty dvojice (a;b) z kartézského soucinu A x A, které spliuji podminku
a<b R={(1,2),(1;3),(1;4),(2;3),(2;4), (3;4) }, obr. 1 vlevo,
L= {(21),(351), (4 1), (3:2), (4:2), (4:3)},
R ={(1;1),(21),(2:2), (3;1),(3;2), (3;3), (4;1), (4;2), (4 3), (4; ) }-
b) V relaci R lezi pravé ty dvojice (
a? =a. R={(1;1),(1;2),(1;3),(1;4)}, obr. 1 uprostied,
R~ ={(1;1),(2:1),(3; 1), (4; 1)},
R =A{(21),(2:2),(2;3),(2,4), (3;1),(3;2), (3;3), (3;4), (41), (4;2), (4;3), (4 4) }.

a; b) z kartézského soucinu A x A, které spliuji podminku
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c) V relaci R lezi pravé ty dvojice (a;b) z kartézského soucinu A x A, které spliuji podminku
a?=0b. R={(1;1),(2;4)}, obr. 1 vpravo,
R~ ={(1;1),(42)},
R={(1;2),(1;3), (1;4), (21),(22),(23),(3;1),(3;2),(3:3), (3:4), (4 1), (4 2), (4 3), (4 4) }-

a) 4 X X X b) 4 X ©) 4 X
3 X X 3 X 3
2 X 2 X 2
1 1 X 1 X
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Obrazek 1

4) Zapiste vyctem relaci R na mnoziné Ng. Prvek (mq;ms) € R pravé tehdy, kdyZz me = m; mod 4.
Reseni: R = {(00), (1;1),(2;2), (3;3), (4;0), (5; 1), (6; 2), (7;3), (8;0), (9; 1), ... }
5) Namnoziné M = {1;2;3;4} jsou dany relace R = {(1;2),(2;2), (1;3),(3;4)} a S = {(1;1),(3;2), (4;1)}.
Zapiste vyctem:
a) RoR
b) SoS
c) RoS
d) SoR

]é eSeni: Piipomenme, Ze prvek (a;c) nalezi relaci R o S pravé tehdy, existuje-li prvek b takovy,
b) € S a zaroven (b;c) € R.

ze (a;

a) RoR={(1;2),(22),(1;4)}

b) SoS={(41)}

c) RoS={(1;2),(1;3),(3;2),(42),(43)}
d) SoR={(1;2),(3;1)}

vlastnosti relact, ekvivalence na mnoziné, disjunktni rozklad mnozZiny

Relace R je reflexivni, jestlize

Relace R je antireflexivni, jestlize

Relace R je symetricka, jestlize

Relace R je slabé antisymetricka, jestlize
Relace R je silné antisymetricka, jestlize
Relace R je tranzitivni, jestlize

Relace R je dichotomicka, jestlize

1) Urcete vlastnosti danych relaci nejprve na mnoziné Ny a poté na mnoziné R. V obou pfipadech
relace vhodné graficky znazornéte:

a) (z;y) € R & x=—y
b) (r;9) e Ro x>y
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¢) (z;y) ERs = x-y<0

Reseni: Mozné grafickd znazornéni jsou na obrazku 2, na mnoziné Ny vlevo, na mnoziné R vpravo.

w
w

N
N

b)

w

IN)

c)

Obréazek 2

a) Na mnoziné Ny nalezi relaci pouze dvojice (0;0). Relace je symetricka, slabé antisymetricka
a tranzitivni.
Na mnoziné R nalezi relaci dvojice (0;0) a také kazda dvojice navzajem opacnych Cisel.
Relace je symetricka.

b) Na mnoziné Ny nélezi relaci nekonefné (avSak spocetné) mnoho dvojic ¢isel, kde prvni
hodnota je vétsi nez druhé. Relace je antireflexivni, silné antisymetricka a tranzitivni.
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Na mnoziné R nélezi relaci nekone¢né (a nespocetné) mnoho dvojic ¢isel, kde prvni hodnota
je vétsi nez druhé. Pokud bychom tyto uspofadané dvojice vnimali jako soufadnice bodi
roviny s kartézskou soustavou Oy, potom by relaci reprezentovaly body poloroviny s hra-
ni¢ni pfimkou y = x bez této hrani¢ni piimky. Relace je antireflexivni, silné antisymetricka
a tranzitivni.

¢) Na mnoziné Ny je relaci prazdna mnozina. Relace je antireflexivni, symetricka, silné (i slabg)
antisymetricka a tranzitivni.
Na mnoziné R naleZi relaci nekoneéné (a nespocetné) mnoho dvojic ¢isel. Pokud bychom
tyto uspoiadané dvojice vnimali jako soufadnice bodi roviny s kartézskou soustavou Oy,
potom by relaci reprezentovaly body druhého a ¢tvrtého kvadrantu bez souradnicovych os.
Relace je antireflexivni a symetricka.

2) Jsou dany relace R na mnoziné vSech lidi. Rozhodnéte o kazdé z nich, zda je reflexivni, antirefle-
xivni, symetricka, slabé/silné antisymetricka, tranzitivni nebo dichotomické.

a) (a,b) € R pravé tehdy, kdyz a a b se narodili ve stejny den,
b) (a,b) € R pravé tehdy, kdyZ a a b jsou sousedé.

Resent:

a) Relace je reflexivni (kazdy se narodil v tentyZ den jako on sdm), symetrickd (pokud se osoby
a a b narodily v tentyZ den, tak se také osoby b a a narodily v tentyZ den) a tranzitivni
(pokud se osoby a a b narodily v tentyz den a také se v tentyz den narodily osoby b a c,
narodily se v tentyZz den i osoby a a c).

b) Relace je pouze symetricka (je-li osoba a sousedem osoby b, potom je i osoba b sousedem
osoby a a obracené). Premyslejte zejména, pro¢ relace neni antireflexivni. Znate nékoho,
kdo je majitelem/obyvatelem dvou sousednich domu/byta?

3) Necht U je mnozina vSech tsecek, jejichz krajni body jsou vrcholy daného pravidelného Sesti-
thelniku ABCDEF. Zapiste vy¢tem prvki relaci R = {(x,y) € U x U; « L y} a urcete jeji
vlastnosti.

Resend: Mnozina U mé celkem 15 prvki — 6 stran AB, BC, CD, DE, EF, AF a 9 ahlopritek
AC, AD, AE, BD, BE, BF, CE, CF, DF. Pripomenme, Ze usecky AB a BA jsou totozné
a nijak je nerozlisujeme. Ke kazdé strané jsou kolmé vzdy dvé rizné uhlopficky (nacrtnéte si
obrazek). Nesmime zapomenout, Ze je-li napt. AB 1 BD, znamena to také, ze BD L AB. Tedy
R = {(AB; AE),(AE; AB),(AB;BD),(BD; AB),(BC;BF),(BF;BC),(BC;CE),(CE; BC),
(CD; AC),(AC;CD),(CD; DF),(DF;CD),(DE; BD),(BD;DFE),(DE; AE), (AE; DE),
(EF;CFE),(CE;EF),(EF;BF),(BF;EF),(AF;DF),(DF; AF), (AF; AC), (AC; AF)}

Relace je antireflexivni a symetricka.
4) Zapiste vSechny disjunktni rozklady mnoziny A = {1;2;3;4}.

Reseni: Mnozinu A je mozné rozlozit jednim zptsobem na ¢tyfi jednoprvkové mnoziny, tfemi
zplsoby na dvé dvouprvkové mnoziny a ¢tyfmi zptisoby na jednoprvkovou a t¥iprvkovou mnozinu.
Za rozklad se povazuje i ponechani mnoziny A v puvodni podobé (muzeme si predstavit, ze
ji sjednotime s prazdnou mnozinou). Na pofadi sjednocovanych mnozin ani na poradi prvki
v jednotlivych mnozinach nezalezi. Celkem tedy existuje 9 raznych disjunktnich rozkladu:

A={1}U{2}U{3} U {4}
A={L2}U{3;4} = {1;3} U {2;4} = {L;4} U {23}
A={1}U{2:3;4} = {2} U{L;3;4} = {3} U {1;2:4} = {4} U{1;2;3}
A=A

5) Jaké disjunktni rozklady pfislusné mnoziny jsou urceny ekvivalenci:
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,rovnost na mnoziné {—1;0;1},

a)
b) ,rovnost absolutnich hodnot* na mnoziné {—1;0;1}?
Resen:

{-1yu{ojufl}
{_

a)
b) {~1;1} U {0}




