Matematicky proseminar I Vyroky

Vyroky — feSené tlohy
vyrok (jednoduchy, negace, pravdivostni hodnota, obecny a existenéni kvantifikdtor

1) Rozhodnéte o kazdé formulaci, zda je, ¢i neni vyrokem.

a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.
b) 3 <5.
c) Pojdte dal!
d) Necht je z celé ¢islo.
)
)

e) Klaun mé cCerveny nos.

f

Kazdy klaun ma ¢erveny nos.

Reseni: Za vyrok povazujeme takovou oznamovaci vétu, kterd podava néjaké tvrzeni, o némz méa
smysl uvazovat, zda je, ¢ neni pravdivé. Ne nutné jsme v8ak za danych okolnosti vZdy schopni o
pravdivosti rozhodnout.

a) Je to (nepravdivy) vyrok.

o

Je to (pravdivy) vyrok.

[eVaaNe)

) Nejedna se o oznamovaci vétu, neni to vyrok.
) Nejedna se o oznamovaci vétu, neni to vyrok.

e) jedna se sice o oznamovaci vétu, avSak neni dostateéné konkrétni. Neni jasné, o jakém

klaunovi se v ni pige. Neni to vyrok.

f) Tato véta je vyrokem, nejsme vSak schopni rozhodnout o jeho pravdivosti, nebot nevime,
zda ma skutetné kazdy klaun ¢erveny nos (neméame k dispozici statistické udaje o vSech
klaunech svéta).

2) Negujte nasledujici vyroky. Vyhnéte se vSak jazykovému obratu ,Neni pravda, ze. ..

a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.

b) 3 <5.
¢) Kazdy klaun mé ¢erveny nos.
d) Dnes je pondéli.

Resen: Negaci vyroku je vyrok, ktery vyluc¢uje platnost ptivodniho vyroku. Mé-li pivodni vyrok
pravdivostni hodnotu 1, pak negovany vyrok méa pravdivostni hodnotu 0 a obracené.

a) Hlavnim méstem Ceské republiky neni Brno. / Hlavnim méstem Ceské republiky je jina
obec nez Brno.

b) 3 neni mensi nez 5. / 3 je vétsi nebo rovno 5. / 3 > 5.

c) Existuje klaun, ktery nemé ¢erveny nos. / Alespoii jeden klaun ma jinou barvu nosu nez
¢ervenou.

d) Dnes neni pondéli. / Dnes je jiny den nez pondéli. / Dnes je utery, stieda, ¢tvrtek, patek,
sobota nebo nedéle.

Pozndmka: Negaci (a) neni vyrok ,,Hlavnim méstem Ceské republiky je Praha®, negaci (b) neni
vyrok 3 > 5, negaci (c¢) neni vyrok ,Zadny klaun nemé ¢erveny nos* a obdobné negaci (d) neni
vyrok typu ,,Dnes je stfeda.*

3) Formulujte nasledujici vyroky slovy, negujte je a rozhodnéte o jejich pravdivosti, resp. o pravdi-
vosti jejich negace.

a) (VreR) (FyeR):z-y=5.
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b) 3x €R) (Vy e R): -y =5.

Jz € Z: |x| = —=.
Resen:

a) ,,Ke kazdému readlnému x existuje realné y takoveé, ze x - y je rovno 5.“ Vyrok neni pravdivy,
nebot pro x = 0 nebude rovnost splnéna.
Negace: (3z € R) (Vy € R): = -y # 5. Slovy: ,Existuje realné = takové, ze pro kazdé y je
x -y razné od 5. Toto tvrzeni pravdivé je, staci, aby existovalo takové x jedno jediné — je
jim 0.

b) ,Existuje realné x takové, ze pro kazdé y je x -y rovno 5. Vyrok neni pravdivy, protoze

pokud by takové x existovalo, muselo by se rovnat 2, avsak vyraz g neni pro meénici se y

konstantni. Jesté 1épe lze pravdivost nahlédnout z pravdivosti negace.

Negace: (Vx € R) (Jy € R): = -y # 5. Slovy: ,Ke kazdému redlnému z existuje realné y
takové, Ze x - y je rtzné od 5.“ Toto tvrzeni je pravdivé, nebot ke kazdému &islu x snadno
nalezneme alespon jedno (zfejmé i vice) ¢isel y takovych, aby sou¢in x - y byl rizny od 5.

c) ,Existuje celé ¢islo x takové, Ze jeho absolutni hodnota je rovna ¢islu k nému opacnému.*
Vyrok je pravdivy. K prokizani pravdivosti stac¢i nalézt alespoii jedno takové Cislo, je jim
napt. r = —2.

Negace: Vx € Z: |z| # —x. Slovy: ,Pro kazdé celé &islo = plati, Ze jeho absolutni hodnota je
rizné od ¢isla opa¢ného k z.“ Tento vyrok pravdivy neni, nebot (jak jiz z vySe uvedeného
vime) napf¥. pro £ = —2 rovnost plati.

slozeny vyrok, logické spojky (konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence)

1) Urcete pravdivost vyroki.

a) 5>3 A 5<3.
b) 5>3 V 5<3.
c) 3>5 = 36.
d) 2-3=5«&3-2=5.
Resent:
a) Jedna se o konjunkci vyroku 5 > 3 a 5 < 3. Ta je pravdiva tehdy, jsou-li oba diléi vyroky
pravdivé, coZ zde nenastava (5 < 3 neni pravdivy vyrok), tedy dany vyrok neni pravdivy.
b) Jedna se o disjunkci vyroka 5 > 3 a 5 < 3. Ta je pravdiva tehdy, je-li alespon jeden z dil¢ich
vyroku pravdivy. Vyrok 5 > 3 je pravdivy, proto je i dany vyrok pravdivy.
c¢) Jedna se o implikaci vyrokt 3 > 5 a 3|6 (v tomto poradi). Ta neni pravdiva pouze v pfipadé,
kdy je prvni diléi vyrok pravdivy a druhy nepravdivy, coz zde nenastéva (3 > 5 neni pravdivy
vyrok, pravdivost druhého vyroku je tedy nepodstatna), tedy dany vyrok je pravdivy.
d) Jedna se o ekvivalenci vyroki 2-3 =5 a 3-2 = 5. Ta je pravdiva tehdy, jsou-li oba dil¢i
vyroky zaroveil pravdivé nebo zaroven nepravdivé. V tomto pfipadé jsou oba dil¢i vyroky
nepravdivé, tedy dany vyrok je pravdivy.

2) Vyroky z predchoziho cvi¢eni negujte.
Resent:

a) Jedné se o konjunkci vyroka 5 > 3 a 5 < 3. Negaci konjunkce je disjunkce negaci dil¢ich
vyroki, tedy: 5 <3 V 5> 3.

b) Jedna se o disjunkci vyroka 5 > 3 a 5 < 3. Negaci disjunkce je konjunkce negaci dil¢ich
vyroki, tedy: 5 <3 A 5> 3.
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)

d)

Jedna se o implikaci vyroki 3 > 5 a 3|6 (v tomto poradi). Negaci implikace je konjunkce
prvniho a negace druhého dil¢tho vyroku, tedy: 3 > 5 A 3 nedéli 6.
Jedna se o ekvivalenci vyroki 2 -3 = 5 a 3 -2 = 5. Negaci ekvivalence je disjunkce dvou

konjunkci — konjunkce prvniho a negace dil¢iho vyroku, resp. konjunkce druhého a negace
prvniho vyroku. Tedy: (2-3=5 A 3-2#5) V (2:3#5 A 3:2=05).

3) Urcete pravdivost vyrokii.

a)

dneN: 2ln A n<b.

b) 3n e N: 2|n A nl|l5
c)VeeZ: |z <0 v 22 <0.
d) Ve eZ: |z|=2 V |z|=—=z.
e) VneN: n<bH=2n<T.

f) VneN: 2ln=n+1>3.
g) VgeR: 2g<3 & q< i

h) VgeR: ¢>3&¢*>>09.
Reseni

a)

b)

Snazime se najit alespon jedno prirozené ¢islo n, které je sudé a zarovenn mensi nez 5. Takové
Cislo existuje, napt. n = 2 (dalsi moZnosti je n = 4). Vyrok je tedy pravdivy.

Snazime se najit alespon jedno pfirozené ¢islo n, které je sudé a zaroven déli 15. Déliteli
¢isla 15 jsou ¢isla 1, 3, 5, 15 (a Zadné jiné), avSak zadné z nich neni sudé. Vyrok je tedy
nepravdivy.

P

Uvedena disjunkce ma platit pro kazdé celé ¢islo . Pokud najdeme alespon jedno celé ¢islo,
pro které konjunkce neplati, pak dany vyrok nebude pravdivy. Uvazujme napi. x = 2. Potom
nenf pravda, 7e |z| < 0, ale ani ze 2% < 0, dany vyrok je tedy nepravdivy.

P

Uvedena disjunkce ma platit pro kazdé celé ¢islo x. Pokud najdeme alespon jedno celé ¢islo,
pro které konjunkce neplati, pak dany vyrok nebude pravdivy. Pro libovolné z > 0 je v8ak
pravdivy prvni diléi vyrok, a tedy i cela disjunkce. Obdobné pro libovolné x < 0 je pravdivy
druhy dil¢i vyrok, a tedy opét i celd disjunkce. Dany vyrok je tedy pravdivy.

U implikace je rozhodujici, zda za predpokladu pravdivého prvniho dil¢tho vyroku je prav-
divy i druhy diléi vyrok, & nikoliv. Aby platilo, ze n < 5, pak n € {1,2,3,4}. Pron = 4
vSak neni pravda, ze 2n < 7, a tedy je dany vyrok nepravdivy.

U implikace je rozhodujici, zda za predpokladu pravdivého prvniho dilé¢tho vyroku je prav-
divy i druhy diléi vyrok, ¢i nikoliv. Zkouméme tedy platnost druhého dil¢iho vyroku pro
n € {2,4,6,8,...}. Druhy diléi vyrok lze upravit do tvaru n > 2. Tuto podminku vsak
v8echna uvazované sudé ¢isla spliiuji, a tedy je dany vyrok pravdivy.

Pravdivost ekvivalence mizeme ovéfit prozkouméanim pravdivosti implikaci obéma sméry.
Nejprve uvazujme implikaci zleva doprava. Pokud ¢ spliiuje podminku 2¢ < %, pak upravou
(délenim nerovnice dvéma) ziskdme, Ze také q < %. V pripadé implikace zprava doleva

naopak nerovnici dvéma vynasobime. Dany vyrok je pravdivy.

Pravdivost ekvivalence mizeme ovérit prozkouménim pravdivosti implikaci obéma sméry.
Nejprve uvazujme implikaci zleva doprava. Pokud ¢ spliiuje podminku g > 3, pak plati, Ze
¢*> > 9. V piipadé implikace zprava doleva viak nejprve predpokladame, ze ¢> > 9, z &ehoz
plyne, Ze ¢ muze nabyvat libovolné hodnoty z intervali (—oo; —3) a (3; 00), neboli implikace
zprava doleva neplati (napf. pro ¢ = —5), a tedy i neplati dany vyrok.

4) Vyroky z pfedchoziho cviceni negujte.

Resent:
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) VneN: 2nedélin V n>5.
) Yn € N: 2nedélin V n nedéli 15
y3r€Z: x| >0 A 22 >0.
) I eZ: x| F#x A |z|# —=x.
e) meN: n<5 A 2n>T.
) IneN: 2n A n+1<3.
) JgeR: (2¢<3 Ag>3) VvV (2¢>2 A g>2).
) 3gER: (>3 AN g><9) V (¢<3 A ¢Z>9).

vyrokovd proménnd, viyrokovd formule, obrdcend a obménénd implikace, tautologie, kontradikce

1) Kdy je formule (A V B) = (A = B) nepravdiva?

Resend: Formule mé podobu implikace. Implikace je nepravdiva pouze tehdy, kdyZ je pravdivé
jeji prvni ¢ast a zaroven nepravdiva ¢ast druha. Prvni ¢ast, tj. formule A vee B je pravdiva, je-li
alespon jedna z proménnych A, B pravdiva. Duh4 ¢ast, tj. fromule A = B je nepravdiva pouze
tehdy, kdyz je p(A) = 1 a p(B) = 0. V tomto pfipadé je prvni ¢ast pravdiva, coz jsme chtéli.

Dané formule je nepravdiva pouze tehdy, kdyZ A je pravdivé a B nepravdivé.

2) Vyrokovou formuli (A V B) = (A = B) negujte a zapiste co nejjednodussi formuli ekvivalentni
s touto negaci takovou, Ze obsahuje jen (ne nutné oba) dané diléi vyroky A, B, jejich negace

a spojku A.

Resend: Formule ma podobu implikace. Negaci implikace je konjunkce prvni ¢asti a negace druhé
¢asti, tedy (A V B) A (A A —B). Formule s touto formuli ekvivalentni je napi. A A —B, coZ

1ze ovérit ivahou nebo tabulkou pravdivostnich hodnot.

3) Zapiste a) obracenou, b) obménénou implikaci k (A V B) = (A = B). V jakém vzajemném

vztahu jsou implikace a jeji obména?
Reseni:

a) (A= B)= (A V B).

b) ~(A= B) = —(A V B), neboli (A A —=B) = (=A A -B).

Implikace a jeji obména jsou navzijem ekvivalentni.

4) 7Z uvedenych formuli vyberte a) tautologie, b) kontradikce.

A= (A= B).

Reseni: Ulohu lze fesit tvahou nebo tabulkou pravdivostnich hodnot.

a) Tautologiemi jsou formule a), ¢), e).
b) Kontradikei je formule b).




