Matematicky proseminar I vstupni test — vzor

Vstupni test - feSeni

1) Reste rovnici s nezndmou z € R a s parametrem p € R:

pr? — (2p+2)x+44+p=0

Reseni: Pro p = 0 se jedna o linearni rovnici —2z + 4 = 0, ktera mé jediny kofen z = 2. Pro
p # 0 spocitame diskriminant kvadratické rovince:

D=(-2p—2)? —4p(4+p)=4p* +8p+4—16p — 4p* =4 — 8p = 4(1 — 2p)
a) D=0<p= %, rovnice mé jeden dvojnésobny kofen x = 3.
b) D>0&p< %, tedy pro p < % A p # 0 méa rovnice dva rizné realné kofeny:

2p+2+2/T-2p p+1+yT—2p

2p D

:L'172:

c) D<0&p> %, v tomto piipadé rovnice nema zadné realné koteny.

2) Reste rovnici s neznamou z € R:

3log 2z? + 2log 323 = 5log x 4+ 2log 63

Reseni: Rovnice m4 smysl pro x > 0. Postupnymi dpravami ji pfevedeme na rovnost dvou
logaritmd.
log(222)% 4 log(32%)* = log 2” + log(6x%)?

log 82° - 92° = log x° - 3625

Logaritmus je prosta funkce z rovnosti funkénich hodnot vyplyva rovnost argumenti:
820 - 925 = 2° - 362°

Po tpravé dostavame feSeni x = %

3) Reste rovnici s neznamou z € R:

Reseni: Je ziejmé, Ze rovnice neméa smysl pro tgez = 1 a cosx = 0, coz dohromady dava podminku
x # 7 + k7. Tangens nahradime podilem funkei sinus a kosinus a pouZijeme vztah pro cos 2x:

cosx + sinx .
_— = 2(cos2 x — sin® x)
cosx —sinx

Oba vyrazy pfevedeme na stejnou stranu, dame na spoleény jmenovatel a upravime do tvaru:

(cosz +sinz) [1 — 2(cosz — sinz)?] 0

cosx —sinzx

Zlomek je roven nule, pokud se ¢itatel rovna nule.

a) cosz+sine=0=>z=3T+krkeZ
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b) 1—2(cosx —sinz)? =0
(cosx — sin :U)2 upravime do tvaru cos? z + sin?z — 2cos xsinz = 1 — sin 2z, tedy
1 —2(cosx —sinz)? =1 —2(1 — sin22) = 2sin 2z — 1, fesime tedy rovnici

2sin2x — 1 = 0 neboli sin 2z = %, coz plati pro x1 = {5 + km, 1o = %r + km, k € Z.

2

Mnozinu v8ech feSeni lze zapsat nasledovné:

U{f-i-k +k7r;%+k7r}
kezZ

4) Jsou dany mnoziny A = {1,2,3,4}, B = {5,6,7,8}. Zapiste vyc¢tem nésledujici mnozinu

b
R:{(a,b)eAxB,b>5:a:§—l}

Resend: Implikace je nepravdiva pouze tehdy, je-li splnén predpoklad a neplati zaver. Tedy s
¢islem 5 z mnoziny B jsou v relaci vSechny prvky mnoziny A, se zbylymi prvky mnoziny B jsou

v relaci pouze takova a, pro ktera plati a = g —

R ={(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(2,6),(3,8)}

5) Urcete defini¢ni obor funkce:
T+ 2
Incosx

fla) =4

Reseni: Pod tieti odmocninou miize byt libovolné realné ¢islo. Musime tedy vyloucit pouze
situace, kdy ve jmenovateli zlomku bude nula a kdy argument p¥irozeného logaritmu bude mensi
nebo roven nule.

Incosx #0=cosx# 1=z #*kn,ke€Z

cosx >0=ux¢€ (—g+2k7r,g+2k7r),kez
=Dy = {(—g + 2k, 2km) U (2K, g + 2k7))

kEZ

6) Nacrtnéte graf funkce, urcete defini¢éni obor a obor hodnot:

1
|z — 2|

g(x) =

Reseni: Funkce nenf definovéna, pokud je ve jmenovateli 0, tj. Dy = R\ 2.

Pro z > 2 je funkce uréena pfedpisem g;(x) = grafem je polovina rovnoosé hyperboly s
asymptotami y = 0,x = 2.

Pro x < 2 je funkce urena predpisem go(x) = x;}z’ jeji graf je soumérny s grafem g; podle svislé
asymptoty x = 2.

Oborem hodnot jsou vSechna kladné redlna ¢isla.

r—27
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Obrézek 1: Resenf prikladu 6

Pro z = 2 — 4i vyjadiete v co nejjednodussim tvaru komplexni ¢islo:

1ii F(1+1)7— (3+2i)

Rea‘.em’: . . .

A (144)(2 — 4i) — (3+2i) = 228 1H 4 (144)(2+4i) — (3+2i) = 552 +(—3+6i) — (3+2i) =
=3—-i—3+6i—3—2i=—3+3i

Reste rovnici s neznamou x € C, kofeny zapiSte v algebraickém tvaru a znézornéte v Gaussové
rovine:
25 =1

Resent: ZapiSeme si ¢islo 1 v goniometrickém tvaru a spocitdme komplexni Sesté odmocniny z
jedné:
1=1-(cos0°+isin0°)
0° + 2k 0° + 2km
xR = %(cos; + isin;

k
- ) = (cos *T 4 igin KTY k= 0,1,2,3,4,5

3 3

Dokazte sporem vétu: Pro viechna kladna realna cisla a,b plati § + 2 > 2.

Reseni: Vétu znegujeme a pokusime se z negace odvodit nepravdivé tvrzeni

b
JabeR: 242 <0
b a

ProtoZe a,b € RT miiZeme nerovnici vynasobit a - b aniZ by se zménilo znaménko nerovnice.

a’® +b% < 2ab
=
(a—b)*> <0

CoZz neni splnéno pro 7adna a,b € RT, negaci jsme privedli ke sporu, pivodni tvrzeni je tedy
pravdivé.
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