
Matematická statistika Zimńı semestr 2023

Mnohorozměrné normálńı rozděleńı

1. cvičeńı s řešeńım

Definice: Necht’ Z = (Z1, . . . , Zr)
T , kde Zi ∼ N(0, 1) jsou nezávislé náhodné veličiny. Necht’

µ ∈ Rn a An×r ∈ Rn×r je matice. Pak řekneme, že X = µ + AZ má n-rozměrné normálńı
rozděleńı Nn(µ,Σ), kde Σ = AAT .

Diskuze k definici:

− Je-li Σn×n pozitivně semidefinitńı matice s hodnost́ı h(Σ) = r ≤ n, pak existuje matice An×r
taková, že h(A) = r a AAT = Σ.

− Rozděleńı µ + AZ z definice nezáviśı na konkrétńı volbě A, záviśı pouze na Σ = AAT .

Ukažte prvńı bod (např. pomoćı spektrálńıho rozkladu nebo Choleského rozkladu). Druhý bod zd̊uvodněte
pomoćı vhodné vlastnosti ńı̌ze pro př́ıpad, kdy je A regulárńı (tj. pozitivně definitivńı).

Vlastnosti: Ukažte, že plat́ı:

1. Má-li X ∼ Nn(µ,Σ), pak EX = µ, VarX = Σ.

2. Je-li B ∈ Rk×n, µ2 ∈ Rk, pak BX + µ2 má rozděleńı Nk(Bµ + µ2,BΣBT ).

Poznámka: Dokonce plat́ı, že X má mnohorozměrné normálńı rozděleńı⇔ cTX má normálńı
rozděleńı pro každé c ∈ Rn.

3. Existence hustoty:

− Je-li Σ regulárńı, pak existuje hustota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re a je tvaru

fX(x) =
1

(2π)n/2
√

det Σ
exp

{
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

}
, x ∈ Rn.

− Je-li Σ singulárńı, pak hustota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re neexistuje.

4. Necht’ X ∼ Nn(µ,Σ) a označme X = (X1,X2)
T , kde X1 tvoř́ı prvńıch k složek X.

(i) Marginálńı rozděleńı X1 i X2 je normálńı, speciálně X1 ∼ Nk(µ1,Σ11), kde µ = (µ1,µ2)
T

a Σ =

(
Σ11 Σ12

ΣT
12 Σ22

)
.

(ii) Je-li Σ12 = 0, pak jsou X1 a X2 nezávislé.

5. Necht’ X ∼ N(0, 1) a necht’ 1/2 = P(Z = 1) = P(Z = −1) jsou nezávislé náhodné veličiny.
Definujme Y = Z ·X. Ukažte, že

(a) X i Y maj́ı rozděleńı N(0, 1),
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Riešenie: Nájdime distribučnú funkciu Y . Pre y ∈ R môžeme ṕısat’

P (Y ≤ y) = P (X · Z ≤ y)

= P (X · Z ≤ y | Z = 1)P (Z = 1) + P (X · Z ≤ y | Z = −1)P (Z = −1)

=
1

2
(P (X ≤ y) + P (−X ≤ y)) =

1

2
(P (X ≤ y) + (1− P (X < −y)))

= P (X ≤ y) ,

kde sme využili symetriu a absolútnu spojitost’ rozdelenia X.

(b) veličiny X a Y jsou nekorelované, ale závislé,

Riešenie: Máme
E (X · Y ) = E

(
X2 · Z

)
= EX2EZ = 0,

a tiež EX = 0 a EZ = 0, teda X a Y sú nekorelované. Sú však závislé, pretože
napŕıklad pre obd́lžnik [1, 2]× [−1, 1] ⊂ R2 plat́ı

0 = P (X ∈ [1, 2], Y ∈ [−1, 1]) 6= P (X ∈ [1, 2])P (Y ∈ [−1, 1]) > 0.

(c) sdružené rozděleńı X a Y neńı normálńı.

Riešenie: Ak by združené rozdelenie X a Y bolo normálne, z pŕıkladu 5, čast’ (ii) by
už musela z nekorelovanosti plynút’ nezávislost’. Tým by sme boli v spore s čast’ou (b).

6. Necht’ X ∼ Nn(µ,Σ), kde Σ je regulárńı. Pak

(X− µ)TΣ−1(X− µ) ∼ χ2
n.

Riešenie: Opät’ použijeme reprezentáciu X = µ + AZ pre Z nezávislé N(0, 1) veličiny a
A čtvorcovú a regulárnú. Dostaneme

(X− µ)TΣ−1(X− µ) = (AZ)T
(
AAT

)−1
(AZ) = ZTAT

(
AT
)−1

A−1AZ = ZTZ,

kde vpravo je súčet štvorcov n nezávislých N(0, 1) náhodných velič́ın. To je defińıcia χ2
n

rozdelenia.

Doplňuj́ıćı př́ıklady k procvičeńı

D1. Necht’ X ∼ Nn(0,Σ). Pak náhodná veličina ||X||2 = XTX =
∑n

i=1X
2
i má stejné rozděleńı

jako
∑n

i=1 λiZ
2
i , kde Zi jsou iid veličiny s N(0, 1) rozděleńım a λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla Σ.

Speciálně pak plat́ı, že

− E ||X||2 = tr(Σ),
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− pokud má Σ vlastńı č́ısla pouze 0 nebo 1, pak má veličina ‖X‖2 rozděleńı χ2 se stupni
volnosti rovnými h(Σ) = tr(Σ).

Riešenie: Použime reprezentáciu X = AZ pre Z nezávislé N(0, 1) veličiny, a spektrálny
rozklad matice Σ = Q, kde Q je ortonormálna a Λ diagonálna. Pre A = QΛ1/2

XTX = (AZ)T (AZ) = ZT
(
ATA

)
Z = ZTΛ1/2QTQΛ1/2Z =

n∑
i=1

λiZ
2
i ,

kde λi sú diagonálne členy matice Λ, teda vlastné č́ısla matice Σ.

D2. Nalezněte asymptotickou aproximaci rozděleńı χ2
n pro velké n pomoćı normálńıho rozděleńı.

Riešenie: Vieme, že rozdelenie χ2
n môžeme reprezentovat’ ako súčet n nezávislých

náhodných velič́ın s rozdeleńım Z2
i , kde Zi ∼ N(0, 1). Označme Yi = Z2

i . Potom Yi sú
nezávislé, rovnako rozdelené náhodné veličiny so strednou hodnotou EYi = EZ2

i = 1 a
rozptylom Var Yi = EZ4

i − 1 = 2. Centrálna limitná veta dáva

√
n

(
1

n

n∑
i=1

Yi − 1

)
d−−−→

n→∞
N(0, 2).

To môžeme preṕısat’ ako ∑n
i=1 Z

2
i − n√

2n

d−−−→
n→∞

N(0, 1),

čo znamená že pre n vel’ké, χ2
n bude rozdelenie bĺızke N(n, 2n).

D3. Pro n = 2 ukažte, jak lze generovat náhodný vektor z rozděleńı N(µ,Σ) pro nějaké zadané

µ = (µ1, µ2)
T ∈ R2 a Σ2×2 =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
pozitivně semidefinitńı, umı́me-li generovat

náhodné veličiny z N(0, 1).

Riešenie: Stač́ı nájst’ maticu A takú, že AAT = Σ a použit’ reprezentáciu X = µ+ AZ.
Spektrálny rozklad Σ vedie k symetrickej odmocninovej matici A = Σ1/2, ktorá má ale
všeobecne pomerne zložitý tvar. Jednoduchšia (nesymetrická) matica s danou vlastnost’ou
je napr.

A =

(
σ1 0

ρσ2
√

1− ρ2σ2

)
.

Je jednoduché overit’, že plat́ı AAT = Σ. Môžeme teda volit’(
X1

X2

)
=

(
µ1

µ2

)
+ A

(
Z1

Z2

)
,
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čiže
X1 = µ1 + σ1Z1,

X2 = µ2 + σ2

(
ρZ1 +

√
1− ρ2Z2

)
.
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Opakováńı

Spektrálńı rozklad matice. Necht’ Σn×n je symetrická reálná matice. Pak existuje Q ortho-
normálńı a Λ diagonálńı matice takové, že

Σ = QΛQT .

χ2 rozděleńı. Necht’ Z1, . . . , Zn jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1). Pak Y =∑n
i=1 Z

2
i má χ2 rozděleńı s n stupni volnosti.

Význam normálńıho rozděleńı: Mnohorozměrná centrálńı limitńı věta.
Mějme náhodný výběr X1, . . . ,Xn z p-rozměrného rozděleńı se středńı hodnotou µ a konečnou

rozptylovou matićı Σ. Pak plat́ı

√
n (Xn − µ)

d−−−→
n→∞

Np(0,Σ).
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