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2.6 Teoretické zaklady korelace

Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny s koneénymi druhymi momenty a s kladnymi
rozptyly. Zavislost téchto velicin na sobé se Casto mé¥i pomoci korelacniho koefici-

entu
_ cov(X,Y)
B (varX)(varY)’

Nékdy misto p piseme py,y, abychom vyznadili, o které veli¢iny se jedna. Je ziejmé,
ze px,y = py,x. Necht déle a, b, ¢, d jsou takova realna &isla, Ze ac # 0. Snadno se
da dokazat, ze plati

px,y proac >0,

PaX+beY+d = { —px,y proac<0.

Pii linedrni transformaci se tedy korelaéni koeficient bud nezméni viibec, nebo
pouze zméni znaménko.

Véta 2.16 Pro korelacni koeficient plati —1 < pxy < 1. Rovnost pxy = 1 plati
pravé tehdy, je-li Y = a + bX s pravdépodobnosti 1, pricems b > 0. Analogicky
rovnost pxy = —1 plati pravé tehdy, je-li Y = a + bX s pravdépodobnosti 1,
pricemz b < 0.

Diikaz. Schwarzova nerovnost

|E(X —EX)(Y —EY)| < VE(X — EX)2E(Y —EY)?

mé v nasem oznaceni podobu |cov(X,Y)| < /( var X)(varY’). Z toho plyne, ze
—1 < pxy < 1. Rovnosti ve Schwalzove ne10vnost1 je dosahovano pravé tehdy,
plati-li bud X — EX = 0 nebo Y — EY = 0 skoro jisté (coz v nasem piipadé
nepiichazi v ivahu vzhledem k piedpokladu var X > 0, varY > 0), nebo kdyz plati
Y — EY = b(X — EX) skoro jisté pro ndjaké b # 0. Vypoctem se ovéif, e v tomto
poslednim piipadé je pxy =1 prob>0a pyy = —1 pro b < 0. ]

P1i praci s korelacnim koeficientem by va uziteéna nasledujici interpretace. Uva-
zujme prostor ndhodnych velicin s koneénymi druhymi momenty, pficemz tyto ve-
liciny jsou definovany na stejném pravdépodobnostnim prostoru. Vytvoime tiidy
ekvivalence téchto veli¢in tak, Ze X a Y prohlasime za ekvivalentni, kdyz si jsou
veliciny X — EX a Y — EY rovny skoro viude. Definujme na tiidach ekvivalence
skaldrn{ soucin piedpisem (X,Y) = cov(X,Y) pro libovolné reprezentanty téchto
trid, jak je obvyklé ve funkcionalni analyze. Prostor téchto t¥id je Hilberttiv pro-
stor a oznac¢ime ho H. Norma veliciny X je || X|| = /(X, X). V tomto oznaceni lze
korelacni koeficient p veli¢in X # 0 a Y # 0 vyjadfit ve tvaxu

(X, Y)

PX.Y = T ot
X1 1Y)
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2 Nahodné vektory

Na zakladé analogie se vzorcem znamym z geometrie mtizeme tedy korelacni koefi-
cient interpretovat jako kosinus tthlu mezi velicinami X a Y, nebo nazornégji jako
kosinus thlu mezi veli¢inami X — EX a Y — EY.

Méjme nahodné vektory X = (Xy,...,X,) aY = (¥1,...,Yn) s koneénymi
druhymi momenty. Necht v8echny slozky téchto dvou vektorti maji kladné rozptyly.
Matici typu n x m, jejiz (i, j)-ty prvek je roven korela¢nimu koeficientu veli¢in X
a Y}, nazveme korelacni matici vektori X a Y a oznacime ji cor(X,Y). Matice
cor(X, X) se nazyva korelaéni matice vektoru X a znadi se cor X.

Lemma 2.17 Necht X = (X1,...,X,) je ndhodny vektor s konecnymi druhymi
momenty, jehoZ vsechny slozky maji kladné rozptyly. Oznaéme V = var X, P =
corX,o;=+varX; proi=1,...,n a

D = Diae{ Gy s vy O = | swenanmersmzsmss

Pak P =D 'VD™!,

Diikaz je zifejmy. 0

Lemma 2.18 Budiz V' symetrickd pozitivné definitni matice typu n x n. Pak pro
libovolné n-rozmeérné vektory b a ¢ plati (b'Ve)? < (b'Vb)(c'Ve).

Diikaz. Je znamo, Ze za uvedenych predpokladi existuje takova symetrické pozitivné

1 v lol : L ;
semidefinitni matice V'2, pro kterou plati V2V'2 = V. Tato matice V' 2 se nazyvé
odmocninovd. Ze Schwarzovy nerovnosti plyne

(B'Ve)? = B ViVie) =[(Vib)(Vie)?
<[(VE) (VED)(VEe) (VEQ) = ((Vb)(c'Ve). O

Méjme nahodnou veli¢inu Y a nahodny vektor X = (Xi,...,X,)’ s koneénymi
druhymi momenty podobné jako v pfipadé linearni regrese. Necht varY > 0 a necht
V = var X je regularni matice. Zavislost mezi Y a celym vektorem X méfime
pomoci koeficientu mnohondsobné korelace py,x, coz je korelacni koeficient mezi
velicinou Y a jeji nejlepsi linearni aproximaci Y = a+ 3’ X, kde a a 3 jsou uvedeny
ve vété 2.15. Je-li B = 0, definuje se py, x = 0. Nékdy se misto py,x piSe podrobngji
PY.X1,...,.X,,- ProtoZe plati py,x = py,a1px = pypx a

cov(Y, B'X) = cov(Y, X)B = cov(Y, X)V " tcov(X,Y) > 0,
je koeficient mnohonasobné korelace vzdy nezaporny.
Véta 2.19 Oznacme P = cor X. Pak platy

Py x = cor(Y, X)P 'cor(X,Y). (2.8)
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Diikaz. Pro 8 = 0 je tvrzeni
PY,a+B'X = Py,p'x- Protod

Dosadime-li cov(Y, X) = 3

Uzitim lemmatu 2.17 dosta
B =V lcov(X,Y)=
a proto

BVp =

I
<N <N

Dosazenim do (2.9) se dost
Koeficient mnohonasob:
Ze vzorcti (2.7) a (2.10) dos

O'%I.x =

Casto se pocita koefich
(X1, X5)', ktery mé jen d
koeficient mezi X; a X; (&
pripadé z véty 2.19 plyne

A

Korela¢ni matice P vektor
determinant je nezaporny. !

1 pm
|Pl|=| po1 1
po2 P12

Predpokladejme nyni, ze oo
1. Vidime, ze v piipadé pg;
|p02| blizké 1.

Dalsi zdivodnéni koefic:
nasledujici tvrzeni.
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Diikaz. Pro B = 0 je tvrzeni zfejmé. Necht tedy B # 0. Oznaéme V' = var X. Mdme
Py.aip x = Py,p x- Protoze cov(Y, 4’ X) = cov(Y, X)B a var B'X =p'Vp,je

2 - [COV(Y, X):Blz

= p 2.9
pY,X VarY.ﬂ,Vﬂ ( )
Dosadime-li cov(Y, X) = B’V dostaneme odtud
/
, _PBVB
pY,X - varY . (210)

Uzitim lemmatu 2.17 dostaneme

B=V-lcouX,Y)=D'P D lcov(X,Y) = D 'P 'cor(X,Y)oy,

a proto
BVB=oay COV(Y,X)P_ID_lVD'lP_lcor(X,Y)
= o2 cor(Y, X) P tcor(X,Y).
Dosazenim do (2.9) se dostane tvrzeni véty. o

Koeficient mnohonésobné korelace t&sné souvisi s rezidudinim rozptylem o3, x -
Ze vzorcti (2.7) a (2.10) dostavame

2 2 2 2
oy x = oy (1 —py, x), Py x =1——7
Casto se potité koeficient mnohonasobné korelace mezi Y a vektorem X =
(X1, X5)’, ktery ma jen dvé slozky. Polozme Xo = Y a ozna¢me p;; korelacni
koeficient mezi X; a X; (i,4 = 0, 1,2). Déle oznacme po.12 = Py.x,,Xs- V tomto
piipadé z véty 2.19 plyne

s Pt Poa — 2P01P02012
Po.12 = 1~ p2 :
P12

Korelaéni matice P vektoru (Xo, X1, X2)' je pozitivné semidefinitni, a proto jeji
determinant je nezéporny. Odtud dostavame

1 por po2 , , ,
|Pl=|po1 1 pia|=1+2po1po2p12 — Po1 — Po2 — P12 = 0.
poz p1z2 1

Piedpoklidejme nyni, ze po; = 0. Pak | P| = 1—pg, — p}, > 0, takie pgy/(1—pia) <
1. Vidime, e v piipadé pgy = 0 mtize byt p3 1, = p3y/(1 — piy) blizké 1, pokud je
[po2| blizké 1.

Dalsi zdtivodnéni koeficientu mnohonasobné korelace jako miry zavislosti piinas
nasledujici tvrzeni.
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Véta 2.20 Koeficient mnohondsobné korelace py,x je nejvétdi korelacni koeficient
mezi ndhodnou veli¢inou Y a libovolnou linedrni funkci vektoru X v tom smyslu,
Ze

py,x = mMax |py.ciax|-

ceR
0#£dER,,

Diikaz. Necht o a 3 jsou koeficienty optimalni linedrni aproximace Y veliciny Y
uvedené ve vété 2.15. V piipadé B8 = 0 je tvrzeni ziejmé. Pak totiz cov(Y, X) =
0, takze pro libovolné ¢ a d plati cov(Y,c + d'X) = 0. Je-li B # 0, je tieba
ukazat, ze pQY, atf X > pf,, crar x - ProtoZe Cisla o a ¢ zadny z korelac¢nich koeficientii
neovliviiuji, jde o ovéfeni nerovnosti pf,, gx 2> p?,, & x- Pro libovolny vektor d € R,
plati

cov(Y,d' X) = cov(Y, X)d = cov(Y, X)V~'Vd = g'Vd.

7 lemmatu 2.18 pro d # 0 tudiz dostavame
2 [cov(Y, d'X)]? (B'Vad)? (B'VB)(d'Vd)
Py, dx = 7 = 7 < 7
varY .vard’ X varY.d'Vd varY .d'Vd

_ (BB  _ [eov(Y,BX)P?
varY . f'VB  varY.var@X Py.px:

O

7 véty 2.20 napt. plyne, ze koeficient mnohondsobné korelace py.x,,...,x, neni
nikdy mensi nez absolutni hodnota kteréhokoli obycejného korelacniho koeficientu
py,x;, i =1,...,n. To byva uzitecna kontrola pii vypoctech.

Vlastnost koeficientu mnohonésobné korelace vyjadiena vétou 2.20 odpovida
néasledujicimu obecnéjsimu tvrzeni.

Véta 2.21 Budiz H Hilbertiv prostor a Hy jeho podprostor. Necht x € H a necht
y je projekce prvku x na Hy. Je-liy # 0, pak © # 0 a pro kazdy nenulovy prvek

z € Hy platt
@y o @)l
Il lyll — llll- =1

Diikaz. Tmplikace [y # 0] = [x # 0] je zFejma. Nerovnost (2.11) je ekvivalentni s

(2.11)

@ olzll = (=, 2)] -yl (2.12)

Jelikoz (z,2) = ((x —y) +y,2) = (. —y, 2) + (¥, 2) = (¥, 2), plyne z toho specidlné
(z,y) = (y,y). Proto (2.12) je ekvivalentni s nerovnosti

Wzl = (=, 2)| - 1yl

.

tj. s [|ylI?llz]l = |(x, 2)|. |ly||. Podle pfedpokladu |ly|| # 0, a tak je nas vztah ekvi-
valentni se Schwarzovou nerovnosti |(z, 2)| < |ly|| . ||2]/- a
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Hodnotu ]IT(IT%IT Ize intes
=. Tento 1uhel je tedy nejmens
svira riznobézka s danou row

Méjme nyni dvé nahodne
nami X7, ..., Xn. Pfedpoklad
7e vektor X = (X1,..-,- X
korelace mezi Y a Z, jestlize
spotivat v tom, Ze by se vels
se vektor X neméni. To se ¥
matematické prostfedky. Om
veli¢iny Y pomoci X je ¥ =

ﬂl =¥V

Tu &st velidiny Y, kterou vel
Y — Y. Stejna tivaha plati
az + ﬂ;X , kde
By=V_
To vede k nasledujici def
definujeme parcidlni korelac

korela¢ni koeficient py. ¢ -
nezavisi, plati rovnéz

Véta 2.22 Necht P = cor 2
£

PY,Z2.X = —
\/[1—cor(Y, X

Dikaz. Nejprve vypocteme
cov(Y — 81X, Z — B5X)

Dosadime-li odtud do vzore

PY.Z XS

kde 03 = varY a oy = vard
jako v diikazu véty 2.19. T3

Je-li X jednorozmérny
vzorec (2.14) ma tvar

PY.



