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Mnohorozměrné normálńı rozděleńı

1.cvičeńı

Definice: Necht’ Z = (Z1, . . . , Zr)
>, kde Zi ∼ N(0, 1) jsou nezávislé náhodné veličiny. Necht’

µ ∈ Rn a An×r ∈ Rn×r je matice. Pak řekneme, že X = µ + AZ má n-rozměrné normálńı
rozděleńı Nn(µ,Σ), kde Σ = AAT .

Diskuze k definici:

− Necht’ Σn×n je symetrická pozitivně semidefinitńı matice.

− Pak existuje matice An×n taková, že AAT = Σ.

− Je-li hodnost h(Σ) = r < n, pak existuje matice An×r taková, že h(A) = r a AAT = Σ.

− Rozděleńı µ + AZ z definice nezáviśı na konkrétńı volbě A, záviśı pouze na Σ = AAT .

Vlastnosti: Ukažte, že plat́ı:

1. Má-li X ∼ Nn(µ,Σ), pak EX = µ, VarX = Σ.

2. Je-li B ∈ Rk×n, µ2 ∈ Rk, pak BX + µ2 má rozděleńı Nk(Bµ + µ2,BΣBT ).

Poznámka: Dokonce plat́ı, že X má mnohorozměrné normálńı rozděleńı ⇔ cTX má normálńı
rozděleńı pro každé c ∈ Rn.

3. Existence hustoty:

− Je-li Σ regulárńı, pak existuje hustota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re a je tvaru

fX(x) =
1

(2π)n/2
√

det Σ
exp

{
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

}
, x ∈ Rn.

− Je-li Σ singulárńı, pak hustota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re neexistuje.

4. Necht’ X ∼ Nn(µ,Σ) a označme X = (X1,X2)
T , kde X1 tvoř́ı prvńıch k složek X.

(i) Marginálńı rozděleńı X1 i X2 je normálńı, speciálně X1 ∼ Nk(µ1,Σ11), kde µ = (µ1,µ2)
T

a Σ =

(
Σ11 Σ12

ΣT
12 Σ22

)
.

(ii) Je-li Σ12 = 0, pak jsou X1 a X2 nezávislé.
Tj. má-li náhodný vektor mnohorozměrné normálńı rozděleńı a jeho složky jsou nekore-
lované, pak jsou i nezávislé.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že pro platnost implikace
”

nekorelované ⇒ nezávislé“ je nutné, aby
vektor (X, Y )> měl sdružené normálńı rozděleńı. Samotná normalita složek nestač́ı.

5. Necht’ X ∼ N(0, 1) a necht’ 1/2 = P(Z = 1) = P(Z = −1) jsou nezávislé náhodné veličiny.
Definujme Y = Z ·X. Ukažte, že

(a) X i Y maj́ı rozděleńı N(0, 1),

(b) veličiny X a Y jsou nekorelované, ale nejsou nezávislé,
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(c) sdružené rozděleńı X a Y neńı normálńı.

6. Necht’ X ∼ Nn(µ,Σ), kde Σ je regulárńı. Pak

(X− µ)TΣ−1(X− µ) ∼ χ2
n.

Doplňuj́ıćı př́ıklady k procvičeńı

D1. Necht’ X ∼ Nn(0,Σ). Pak náhodná veličina ||X||2 = X>X =
∑n

i=1X
2
i má stejné rozděleńı

jako
∑n

i=1 λiY
2
i , kde Yi jsou iid veličiny s N(0, 1) rozděleńım a λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla Σ.

Speciálně pak plat́ı, že

− E||X||2 = tr(Σ), kde tr(·) znač́ı stopu matice (tj. součet č́ısel na diagonále),

− pokud má Σ vlastńı č́ısla pouze 0 nebo 1, pak má veličina ‖X‖2 rozděleńı χ2 se stupni
volnosti rovnými h(Σ) = tr(Σ).

Návod: Využijte spektrálńı rozklad Σ a volbu A = QΛ1/2.

D2. Nalezněte asymptotickou aproximaci rozděleńı χ2
n pro velké n pomoćı normálńıho rozděleńı.

Návod: Využijte definici χ2
n a CLV.

D3. Pro n = 2 ukažte, jak lze generovat náhodný vektor z rozděleńı N2(µ,Σ) pro nějaké zadané

µ = (µ1, µ2)
T ∈ R2 a Σ2×2 =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
pozitivně semidefinitńı, umı́me-li generovat

náhodné veličiny z N(0, 1).
Návod: Předpokládáte tedy, že umı́te generovat Z1, Z2 ∼ N(0, 1) nezávislé a chcete naj́ıt předpis
pro X1 a X2 pro zadané µ a Σ. Uvažujte nejprve situaci µ = 0 a σ1 = σ2 = 1, kterou pak jǐz
snadno převedete na obecný př́ıpad.

Opakováńı (užitečná tvrzeńı)

Spektrálńı rozklad matice. Necht’ Σn×n je symetrická reálná matice. Pak existuje Q ortho-
normálńı a Λ diagonálńı matice takové, že

Σ = QΛQT ,

kde Λ = diag{λ1, λ2, . . . , λn} má na diagonále vlastńı č́ısla Σ. Sloupce matice Q jsou vlastńı vek-
tory Σ.

χ2 rozděleńı. Necht’ Z1, . . . , Zn jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1). Pak Y =∑n
i=1 Z

2
i má χ2 rozděleńı s n stupni volnosti.

Význam normálńıho rozděleńı: Mnohorozměrná centrálńı limitńı věta. Necht’ {Xn}
je posloupnost nezávislých a stejně rozdělených (ṕı̌seme iid) p-rozměrných náhodných vektor̊u z
rozděleńı se středńı hodnotou µ a konečnou rozptylovou matićı Σ. Pak plat́ı

√
n(Xn − µ)

d−−−→
n→∞

Np(0,Σ).

2


