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1 VYBRANE ASYMPTOTICKE VYSLEDKY

Méjme posloupnost k-rozmérnych ndhodnych vektora X, X, X3, ..., kde vektor X; =
(Xi1, -, Xig) ¥ je definovan na (Q;, A;, P;).

1.1 KONVERGENCE NAHODNYCH VEKTORU

T

Necht ||a|| znaci eukleidovskou normu vektoru a, tj. |la|]| = Va'a.

(9]

Definice 1.1 (konvergence skoro jisté) Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych vektort { X},

konverguje skoro jisté k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé kdyz

P(w: lim [|X,(@) - X (@)l = 0) = 1.

Konvergenci skoro jisté znac¢ime X, 2, X.
n—oo
Definice 1.2 (konvergence v pravdépodobnosti) Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych vek-
tort {X,}7" | konverguje v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé
kdyz
Ye>0: lim P(w: || X, (w) - X(w)|| >¢€) =0.
n—oo

. " . ” P
Konvergenci v pravdépodobnosti znac¢ime X, — X.

n—oo

Poznamka.
* Pro k = 1 odpovidaji definice 1.1 a 1.2 pfislusnym definicim z pfredmétu NMSA 202
(Pravdépodobnost a matematickd statistika).
¢ S vyuzitim nerovnosti

.....

lze alternativné definovat konvergenci skoro jisté a v pravdépodobnosti pro ndhodné
vektory po slozkéch, tj.

X, X o X, —5X.Vj=1,...k (LD
n—oo n—oo
P P
n—00 n—co

¢ Aby definice 1.1 davala smysl, musi byt vS§echny ndhodné vektory definované na stej-
ném pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). U definice 1.2 to neni nutné, pokud li-
mitni ndhodny vektor X je rovny konstanté skoro jisté.

10



1 Vybrané asymptotické vysledky

V nésledujicim budeme znacit Fx, distribu¢ni funkci ndhodného vektoru X, tj.
Fx (x) =P(X, < x).
Podobné Fx bude distribuéni funkce nahodného vektoru X.

Definice 1.3 (konvergence v distribuci) Rikdme, Ze posloupnost { X}, konverguje v dis-
tribuci k ndhodnému vektoru X pro n — co praveé kdyz

lim Fx, (x) = Fx (x)

d
v kazdém bodé x, v némz je Fx () spojitd. Konvergenci v distribuci znacime X, — X.
n—oo
Priklad. Necht X, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliCiny s var X; €
(0, 00). Potom z predmétu NMSA 202 (Pravdépodobnost a matematickd statistika) vime,
ze _
lim P(L2EBX) < 3) —p(x),  VxeR.

n—oo Vvar X;
Vn(X,-Exy _d
Tedy N — Z,kde Z ~ N(0, 1).
Poznamka.

¢ Pro konvergence v distribuci je podstatné pouze to, co se déje s rozdélenim ndhodného
vektoru. Oznacime-li tedy £(X,) rozdéleni ndhodného vektoru X, (z angl. Law), pak
konvergenci v distribuci mizeme zapisovat také jako £(X,) — L(X) pro n — oo.
Tento zépis pak ¢teme, Ze ,rozdéleni X, konverguje k rozdéleni X “. Mzeme také
tikat, Ze X, ma asymptotické (limitni) rozdé€leni Fx a psat X, = L(X).

¢ Pro konvergenci v distribuci nepotfebujeme, aby ndhodné vektory byly definovany na
stejném pravdépodobnostnim prostoru.

¢ Na rozdil od konvergence skoro jisté a v pravdépodobnosti, tak konvergenci v distri-
buci nelze ekvivalentné definovat po slozkéach.

Tvrzeni 1.1

X, 25X = X, > X

n—0o0o n—0o0o0

P d
i) X, —mX = X, — X
n—oo

n—oo

Poznamka. Opacné implikace neplati. Nicméné pokud ndhodné vektory konverguji v dis-

d P
tribuci ke konstanté, tj. X,, — ¢, pak plati X,, — c.

Nasledujici véta tik4, Ze spojitd transformace zachovava vsechny vyse uvedené druhy kon-
vergenci.

Tvrzeni 1.2 (Véta o spojité transformaci) Necht X, X, X5, ... jsounahodné vektory a funkce
g : RF — R™ je spojitd na mnoziné C takové, Ze P(X € C) = 1. Potom:

i) Xp—> X = g(Xn) — g(X);

11



1 Vybrané asymptotické vysledky

. P P
(i) Xp —> X = g(Xy) —— g(X);
d d
(i) X, — X = g(X,) — g(X).
n—-0o0o n—oo
Ve statistice budeme ¢asto pouZivat nasledujici vétu, kterd je zobecnénim Véty 4.14 z
(1999).

d P P
Tvrzeni 1.3 (Cramérova-Sluckého véta) Necht X,, — X, A, —— A a B, —— b,

n—oo n—oo n—0o0o

kde X, a X jsou k-rozmérné ndhodné vektory, A, je ndhodnéd matice o dimenzich m X k,
A je matice konstant o dimenzich m X k, B, jsou m-rozmérné ndhodné vektory a b je m-
rozmérny vektor konstant, pak

A, X, +B, — AX +b.

n—oo

Poznamka. Cramérové-Sluckého véte se Casto fika pouze Sluckého véta.

d
Tvrzeni 1.4 Necht a,(X, — p) —— X, kde a, > 0 je posloupnost redlnych ¢isel splnujici
n—0o0o0

. P
a, — oo pro n — oo a u je vektor konstant. Pak X,, —— p.
n—oo

1.2 ZAKON VELKYCH CiSEL

Tvrzeni 1.5 Necht X, X», ... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
vektorli s konec¢nou stfedni hodnotou E X; = . Pak plati

5j

X, — p.

Diikaz. Dukaz plyne pouzitim Kolmogorovova silného zikona velkych ¢isel na jednotlivé
slozky ndhodného vektoru. O

1.3 CENTRALNfT LIMITNI{ VETA

Tvrzeni 1.6 (centrdlni limitni véta pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory) Necht
{ X}, jsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné vektory se stiedni hodnotou 4 = E X; a
konecnou rozptylovou matici £ = var X;. Pak plati

1 < — d
7 D (Xi— ) = Vi (X~ ) 7= Ni(0.3).
i=1
Pozndmka. Neformalni zépis tvrzeni centralni limitni véty: X, % Ny(u, n7'%).

12



1 Vybrané asymptotické vysledky

Tvrzeni 1.7 (A-metoda) Necht {T},}} , spliuje

VAT, — ) = Ni(0, %) 13

pro né&jaky vektor konstant p € R¥ a matici . Necht g : R¥ — RP? je funkce, ktera je spojité

diferencovatelnd v néjakém okoli bodu p. Oznaéme D(x) = %. Pak plati

VI (g(T) = g(1)) 5 N, (0, D(m)=D(1)T).

Poznamka.
e Tvrzeni 1.7 budeme nejcastéji pouzivat v jednorozmérném piipadé. Tj. necht

Vi (T - 1) = N(0,0)
a funkce g : R —» R ma4 spojitou derivaci na néjakém okoli bodu u. Pak plati
Va(g(T) - g(w) —— N0, [g' (12 o),
¢ Jako T}, budeme nejcastéji brat Yn, kde X; = (Xi1, ..., Xik)" jsou vhodné zvolené

nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory. K ovéreni predpokladu (1.3) pak mtizeme
vyuZit centrdlni limitni vétu (tvrzeni 1.6).

13

Zde konci
predn. 1
(2.10.)



2 NAHODNY VYBER

2.1 DEFINICE NAHODNEHO VYBERU

Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (Q, A, P).

Definice 2.1 Posloupnost X, X5, ..., X, nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych vek-
torti definovanych na (Q, A, P), z nichZ kazdy mé distribu¢ni funkci Fy, nazyvame ndhodny
vybér z rozdéleni Fy." Konstantu n nazyvame rozsah vybéru.'

Prvky nahodného vybéru mohou byt bud redlné nahodné velic¢iny nebo nahodné vektory

(matice apod.). MiZzeme je nazyvat ,pozorovani“ nebo ,data“. Pro oznaceni ndhodného vy-
béru jako celku budeme obcas pouZivat znaceni X.

Poznamka. Distribu¢ni funkci Fy, z nizZ pozorovani X, X», ..., X, pochdzeji, nezname.
Chceme pouzit pozorovani k tomu, abychom se o Fy néco potfebného dozvédéli. O distri-
bucni funkci Fy pfedpokldddame, Ze patii do né€jaké mnoziny rozdéleni 7, které fikdime mo-
del.

Definice 2.2 Modelem pro pozorovani X, X5, ..., X, rozumime pfedem stanovenou mno-
zinu rozdéleni ¥, do niz patfi nezndmé rozdéleni F;.

Poznamka. Rozdéleni Fj je nezndmé. Radi bychom pouzili pozorovana data X, abychom
urcili jeho jisté charakteristiky, které nazyvdme parametry. Formalné jde o néjakou kon-
stantu (nebo vektor konstant) 8y € R¥, kterou bychom uméli zjistit, kdybychom Fy znali.
Hledany parametr tedy mtiZeme obecné zapsat ve tvaru 8 = t(F), kde ¢ je néjaky funkcio-
nal.

Priklady (Typy modelti pro redlné ndhodné veliciny).

1. Za model ¥ muZeme napf. vzit mnozinu vSech [diskrétnich, spojitych] rozdéleni na
R s konec¢nou stfedni hodnotou [s kone¢nym rozptylem]. Hledané parametry mohou
byt napt. E X;, var X;, P[X < x] = Fy(x) nebo kvantil Fo‘l(a). Takovy model nazyvime
neparametricky*, nebot neni mozné popsat véechna rozdéleni v ¥ pomoci kone¢né
mnoha parametri. Symbolem ® oznacujeme mnoZinu vSech pfipustnych hodnot pa-
rametru 6 = t(F) pro vSechna F € F.

2. Za model ¥ miizeme vzit mnozinu vSech rozdéleni s hustotami tvaru f(x; 6) pro 6 e
® C R”, kde f(-;-) je znama funkce a 0 je nezndma konstanta (napf. vSechna expo-
nencidlni, normalni, geometrickd rozdéleni). Tyto modely nazyvidme parametrické®.
V parametrickém modelu Ize jakékoli jiné parametry vzdy vyjadrit jako funkce 6.

Priklady (Parametrické modely).

* Angl. random sample from distribution Fy T Angl. sample size * Angl. non-parametric model S Angl.
parametric model

14



2 Néahodny vybér

= {N(u, 03), u €R, o} pevné dano}; 6 = 1, ® = R.
(N(i,0%), ueR, 0> e R*}; 0 = (u, 0?7, 0 = R x R*.

= {Exp(1), 1 e R*};0=1,0 = R".
{

Alt(p), p € (0,1)};6 = p,® = (0, 1).

Pozndmka. Model ¥ a parametr 6, ktery nds zajim4, volime sami. Model vyjadfuje nasi
apriorni (na datech nezavislou) pfedstavu o rozdéleni pozorovanych veli¢in. Volba parame-
tru zavisi na otdzce, kterou se snazime zodpovédét pomoci statistické analyzy. Volba modelu
a parametru ovliviiuje vybér metody pro analyzu dat (a jeji vysledky).

2.2 STATISTIKY

Statistickd analyza postupuje tak, Ze se z ndhodného vybéru pocitaji veliciny, které obsahuji
informaci o poZadovanych parametrech, a s nimi se ddle pracuje. Témto veli¢indm se iika
statistiky. Uvazujme ndhodny vybér X = (X, X, ..., X,).

Definice 2.3 Pojmem statistika nazyvame libovolnou méfitelnou funkci S(X) pozorovani
z ndhodného vybéru X. Statistika je ndhodna veli¢ina (ndhodny vektor, je-li vicerozmérna).

Statistika nesmi zdviset na hodnotach, které nezndme a nepozorujeme. Smi to byt pouze
funkce dat a znamych konstant. Mezi nejcastéji pouzivané statistiky patti vybérovy prameér
a vybérovy rozptyl. Uvazujme nyni vybér redlnych nadhodnych veli¢in X = (X, Xo, ..., X,) "
a zavedme dvé nejcastéji pouzivané statistiky.

Definice 2.4
(i) Velicina X, = = 3" | X; se nazyva vybérovy priimér' ndhodného vybéru X.
(i) Velitina 2 = -1 3" | (X; — X,,)? se nazyva vybérovy rozptyl' nahodného vybéru X.

Vybérovy rozptyl nemd smysl pocitat z jediného pozorovani (n = 1); uvaZujeme-li vybé-
rovy rozptyl, automaticky predpoklddame, ze n > 2.

2.2.1 VLASTNOSTI VYBEROVEHO PRUMERU

Uvazujme obecny model ¥ = £2. Pracujeme tedy s ndhodnym vybérem X, jehoz slozky

X; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s libovolnym rozdélenim, které ma kone¢né druhé mo-
2

menty. Ozna¢me u = EX; ao” =varX;.
Lemma 2.1 "
X, = arg minZ(X,- - ¢)%.
ceR 73
Diikaz. Oznacme sifunkci f(c) = 3%, (X;—c)?. Tvrzeni lemmatu plyne z toho, Ze f'(X,) = 0
a f”’(c) > 0 pro vSechna ¢ € R. O

* Angl. statistic ' Angl. sample mean * Angl. sample variance
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2 Néahodny vybér

Vybérovy primeér tedy minimalizuje soucet ¢tvercli odchylek jednotlivych pozorovani od
libovolného redlného cisla.

Snadno spocitdme prvni dva momenty vybérového priméru a prozkoumdame jeho limitni
chovani pfi n — oo.

Véta 2.2 (Vlastnosti prﬁmzéru)
i) EXp=p,varX, =5
— P
(i) X, — u pron — oo;

(i) Vn (X, - n) 4 N(0, o) pro n — co.

Diikaz. (i) plyne z pfimého vypoctu. (ii) ze silného zdkona velkych cisel (tvrzeni 1.5 pro k =
1) a (iii) z centrélni limitni véty (tvrzeni 1.6 pro k = 1). O

Poznamka. Plati-li pfedpoklad normalniho rozdéleni, tj. ¥ = {N(u, 0?), u € R, 0? € R*},
lze body (i) a (iii) pfedchozi véty zesilit na

Vi (X, — 1) ~N@©,0%) neboli X, ~N(u, ). Q.1

2.2.2 RELATIVNI CETNOST

Zvolme néjaky ndhodny jev B € A, oznaCme p = P(B). Necht p € (0, 1). Necht existuje
posloupnost n nezévislych pozorovani jevu B — ozna¢me X; = 1, pokud jev B pfi i-tém
pozorovani nastal, a X; = 0, pokud jev B pfi i-tém pozorovani nenastal (i = 1, ..., n). Pak
nahodné veli¢iny X, . . ., X,, pfedstavuji ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni” Alt(p).

Vybérovy priimér X, je podilem poc¢tu pozorovani, pii nichZ jev B nastal, a celkového po-
¢tu pozorovéni n. Nazyvame jej (empirickd) relativni cetnost' jevu B. Pro relativni cetnost
X, pochopitelné plati Véta 2.2. Uvedme si ji znovu v podobé specializované na tento piipad
a pridejme jesté jedno nové tvrzeni.

Véta 2.3 (Vlastnosti relativni ¢etnosti)
@i EX, = p,varX, = 22

n
— P
(i) X, — p pron — oo;

(i) V7 (X = p) —5 N(O, p(1 = p)) pro n — oo;
(iv) nX, ~ Bi(n, p).

Diikaz. (i) az (iii) plyne pfimo z Véty 2.2 s vyuzitim toho, Ze pro alternativni ndhodnou ve-
licinu plati EX; = p avarX; = p(1 — p). (iv) plyne z rovnosti nX, = 2., X; a z repre-
zentace binomického rozdéleni jako souctu nezavislych stejné rozdélenych alternativnich
rozdéleni. O

Podle bodu (ii) mizeme pravdépodobnost jevu B zjistit s libovolnou ptesnosti pomoci re-
lativni €etnosti, stac¢i jen mit dostatek pozorovani vyskytu tohoto jevu.

" Angl. Bernoulli distribution. 1 Angl. empirical frequency
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2 Néahodny vybér

2.2.3 VLASTNOSTI VYBEROVEHO ROZPTYLU

Nejprve uvazujme obecny model # = £2. Ozna¢me opét u = EX; a 0? = var X;. Vybé-
rovy rozptyl Ize prepsat do riznych podob, které se k urcitym tceltim hodi l1épe nez ptivodni
definice.

Véta 2.4

®

9 n (1 2 =2
s2 = n—1(EZXi —Xn). 2.2)

i=1

(i) Necht 1, je sloupcovy vektor n jednic¢ek. Ozna¢me A = [, — %1,11-,'; (matice n X n). Pak

1 1
XTAX = YTAY, (2.3)

n—1 n-—

S2 =
kde Y = X — c1,, pro néjaké c € R.
Diikaz. Cést (i):

) 1 & . 1 . — 1 & 2 . —
rlsy = ;Z(Xi ~-X,)* = ;Z (Xi2 - 2Xi Xy +Xn) = ;ZX,-Z - ZZX"X” +X,
i=1 i=1 i=1 i=1

1 v —2 —2 1+ -
== >'X2-2X,+X, =~ Y X?-X,
n n
i=1 i=1

Cast (ii):
1 1
XTAX = X" (1, - 51,111))( =X"X - ZXT1,11IX

- ZXI.Z . Z(in) = fo —nX, =(n-1)8?
i=1 i=1 i=1

Posledni ¢ast tvrzeni pak plyne z toho, Ze
1TA=0=A1,.

O

Pozndmka. Vzorec (2.2) se pouZivd mj. pro numericky vypocet S2. Vzorec (2.3) prepisuje
S2 v podobé kvadratické formy a ukazuje, Ze S? je invariantni vii¢i posunuti pozorovéani X;
o libovolnou konstantu c.

Povsimnéte si, e 1] A = 0" a matice A je idempotentni, neboli AA = A. Dale mdme
r (A) = tr (A) = n — 1. U kvadratickych forem mame k dispozici Sikovny vzorec pro vypocet
stfedni hodnoty.
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2 Néahodny vybér

Lemma 2.5 Necht Z je ndhodny vektor délky n se stfedni hodnotou p a kone¢nou rozpty-
lovou matici X. Necht B je libovolnd matice n x n. Pak plati

EZ'BZ = n' By + tr (BZ).
Diikaz.
EZ'BZ =Etr(Z2'BZ) =Etr (BZZ") =tr (BEZZ") = tr (B(pp' +X))
=tr (Bup") +tr (BZ) = p" By + tr (BE),
kde jsme vyuzili toho, Ze
E=E(Z-p)(Z-p)' =EZZ" —pp'.

Véta 2.6 (Vlastnosti vybérového rozptylu)

. P
(i S2 — o2
n—00

(i) ES2 = o2,

(iii) Jestlize ¥ = £* (existuje kone¢ny ¢tvrty moment X;), pak
d
Vn (s, - %) —> N0, (ya - 1),

—u)t . v v * « ,
kde vy, = E(}i‘r—ﬂ) je tzv. $picatost rozdéleni X;.

(5]~ o o

(tlfl)

(iv)' Jestlize ¥ = L4, pak

2 3
o o3ys

ave =
o3ys ot (ys - 1)) Y=

Diikaz. Cast (i): Dle Véty 2.4(i) mizeme psat

_n_l( sz —)

Jelikoz "5 —— 1, tak staci dokazat, ze
—00

1 n
- § X2 2.
n—)oo

Ze zakona velkych cisel (tvrzeni 1.5) plati

kde X = ( je tzv. sikmost' rozdéleni X;.

(X0 = ZXZ — EXL,EXZ).

* Angl. kurtosis T Neprobréano na piednasce. Bude na cvi¢eni. ¥ Angl. skewness
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2 Néahodny vybér

Nyni funkce g(y1, y2) = y» — y? je spojitd na R?, tedy je spojitd i v daném (nezndmém bodg)
(E X, EX 1.2), ktery je nosi¢em limitniho rozdéleni. Tedy mtiZeme pouZit vétu o spojité trans-
formaci (tvrzeni 1.2(ii)) a dostdvdame

1 v —2 P
ZZX"Z - X, — EX - (EX)? = varX; = 0*,
i=1

coz jsme méli ovéfit.
Cast (ii): Polozme Y = X — 1, avsimnéme si, Ze EY = 0. Dle Véty 2.4(ii) a Lemmatu 2.5
muiZeme pocitat
(n-1DES2=EYTAY =EYTAEY +tr (Ac?l,) =0+ (n - 1)c?,
nebot

tr (Acl,) = o2 (tr (I,) — 2tr (1,17)) = o*(n - 1).

Cést (iii): Bez tjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze u = 0, jinak piejdeme k X/ =
X; — u a S% se nezméni.
Déle definujme nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory Q, . .., Q,, kde

Qi = (X, X"

Podobné jako v &4sti (i) uvazujme funkci g (x1, x2) = x,—x? a viimnéme si, ze $2 = - ¢(Q,,)
a g(EX;, EX?) = o®. Nazkoumdni ndhodné veli¢iny g (Q,,) vyuzijeme A-metoda (tvrzeni1.7).
Dle centralni limitni véty (tvrzeni 1.6)

Vn(Q,-EQ:) n—i—; N2(0,Zq),

kde ) )
(0 _ N _ loa cov (X;, X7)
EQi= (0'2)’ Zg =var(Qi) = (cov (X;, X?)  var (X?)
Dale
D(x1, xp) = (B2 28C2)) = (2, 1)
a tudiz

Dg(EQ:) = Dg(EX;, EX?) = (0.1).
S vyuzitim A-metody (tvrzeni 1.7) dostdvame
— d
Vi (g(Q,) - ®) — - N(0. 0 (va - 1), 24)
kde jsme vyuZili toho, Ze
Dg(EQ)NZ@Dg(EQNT =var (X7) = o (y4 - 1).
Na druhou stranu, ale
JE— n 2
Vi (g(@Q,) - o?) = Vn (5282 - 0?) = Vn ($2 - o?) - Y25, 2.5)

ViSSP,

Tvrzeni pak plyne kombinaci (2.4) a (2.5) a z toho, ze —; Ve
n—oo
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2 Néahodny vybér

Pozndmka.
e VEta 2.6(iii) fikd, Ze variabilita vybérového rozptylu asymptoticky zavisi na Spicatosti
pozorovani.
* Véta 2.6(iv) 1ikd, Ze vybérovy prameér a vybérovy rozptyl maji asymptoticky sdruzené
normélni rozdéleni. Jejich kovariance asymptoticky z4visi na Sikmosti pozorovani. Je-
li sikmost nulové, vybérovy primeér a vybérovy rozptyl jsou asymptoticky nezavislé.

Poznamka. Alternativné se véta 2.6(ii) (tj. nestrannost vybérového rozptylu) da ukazat pri-
mocarym vypoctem.

1 1 —2 1 - ¥ \2

(na‘2 - 0'2) = o2,

! 1(n(0'2+y2)—n“72—ny2):

n-— n-—1

kde jsme vyuzili toho, ze EX? = var (X;) + (E X1)* a podobné také E (X,)? = var (X,) +
(EXW)%

Nyni pfiddme predpoklad normalniho rozdéleni, tj. budeme pracovat v mensim modelu
F = {N(u, %), u € R, 0® € R*}. Pracujeme tedy s ndhodnym vybérem X = (X, Xo, ..., X,) ",
kde X; jsou nezévislé s rozdélenim N(u, o-?). Diky jejich nezavislosti plati X ~ N,,(u1,, o%1,).

Nejprve uvedeme dva vysledky, které plati pro libovolné normélné rozdélené ndhodné
vektory.

Lemma 2.7 Necht X ~ N, (u, X) a A je positivné semidefinitni matice typu n X n.

(i) Necht B je libovolnd matice typu m X n spliiyjici rovnost BEA = 0,,x,,. Pak ndhodna
veli¢ina X "TAX a nahodny vektor BX jsou nezavislé.

(ii) Necht B je libovolnd positivné semidefinitni matice typu n X n splfiujici rovnost BEA =
0,,xn. Pak jsou ndhodné veliciny X TAX a X TBX nezavislé.

vidlni). Potom s vyuZitim tzv. skeletniho rozkladu existuje matice L typu n X r takova, Ze
h(L) =r aA = LLT. Déle z pfedpokladu véty mame

Diikaz. Céast (i). Pfedpoklddejme, Ze h(A) = r > 1 (pokud by h(A) = 0, pak je dtikaz tri-

Omxn = BEA = BELL'.
Vyndsobenim vy3e uvedené rovnosti zprava matici (L")~ dostdvame
Omxr = BEA = BZL.
Tedy ndhodné vektory BX a LT X jsou nekorelované, nebot
cov (BX,LTX) = BEL = 0y,

Z definice mnohorozmérného normdlni rozdéleni plyne, Ze tyto ndhodné vektory maji sdru-
zené normalni rozdéleni, nebot miizeme pséat

()= (>
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2 Néahodny vybér

SdruZend normalita a nekorelovanost pak implikuje nezavislost ndhodnych vektori BX a
LT X (P6.2(ii). TudiZ také BX a X TLLT X = X TAX jsou nezavislé.

Cast (ii). Pfedpokladejme, ze h(A) = r > 1 a h(B) = g > 1 (jinak je dikaz trividlni). Tedy
existuji matice L typu n X r a P typu n X g takové, Ze

h(L)y=r, A=LL", h(P)=q, B=PP".

Déle z predpokladu
Oy = BEA = PPTLLT.

Vynasobenim vy$e uvedené rovnosti zprava matici (L")~ a zleva matici P~ dostdvame

Ogxr = PTZL.
Tedy podobné jako v ¢4sti (i) dostdvame, Ze ndhodné vektory PT X a LT X jsou nezavislé a
tudiz také kvadratické formy X TPPTX = XTBX a X "LLT X = X TAX jsounezavislé. O
Véta 2.8 (Vlastnosti vybérového rozptylu za normality) Necht X; ~ N(u,0%),i = 1,...,n

jsou nezavislé. Pak plati

@

(n—-1)8? )
Tn ~ Xn—l' (26)
(i) X, a S2 jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny.
Diikaz. Cast (i). Dle Véty 2.4 miiZzeme psat
n-1)82
% — YTAY,
o
kde
X - Xp—unT
Y = (225, 28 ~ N, (0,1,)
aA =1, -11,1]. Jelikoz matice A je idempotentni s hodnosti n — 1, tak tvrzeni plyne

z Véty P6.3(iii) (kde = = 1,,).

Cast (ii) V§imnéme si, Ze miizeme psat

- 1
X, =—
n

1
BX, $2=——XTAX,
n-1

kdeB=1) aA=1, - %lnln. Déle X ~ N, (0, 02l,) a tedy tvrzeni plyne z Lemmatu 2.7(i),
nebot
BEA =1)0%1,A = 0c*(1) - 1 n1,) =0].
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2 Néahodny vybér

Pozndmka. Z definice y? rozdéleni a z centrdlni limitni véty plyne, Ze pro velké n lze rozdé-
leni X?z—l aproximovat rozdélenim N (n — 1, 2(n —1)). Odtud a z (2.6) dostaneme pro n — oo

-1)s2
U~ (n- 1)

2 N(0, 2)
vn-1

a nakonec

VL Vi (82 - 0?) = N, 20%).
Uvédomime-li si, Ze §pic¢atost normélniho rozdéleni je 3, vidime, Ze tvrzeni (i) z véty 2.8 je
v souladu s asymptotickym vysledkem véty 2.6(iii). V&ta 2.8(i) udavé presné rozdéleni S pro

normdlni data, zatimco véta 2.6(iii) udavé asymptotické rozdéleni S2 pro libovolné data s ko-
ne¢nym ctvrtym momentem.

Pozndmka. Véta 2.8(ii) k4, Ze jsou-li data normalni, X, a S2 jsou nezévislé pro kazdé ko-
necné n > 1.

Véta 2.9 (limitni véta o T statistice) Necht Xj, ..., X, je ndhodny vybér z libovolného rozdeé-
leni se stfedni hodnotou z a s koneénym nenulovym rozptylem o-2. Pak

An 7l 9 N, ).

Sn n—oo

Diikaz. Statistiku T, si miizeme prepsat do tvaru

X,—u o
m:ﬁi%”?.
n

Z centralni limitni véty (tvrzeni 1.6, pro k = 1) mame, Ze

X, -
Va 9N, ).
(o8

n—oo

P
Dile z 2 —— o2 (véta 2.6(i)) a z véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2(ii)) plyne, Ze
n—oo

o P
— — 1.
Sn n—o0

Tvrzeni pak plyne z Cramérovy-Sluckého véty (tvrzeni 1.3). O
Nyni opét pfiddme predpoklad normélniho rozdéleni.

Véta 2.10 (véta o T statistice) Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, o-?). Pak

Xn—
Tnz\/ﬁ nS ~ Iy-1.
n
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2 Néahodny vybér

Diikaz. Statistiku T, si mtiZeme prepsat do tvaru
Yn_.u
Vn =
1)s2
VI (-1

Déale vn "—” ~ N(0,1) a &=D% I)S ~ x%_, (véta 2.8(i)), pficemz tyto nahodné veli¢iny jsou
nezavislé (Veta 2.8(ii)). Tvrzenl pak plyne z reprezentace t-rozdéleni (véta P.6.4). O

T, =

Poznamka. Véta2.10 udava presné rozdéleni statistiky T, pro normalni data, zatimco véta 2.9
udavé asymptotické rozdéleni téZe statistiky pro libovolnd data s konec¢nym rozptylem. Uvé-
domte si, Ze pro n — oo rozdéleni t,_; konverguje k rozdéleni N (0, 1).

Nyni budeme uvazovat dva nezavislé vybéry ze dvou riiznych normélnich rozdéleni.

Véta 2.11 (véta o F statistice) Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni N(uy, 0'5() a
Y1, ..., Y, jendhodny vybér z rozdéleni N (uy, 012,). Necht jsou vektory (X, .. ., X)Ta(,....v)"
nezavislé. Oznacme vybérové primeéry obou vybéra X, a Y ,, a vybérové rozptyly

1 < — 1 & —
2 _ 2 2 _ 2
SX——n_l El(x,-—xn) a sy_—m_1 El(yj—ym) )
i= j=

Pak plati
S)z( / (7)2(

812,/0')2,

n-1,m-1-

Diikaz. Statistiku si miizeme prepsat jako

(n-1)S2 _
oy op

2/02  (m-1)S2
Syloy TY/(m -1

_1yQ2
Déle u ~x: ,a @ ~ x4 _, (véta 2.8(ii)), pficemz tyto nahodné veli¢iny jsou ne-
Y
Z4vislé. Tvrzenl pak plyne z reprezentace F-rozdéleni (véta P6.5). m|
Cviceni. DokaZte, Ze pokud X; nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1, pak S2 = — X,(1=-X,).
Ndvod: VyuZijte toho, Ze v tomto prvipadéXi2 = X;.

2.3 USPORADANY NAHODNY VYBER

Méjme ndhodny vybér X, . . ., X, zjednorozmérného spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkci
F a hustotou f vzhledem k Lebesgueové mife. Necht n > 2. JelikoZ Xi, . . ., X,, jsou nezavislé
a maji spojité rozdéleni, tak

P(X; = X; pronéjakd i, j € {1,...,n}) = 0.
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2 Néahodny vybér

Definice 2.5 (Uspofddany ndhodny vybér a potadi)

(i) Seradime-li vSechny ndhodné veli¢iny X, . . ., X;, od nejmensi do nejvétsi, ziskdme uspo-
rddany ndhodny vybér

X(l) < X(z) < - < X(n—l) < X(n).

Symbolem X rozumime k-tou nejmensi hodnotu mezi pozorovanimi Xj, . . ., X,; na-
zyvame ji k-ta porddkovd statistika'.

(ii) Poradim' ndhodné veli¢iny X; ve vybéru Xi, ..., X;, rozumime pfirozené cislo R; €
{1,..., n}takové, Ze X; = X(Rry)-

Cely usporadany vybér budeme znacit X .), tj.
-
X=Xy, Xm) -

Poznamka.

1. Hodnoty X, ..., X, 1ze jednoznac¢né urcit z n-tice poradkovych statistik a n-tice po-
fadi.

2. Prvni porddkova statistika je minimum, n-t4d porfaddkova statistika je maximum vSech
veli¢in ndhodného vybéru.

3. Plati R; = 27=1 T¢0,00) (Xi — Xj) = 7=1 1{X; = Xj}.

4. Poradkové statistiky a pofadi jsou ndhodné veliciny a téZ statistiky ve smyslu defi-
nice 2.3.

Ozna¢me symbolem #,, mnoZinu v§ech permutaci posloupnosti (1, ..., n). Tato mnoZina
ma n! prvki.

Véta 2.12 Sdruzend hustota ndhodného vektoru X,y = (X(1), ..., X(n)) ' vzhledem k Lebes-
gueoveé mire jest

n' f)f(y2) - f(yn) pokudy; <+ < yp,

P, yn) = {0 jinak,

Diikaz. Vime, Ze ndhodny vektor X ., ma hustotu p, pravé kdyZz pro kazdou borelovskou
mnozinu B € B plati

P(X()€B) = f---fﬂs(y)p(y)dy-

Vezméme si tedy B € B a oznaCme si vektor pofadi R = (Ry, ..., R,)" ajednu z permu-
taci mnoziny #, jako r = (ry, ..., r,)'. Je dobré si uvédomit, ze R zavisi na X. Proto tam,
kde to bude vhodné, tak budeme psat R(X).

* Angl. ordered random sample 1 Angl. order statistic ¥ Angl. rank
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2 Néahodny vybér

Nyni miZeme pocitat

P(X(,eB)= Y P(X(,€B RX)=r)
,
- Z@ [+ [ s 1B@ =l g0 f an - ax,
_ z?; f...fuB@/) RO, ¥n) =7 ) - f () dr -~y
=f---fﬂ3(y)ﬂ{y1 <<yl Y G o) Ay dy

ref,

= f---fﬂB(y)ﬂ{m <o <Yalnl f ) - f(yn) dyr - - dyn,

kde jsme pfeznaciliy = (., (§j. x; = y,,, i =1,...,n), zCehoZplyne, Ze y; < ... < y,. Tudiz
také hodnoty y;,, ..., y,, maji pofadi r a tedy indikdtor 1{R(y;,...,¥r,) = 7} je splnén a

mohli jsme ho nahradit indikdtorem 1{y; < ... < y,}. m]
Zde konci
, . , eee . L1l . e , e predn. 4
Poznamka. Nédhodné veli¢iny X(y), . .., X(») nejsou nezavislé. Podobné ani ndhodné veli¢iny (1210
udévajici pofadi Ry, . . ., R, nejsou nezavislé. o

Véta 2.13 Distribuc¢ni funkce k-té poradkové statistiky jest

n

Fiey(x) = P(Xiy < %) = )| (?)Fj(x)(l - F(x)"™
=k
S fF(x) 1 - )" Fdr
" Bk,n—k+1) Jo (-1 ’

kde B(-, -) znaci Beta funkci.

Diikaz. Prvni rovnost: Ozna¢me si Z; = 1{X; < x}. Potom Y, = )} ; Z; uddvé pocet velicin,
které maji mensi nez x. Navic Y,, ~ Bi(n, F(x)). Tudiz

n

PO <0 =P 2 k) = 3 P(=/) = Y (7)o - pan.

j=k j=k

Druhad rovnost: Budeme postupovat zpétnou indukci.
Necht k = n, potom

1 e n—1 _ 1 1 n _ n n
B(n,l)fo t"tdr = Bn. 1)ZF (x) = (n)F (x),

kde jsme vyuZili toho, Ze

1 _ I'(n+1) 1= n
nB(n,1) nl(m)IQ) (n)
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2 Néahodny vybér

Nyni provedeme indukcni krok (k — k — 1). Pfedpokladejme, Ze pro dané k plati

n

nFj (1-F )n_j_;fﬂx)tk_l 1— 0"kt
Zj A= FO) = g+ J, -0

j=k
a chceme ukazat, Ze
n

ST @ - Feoy = X fF(X) 21— @27
) DT Bk -1, ] : :

i n—k+2)

Pocitejme nyni pomoci metody per partes integral na pravé strané predchdazejici rovnosti, tj.

F k-2 k+1 1 k-1 k+11F® k+1 F k-1 k
- _ o\ _ - _ s\ n—k+ - _ s\
fo tF2(1-1) dr = [ - 1) ]0 + ks fo tF (1 - )" kar

F(x)
= P () (1 - Fa)) " 4 nokel f 511 - )" Far.
0

Prava strana (2.7) se tedy rovna

1
Bk-1,n—k+2)(k-1)

F(x)
(Fk_l(x)(l —F@) "™y (n-k+1) f 1 - t)”_kdt).
0
Nyni si vSimnéme, Ze

1 3 I'n+1) _ n! [ n
Blk-1,n-k+2)(k-1) T(k-DIn-k+2)(k-1) (k-Dln-k+1)! \k-1

a dale
n—k+1 I'n+1) 1

Bk—-Ln-k+2)k-1) T(n-k+1) Blkn-k+1)

Odtud jiZ s vyuzitim indukéniho pfedpokladu dostdvdme pro pravou stranu (2.7), Ze

1 ) k-2 —k+1
B(k-1,n k+2)f e -t
- .

n
k-1

- n—k+ C n i n—j
(k 3 I)F’C L) (1= Fx)" ™+ ]Zk (J.)Ff(x)(l — F(x))"”

k-1 3 n—k+1 1 FO _\n—k
)F (X)(l F(X)) +mfo t (]. t) dt.

S

(’7)Ff(x)(1 ~F(x)" .
j=k-1 I

Disledky.
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2 Néahodny vybér

1. Maji-li X; rovhomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), pak X(x) mé beta rozdéleni B(k, n—
k +1). Z toho plyne

k(n—k+1)

k
EXw =5 W) = g

2. Necht maji X; jakékoli spojité rozdéleni s ryze rostouci distribu¢ni funkci F. Potom
F(X(k)) ~B(k,n—k+1).
Na druhou stranu necht Z ~ B(k, n — k + 1). Pak

P[Xx < x] = P[F(Xx)) < F(x)] = P[Z < F(x)] = P[F'(2) < ],
tj. X(r) ma stejné rozdéleni jako F~1(Z).

Véta 2.14 Hustota k-té poradkové statistiky vzhledem k Lebesgueové mite jest

Fioy(x) = n(”

L i)f(x)F’H(x)[l - F)]"™".

Diikaz. S vyuzitim Véty 2.13

foo (x) = Fljy (x) = — FEF @) (1= F(x)"™*

Bk,n—k+1)
a tvrzeni véty plyne z toho, Ze
1 I'n+1) n! n(n - 1)! n-1
Bk.n—k+1) TUT(n—-k+1) (k-Dn-k)! (k-Din-k)! ”(k - 1)'
O
Véta 2.15 Ndhodny vektor R = (Ry, ..., R)T nabyva vS§ech hodnot na mnoziné %, pticemz

kazda z nich ma pravdépodobnost 1/n!.
Diikaz.
PEROO =) = [ [ 11R@) =)o) fl) -,

= [ [ RO o) = G0 S
= f--fﬂ{yl < <yl f ) f () dyr - dyn
= f"'fﬂ{J/I <. <yndf) - f(yn) dyr - - - dyn
=P(R(X)=(.2,....m"),

kde jsme podobné jako v diikazu Véty 2.12 pieznaciliy = x() (tj. x; = y,,, i = 1,...,n), z

¢ehoZ plyne, ze y; < ... < y,.

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze
P(R =) = const., proVr e P,.

Tvrzeni véty pak plyne z toho, Ze mnoZzina £, ma pravé n! prvkd. O
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2 Néahodny vybér

Véta 2.16 Plati

(i) P(R; = k) =1 provsechnai, k€ ({l,...,n}.

(i) P(R; = k,R; = m) = woop Provdechnai # jk #me(1,..., n}.
(iii) ER; = 24, varR; = 2‘1 pro véechnai € {1,..., n}.

(iv) cov (R, Rj) = ”“ pro vSechnai #je{l,...,n}

Diikaz. Cést (i). Bez Gijmy na obecnosti miizeme uvazovat i = n. Ddle necht Pr’l“_l obsahuje
ty prvky 2, které maji na poslednim misté ¢islo k. Nyni

11
PRy =k)= )| P(Ry=7) = (n-1)l— = —.

k
reP,

kde jsme vyuZili vétu 2.15 a toho, Ze mnoZina Pr’f—l ma (n — 1)! prvki.

Cést (ii). Bez Gjmy na obecnosti mlizeme uvazovat i = n — 1 a j = n. Déle necht P,’f’_’g
obsahuje ty prvky P, které maji na predposlednim misté ¢islo k a na poslednim misté ¢islo
m. Potom
1

1
P(R”_l — IC,Rn = m) = Z P(Rn = T’) = (n—2)'ﬁ = —n(n— 1),

k,m
reP,

kde jsme vyuZili vétu 2.15 a toho, Ze mnoZina P,'f’_”zl ma (n — 2)! prvk.

Cast (iii). Dle ¢asti (i):

¢ N1 1nn+1) n+1l
ERi:ZkP(Ri:k):Zk;:Z =
k=1 k=1

Podobné

varR; = ER? — (ER;)*

Zkz (n+1) =n(n+1)(2n+1)_(n+1)2

6n 4
:”+1(4n+2_3n_3):M.
12 12
Cast (iv).
SR 1 n+1\2
cov (Ri, R;) = ER;R; —ERER; = NP kmn(n_l)—( . )
=1 m=1,m+#k
5 u n+1)2
= k k
n(n—l)[k_1 mlm e~ ] ( 2 )
B 1 (n(n+1)) n(n+1)(2n+1)]_(n+1)2
n(n-1) 2 6 2
n(n + 1)>? B (n+1)2n+1) 3 (n+1)?

4 6(n—1) 4
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2 Néahodny vybér

__(n+1) _ _ _
= oo D 3n(n+1)-22n+1)-3(n+1)(n—-1)
:1;n+1) (l—n):—(n+l).

(n-1) 12

O

Poznamka. Pokud data nepochézeji ze spojitého rozdéleni nebo se v nich nachézeji shodna
pozorovani vznikla vlivem zaokrouhlovani, tak davé stdle smysl definovat usporddany néa-
hodny vybér jako

Xy £ Xe) = < Xn-1) = X

pricemz poradkova statistika Xy je stdle dobfe definovana.

Poradi vSak jiz nelze stanovit jednoznacné. V takovém piipadé je mozné vSem shodnym
pozorovanim priradit jejich primérné poradi nebo jim jejich poradi stanovit ndhodné. Vét-
$ina vysledkli odvozenych pro poradi pochézejici ze spojitého rozdéleni vsak pro takto upra-
vend poradi neplati.

2.4 TRANSFORMOVANY NAHODNY VYBER

2.4.1 TRANSFORMACE POZOROVANT

Méjme ndhodny vybér X, . . ., X,, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fx, hustotou fx a nosicem
Sx. Uvazujme ryze monotonni” diferencovatelnou funkci g : Sy — R adefinujmeY; = g(X;).
Potom Yy, ..., Y, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou fy. Kdyby rozdéleni Fx bylo spojité
a kdybychom znali fx, spocitali bychom hustotu f; z tvrzeni P5.3.

Transformace pozorovani se ve statistice pouzivaji dosti ¢asto. BEZny divod pro provedeni
transformace byvéa, Ze ptivodni ndhodny vybér X, ..., X, pfili§ porusuje predpoklady me-
tod, které bychom chtéli pouzit (naptiklad normalitu, symetrii hustoty, existenci momentt
apod.). Najdeme tedy vhodnou funkci g takovou, Ze ¥; = g(X;) spliiuje predpoklady 1épe nez
ptvodni pozorovani a pracujeme s nadhodnym vybérem Vi, ..., Y, namisto ptivodniho né-
hodného vybéru X, ..., X,. Mezi nejcastéji pouZivané transformace kladnych ndhodnych
veli¢in patii napf. g(x) = logx nebo g(x) = v/x.

Priklad. Necht X; ma tzv. logaritmicko-normdlni rozdéleni LN(p, o?). Potom log(X;) ma
normalni rozdéleni N(u, o?)

2.4.2 VLIV TRANSFORMACE NA PARAMETRY

Pokud pouzivdme transformace, musime si uvédomovat, Ze fada parametri rozdéleni Fx
puivodniho ndhodného vybéru se po transformaci zméni takovym zptisobem, Ze je uz nedo-
kdZzeme identifikovat.

Napriklad stfedni hodnota ux = E X; se zméni na uy = E g(X;). Pokud nezndme rozdé-
leni X;, nemtizeme pak z puy spocitat ptivodni stfedni hodnotu iy, ledaze by g byla linearni
funkce. Necht je g rostouci a ryze konkavni funkce, pak plati z Jensenovy nerovnosti (véta

* Nemonotonnim transformacim se obvykle vyhybadme, protoZe by mohly ztotoZnit pozorovani, kterd byla pii-
vodné vyrazné odli$na.
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2 Néahodny vybér

P2.5) uy < g(ux) a zpétnd transformace g~!(uy) déva hodnotu ostie mensi nez ux. U ryze
konvexni funkce je tomu naopak.

Spocitame-li tedy vybérovy priimér Y , z transformovaného ndhodného vybéru, bude kon-
vergovat (v pravdépodobnosti) podle Véty 2.2(ii) k py. Zpétna transformace g~!(Y,) bude
konvergovat (v pravdépodobnosti) k g71(uy) # ux. Obecné nelze nalézt funkci h takovou,
aby h(Y,) konvergovalo k ux. Zajima-li nas konkrétni hodnota ux, nemiZzeme tedy data

transformovat. Podobné je to s rozptylem a vy$§imi momenty: po transformaci uZ obvykle
nezjistime, jaky byl rozptyl ptivodnich pozorovani.

Piiklad. Necht X; ~ LN(u, 0?). Potom pro g(x) = log x plati, ze Y; = g(X;) ~ N(u, 0?). Tedy

g (Y, SRS N T EX;.
n—oo

Neékteré jiné parametry vSak tento problém nemaji. Napiiklad median nebo kterykoli jiny
kvantil Ize snadno ziskat zpétnou transformaci: Necht my je medidn X; a my je medidn Y;,
necht g je ryze rostouci funkce. Pak plati my = g(my), tj. my lze identifikovat zpétnou trans-
formaci g~ (my).

Poradi jsou invariantni vii¢i ryze rostoucim transformacim, takze statistiky zavisejici pouze
na poradich nabyvaji stejné hodnoty, at uz jsou pocitany z ptivodniho nebo transformova-
ného ndhodného vybéru.

2.4.3 TRANSFORMACE STABILIZUJICI (ASYMPTOTICKY) ROZPTYL
Jinou motivaci pro pouZziti transformace muize byt snaha stabilizovat (asymptoticky) rozptyl.
Méjme posloupnost ndhodnych velicin T, které spliuji, ze

Vn (T, — 1) ,H%) N(0, ().

Rozptyl o?(u) asymptotického normalniho rozdéleni se nékdy nazyvé také asymptoticky
rozptyl” posloupnosti V7 (T, — u).

Jak uvidime pozdéji, pro inferenci (testovani, intervaly spolehlivosti) o parametru u je zpra-
vidla dobré, pokud asymptoticky rozptyl jiz nezavisi na parametru p.

Necht tedy g je néjaka redlné funkce, kterd je definovana a diferencovatelnéd na okoli bodu p.
Potom pomoci A-metody (Tvzeni 1.7) dostavame, Ze

Vi (8(T) = g(1) —— N(O, [g' ) [P ().

Pokud tedy budeme volit

gx)=c f U(lx) dx, (2.8)

potom g’(u) = #ﬂ) a tudiz

Vi ((T) - 8(1) —— N(0,¢?)

a vliv 4 na asymptoticky rozptyl bude eliminovan.

* Angl. asymptotic variance
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2 Néahodny vybér

Priklad. Necht Xj, ..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po(1). Potom statistika
T, = X, dle centrdlni limitni véty (tvrzeni 1.6) spliiuje

V(X - ) % N(O, 1).

Tedy o (x) = Vx a tudiz g(x) = f L_ gy = fx‘l/z dx = 2+/x a dostavame, Ze

o(x)

W(z\/gn—zx/ﬁ) H_%>N(O,1).

Poznamka. Podobnd myslenka se nékdy vyuziva i pro samostatnd pozorovani. Necht plati
EX; = 1 avarX; = 02(1). Potom doufdme, Ze po prechodu k transformaci ¥; = g(X;), kde

g se spocte pomoci (2.8), budou mit pozorovani Y; rozdéleni bliZz§i normdalnimu. Tedy napft.
pro X; ~ Po(A) se Casto pracuje s ¥; = VX;.

2.4.4 STANDARDIZACE

Specidlnim druhem transformace je tzv. standardizace. Mdme ndhodny vybér X, ..., X, a
spoc¢itdme X, a S2. Potom definujeme nahodné veliciny 71, . . ., Z, vztahem
Xi-X
Z;= L
Sn

Tyto veli¢iny maji vybérovy primeér 0 a vybérovy rozptyl 1, ale neptedstavuji ndhodny vy-
bér, nebot nejsou nezavislé. Jelikoz viak X, N EX;as, R yvar X; pro n — oo, tak pii
dostatecné velkém poctu pozorovénise 71, . . ., Z, chovaji téméf jako nezavislé veliciny s nu-
lovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. V mnoha pripade lze ukéazat, Ze zavislost
vzniklou tim, Ze jsme nezndmé E X; a +/var X; nahradili jejich vybérovymi prot&jsky (tj. X, a
S,,) Ize zanedbat.

Standardizace se pouzivé tehdy, pokud se chceme zbavit prvnich dvou momentt a sou-
stfedit se na jiné aspekty rozdéleni Fx (viz napft. vybérovy korelacni koeficient v Kapitole 10.1).
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3 ODHADOVANI PARAMETRU

3.1 BopovY ODHAD

3.1.1 DEFINICE BODOVEHO ODHADU

Méme ndhodny vybér X = (X, X, ..., X};), model ¥ a parametr§ = t(F) e RproF € ¥,
ktery chceme v daném modelu odhadnout. Necht Fx € F je skute¢né rozdéleni ndhodného
vektoru X; a 6x = t(Fx) je skutecnd hodnota hledaného parametru.

Peﬁnice 3.1 Odhadem parametru 0x = t(Fx) rozumime libovolnou méfitelnou funkci dat
Gn = Tn(X) = Tn(Xla s Xn)*

Pozndamka. Odhad je statistika ve smyslu definice 2.3. Odhad nesmi zdviset na nezndmych
parametrech.

3.1.2 VLASTNOSTI ODHADU

Definice 3.2 (Nestrannost aAkonsistence) Méjme ndhodny vybér X = (X1, Xo,..., X})
z rozdéleni Fxy € ¥ a odhad 6,, = T,,(X) parametru 6y = t(Fx).

(i Re;!(neme, 7e odhad 0, je nestranny odhad' parametru 0x v modelu ¥, pravé kdyz
E 6, = 6x pro kazdé n (pro néz je odhad definovédn) a pro kazdé rozdéleni Fx € F.

(i) Rekneme, Ze odhad 6, je konsistentni odhad' parametru 0x v modelu 7, pravé kdyz

P
0, — 0x pfi n — oo pro kazdé rozdéleni Fy € ¥.

Poznamka.

e Vlastnosti odhadii musime zkoumat v kontextu daného modelu. Snadno se miiZe stit,
7e odhad 0, je nestranny a konsistentni v néjakém modelu ¥, ale v jiném modelu ¥’
tyto vlastnosti nema.

¢ Nestrannost ma platit pro kazdy pocet pozorovani n, pro né€jz je odhad definovan (napf.
u vybérového rozptylu pro n > 2). Nestrannost ale nezarucuje, Ze se odhad pfi zvétSu-
jicim se rozsahu vybéru priblizuje k hledanému parametru. Pro nékteré modely nee-
xistuji rozumné (nebo viibec Zddné) nestranné odhady.

* Konsistence je asymptotickd vlastnost, kterd nic netikd o chovdni odhadu pfi konec-
ném n. (Piklad: 6,, = 21,5 pro n < 10'°, 8, = X,, pro n > 10'° je konsistentni odhad
QX = EX,)

» Néami definovand konzistence se nékdy také nazyva slabd konzistence®. Odhad se pak

PP . ) L~
nazyva silné konzistentni’, pokud plati 6, —— Ox.

* Angl. estimator, estimate 1 Angl. unbiased estimator ¥ Angl. consistent estimator S Angl. weak con-
sistency ¥ Angl. strong consistency
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3 Odhadovani parametrii

¢ Odhady, které nejsou nestranné, ale jsou konsistentni, se ve statistice bézZné pouzivaji.
Odhady;, které nejsou konsistentni, nepouzivime, nebot odhaduji ,néco jiného“ nebo
se s rostoucim rozsahem vybéru ,nezpresnuji‘.

Piiklady.
1. Odhad parametru fx = EX; vmodelu ¥ = L:
. Prﬁmér’g_(,, je nestranny a konsistentni odhad 0x [plyne z véty 2.2, (i) a (ii)].
¢ Odhad 0, = Xj je nestranny odhad 6y, ale neni konsistentni.

2. Odhad parametru 0x = var X; vmodelu ¥ = L?:

* Vybérovy rozptyl S2 je nestranny a konsistentni odhad 6y [plyne z véty 2.6, (i) a
(iD)].

e Odhado? =13%" (X;-X X,)? je konsistentni odhad 6y, ale neni nestranny.

3. Odhadparametru 0x = P[X; = 0] vmodelu ¥ = {Po(1), 1 > 0}:

¢ Odhad On = -2, 110)(Xp) je nestranny a konsistentni odhad 6x (a to dokonce v
modelu Vsech diskrétnich rozdéleni).

e Odhad 6, = (”T_l)zli1 i je také nestranny a konsistentni odhad 6x (v modelu ¥
nikoliv v§ak v modelu vSech diskrétnich rozdéleni).

4. Odhad parametru 0y = e‘”"ymode]uf = {Po(1),1 > 0} pron = 1:
Jediny nestranny odhad jest # = (—1)%1, jeho mozné hodnoty jsou —1 a 1. Hledany
parametr e~>*x vSak nabyva pouze hodnot z intervalu (0, 1).

Definice 3.3 (Vychylenl) Necht odhad Qn =T,(X) parametru 6x ma konecnou stfedni hod-
notu. Rozdil E (6, — 0x) nazyvame vychylenim' odhadu 0,.
Definice 3.4 Necht odhad gn = T,,(X) parametru 8x ma konecny rozptyl.

(i) Vyraz N R
MSE(QH) =E (Qn - GX)Z

nazyvame stredni ctvercovou chybou odhadu 0,."

SE(0,) = +fvar (6,)

nazyvame smérodatnou chybou' odhadu 0,.

(ii) Vyraz

Poznamka.
¢ Pozor na jemné rozdily v terminologii. Pojem smérodatnd odchylka (standard devi-
ation, SD) obvykle znamend odmocninu z rozptylu jednoho pozorovani ndhodného
vybéruy, tj. vvar X;. Pojem smérodatnd chyba (standard error, SE) obvykle znamena
odmocninu z rozptylu néjakého odhadu spocitaného z celého ndhodného vybéru. Né-

ktefi autori véak pojmem smérodatnd chyba rozumi, SE(0,) = \/ var (6,), kde var (6,,)
je odhad var (6,)

" Angl. bias 1 Angl. mean square error, MSE * Angl. standard error, SE
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3 Odhadovani parametrii

e Stfedni ¢tvercova chyba i smérodatna chyba jsou miry presnosti odhadu. Smérodatna
chyba do pfesnosti nezahrnuje vychyleni, zatimco stfedni ¢tvercova chyba ano.
¢ Plati, Ze stfedni ¢tvercova chyba lze rozloZit na rozptyl a kvadrat vychyleni, tj. :

MSE(0,) = var (6,) + [E (0, — 0x)1> = SE*(@,) + [E (6, — 0)1°.
Diikaz vyse uvedeného rozkladu plyne z toho, Ze
MSE(8,) = E (0, —E0, + EO, — 6x)*
= E (6, —E0,)* +2E (6, ~ E0,)E (6, - 0x) + [E (B, — 601
= var (6,) + 0 + [E (0, — 0x)]?

e Stfedni Ctvercova chyba je jedno z nejvhodnéjsich kritérii pro porovnavani odhadu.
Maéame-li n€kolik riznych odhadi téhoz parametru v tomtéZ modelu, snazime se mezi
nimi najit ten, ktery méa nejmensi MSE. Tj. v piipadé nestrannych odhada vybirdme
odhad s nejmensim rozptylem.

* MSE casto nelze spocitat. V mnoha piipadech se vSak Ize rozhodovat na zédkladé asympto-

tického rozptylu odhadu. Tj. predpoklddejme, Ze mdme dva odhady 0, a 0,, které spl-
nuji

—~ d ~ d

Potom (pro velké rozsahy vybér) preferujeme odhad 0, pokud (rf < O'% nebo naopak
odhad 6, pokud o2 > 2.

Priklad. Odhad parametru o% = varX; vmodelu ¥ = {N(u,0?),u € R,o? > 0}. Plati:
MSE(S2) > MSE(G2).

Véta 3.1 Nechtd, je odhad parametru 0y, pro néjZ plati E 0, — 0x (vychyleni konverguje
k nule) a var (6,,) — 0 pro viechna Fx € F. Pak je 0,, konsistentni odhad 6y.
Diikaz. Necht & > 0. Potom s vyuzitim predpokladii véty a Ceby$evovy nerovnosti (Dfisle-
dek Véty P2.6):

P16, — 0x| > &) = P(|6, —E6, + EO, — 6x| > &)
P(I6, —EBal > §) + P(IE6, - 6x] > 5)
var(Gn)

IA

-5~ +P(EG. —6x] > §) —0.

2

Poznamka.

¢ Opacnd implikace neplati. Existuji béZné pouzivané konsistentni odhady, pro néz plati
E |0,] = oo pro kazdé konecné n.

* Véta 3.1 je Sikovnd v situacich, kdy mame k dispozici (Ci Ize snadno spocitat) vychyleni
arozptyl odhadu 8,,. Pokud vSak miizeme psat 0, = g( 2y X;) (. jako transformaci
vybérového primeéru), pak lze konzistence vysetiovat ]ednoduéeji kombinaci zdkona
velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2).
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3 Odhadovani parametrii

Priklad. Necht Xi, ..., X,, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(px). UvaZujte

~ ~ ~ P
6, = YL jako odhad parametru 6y = plx. UkaZte, Ze prestoze E 6, = oo, tak 8, —— 0.

n—oo

3.2 VOLBA PARAMETRU

Parametr 6 = t(F), ktery se snazime odhadovat, miize byt v principu cokoli. Ne vSechny
parametry v§ak ddvaji smysl v kontextu daného praktického problému, ktery fesime. Musime
tedy rozliSovat, které parametry pro dany problém ma smysl odhadovat a které ne. To zéleZi
na vyznamu hodnot mérenych veli¢in, na tom, jak byly ziskdny, zpracovany atd. Statistické
metody, kterymi se budeme zabyvat, budeme rozliSovat podle toho, pro jaky typ méfeni jsou

uréeny. Pfitom budeme uvazovat ndasledujici typy dat, neboli Skdly méreni .

3.2.1 KVANTITATIVNI DATA

Nahodnou veli¢inu X nazveme kvantitativni', pokud jeji hodnoty maji konkrétni nume-
ricky vyznam (napft. pocet, procento, délka, objem, hmotnost, trokova mira, koncentrace
latky, energie, teplota, doba trvani, velikost thlu, zemépisna $itka, kalendarni rok). U kvan-
titativnich veli¢in existuje smysluplné usporadani jejich hodnot (teplota 10 °C je vy$si nez
—11,4°C) a rozdily jejich hodnot maji redlnou interpretaci. Kvantitativni veliciny mohou byt
jak diskrétni tak spojité.

Kvantitativni veliciny mtGzeme déle délit na dvé podskupiny: intervalové a pomeérové. Po-
mérové veli€iny jsou typicky nezdporné s jasné definovanou nulovou hodnotou a interpre-
tovatelnymi podily. Napfiklad hmotnost 0 kg je jednoznacné danéd a hmotnost 20 kg je ¢tyfi-
krat vice nez 5 kg. Piiklady pomérovych veli¢in jsou pocet, délka, objem, hmotnost, irokova
mira, koncentrace latky, energie, doba trvani, teplota mérena v Kelvinech. Intervalové ve-
liciny jsou kvantitativni veli¢iny, které nejsou pomérové, to jest nemaji pevné definovanou
nulu nebo nemaji interpretovatelné podily. Naptiklad smér dany azimutem je intervalova
veli¢ina, nebot azimut 360° neni Sestkrat vétsi nez 60°. Podobné teplota mérena v °C je in-

tervalova veli¢ina nebot 16 °C neni ¢tyfikrat vyssi teplota nez 4 °C. Kalendéini rok je také in-
tervalovd veliCina, protoZe nemé smysl pocitat podil letoSniho roku a roku vaseho narozeni.

3.2.2 KATEGORIALNI DATA

Nahodnou veli¢inu X nazveme kategoridlni*, pokud jeji hodnoty kéduji pfislusnost (ne-
boli klasifikaci) subjektu do urcité kategorie, neboli jedné z nékolika disjunktnich mnoZin.
Kategoridlni veli¢iny jsou vZdy diskrétni a maji kone¢ny pocet K moznych hodnot, obvykle
1,...,KneboO,...,K — 1. Hodnoty kategoridlnich veli¢in nemaji pfimou numerickou in-
terpretaci, slouzi pouze k rozliseni kone¢ného poc¢tu moznych stavii. Jednotlivym staviim
iikdme 1irovné® nebo kategorie.

Kategoridlni veli¢iny déle délime na nomindini" a ordindinil. U nomindlnich veli¢in ne-
existuje ani zadné usporadani jejich kategorii — nelze fici, Ze kategorie j predchézi kategorii
j + 1. Pfikladem nomindlni veli¢iny je tfeba bydlisté kategorizované jako kraj (1 = Praha, 2 =
Stfedocesky kraj, ..., 14 = Zlinsky kraj) nebo socidlni postaveni (1 = nezletily; 2 = student; 3

* Angl. measurement scales T Angl. quantitative ¥ Angl. categorical S Angl. levels ' Angl. nominal
I Angl. ordinal
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3 Odhadovani parametrii

= zaméstnanec; 4 = Zivnostnik; 5 = nezaméstnany; 6 = dlichodce). Ordinélni veli¢iny maji
v n&jakém smyslu usporddané kategorie, takZe 1ze tvrdit, Ze kategorie j predchazi kategorii
j + 1, nebo Ze je mensi, horsi apod. Piikladem ordindlni veli¢iny je tfeba odpovéd na otdzku
s moznostmi 1 = ostfe nesouhlasim, 2 = spiSe nesouhlasim, 3 = nevim, 4 = spiSe souhlasim,
5 = naprosto souhlasim. Jiny pfiklad je veli¢ina nejvy$si dosaZené vzdélani kédovana jako 1
= niz8i nez zdkladni; 2 = zdkladni; 3 = u€ebni obor; 4 = stfedoskolské s maturitou; 5 = baka-
l1afské; 6 = magisterské; 7 = doktorské.

3.2.3 BINARNI DATA

Bindrni" veli¢iny jsou specidlnim piipadem kategoridlnich veli¢in, kde K = 2. Klasifikuji
tedy pozorovani do jednoho ze dvou moznych stavti. Jejich hodnoty se obvykle voli jako 0
vs. 1, pfipadné 1 vs. 2. Pfikladem binarni veli¢iny je pravdivostni hodnota vyroku (0 = pravda,
1 =1eZ7), realizace ndhodného jevu (0 = nenastal/netspéch, 1 = nastal/tspéch) nebo pohlavi
(1 = samec, 2 = samice).

3.2.4 VOLBA PARAMETRU V ZAVISLOSTI NA TYPU DAT

Pro nominélni veli¢iny obecné nemad smysl uvaZovat parametry jako E X, var X, distribu¢ni
funkci, kvantily, kovariance a korelace, zkratka Zddné charakteristiky, které zaviseji na ko-
dovani a usporadani jednotlivych kategorii. Tyto parametry jsou sice fadné definovany, ale
nemaji Zddnou praktickou interpretaci. Jediné parametry, které u nominalnich velicin inter-
pretaci maji, jsou pravdépodobnosti jednotlivych kategorii, Cili p; = P[X = j] pro vSechny
moZné hodnoty j.

Vyjimkou jsou bindrni veli¢iny. Znamenad-li napt. hodnota 0 netispéch a hodnota 1 tspéch,
pak EX = P[X = 1], tedy stfedni hodnota je zdroven pravdépodobnost tispéchu.

U ordinalnich veli¢in md diky uspoiféddéni jejich hodnot smysl distribu¢ni funkce. Casto
je mozné prikladat jim intervalovou interpretaci (doktorské vzdélani je o dva stupné vyssi
neZ bakalarské), ale obvykle jim nelze ddvat pomérovou interpretaci (nelze rici, Ze magister-
ské vzdélani je dvakrat vy$si nez ucebni obor). Ordindlnim veli¢cindm se nékdy pfirazuji ne-
celociselné hodnoty, tzv. skdry. Napt. ordindlni veli¢inu mGZeme vytvofit tak, Ze vezmeme
kvantitativni velicinu Z a seskupime ji podle zvolenych délicich bodd, napt. X = 1 pokud
Z €(0,5), X =2pokud Z € (5, 20), X = 3 pokud Z € (20, 100) a X = 4 pokud Z > 100.
Takové velic¢iny béZné vznikaji v dotaznicich, kde respondent dostane na vybér jednu ze ¢ctyr
moZnosti namisto toho, aby musel zapsat presné ¢islo. Vysledna velicina X je zjevné ordi-
ndlni. Namisto hodnot 1, ..., 4 bychom ale mohli za hodnoty X vzit prostfedky intervald,
z kterych hodnoty X vznikly, tedy 2,5; 12,5 a 60 pro prvni tfi intervaly. S poslednim je zjevné
potiz, nebot nema pravy okraj — jeho skéru bychom museli néjak doplnit, naptiklad vzit 150.
Takto zakédovand velic¢ina X je nejen ordindlni, ale m4 nékteré vlastnosti veli¢iny kvantita-
tivni.

Ordinélni veli¢ciny mtZeme vzdy analyzovat jako by byly nomindlni, ale ¢asto je mozné
na né pouzivat metody urcené pro kvantitativni veli¢iny, odhadovat jejich stfedni hodnotu
nebo pocitat jejich rozdily. Existuji také specidlni metody urcené prave pro ordindlni veli¢iny,
s témi se ale zatim nesetkame.

* Angl. binary
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3 Odhadovani parametrii

N4s vyklad statistickych metod pocinaje kapitolou 4 bude rozliSovat metody pro kvantita-
tivni data, kde budeme pracovat s charakteristikami jako je stfedni hodnota, rozptyl, medién,
distribu¢ni funkce, kovariance apod., a metody pro nomindlni data, kde budeme pracovat
s pravdépodobnostmi jednotlivych kategorii.

3.3 MOMENTOVA METODA

Momentova metoda” patfi spolu s metodou maximélni vérohodnosti k zdkladnim metoddm
odhadu parametrt.

UvaZujme nyni parametricky model: mdme ndhodny vybér Xj, . . ., X;, z rozdéleni s husto-
tou f(x; Ox) vici néjaké o--konecné mire u, kde tvar funkce f(-; -) je zndmy a Oy je neznamy
(vektorovy) parametr, jenz lezi v parametrickém prostoru ® € R%, d > 1. Pracujeme tedy
s modelem

F = {rozdéleni s hustotou f(x;0), 6 € ® C R%}

Cilem je odhadnout parametr 8x. VyuZijeme toho, Ze mame k dispozici konsistentni od-
hady momentti a Ze momenty rozdéleni X; obvykle umime vyjadfit jako funkce nezndmych
parametrii. Budeme piedpokladat, ze E |X;|¢ < .

Uvazujme nejprve d = 1. Pfedpokladejme, 7e EX; = 7(0x), kde 7 : ® — R. Jelikoz X,
je konsistentni odhad, tak se nabizi hledat momentovy odhad' 0, jako feSeni odhadovaci
rovnice': R

X, =1(0,). (3.)

Pokud je funkce 7 ryze monotonni, mtizeme odhad vyjadfit jako 0,=11X, a odhadovany
parametr jako 6y = T H(E X;).

Vlastnosti odhadu §n:
~ P
e Je-li 7! spojita funkce v bodé E X;, pak 6, —— 0y (viz tvrzeni 1.2).
n—oo

e Ma-li 7! spojitou derivaci na okoli bodu E X;, pak pomoci A-metody (tvrzeni 1.7)

Vi (B = 0x) —— N(O,V(0:),

kde
X; Xi
V(Ox) = {[F EX)]') varx; = —— - v 3.2)

[ @ EXNT [r60]
PovSimnéme si, Ze ve vyjadreni asymptotického rozptylu pomoci posledni rovnosti ne-
potiebujeme znat explicitni pfedpis pro 1. Toto vyjadieni se tedy hodi, pokud 77! je
déna pouze implicitné a odhad 0, hleddme pomoci numerickych metod jako feSeni
odhadovaci rovnice (3.1).
V aplikacich asymptoticky rozptyl V (6x) odhadujeme pomoci

. _ ¥
V,={ [t X zsfl =—F—,
{ ! [7/(0n)]?

pricemz druhé vyjadieni se opét hodi zejména v pripad€, kdy nemame explicitni vyja-

dfeni pro 1.

* Angl. method of moments 1 Angl. moment estimator ¥ Angl. estimating equation
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Priklady.

1 X1,..., X, je néhgdny vybér z rozdéleni Po(1x), EX; = Ax. Momentovym odhadem
parametru Ax je 6, = X ,.

2. Xi, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Geo(px), EX; = % avarX; = %. Tedy

T(x) = l;—x at l(x) = ﬁ Momentovym odhadem parametru py je p, = ﬁ Déle

_ d
vVn (pn — px) — N(0, p%(1 - px)),

kde asymptoticky rozptyl p)z((l — px) plyne bud z prvni rovnosti v (3.2)

2
-1 1 - px
174 ={—— X = pt
(px) {(1 n EXi)Z} var X; = py P

nebo alternativné také z tfeti rovnosti v (3.2)

var X; P>
V(px) = 112 = 1X .
(-5P

3. X1, ..., X, jendhodny vybér z rozdéleni R(0, 0x), E X; = 6x/2. Momentovym odhadem
—~ _ —~ d
parametru 0 je 6, = 2X,. Plati vn (6, — 0x) —— N(0, 65/3).
n—oo

Nyni rozsirime momentovou metodu na d = 2 parametry.

Predpokladejme, Ze (E X;, varX;)T = 7(0x), kde 7 : ® — R2. Pak se nabizi hledat od-
had parametru x jako feseni soustavy odhadovacich rovnic (pfesnéji dvou rovnic o dvou
neznamych) R

(X0, 82)T = 7(6).
Pokud je funkce T ryze prostd, tak mtzeme odhad vyjadfit jako Ox = 771(X,, S2) a odha-
dovany parametr jako Ox = t1(E X;, var X;).
Vlastnosti odhadu §n;

* Vime, 7e X, a S2 jsou konsistentni odhady E X; a var X;. Je-li tedy funkce 77! spojita
~ P
v bodé (E X;, var X;), pak 8,, — 0.
n—oo

o Z véty 2.6, €ast (iv) vime, Ze pokud EX} < oo, pak X, a SZ jsou sdruZené asympto-
ticky normalni. M4-li 7~! spojitou derivaci, pak podle A-metody m4 i 8, asymptoticky
sdruZené normaélni rozdéleni s rozptylovou matici, kterou Ize spocitat pomoci véty 2.6

a A-metody.
Priklady.
4. Xj, ..., X, je ndhodny vybér z gama rozdéleni s parametrya a p, tj. EX; = 5 avarX; =

%. Momentovou metodou dostaneme konsistentni a asymptoticky normélni odhady
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5. X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(6,, 6,). Vime, Ze

0, + 6 0 — 01)?
== a varXi:M.

EX;
2 12

Odhadovaci soustava rovnic v tomto piipadé je

— O +0.
X, = 1n 2n

O2n — 011)
n VarXi:M.

2 ’ 12
VyteSenim této soustavy dostdvdme
01n=Xn— /382 a 0, = X+ +/352.
Jelikoz z Véty 2.6 vime,
X U d
() ()] 75 e

o? oy3

odys otys-1)

\/ﬁ[(@n) _ (91)} <, N, (0, DEDT),

—1)\3
kde X = ( ) ays = E()g—f), tak pomoci A-metody lze ukézat, ze

an 92

kde D je Jakobiho matice zobrazeni 77'(x1, x2) = (x; — V3x2,x; + V3x2) v bodé
(EX;, var X;). Tudiz odhad 6,, = (01,, 02,) je asymptoticky normadlni (a tedy dle Tvr-
zeni 1.4 také konsistentni).

6. X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni B(a, B8), tj. EX; = -%- avarX; = ap

a+p T (a+B)i(a+B+1)”
Momentovou metodou dostaneme konsistentni a asymptoticky normdlni odhady

_ ?H(Yn(l -X,)

X,(1-X,) 1)
Sa

~1) a Ba=a-X =

(odhady jsou smysluplné pouze pokud S? < X, (1 - X,)).

Poznamka.
¢ Odhady ziskané momentovou metodou mivaji vétsi asymptoticky rozptyl nez odhady
metodou maximalni vérohodnosti, kterd bude probirdna v Matematické statistice 2.
¢ Momentovd metoda se dd snadno zobecnit nejen na piipad, Ze d > 2, ale i pokud
pozorujeme ndhodné vektory.
e Pomoci véty o implicitni funkci se da dokdazat, Ze staci, aby 7 méla spojitou derivaci
na néjakém okoli bodu (E X;, var X;)
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3.4 INTERVALOVY ODHAD

3.4.1 DEFINICE

Definice 3.5 Interval B, = B,(X) C R se nazyvé intervalovy odhad parametru x € R
o spolehlivosti 1 — «, pravé kdyz P[B,, > 0x] = 1 — «. Interval B se nazyva asymptoticky
intervalovy odhad parametru 0x € R o (priblizné) spolehlivosti 1 — «, pravé kdyz P[B,, >
O0x] - 1—a pron — oo.

Pozndmka.

e Interval B, je ndhodny (spocitany z dat), zatimco parametr fx je pevny. Vyraz B 3 0x
¢teme ,interval B pokryva (skute¢nou hodnotu) 0y “.

¢ Intervalovému odhadu se bézné ikd i jinak, napft. interval spolehlivosti s pravdépo-
dobnosti pokryti (s koeficientem spolehlivosti) 1 —a nebo (1 —a)100-procentni kon-
fidenc¢ni interval pro parametr 6x.” Cislo a € (0,1) je pfedem zvolené; obvykle se
bere @ = 0,05 a pocitaji se 95procentni intervaly. Mizeme se vsak setkat i s intervaly,
jez maji pokryti 90 % ¢i 99 %.

 Ne vzdy je mozné ¢i vhodné pocitat presné intervaly spolehlivosti. Casto se spokoju-
jeme s intervaly asymptotickymi, jejichZ pokryti se pro velké rozsahy vybéru blizi k po-
Zadované hodnoté.

¢ Intervalové odhady zde definujeme pouze pro redlné parametry. Podobny koncept v§ak
Ize zavést i pro vektorové parametry; hleddme ndhodnou mnozinu By, kterd pokryva
skute¢nou hodnotu se zadanou pravdépodobnosti. Této mnozZiné pak fikdme oblast
spolehlivosti'. Tvar mnoziny B, lze ale potom volit mnoha réiznymi zptisoby.

Poznamka. Rozeznavdme intervalové odhady oboustranné a jednostranné (levo- a pravo-
stranné).

e Interval tvaru (C.(X), Cy (X)), kde C.(X) a Cy(X) jsou dvé ndhodné veliciny spliu-

jici P[CL(X) < Cy(X)] =1, C(X) > —0 a Cy(X) < o s.j., nazyvdme oboustranny

interval spolehlivosti. Obvykle jej sestrojujeme tak, aby platilo (alespon asymptoticky)

Plox < L0 =5, Plox > Cu(X)] = 3.

e Interval tvaru (C;(X), o) nazyvame levostranny (dolni) interval spolehlivosti. Mame
PlCL(X) <6x] =1-a.

e Interval tvaru ( — oo, Cy (X)) nazyvame pravostranny (horni) interval spolehlivosti.
Méme P[0x < Cy(X)] =1-a.

Priklad (stfedni hodnota normélniho rozdéleni se zndmym rozptylem). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normélné rozdélend data se zndmym roz-
ptylem.

Data: X1,...,. X, ~ Fx

Model: Fx € F = {N(u, 0%), u € R, 0% zndmo}

Odhadovany parametr: 0x = EX; = uy

Postup:

* Angl. confidence interval with coverage probability/confidence level1 —a T Angl. confidence set
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1. Méame bodovy odhad X, ktery je nestranny a konsistentni pro ux. Vime, Ze X, ~
N(zex, ai/n). Tudiz

X, -
Vi 22BN, 1),
Ox

2. Vyjdeme z rovnosti
P[u% < Vn(X, - ux)/ox < ul_%] =1-a,

kde u, = ®7!(a) je a-kvantil normovaného normélniho rozdéleni, a postupnymi tipra-
vami (s vyuzitim symetrie hustoty N(0, 1) kolem 0) dojdeme k

P[)_(n—axul_%/\/ﬁ< Ux <)_(n+0'xu1_%/\/ﬁ] =1-a.

3. Ziskali jsme oboustranny interval spolehlivosti (C;, Cy). Jeho krajni body jsou

— o — (o8
CUX)=Xn- —uy,  Cu(X)=Xu+ —=urs. (3.3)

vn vn
Kvantily normovaného normélniho rozdéleni které potifebujeme pro konstrukci inter-
valti spolehlivosti, jsou uvedeny v Tabulce 3.1.
Pro @ = 0,05 vezmeme kvantil 975 = 1,96 a dostaneme 95% oboustranny interval
spolehlivosti. To znamend, Ze tento interval pokryvéa skute¢nou stfedni hodnotu ux
s pravdépodobnosti 0,95.
4. Jednostranny interval bychom ziskali drobnou modifikaci kroku 2. Levostranny inter-

val vyjde (Cz(X), o), kde C;(X) = X, — ‘\T/—%ul_a. Pravostranny interval vyjde ( —

00, Cy (X)), kde Cy(X) = X, + “T/—qul_a. Jednostranné intervaly se od oboustranného
lisi hodnotou kvantilu normalniho rozdéleni (pouzivaji u;_, namisto ul_%). Pro 95%
jednostranny interval spolehlivosti bychom vzali kvantil © g5 = 1,645.

Poznamka. Délka intervalu spolehlivosti:
¢ se zkracuje s rostoucim poctem pozorovani 7,
* roste s rostoucim rozptylem dat 0%,
* roste s rostouci pravdépodobnosti pokryti 1 — «.

Priklad. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(uy, 0%), rozptyl o2 zndme. Kolik
pozorovani potifebujeme, aby délka oboustranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hod-
notu uy neprekrocila stanovenou mez d > 0?

Méme 2u;_,/20x/ Vn < d. Tudiz potfebujeme alespor 4uf_a/20'§(/d2 pozorovéni. Za po-
v§imnuti stoji, Ze pokud chceme zkrétit interval spolehlivosti na polovinu, tak musime zvét-
§it rozsah vybéru ctytikrat.

Tabulka 3.1: Vybrané hodnoty kvantilti normovaného normélniho rozdéleni.

K 09 095 0,975 0,99 0,995
u,=0x) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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3 Odhadovani parametrii

Lemma 3.2 (interval spolehlivosti po transformaci parametrti) Je-li (Cy, Cy) (asymptoticky)
interval spolehlivosti pro parametr 8x s pravdépodobnosti pokryti 1 — « a je-li ¥ ryze ros-
touci spojita redlna funkce, pak (¢ (Cr), ¥ (Cy)) je (asymptoticky) interval spolehlivosti pro
parametr (6x) s pravdépodobnosti pokryti 1 — a.

Diikaz. Z predpokladu lemmatu vyplyva, Ze pro presny interval spolehlivosti plati
1-a=P[CL(X) <8x < Cy(X)] =Py (CL(X)) <y(0x) <y (Cu(X))].

Analogicky pro asymptotické intervaly spolehlivosti. |

3.4.2 KONSTRUKCE INTERVALOVYCH ODHADU

Necht X = (X, ..., X,), kde X, X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx € . Odha-
dujeme parametr 6x = t(Fx) € R. PopiSme si stru¢né obecny postup pri konstrukci obou-
strannych intervalovych odhadti pro 6x.

1. Nalezneme funkci ¢(x, 8x) takovou, Ze ¢ je prosta a spojitd funkce v argumentu 6
pro kazdé x a rozdé€leni ndhodné veli¢iny Z,, = ¢(X, 6x) je zndmé alespon asymp-
toticky (nezdvisi ani na fx ani na jinych nezndmych parametrech). Ndhodna veli¢ina
Z, se nazyva pivotdlni. Pfi konstrukci funkce ¢ mtzeme vyjit napt. z bodového od-
hadu parametru 6y, jehoZ rozdéleni véts§inou zname alespor asymptoticky. Oznac¢ime
F; (pfesnou ¢i asymptotickou) distribu¢ni funkci Z, a ¢, = F, (@) budiz a-kvantil
rozdéleni F.

2. Vyjdeme z rovnosti
P(cas2 < ¢(X,0x) < cCi—qi2) =1—a (nebo —1-a)

a ,0samostatnime“ . Za timto ti¢elem potifebujeme zinvertovat ¢(x, 6) jakoZto funkci
argumentu 6 pfi pevném x. Tj. necht existuje ¢(x, t) takova, ze

o@,¢(x, )=t a ¢z, o(x,0) =0

pro vSechna z, ¢ a 6. JelikoZ funkce ¢(z, t) je zpravidla klesajici funkci druhého argu-
mentu ¢, tak dostdvame

P(@(X, c1—as2) < O0x < ¢(X,cep2)) =1-a.

3. Ziskali jsme (asymptotickou) interval spolehlivosti (C.(X), Cy (X)) s pravdépodob-
nosti pokryti 1 — @, kde C1.(X) = ¢(X, c1-q/2) a Cy(X) = ¢(X, cq/2)-

Priklad (rozptyl a smérodatné odchylka normélniho rozdéleni). Vezméme si problém inter-
valového odhadu smérodatné odchylky v normalnim rozdéleni.

Data: Xl, e ,Xn ~ FX

Model: Fxy € F = {N(u, 0?), u € R, 0% > 0}
Odhadovany parametr: ox = varX;
Postup:

42



3 Odhadovani parametrii

Zabyvejme se nejprve rozptylem o%. Jeho nestranny a konsistentni odhad je S2. Z véty 2.8,
cast (i), vime, Ze

(n—-1)S2 2
D) ~ Xn-1-
Ox

Vezmeme tedy Z, = (n — 1)S3/0%, Fz = x%_, ace = x%_,(a), tj. a-kvantil rozdéleni y2 ,
(viz Tabulka 3.2).
Vyjdeme z rovnosti

(n-1)S;
P[Xfl_l(a/Z) << X (1-a/2)|=1-a
X
a postupnymi tpravami dojdeme k
P[—(n _ DS% < o‘§ < —(n _ DS?’ ] =1-
Xo(1-a/2) Xooi(@/2)

Ziskali jsme interval spolehlivosti

(3.4)

(n-18;  (n-1S;
X2 (L—a/2)” x* (a/2)

pro rozptyl o4 s pravdépodobnosti pokryti 1 — a.
Interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku o x ziskdme aplikovdnim odmocniny na
krajni body intervalu pro rozptyl

vn-18§, vn-18§,
V-2 /2

2

viz také Lemma 3.2 (odmocnina je rostouci a spojitd funkce na (0, c0)).

Piiklad (stfedni hodnota normélniho rozdéleni s nezndmym rozptylem). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normélné rozdélena data s nezndmym roz-
ptylem.

Tabulka 3.2: Vybrané hodnoty kvantili XJZC(K) rozdéleni y? s f stupni volnosti.

0,01 0,025 0,05 0,1 0,9 0,95 0,975 0,99

5 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,070 12,833 15,086
10 2,558 3,247 3,940 4,865 15,987 18,307 20,483 23,209
15 5,229 6,262 7,261 8,547 22,307 24,996 27,488 30,578
25 11,524 13,120 14,611 16,473 34,382 37,652 40,646 44,314

100 70,065 74,222 77,929 82,358 118,498 124,342 129,561 135,807
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Tabulka 3.3: Vybrané hodnoty kvantilti #;(x) rozdéleni t s f stupni volnosti.

f 09 0,95 0,975 0,99 0,995

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787

100 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626
oo 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

Data: X1, ..., X, ~ Fx
Model: Fx € ¥ = {N(u, 0?), u € R, 0 > 0}
Odhadovany parametr: 0y = EX; = ux
Postup:
Odhad X, je nestranny a konsistentni pro uy, odhad S2 je nestranny a konsistentni pro

0'§( = var X;. Z véty 2.10 vime, Ze

T, = \/ZX—n — Hx ~ Ip-1.
Sn
Vezmeme tedy T, jako pivotalni ndhodnou veli¢inu, F; je distribu¢ni funkce rozdéleni ¢,
acy = ty-1(a@) (a-kvantil rozdéleni t,_;). Vybrané kvantily t rozdéleni jsou uvedeny v Ta-
bulce 3.3. Jak je vidét, uz pro n — 1 = 25 jsou jen o mélo vétsi nez kvantily normovaného
normaélniho rozdéleni, k nimz konverguji pii poc¢tu stupiiii volnosti rostoucim nade vS§echny
meze. VEt$1 hodnoty t kvantili proti kvantilim normovaného normélniho rozdéleni pou-
zivanym v tvodnim piikladé odrézeji zvysenou variabilitu pivotdlni statistiky zptisobenou
neznalosti skutecného rozptylu.
Vyjdeme z rovnosti

Plta-1(2) < VA~ 1x)/Sn < tamr (1= )] = 1-a

a stejnym postupem jako u normalniho rozdéleni se zndmym rozptylem dojdeme k intervalu

()_( S (1-9), X+ oy (1-%)) (3.5
n \/ﬁn—l 2)s &n \/ﬁn—l 2 > .

ktery ma pravdépodobnost pokryti presné 1 — a.

Priklad (stfedni hodnota libovolného rozdéleni s kone¢nym rozptylem). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu stfedni hodnoty bez prfedpokladu normality dat.

Data: Xl, Ce ,Xn ~ FX

Model: Fxy € F = £2 (v8echna rozdéleni s kone¢nym a nenulovym rozptylem)

Odhadovany parametr: 0x = EX; = uy
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Postup:
Odhad X, je nestranny a konsistentni pro ux, odhad S? je nestranny a konsistentni pro

o2 =varX;. Z véty 2.9 vime, Ze

X, - d
T, = vn = —*X <, Noo, 1).
Sn
Vezmeme tedy T, jako pivotalni statistiku.
Vyjdeme z limitniho vztahu (zdtivodnéného konvergenci v distribuci pivotalni veliciny)

P[u% < VnX, - Ux)/Sy < ul_%] ’H—Oo> 1-a.

Tedy asymptoticky interval spolehlivosti by byl

(Y_iu o Kt 20y ) (3.6)
n \/ﬁ 1-3» n \/ﬁ 1-3 /- .
JelikoZ pro n — oo kvantil t,,_; (o) konverguje k u, (pro libovolné 0 < @ < 1), tak méme, Ze
také interval (3.5), ktery byl pfesnym intervalem spolehlivosti pro ux u vybéru z normalniho
rozdéleni, je zaroven asymptotickym intervalem spolehlivosti pro ux pro data pochéazejici
z jakéhokoli rozdéleni s kone¢nym nenulovym rozptylem.

Vsimnéme si, Ze |t,(@)| > |uql|, tudiz interval (3.5) je delsi nez interval (3.6). Z divodu
opatrnosti se tedy doporucuje pouZivat spiSe interval (3.5).

Priklad (alternativni rozdéleni). Ukazme si nyni jeden moZzny zptisob odvozeni asymptotic-
kého intervalového odhadu pro pravdépodobnost tispéchu v alternativnim rozdéleni. (Né-
kolik dal$ich intervalovych odhadt pro tento problém si ukdZzeme pozdéji.)

Data: Xj, ..., X, ~ Fx
Model: Fx € F = {Alt(p), p € (0, 1)}
Odhadovany parametr: pxy = EX; = P[X; = 1]
Postup:
JelikoZz odhadujeme pravdépodobnost, vyjdeme z empirické relativni cetnosti p,, = X,
kterd je nestrannym a konsistentnim odhadem p (véta 2.3). Z centrdlni limitni véty (tvr-

—~ d
zeni P7.11) vime, Ze vVn (p, — px) —— N(0, px(1 — px)). Tudiz
n—o00

—

p Pn — Px d
Vpx(1—px) "o

Levad strana je nelinearni funkci py, ale miiZzeme si ji zjednodusit. Z konsistence p,, a véty
o0 spojité transformaci (tvrzeni P7.3) vime, Ze

— — P
pn(1 = py) — Vpx(1 - px).

Ze Sluckého véty (tvrzeni P7.6) dostaneme

ﬁn_PX _ VpX(]-_pX)\/ﬁ ﬁn_pX d

\/ﬁn(l - ﬁn) B \/ﬁn(l - ﬁn) \/pX(l - PX) e

N(O, 1).

N(O, 1). (3.7
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Vezmeme tedy Z,, = Vn 22— F, = ®ac, = u, (a-kvantil normovaného normalniho

V ﬁn(l_ﬁn) ’
rozdéleni).

Vyjdeme z limitniho vztahu

P[ < ymPnzPx ] — 1w

R Vﬁn(l_ﬁn)

a postupnymi tpravami dojdeme k

P|:A Vﬁn(l_ﬁn) ﬁn(l_ﬁn)

Pn——————=——Ue <px < Ppp+t

N g NF ul_g] — 1-a.

Ziskali jsme tedy interval

-~ Vﬁn(l_ﬁn)
Pn — \/ﬁ ul—%’

. \m(-p
L+ Pn( > pn)ul_g),

jehoZ pravdépodobnost pokryti konverguje k 1 — @ pro n — oo.

3.5 EMPIRICKE ODHADY A VYBEROVE MOMENTY

Méjme dan ndhodny vybér X;, X», ..., X,, z rozdéleni Fx. UkaZme si, jak 1ze odhadnout né-
které charakteristiky rozdéleni Fx.

3.5.1 EMPIRICKA DISTRIBUCNI FUNKCE

Zabyvejme se nejprve odhadovdnim celé distribu¢ni funkce Fx(x) pro x € R. Pracujeme
s modelem, ktery zahrnuje veskera rozdéleni na R, tj. na distribu¢ni funkci Fx neklademe
vibec Zadné podminky.

Definice 3.6 Funkci fn(x) o % 1 HX; < x} nazyvame empirickd distribucni funkce

nahodného vybéru Xi, Xo, ..., X;,.

Pozndmka. Hodnota F, v bodé x je rovna poétu pozorovani, ktera nepfekrodi u, délenému
celkovym poétem pozorovéni. Funkce F, je neklesajici, zprava spojitd, po ¢astech konstantni,
skdce v pozorovanych hodnotéch veli¢in X;, velikosti skok1 jsou ddny poc¢tem pozorovani
rovnych x délenym celkovym poctem pozorovani. Empirickd distribu¢ni funkce mé v§echny
vlastnosti distribu¢ni funkce diskrétniho rozdéleni.

Pro pevné x je hodnota F, (x) vlastné relativni Getnost jevu [X; < x] spocitand z n pozoro-
vani, pficemz pravdépodobnost tohoto jevu je Fx(x). Z véty 2.3 rovnou dostaneme nejdiile-

vvvvvv

Véta 3.3 (vlastnosti empirické distribu¢ni funkce) Pro libovolné x € R plati:
(i) E F,(x) = Fx(x) (nestrannost), var (F,(x)) = M;

* Angl. empirical distribution function
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3 Odhadovani parametrii

(ii) ﬁn (x) L Fx(x) (bodova konsistence);
n—0oo

(i) Vn [fn(x) — Fx(x)] % N (0, Fx(x)[1 — Fx(x)]) (asymptotickd normalita);
(iv) nF,(x) ~ Bi(n, Fx(x));

Poznamka.
¢ Z bodu (iii) predchozi véty lze odvodit asymptoticky interval spolehlivosti pro Fx(x)
stejné jako v pfipadé parametru alternativniho rozdéleni (viz str. 45).
* Bod (v) se nékdy nazyvé Glivenkova-Cantelliho véta. Nelze jej odvodit z véty 2.3 ani ji-
nych vysledkd, které mame k dispozici. Bude dokdzdn na jedné z pokrocilejsich pred-
nasek z teorie pravdépodobnosti.

3.5.2 EMPIRICKE ODHADY

Z empirické distribu¢ni funkce lze odvodit odhady mnoha zdkladnich charakteristik rozdé-
leni Fy. Necht 0y = t(Fx) je hledany parametr. Umime-li jej spocitat ze skute¢né distribuéni
funkce Fx, miizeme jej stejnym zptisobem spoditat i z empirické distribu¢ni funkce F,. Do-
staneme tak odhad 6, el t(F,). Témto odhadtim fikdime empirické odhady. Uvidime, Ze
v fadé pripadd maji empirické odhady rozumné vlastnosti.

UkaZzme si tento postup nejprve na prikladé empirického odhadu stfedni hodnoty. Mame

EX,-:f x dFx (x).

(%)

Empiricky odhad stfedni hodnoty ziskdme dosazenim F,, na misto nezndmé funkce Fx. Do-
staneme

ooxdl?,,(x): 1{X; <x xd1{X; < x} X;,
[ [ xall prmsn) =330 -3

o0

kde jsme vyuZili toho, Ze G(x) = 1{X; < x} je pro pevné X; vlastné distribu¢ni funkci kon-
stanty nabyvajici hodnoty X; s pravdépodobnosti 1. Dosli jsme tedy k tomu, Ze empirickym
odhadem stfedni hodnoty je aritmeticky primér, o némz jiz vime, Ze je nestranny a konsis-
tentni.

3.5.3 EMPIRICKE ODHADY MOMENTU

Necht Xj, Xa, . . ., X, je ndhodny vybér z rozdé€leni Fx a h je méfitelnd redlna funkce takova,
ze E |h(X;)| < co0. D4 se snadno ovéfit, Ze empirickym odhadem parametru E 7(X;) je primér
naméfenych hodnot h(X;), tj. n™' 3| h(X;). Tento odhad je nestranny a konsistentni.
Odvodme si empiricky odhad rozptylu o% = EX? — (E X;)*. Vime, Ze empirickym odha-
dem E X; je X, a empirickym odhadem E X? je n™! 3", X?. Empiricky odhad rozptylu tedy

je
~2 § 2 E
O-Vl - — 2. Xl — X}’L - — 2. (Xl —
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Poznamka. Plati S5 = .07, Pro velkd n je rozdil mezi 0% a S5 maly, nebot s pomoci
vety 2.6(i)
_ Sz p
0i-82=-2 —50.
n n—oo

Jak plyne z véty 2.6, vyb&rovy rozptyl S je nestranny a konsistentni odhad o2 . Empiricky od-

had rozptylu 2 je konsistentni, ale neni nestranny. Na druhou stranu z pifkladu na strané 34
vime, ze MSE(G2) < MSE(S2).

v,

Podobné miizeme odvodit empirické odhady pro momenty vyssich radt. Empirické od-
hady necentrdlnich momentii u;. = EXi’C jsou

1 n
— k
l’lllc = ; ZXl .
i=1
Empirické odhady centrdlnich momentii yu = E (X; - E X;)¥ jsou
1 n
ik =~ ;(Xi - Xk,

Empirické necentrdlni momenty jsou evidentné nestranné a konsistentni. Empirické cen-
tralni momenty jsou konsistentni, nikoli v§ak obecné nestranné.
Empiricky odhad Sikmosti je

B
IS
empiricky odhad Spicatosti je
= _ M4
4 — =7
Cpr

Oba jsou konsistentni (z véty o spojité transformaci, tvrz. P7.3).

Cvi¢eni. Dokazte, Ze pokud E | X;|*

Ndvod: I k
= 330 (= 3 1)

i=1 j=0 j=0

. P
< oo, pak i — 0 Mk

S|~
2
=
N—
~
|
|
S
p—
=
4

3.5.4 EMPIRICKY ODHAD KVANTILU

s w2z

Necht «a je pfedem dané cislo z intervalu (0, 1). Kvantilova funkce rozdéleni Fx je definovana
jako Fy!'(a) = inf {x : Fx(x) > a}; a-kvantilem rozdéleni Fy rozumime ¢islo uy () = Fy'(a).
Pro a-kvantil plati

}li{%FX(uX(a) —h)<a a Fx(ux(a))=>a.

Jako empiricky odhad pouzijeme hodnotu a-kvantilu empirické distribu¢ni funkce, tedy
F. Y(a) =inf {x : Fy(x) > a}.
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Definice 3.7 (Vybérovy kvantil) Pro a € (0, 1) definujeme empiricky (vybérovy) a-kvantil
jako i, (a) = F, ().

Poznamka.

* VSimnéme si, Ze u, (@) = X,), kde k, = an, pokud an je celé ¢islo, a k, = [an] + 1
pokud an neni celé cislo. Jelikoz nepredpokladdme spojitost rozdéleni, tak poradkové
statistice X, je tfeba rozumét ve smyslu pozndmky na strané 29.

 Pro a = 0.5 dostaneme vybérovy medidn': m, = X(n1) pro n liché a m, = Xz pro n
sudé.

¢ Vybérovy a-kvantil spliiuje nerovnosti

lim F,(G,(@) —h) <a a F(i,(@)) > a,
h\0

tj. alespoii na pozorovani je mensi nebo rovno u,(«) a zaroven pro vSechna h > 0 je
alesponi n(1 — a) pozorovéni vétsi nebo rovno u, () — h.

¢ Existuje mnoho riznych definic vybérového a-kvantilu (zpravidla jako néjaké linedrni
interpolace mezi body X, -1y, X(x,) @ X(x,+1)). Napf. pro sudé n se vybérovy medidn
¢asto definuje jako

—~

Xy + X3+

My =
2
z Ll . . I b4 I . . v v z . . . v 7 Z Zde konél’
Nésledujici lemma charakterizuje vybérovy kvantil jako feSeni minimaliza¢niho problému predn. 9
(srovnej s Lemmatem 2.1). (31.10.)

Lemma 3.4 Necht a € (0, 1). Pro vybérovy a-kvantil &, (o) plati

n

Up(@) = argmin ) 0q(X; - ¢),
ceR 43

kde 0o (u) = aul{u >0} + (1 — a)(—u)T{u < 0}.

Vsimnéme si, Ze pro @ = 1 dostavdme 1/2(u) = %|ul. Jelikoz konstanta 1 je pro optimali-
zacni tlohu nepodstatn4, tak pro vybérovy medidn plati

n
my, = argminz |X; —c|,
ceR 73

tj. m, minimalizuje soucet absolutnich odchylek.

Poznamka. Minimalizacni problém z ¢asti (ii) 1ze psét jako tlohu linedrniho programovani
ve tvaru
arglglelu{{l[—(l —a) Z X;—o)+a Z (X; — c)].
i:Xj<c i:X;>c
Zavedeme-li znaceni U; = (X; — ¢)1(X; > ¢), Vi = =(X; —c)1(X; < ¢), U = (Uy,...,Up)T,
V=W,..VvLX=(X,...,X,)", miZeme problém piepsat jako tilohu linedrniho pro-
gramovani ve (2n + 1)-dimensiondlnim prostoru

inallU+(1-a)1'V
Jip ety (ot

" Angl. empirical quantile, sample quantile 1 Angl. sample median
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pfi omezenich

cl,+U-V=X, U=>0, V>0
Tento minimaliza¢ni problém samoziejmé nemusi mit prave jedno feSeni. Minima miiZe byt
dosazeno na celém intervalu hodnot.

Vlastnosti vybérového kvantilu budeme dokazovat pouze pro spojita rozdéleni s ostfe ros-
touci distribu¢ni funkci Fx a hustotou fx.

Véta 3.5 Necht a € (0, 1). Necht Xi, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni, kterd ma distri-
bucni funkci Fx spojitou a rostouci na néjakém okoli bodu ux (@).

(i) Potom @i, () —— ux (a).

(ii) Pokud navic e;izglje hustota fx, ktera je spojitd a nenulova v bodé ux (a), pak
a(l-a)

R d
V[, (a) - ux(a)] o N(0.V(a)), kde V()= m.

Diikaz. Cast (i): Necht & > 0. Potfebujeme ukéazat, ze

P(liin(@) — ux(a)| > £) — 0.
K tomu ndm staci ukézat, Ze
P(un(a) < ux(a) —¢) — 0 azéaroven P(u,(a)> ux(a)+e) — 0.
Pocitejme tedy
P(un(@) < ux(a) —€) = P(Xwk,) < ux(a) —¢)
=P( X1, 1{X < ux(@) - &} > k)
< P(I?n (ux(a) — &) — Fx(ux(a) —¢) = % — Fx (ux(a) - 8)) (3.8)
Z véty 3.3 nyni plyne, Ze
F, (ux(a) — &) — Fx(ux(a) — &) 7;—(: 0, (3.9
a zaroven z predpokladi dokazované véty
L — Py (ux (@) - &) —— @~ Fx(ux(a) — &) > 0. (3.10)

Kombinaci (3.9) a (3.10) pak dostdvame, Ze prava strana rovnosti (3.8) konverguje k nule, tu-
diz jsme dokazali, ze P (u, (@) < ux(a) —&) —— 0.
n—oo

Podobné se ukaze, ze P (i, (@) > ux(a) + ) — 0.
Cast (ii):" Podobné jako v ¢4sti (i) pocitejme
P(Valin(@) - ux(@)] < x) = P(in(@) < ux(@) + 3=)

= P(fn(ux(a) + \/iﬁ) - Fy (ux(a) + \/iﬁ) > %" - Fx (ux(a) + \/Lﬁ))

* Tato ¢ast ditkazu nebyla déldna na predndsce.
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3 Odhadovani parametrii

kde
, Vi [Fy, (ux () + )~ Ex(ux (@) + =) |
" Va(l —a)
a
o Vil — Fy (ux(a) - )]
" Va(l —a) .
Z centralni limitni véty pro trojuhelnikova schéma (napt. Véta 4.9 , )
d

pak plyne, ze Z, —— Z, kde Z ~ N(0, 1). Ddle z predpokladti véty dostdvame x,, ——

n—oo n—oo
%. Tedy celkem mame

~ —x fy (ux (@) \ _ % fy (ux (@)
P(\/ﬁ[un(a’) - uX(a)] < x) _rz——>_o;> P(Z > W) = P(Z < W),

coz spolecné s definici konvergence v distribuci implikuje tvrzeni véty. O

Asymptoticky rozptyl V (a) vybérového kvantilu se Spatné odhaduje, protoZe nemame k dis-
posici univerzalné pouzitelny a spolehlivy odhad hustoty. Za pfedpokladu, Ze Fx je spojita
v ux (@) lze ke konstrukci intervalu spolehlivosti vyuzit pofddkové statistiky.
Napt. oboustranny interval spolehlivosti pro ux («) s pravdépodobnosti pokryti 1 — 8 hle-
ddme ve tvaru (X, ), X(k,))- Pro urceni ¢isel k;, a ky si vSimnéme, Ze
n

ux (@) = P(Z 1X; < ux(e)} <k, —1) = P(Bi(n, @) < ky - 1),
i=1
n

ux(@) = P( D" X < ux(@)} > ky) = P(Bi(n, @) > ky).

i=1

P(Xko)

v

IA

P(Xky)

Tedy cisla k; a ky mGZeme urc¢it pomoci binomického rozdéleni jako nejvyssi a nejmensi
mozné prirozené Cislo takové, aby
P(Bi(n,a) <k -1) <4,  P(Bi(n,e) 2 ky) < 5.

V pfipadé, Ze nemdme moZznost pracovat pfimo s binomickym rozdélenim, tak miizeme
vyuZzit normdlni aproximaci binomického rozdéleni. V tomto piipadé je dobré si povsim-
nout, ze

P(Bi(n, @) < k. - 1) =P(Bi(n, @) < k) a P(Bi(n.a) > ky) = P(Bi(n. @) > ky - 1).
Proto jako ,kompromis“ pred normdlni aproximaci vychazime z rovnosti
P(Xwy) 2 ux(@)) =P(Bi(n.@) <k -3).  P(Xu, < ux(@) = P(Bi(n,a) > ky - })

ze kterych odvodime pfribliZzné vzorce
ki = [% +ne—u;_p Vna(l — a)J, ky = [% +ne+u_p Vna(l - a)].
2 2

,Kompromis“ popsany vyse se zpravidla nazyva oprava na spojitost . Tato ,oprava“ viak
nespociva v tom, Ze bychom néco délali spojitym, ale je to jistd opatrnost v piipadé, Ze dis-
krétni rozdéleni (v tomto pfipadé binomické) aproximuje spojitym rozdélenim (v tomto pri-
padé normdalnim).

* Angl. continuity correction
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3 Odhadovani parametrii

Poznamka. Mize se stat, Ze pro malé rozsahy vybért n s a blizké nule nebo jedné je jedna

s pravdépodobnosti P(Bi(n, @) = 0) > gresp. P(Bi(n,a) = n) > g V takovém piipadé

volime za dolni (resp. horni) mez intervalu spolehlivosti —co (resp. +o0).

Cviceni. UkaZte, Ze pokud bychom vynechali pfedpoklad spojitosti distribu¢ni funkce v od-
hadovaném kvantilu ux («), tak uzavieny interval (X(x, ), X(x,)) bude mit (pro dostatec¢né velké
n) pravdépodobnost pokryti alespori 1 — S5.

3.5.5 EMPIRICKE ODHADY PRO NAHODNE VEKTORY

Empirické odhady prvnich dvou momentti miZzeme snadno rozsifit na ndhodné vektory.

Necht X3, ..., X, je ndhodny vybér nezavislych k-rozmérnych ndhodnych vektord s roz-
délenim Fy. Jednotlivé slozky vektoru X; budeme znacit X;;,i = 1,...,n,j=1,..., k. Dale
oznacme

uw=EX;, > =var X;.

Empirickym odhadem p je zfejmé vektor empirickych odhadt jeho jednotlivych slozek,
¢ili k-rozmérny vybérovy pramér

X, = %Z X;.
i=1

Empiricky odhad rozptylové matice £ bychom dostali z vyjadieni
T=E(X;-EX)(X;-EX)T =EX; X - (EX)(EX)T =EX® - (EX;)®*

a nahrazenim stfednich hodnot jejich empirickymi odhady (tj. primeéry) bychom dostali

< 1Y —e2 1 ¢ — — T
S, = ZZXFZ—X,I = ;Z (Xi - X)) (Xi - X"
i=1 i=1
VEtSinou se vSak pracuje s tzv. vybérovou rozptylovou matici, ktera se definuje jako vice-
rozmérnou obdoba vybérového rozptylu S2:

n

Z (Xi _Xn)(Xi _Xn)-r-

i=1

1
n-1

S2 =

n

Poznamka.

* S2 m4 na diagondle vybérové rozptyly jednotlivych slozek, tj.
1 n
2 _ X )2
§f=— ;ZI(X” X2,

proj=1,....k kdeX; =1 3" X;;.

* Angl. sample covariation matrix
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3 Odhadovani parametrii

e Prvek (j, m) matice S2 je ddn vyrazem

1 < — —
Sim = m— ;(Xij = X)) Xim — Xm)
proj=1,...,kam=1,...,k, j # m. Tato ndhodna veli¢ina odhaduje kovarianci

cov (X;j, Xjm) mezi j-tou a m-tou slozkou X;. Rikédme ji vybérovd kovariance.
* 52 je positivné semidefinitni a plati
2 nos no 1 ®2 02
S2 = S, = (=Y x2-X, ).

-1 n
n i3

Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze jak X ,, tak S2 jsou nestranné a konsistentni odhady.

Tvrzeni 3.6

— — P
@@ Je-li E |X,-j) <ooprovSechnaj=1,...,mpakEX,=pa X, — pu.

n—oo

P
(ii) Je-livarX;; < coprovSechnaj=1,...,m,pakES2=%XaS? — X.

n—oo
Diikaz. Cést (i): Plyne pfimo z véty 2.2 aplikované po slozkach.

Cast (ii): Konsistence S? se ukaze analogicky jako u S2 (viz véta 2.6(i)).
Nestrannost Ize dokézat napft. nédsledujicim zptisobem:

n [1< 1< 82
ES? = - EX@Z-E(— X-)

n n
__n o2 _ 1 T
n_l(EXl. - ZEX,-X].)
i=1 j=1
n 1 n 1 n n
= (E XP?P-—= Y EXP-— EX,X].T)
n-1 i=1 L
1 -1
== [Exe2(1- ) -2 (Ex)®?| =3
n—-1 ! n n

Vzpomerime si na definici korelacniho koeficientu mezi veli¢inami X;; a X;,:

cov (Xij, Xim)
yvar X;; varX,-m'

Je logické zavést vybérovy korelacni koeficient jakozZto empiricky odhad tohoto parametru
vznikly z empirickych odhadi jeho jednotlivych komponent.

o(Xij, Xim) =
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3 Odhadovani parametrii

Definice 3.8 Vybérovy korelacni koeficient @m velicinX;;a Xy, j=1,....,kam=1,...,k,
j # m, definujeme jako

Sjim Y (X = X)) (Xim — X m)

SiS, — —
Jem \/Z?:1(Xij—Xj)2 L Xim — X m)?

Ojm =

Poznamka.
e —1 < 9j;m < 1 (viz Cauchyho-Schwarzova nerovnost).
* 0jm = 1 (resp. —1) pravé kdyz existuji konstanty a € R a b > 0 (resp. b < 0) takové, Ze
Xij = a+ bX;y provsechnai=1,...,n.
* 0jm je konsistentni odhad korela¢niho koeficientu o(X;;, X;») [véta o spojité transfor-
maci], ale neni nestranny.

(54 rd ~% ~% - P
Cviceni. Dokazte, Ze 0, —— 0(Xij, Xim)-
n—oo
Zde konci

predn. 10
(2.11.)

* Angl. sample correlation coefficient
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4 PRINCIPY TESTOVANI HYPOTEZ

4.1 ZAKLADN{ POJMY A DEFINICE

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér nezévislych k-rozmérnych nahodnych vektort s rozdé-
lenim Fx € ¥, kde ¥ je model. Necht 8 = t(F) € R je charakteristika rozdéleni, ktera nas
zajima (parametr), necht ® = {t(F),F € ¥} C R? oznacuje véechny mozné hodnoty pa-
rametru v modelu ¥ (nazyva se parametricky prostor’). Ozna¢me skute¢ny parametr jako
0x = t(Fx). Ozna¢me celd napozorovand data symbolem X = (X4, ..., X,,).

Priklady. Nové zavddéné pojmy a tvrzeni budeme v celé této kapitole objastiovat na nésle-
dujicich prikladech.

A. Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(0x, 03), kde o3 > 0 je znamo. Mdme
tedy model
F4={N@®,03), 6 € R}.
B. Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(6x, 0')2(), kde 0')2( neni zndmo. Pracujeme
s modelem

FB=(N@®,0?), 6eR, 0>>0}>F

C. Necht Xi, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx s kone¢nym a nenulovym rozptylem.
Pracujeme s neparametrickym modelem

FC=Li>FPoFA

Testovanym parametrem bude stfedni hodnota 6 = f x dF (x), jeho skute¢na hodnota je
0x = E X;, dimenze d parametru 6 je 1. Parametricky prostor je ® = R.

Zvolme si nyni dvé neprazdné disjunktni podmnoziny ©, které oznacime ®, a ©,. Rek-
néme, Ze nds nyni nezajim4 konkrétni hodnota parametru Oy, ale chceme pouze odpovédét
na otazku, zdali 8y € ®y nebo Oy € 0;.

Definice 4.1 (Hypotéza a alternativa)
» MnoZinu ©y nazyvame [nulové] hypotéza', mnozinu ©, nazyvame alternativa’ (nebo
také alternativni hypotéza).

¢ Oznacme Fy & {F € ¥ : t(F) € Qp}, tj. vSechna rozdéleni v modelu ¥, jejichz para-
metry spliiuji hypotézu. Jestlize Fy = {Fo} (tj. v modelu existuje pravé jedno rozdéleni,

které hypotézu spliiuje), hypotézu nazyvame jednoduchou®, jinak sloZenou®.

* Angl. parameter space ' Angl. null hypothesis ¥ Angl. alternative hypothesis S Angl. simple null
hypothesis 9 Angl. composite null hypothesis
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4 Principy testovdni hypotéz

e Oznacme 7, el {F € F : t(F) € ©1}, tj. vSechna rozdéleni v modelu ¥, jejichz parame-

try spliiuji alternativu. Jestlize 7 = {F;} (tj. v modelu existuje pravé jedno rozde€leni,
které alternativu spliiuje), alternativu nazyvame jednoduchou’, jinak sloZenou'.

Poznamka.
* Hypotézu oznacujeme obvykle symbolem Hj, alternativu symbolem H;. Mluvime o tes-
tovdni hypotézy Hy : Ox € Q¢ proti alternativé H; : Ox € 0.
¢ Jednoduchou hypotézu tedy dostaneme, pokud ®y = {6y} je jednobodova mnoZzina a
zaroven existuje pravé jedno rozdéleni Fy € 7 takové, Ze ¢ (Fy) = 6.
¢ Jednoduchou alternativu tedy dostaneme, pokud ®; = {6} je jednobodovd mnozina
a zéroven existuje pravé jedno rozdéleni F, € ¥ takové, Ze ¢ (F;) = 0.

VétSinou bereme ©; = O a 1 = 7. Pokud tomu tak neni, tj. @ U®; ¢ O, tak si mizeme
model ztiZit na F° = {F € ¥ : t(F) € ©y U ®,}. Predpokladat, Ze ©; = Qp a1 = F tedy
neni na Gjmu obecnosti.

Volba hypotéz pro jednorozmérny parametr 6
* Nejobvyklejsi volba hypotézy je ®y = {6y} pro néjaké predem zvolené 6, € R, tj. tes-
tujeme Hy : 6x = 6. Za alternativu volime ©; = @, tj. Hy : 6x # 6. Vyslednou
proceduru pak nazyvame oboustranny test', respektive test proti oboustranné alter-
native.
¢ Jind mozZnost je volit @y = (—o0, 6p), tj. testovat Hy : Ox < 6y proti H; : 6x > 0,
pripadné ®y = (6o, =), tj. testovat Hy : 6x > 6y proti H; : 6x < 6y. Tyto testy nazyvdme
jednostranné testy®, respektive testy proti jednostranné alternativé. Vsimnéte si, Ze
krajni hodnota 6 je pokazdé zahrnuta v nulové hypotéze.
Volba hypotézy je ddna podstatou praktického problému, ktery feSime. V nékterych pripa-
dech volime hypotézu znac¢né odlisné od tii zminénych mozZnosti. V této pfednésce se vsak

budeme zabyvat pouze vy$e zminénymi oboustrannymi a jednostrannymi testy.

Priklady. UvaZujme oboustranny test parametru 6§ = ¢(F) = f xdF(x) € R. Testujeme
hypotézu H, : 0x = 0y proti alternativé H; : 6x # 6.

A. Model ¥4 = {N(0, 03), 6 € R}. V tomto modelu je Fo = {N(6, 0'3)}, jedna se tedy o test
jednoduché hypotézy. Alternativa je slozend, 71 = {N(6, 05), 0 € R\ {6o}}.

B. Model #8 = {N(9,0?), 6 € R, 0 > 0}. V tomto modelu je hypotéza slozend, 7, =
IN(8g, 0?), o? > 0}, alternativa je také slozend, 71 = {N(0, 02), 6 € R\ {6y}, o2 > 0}.

C. Model F¢ = £2.V tomto modelu je hypotéza slozend, Fo = {F € L2 : t(F) = 6o},
alternativa je také slozend, F; = {F € L2 : t(F) # 6y).

Na zdkladé ndhodného vybéru X, ..., X, chceme rozhodnout, zda Hy plati nebo nikoli.
Pouzijeme k tomu néjakou vhodné zvolenou funkci dat S(X), které fikdme testovd statis-
tika", amnozinu C, které fikdme kriticky oborl. Testové statistika je obvykle jednorozmérn;
kriticky obor je pak néjakd podmnoZina R. Rozhodujeme se podle toho, jestli testova statis-
tika padne do kritického oboru, ¢i nikoli.

* Angl. simple alternative 1 Angl. composite alternative ¥ Angl. two-sided test S Angl. one-sided tests
9 Angl. test statistic I Angl. critical region
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4 Principy testovdni hypotéz

e Pokud S(X) € C, uCinime zavér, Ze zamitdme hypotézu Hy, ve prospéch alternativy
H;.

e Pokud S(X) ¢ C, uCinime zavér, ze hypotézu Hy nemiiZzeme zamitnout ve prospéch
alternativy H;.

Poznamka. Neékteii autofi definuji kriticky obor jako podmnoZinu vybérového prostoru, tj.
v nasem znaceni jako S~ (C). Zamitaji pak hypotézu Hy, pokud X € S7}(C).

Definice 4.2 (Test) Statisticky test je definovdn pomoci testové statistiky S(X), kritického
oboru C avyse uvedeného pravidla pro zamitani hypotézy. Dva testy (S(X), C) a (S*(X), C*)
nazveme ekvivalentni pravé kdyz S(X) € C & S§*(X) € C* skoro jisté, tj. oba testy vydavaji
s pravdépodobnosti 1 totéZ rozhodnuti.

4.2 HLADINA A SiLA TESTU

Pri testovani hypotéz mohou nastat Ctyfi situace v zdvislosti na tom, zdali hypotéza ve sku-
te¢nosti plati a zdali ji test zamitne.
¢ Hypotéza plati, test ji nezamitne, tj. 0 € Oy a S(X) ¢ C.V tomto pripadé test rozhodl
spravné.
¢ Hypotéza plati, test ji zamitne, tj. @ € @y a S(X) € C. V tomto pripadé test rozhodl
nespravne.
¢ Hypotéza neplati, test ji nezamitne, tj. 0 ¢ 0 a S(X) ¢ C.V tomto pripadé test
rozhodl nespravné.
* Hypotéza neplati, test ji zamitne, tj. 0 ¢ ©p a S(X) € C.V tomto pripadé test rozhodl
spravne.

Definice 4.3 (Chyba I. a II. druhu)
(i) Jestlize test zamitl platnou hypotézu, fikdme, Ze nastala chyba I. druhu’ .
(i) JestliZe test nezamitl neplatnou hypotézu, fikdme, Ze nastala chyba II. druhu'.

Chybam I. a II. druhu se obecné nelze vyhnout. Klasicky statisticky pfistup k testovani
hypotéz spociva v tom, Ze kontrolujeme pravdépodobnost chyby I. druhu. Co se tyké chyby
I1. druhu, tak idedlni by bylo vybrat takovy test, ktery minimalizuje pravdépodobnost chyby
II. druhu. JelikoZ v8ak pravdépodobnost chyby II. druhu zévisi na zvolené alternativé, tak
takovéto idedlni testy existuji pouze v pripadech, kdy alternativa neni pfili$ velka.

4.2.1 HLADINA TESTU

Pro F € ¥ si oznac¢me
Pr[S(X) € B] = f 1{S(x) € B} dF(xy) - - - dF (x,).

V pripadé, Zze vmodelu ¥ je jednoznacny vztah mezi parametrem 6 € ® arozdélenim F € 7
pak mtzeme psat

Po[S(X) € B] = f 1{S(x) € B} dF(x1) - - - dF (xy), (4.1)

* Angl. type I error t Angl. type II error
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4 Principy testovdni hypotéz

kde F je rozdéleni spliujici t(F) = 6.
Vsimnéme si, Ze (4.1) mtzeme také psat v pripadé, kdyz rozdéleni nahodné veliciny S(X)
je stejné, at jiz zvolime jakékoliv F, které splnuje, ze t(F) = 6.

Definice 4.4 (Hladina testu) Necht a € (0, 1) je pfedem stanovené Cislo.
(i) Jestlize kriticky obor C spliiuje podminku

sup Pr[S(X) €C] = a,
FeFy

fikdme, Ze test (S(X), C) méa hladinu vyznamnosti’ pfesné a.
(ii) JestliZe kriticky obor C spliiuje podminku

sup lim Pr[S(X) € C] = «,

FE% n—oo

pak fikame, Ze test (S(X), C) md hladinu « asymptoticky.

Poznamka.

e Je-li mnozina ¥ = {F} jednobodov4, pak mtizeme presnou hladinu testu psat jedno-

duseji
a = Pgo [S(X) € C] , kde 0y = t(Fy).

¢ Zhruba feceno, hladina testu je pravdépodobnost chyby prvniho druhu, to jest pravdeé-
podobnost zamitnuti platné hypotézy. Pokud hypotéza zahrnuje vice neZ jednu hod-
notu parametru, pak jde o nejhorsi moznou pravdépodobnost chyby prvniho druhu.

e Test, ktery pozadované hladiny @ dosahuje pfesné, budeme nazyvat presny test. Test,
ktery poZzadované hladiny @ dosahuje jen asymptoticky, budeme nazyvat asympto-
ticky test.

¢ Neékteti autofi od asymptotického testu pozaduji splnéni podminky

sup Pr[S(X) eC] - a pron — .
Fe%y

Tato podminka by vSak vyloucila, abychom napt. ¢-test (viz strana 77) nazyvali asympto-

P _r2
tickym testem pro ¥ = L.

Klasicky pristup k testovani hypotéz miizeme shrnout takto:
1. Pfedem stanovime poZadovanou hladinu testu «, kterou ma test dosahnout bud piesné
nebo asymptoticky.
2. Najdeme vhodnou testovou statistiku S(X).
3. Kriticky obor C = C(a) zvolime v zavislosti na « tak, aby hladina testu (pfesnd nebo

asymptotickd) byla pravé a a ptitom pravdépodobnost chyby II. druhu byla co nejmensi.

Poznamka.
¢ Hladina testu se voli mal4, v praxi se obvykle bere a = 0,05.

* Angl. significance level
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4 Principy testovdni hypotéz

e MA-li testovd statistika S(X) diskrétni rozdéleni, pak neni moZzné dosdhnout zcela li-
bovolné hladiny «. V pripadé, Ze predepsand hladina « je nedosaZitelnd, tak se spo-
kojujeme s hladinou o’ < «, kterd je nejblize k ptivodné poZzadovanému «. To ndm
zaruci, ze pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy nemiize byt vétsi nez zvolena
tolerance a.

Terminologie.
¢ Testu, jehoz skute¢nd hladina je mens3i neZ poZzadované «, se rika test konservativni.
Testu, jehoZ skute¢nd hladina je vét3i neZ pozadované «, se tika antikonservativni.

4.2.2 SiLA TESTU

Definice 4.5 (Silofunkce a sila testu) Funkce
B(F) = Pr[S(X) € C]

zobrazujici ¥ do (0, 1) se nazyva silofunkce testu.
Pokud F € 7, pak ¢islo B(F) se nazyva sila” testu proti alternativé F.

Poznamka.

e Sila testu je pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy pri dané konkrétni al-
ternativé F. Sila zavisi na alternativé, pro niZ ji vyhodnocujeme. Sila je rovna dopliiku
pravdépodobnosti chyby II. druhu do jednicky. Sila testu nema netrividlni dolni hra-
nici; o pravdépodobnosti chyby II. druhu nemiizeme predpoklddat, Ze je mala.

* Ma-li test pfesnou, resp. asymptotickou hladinu «, pak musi platit supg. 4 B(F) = @,
resp. SUppcg lim, o B(F) = a.

¢ Pokud existuje jednoznac¢ny vztah mezi @ € ® a F € ¥ pak se zpravidla silofunkce
definuje jako zobrazeni parametrického prostoru ® do (0, 1) dané predpisem

B(6) =Py[S(X) € C].

Pozndmka (Interpretace vysledku testu).

e Skonci-li test zamitnutim hypotézy Hy, znamena to, Ze rozdéleni dat neodpovidé roz-
déleni, jaké by data méla za platnosti hypotézy. Pravdépodobnost chybného zamitnuti
v pfipadé, Ze hypotéza plati, je omezena shora hladinou «, kterd je mala. Hypotézu Hy
vyvracime, prokdzali jsme platnost alternativy Hj.

e Skonci-li test tim, Ze hypotézu Hy nemiuiZeme zamitnout, znamena to, ze rozdéleni
dat neni dostatecné odlisné od rozdéleni, jaké by data méla za platnosti hypotézy.
Proto nemiizeme usoudit, Ze hypotéza Hy plati a alternativa neplati. Pravdépodobnost
chybného rozhodnuti v ptipadé, ze hypotéza neplati, mze byt znacné velkd. Tento
vysledek tedy neznamené potvrzeni platnosti hypotézy.

e Hypotéza Hy a alternativa H,; pfi testovani nevystupuji symetricky. Hypotézu mtZzeme
vyvrdtit ve prospéch alternativy, ale nemiizeme ji potvrdit nebo prokazat.

Abychom mohli stanovit kriticky obor C(«), ktery dodrZuje poZadovanou hladinu ¢, mu-
sime byt schopni spocitat presné nebo asymptotické rozd€leni testové statistiky za platnosti
hypotézy, a to nesmi zdviset na nezndmych charakteristikdch rozdéleni Fx. Testovou statis-
tiku S(X) tedy volime tak, aby

* Angl. power
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4 Principy testovdni hypotéz

(i) jeji rozdéleni bylo citlivé na hodnotu testovaného parametru 6;
(ii) za platnosti Hy jeji rozdéleni (alespon asymptoticky) nezdviselo na nezndmych para-
metrech a bylo zndmo (alespon asymptoticky).

Madame-li testovou statistiku, kriticky obor C(a) volime tak, aby
(i) byla dodrzena pozadovand hladina testu «;
(ii) v kritickém oboru byly zahrnuty ty hodnoty testové statistiky, které jsou za platnosti
hypotézy méné pravdépodobné nez za platnosti alternativy.

Kriticky obor C (@) m4 ve vétsiné pripadl jeden z néasledujicich tvart:
¢ (cy(a), =), tj. zamitame pro pfili§ velké hodnoty testové statistiky S(X);
¢ (= o0, cr(@)), tj. zamitame pro piilis§ malé hodnoty testové statistiky S(X);

e (—oo,cr(@)) VU (cy(@), ), tj. zamitdme jak pro piili§ malé tak pro piilis velké hodnoty
testové statistiky S(X);

e (—o0,—cy(a)) U (cy(a), ), tj. zamitame pro pfili§ velké hodnoty |S(X)|.

Konstanty ¢z (@) a cy (@), které urcuji hranice kritického oboru, nazyvame kritické hodnoty’.

Priklad (Al). OBOUSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY NORMALN{HO ROZDELENI SE ZNAMYM
ROZPTYLEM.

Méme néhodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x, 03) € F4 = {N(6, 03), 6 € R}.
Testujeme Hy : 0x = 6y proti H; : Ox # 6.

Testovou statistiku zaloZime na bodovém odhadu parametru 0y, tj. priméru. Vime, Ze

X, — 6o
g0

U, =+n
ma za platnosti hypotézy H, rozdéleni N(0, 1). Jestlize hypotéza neplati, tj. 6x — 6y = 6 # 0,
pak

)_(n_GX'i'GX_QO Yn—GX 0
U,=+Vn = vVn + Vn—
w=Vn - Vn - \/_00

ma rozdéleni N(v,, 1), kde v,, = v/né/oy. Je-li porusena hypotéza, pak se rozdéleni testové
statistiky posouva pry¢ od nuly, a to tim ddle, ¢im vétsi je n a |0x — 6y|. Hodnoty testové
statistiky, které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar (—oo, c;(@)) U (cy (@), 00). Kritické hodnoty c; (@) a cy(a) ur-

¢ime tak, aby Py (U, € (=0, cz(@))] = Py, (U, € (cy(a), )] = a/2. To zaruci, Ze hladina
testu je presné rovna «. Odtud mame diky symetrii hustoty cy (@) = —cr(@) = ui_q/2. Test
tedy funguje takto
L. ))_(n - 90|
zamitmi Hy : 0x =0y < |Uy|= Vn——— > u1_a2,
g0

tj. zamitdme hypotézu, pokud se X, lisi od hypotetické hodnoty 6y o vice nez ui_,2070/ \n.
Za kvantil u;_,/» dosazujeme 1,96 pro a = 0,05 a 1,645 pro a = 0,1. Kriticky obor a hustoty
testové statistiky za hypotézy a za alternativy jsou zobrazeny na obréazku 4.1.

* Angl. critical values
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4 Principy testovdni hypotéz

Spocitejme nyni silofunkci tohoto testu. Vezméme néjaké 6 takové, ze 6 — 6y = 6 # 0.
Pokud 0 je skutecny parametr, pak rozdéleni U, je N(v,, 1) a rozdéleni U, — v, je N(0, 1).
Dostaneme tedy

B(O) = PolUy, € C(@)] = Py[Up < —t1-ap2] + Po[Up > ur-qj2] =
= PQ[Un —Vn < —Ul—q/2 — Vn] + Py [Un —Vp > Ul—q/2 — Vn] =
= q)(_ul—a/Z —vp) +1- q)(ul—a/z = Vn).
Protoze ®(-x) = 1 — ®(x), tento vysledek miizeme prepsat do tvaru
BO) = O(—ui—q2 — |Vul) + 1 = O(U1-¢/2 — |Val). 4.2)

Pro 6 = 0, dostaneme v, = 0, a tedy 8(6y) = a. Pribéh silofunkce tohoto testu je zakreslen
na obrazku 4.2.

Necht 6 je nenulové. Pak |v,| roste do nekonecna s rostoucim n a ukazuje se, ze od ur-
¢itého n je ®(—uj—qj2 — |vul) ve srovndni s ®(u;_/2 — |v,|) zanedbatelné. Silofunkci tedy
miiZeme aproximovat vyrazem

o
BO) ~ 1= (oo~ Vi U) 43)

(1]

Odtud miizeme snadno spocitat, kolik pozorovani je potieba, aby test dosahl sily alespon S
(naprtiklad 0,95). Pozadovany rozsah vybéru je

2 2
2% 2%
n 2z (Ui—q/2 = U1-p) 52 (U1—a/2 + up) 52 (4.9)

Poznamka. Jak jsme vidéli v pfedchozim prikladé, sila testu zavisi na

Obréazek 4.1: Hustota testové statistiky U,, za hypotézy a za alternativy prov, = 1 aa = 0,1.
Kritické hodnoty jsou vyznaceny modte, kriticky obor ¢ervené.

Hustota S(X)
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4 Principy testovdni hypotéz

Obrazek 4.2: Silofunkce oboustranného testu stfedni hodnoty normélniho rozdéleni se zna-
mym rozptylem pro 6y =0, 05 =1, n =30 aa = 0,05.

<
-

0.8

p(®)
04 0.6

0.2

0.0
|

* hladiné testu «

e alternativeé 0, respektive jeji vzdédlenosti 6 od hypotézy 6,

* rozptylu pozorovéni o

¢ poctu pozorovani n
Z téchto faktorli je mozné ovlivnit pouze pocet pozorovani. Chceme-li dosdhnout dostate¢né
sily, musime ziskat alespon takovy pocet pozorovani, jaky je uveden v (4.4).

Poznamka. VSimnéme si, Ze sila pfedchoziho testu proti libovolné alternativé konverguje k 1
pfi n — oo (viz (4.3)). Tuto vlastnost nazyvame konsistence testu. Konsistence je velmi za-
douci vlastnost, jinak totiZ nemusime byt schopni dosdhnout pozadované sily ani pti velmi
velkém poctu pozorovani.

Definice 4.6 Test (S(X), C) na hladiné « nazveme konsistentnim testem’, jestlize VF € F
plati lim,,,., B(F) = 1.

Zavedme jesté jednu uzite¢nou vlastnost testl: nestrannost.

Definice 4.7 Test (S(X), C) na hladiné « nazveme nestrannym testem', jestlize VF € 7
plati B(F) > a.

Pozndmka.
¢ Nenechte se zmdst: pojmy nestrannost a konsistence testu maji jen velmi volny (pokud
vibec néjaky) vztah k pojmim nestrannost a konsistence odhadu.
¢ Nestrannost testu vyZaduje, aby sila proti kazdé alternativé byla alespori a. Kdyby tomu
tak nebylo, t.j. F € ¥, takova, Ze B(F) < a, test by tuto F vlastné povazoval za soucast
hypotézy.

* Angl. consistent test T Angl. unbiased test
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4 Principy testovdni hypotéz

¢ Test, ktery vidy zamitd Hy s pravdépodobnosti @ (bez ohledu na data) je nestranny.
Nestranny test tedy existuje.

¢ Nékdy se pojmy konsistence a nestrannost vztahuji vii¢i specifickym alternativim. Tedy
napiiklad fikdme, Ze dany test je konsistentni vi¢i konkrétni F € 77, jestlize plati
lim, . B(F) = 1.

Priklad (A2). JEDNOSTRANNY TEST STREDNi HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI SE ZNAMYM
ROZPTYLEM.

Méme nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x,035) € F4 = {N(0,07), 6 € R}.
Testujeme Hy : 8x < 0y proti Hy : 0x > 6.

Testova statistika je stejnd jako v ptikladé Al

U,=\n M.
0o
Jeji rozdéleni pro 6x = 6, je N(0, 1). Pro hodnoty 6x = 6y + 6 mdme U,, ~ N(v,, 1), kde v,, =
\Vné/op. Je-li porusena hypotéza, pak se rozdéleni testové statistiky posouvéa do kladnych
hodnot, a to tim dale, ¢im vétsi je n a §. Prili§ velké kladné hodnoty testové statistiky, tedy
povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar C(a) = (cy (@), ). Kritickou hodnotu cy (@) uréime tak, aby
SUPgco, PylU, € C] = a. Jelikoz Py[U, € (cy(a@), o0)] je rostouci funkce parametru 6, pro 6 <
6o, tak

sup Py[U, € C(a)] = Py, [U, € (cy(a), )]

0B
Tedy pro cy (@) = u1-, spliuje tento test podminku supy.e, Py[U, € C(a)] = @ a tudiz ma
hladinu «.

Dohromady dostdvame pravidlo

. X,—-0
zamitni Hy: 0x < 6y = U,= Vn="2""2>u_,.
g0

tj. zamitdme hypotézu, pokud X, je o vice nez u;_,0o/ Vn vétsi nez 6. Za kvantil u;_, /2
dosazujeme 1,645 pro a = 0,05 a 1,282 pro « = 0,1. Kritickd hodnota pro jednostranny test
na hladiné « je stejnd jako kritickd hodnota pro oboustranny test na hladiné « /2. To je dano
tim, Ze nyni zamitdme hypotézu pouze v jednom chvostu rozdéleni U,,.

Vypocet silofunkce je jednodussi nez predtim. Vezméme néjaké 6 takové, Ze 6 — 6y = 6 a
dostaneme

BO) = PylUy > ur-ol = PglUp — v > u1—q = vl = 1 = O(u1_q — vp).
Priibéh silofunkce tohoto testu je zakreslen na obrazku 4.3. Pocet pozorovani, ktery je po-
tfeba, aby test doséhl sily alesporn 8 proti alternativé 6y + 4, 6 > 0, je
2
n>(u_q+ uﬁ)zé—g.

Priklad (B). OBOUSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI S NEZNAMYM
ROZPTYLEM.
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4 Principy testovdni hypotéz

Obrézek 4.3: Silofunkce testu stfedni hodnoty normélniho rozdéleni se zndmym rozptylem
proti pravostranné alternativé pro 6y = 0, 0'3 =1,n=30aa =0,05.
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NemtZeme pouZit testovou statistiku z prikladd (Al) a (A2), protoZe nezndme skutecny
rozptyl o%. Pokud jej véak nahradime vybérovym rozptylem S? dostaneme statistiku

)_(n_eo

T, = Vn S
n

kterda ma v tomto modelu za platnosti hypotézy Hy rozdéleni ¢,,_; (viz vé€ta 2.10 o T-statistice).
JestliZze hypotéza neplati, tj. 6x — 0y = 6 # 0, pak lze hodnotu této statistiky vyjadfit jako

’

VA
Ty = —.
VU/(n-1)

kde Z ~ N(vp, 1), v, = Vnd/ox, U ~ Xi—l a U, Z jsou nezavislé. Rozdéleni této ndhodné
veli¢iny se nazyva necentrdlni t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necen-
trality v,,". Jeho charakteristiky (hustota, distribu¢ni funkce, momenty) maji komplikovany
tvar, ale staci védét, Ze pro velké n jej 1ze aproximovat rozdélenim N(v,, 1).

I zde tedy plati, Ze je-1li porusena hypotéza, pak se rozdéleni testové statistiky posouva pry¢
od nuly, a to tim déle, ¢im vétsi je n a |0x — 6y|. Hodnoty testové statistiky, které jsou daleko
od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar (—oo, cr(@)) U (cy(a@), o). Zvolime-li kritické hodnoty jako
cy(a) = —cr(a) = t,-1(1 — a/2), pak

sup Pr(T, € C(@)) = sup Py ,2(T, € C(a)) = P(Z, € C(@)) = «,
FeFo 02>0

kde Z, ma ¢,,_; rozdéleni. Test bude mit pfesné hladinu « a dostdvdme pravidlo

L. |}_(n_00|
zamitni Hy : 0x =0y < |T,|= Vn > t,_1(1 — a/2).

n

* Angl. non-central t distribution with n — 1 degrees of freedom and noncentrality parameter vy
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4 Principy testovdni hypotéz

To znamend, Ze hypotéza bude zamitnuta, pokud se bude primér X, lisit od hypotetické
hodnoty 6y o vice nez t,_1(1 — a/2)S,,/ Vn. Tento test se nazyva jednovybérovy t-test .

Silofunkci ziskdme podobnym postupem jako v piikladé (1A). Vezméme néjaké 6 takové,
7ze 6 — 0y = 6 # 0. Pokud 0 je skutec¢ny parametr, pak rozdéleni T, je necentrdlni t s n — 1
stupni volnosti a parametrem necentrality v,, = /né/ox. Ozna¢me distribu¢ni funkci to-
hoto rozdéleni G, a pocitejme

B, 0')2() = PG,o-i [Ty € C(a)]
= Py [To < ~ta1 (1= @/2)] + Py 2 [Ty > 11 (1 /2)]
= Gn(_tn—l(l - 0'/2)) +1- Gn(tn—l(l - 01/2)).

Necentrdlni 7-rozdéleni nemd symetrickou hustotu, takze vysledek jiz nejde ddle upravovat.
Pokud je pocet pozorovani n dostatecné velky, miiZzeme aproximovat silu pomoci vzorce (4.2)
nebo (4.3).

Ze vzorce (4.3) lze ziskat aproximaci pro pocet pozorovani n potfebny k tomu, aby test
doséhl sily alespori 8. Pozadovany rozsah vybéru je

2 0%
n 2= (ul_a/g + uﬁ) ? +1,

Jednicka se k vysledku ptridava proto, aby trochu zkompenzovala nahrazeni ¢ rozdéleni nor-
malnim. K vypoctu sily a rozsahu vybéru je tfeba znat skutecny rozptyl o3 nebo jej nahra-
dit néjakym predbéZnym odhadem (tyto vypocty obvykle provddime ptedtim, neZ ziskdme
data).

Priklad (C). OBOUSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY LIBOVOLNEHO ROZDELENT S KONECNYM
ROZPTYLEM.

Méme nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fxy € F¢ = £2. Ozname E X; = 0y, var X; =
o2. Testujeme Hy : Ox = 0o proti Hy : 0x # 0.

Podle véty 2.9 (limitni véta o T statistice) ma v tomto modelu ndhodn4 veli¢ina

X,—0
T= V=,
n

za platnosti hypotézy Hy asymptoticky rozdéleni N(0, 1). Jestlize hypotéza neplati, tj. 0x —
0y = 6 # 0, pak

X, —0x +0x —06p X, —0x )
T = = + —_
W= n 3, vVn s, «/an

konverguje do +oo0 nebo —oo podle toho, jaké znaménko ma ¢. Hodnoty testové statistiky,
které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.
Kriticky obor bude mit tvar (—oo, ¢z (a)) U (cy (@), 00). VSimnéme si, Ze
sup lim Pr(|Ty| > u1-a/2) = P(IZ] > u1-0p2) = @,
Fefy "7
kde Z ~ N(0, 1). Tedy kritické hodnoty cy (@) = —cr(@) = u1-q/2 zarucuji, Ze hladina testu je
asymptoticky rovna «. Misto kritické hodnoty u;_, /> miZeme pouZit t,_; (1 — @/2), protoZe

* Angl. one-sample t-test
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4 Principy testovdni hypotéz

provadime asymptoticky testa t,_1(1—a/2) — uj_q/2 pro n — oo.JelikoZ |t,—1 ()| > |u, |, tak
test bude s vyuZitim kvantildi ¢ rozdéleni konzervativnéjsi, nez kdybychom pouzili kvantily
normovaného normdalniho rozdeéleni.

Celkem tedy dostdvame pravidlo

-

zamitni Hy: 0y =60y, & |T,| = Vn > to1(1 — a/2).

n
Jedna se tedy opét o jednovybérovy t-test. Ukdzali jsme, Ze jakoZto asymptoticky test jej mii-
Zeme pouzit pro libovolna data s kone¢nym rozptylem.

Cviceni.
1. DokaZte o testu z piikladu A2 (str. 63), Ze je nestranny a konsistentni.

2. Dokazte o testu z ptikladu B (str. 63), Ze je nestranny a konsistentni.
Ndvod. Pro ditkaz nestrannosti miiZete vyuZit toho, Ze pro ndhodnou velicina Z,
s necentrdlnim t-rozdélenim se stupni volnosti n a nenulovym parametrem necen-
trality plati P(1Z,] > t,(1 — @/2)) > «a.

3. Dokazte o testu z ptikladu C (str. 65), Ze je konsistentni.

4.3 P-HODNOTA

Uvazujme hypotézu Hy : Ox = 6 proti alternativé H; : Ox # 6y a test (S(X), C) s kritickym
oborem tvaru C = R\ {cr, cy), kde —c0 < ¢; < ¢y £ . Oznacme x = (xy,...,x,) pozo-
rovanou realizaci ndhodného vybéru X = (Xi, ..., X,) a s, = S(x) realizovanou hodnotu
testové statistiky S(X), kterou jsme spocitali pro dany datovy soubor. Ozna¢me dale sym-
bolem (pfesnou ¢i asymptotickou) Fy distribu¢ni funkci testové statistiky S(X') za platnosti
hypotézy. Budeme predpoklddat, Ze toto rozdélenti jiz nezdvisi na konkrétni volbé F, ktera
spliiuje t(F) = 6.
Oznacme Fy(s—) = limy~ o Fo(s — h), tj.

Fo(s—) =Py, [S(X) <s], resp. Fy(s—) = I}I_I)Il Po, [S(X) < s].

Vsimnéme si, Ze pokud je F je spojitd, tak plati Fy(s—) = Fy(s).

Definice 4.8 (P-hodnota) Necht F, je pfesné rozdéleni statistiky S(X) za hypotézy. P-hodnotu’
neboli dosazenou hladinu testu definujeme jako

() p(x) = P, [S(X) > sg| = 1 - Fy(sp-), pokud c; = —co;

(ii) p(x) = Py, [S(X) < sz] = Fo(sz), pokud cy = oo;
(iii) p(x) = 2min (Pg,[S(X) > sz],Pg, [S(X) < s5¢] ) =2min (1 — Fy(sz—), Fo(sz)), pokud

¢y a cy jsou konec€né a Fy(cp—) =1 - Fy(cy) = a/2.

Zde konci
predn. 13
(14.11.)

Poznamka.

" Angl. p-value
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4 Principy testovdni hypotéz

¢ P-hodnota je pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti hypotézy napozorovali data,
ktera by byla s hypotézou ve stejném nebo vét§sim rozporu, nez data, kterd analyzu-
jeme.

¢ Je-lirozdéleni S(X) za platnosti hypotézy symetrickad kolem 0 a c; = —cy (Casty pripad
v praxi), pak miizeme p-hodnotu pocitat podle vzorce

p(@) = Py, [IS(X)] > [szl] = 2[1 - Fo(Isz| -)].

¢ Testujeme-li hypotézu Hy : Ox € Og, kde By # 0 neni jednobodovd mnozina, nahra-
dime Pg, v definici 4.8 vyjrazem supge, Po-

¢ Je-li distribu¢ni funkce Fy asymptotickd, pak asymptotickou p-hodnotu definujeme
jako v definici (4.8), pouze Pg nahradime za lim,,_,, Pg. Pokud hypotéza @, neni jed-
nobodova, pak supy.e, Pg nahradime za supy.g, lim,—« Pe.

Tvrzeni 4.1 Necht (pfesné nebo asymptotické) rozdéleni testové statistiky S(X) je spojité.
Uvazujme test hypotézy Hy proti alternativé H; dany pravidlem

Hjy zamitame, jestlize p(x) < « (4.5
Hy nezamitame, jestlize p(x) > a, ’

Pak tento test ma hladinu « (pfesné nebo asymptoticky, podle toho, pouzivdme-li pfesnou
nebo asymptotickou p-hodnotu).

Diikaz. Budeme uvaZovat, Ze p-hodnotu pocitdime pomoci pifesného rozdéleni. Pro asympto-
tickou p-hodnotu by byl diikaz analogicky.
(i) C(a) = (cy(@), )
V tomto pripadé

p(a) = P, [S(X) > 5] .

Na druhou stranu, ze spojitosti rozdéleni S(X) a z definice kritické hodnota cy (@)
@ =Pp,[S(X) > cy(a)] =Py, [S(X) = cy(a)].

Tudiz
px) <a = sz > cy(a)
a tedy
Pa, [P(X) < a] =Py, [S(X) > cy(a)] = a.

(i) C(e) = (=, cr(@))
Analogicky jako vyse

p(x) = Pg, [S(X) < sz],
pricemz
a = Pg, [S(X) < cr(@)] =Py, [S(X) < cr(@)] .

Tudiz
p(@) < a < sz < cr(a)
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4 Principy testovdni hypotéz

a tedy
Po, [P(X) < a] = Pg,[S(X) < ¢ ()] = a.

(i) C(a) = (=00, cr(@)) U (cy(a), )
V tomto pripadé

p(z) = 2min (Pg, [S(X) > sz], Py, [S(X) < sz] ).

Postupneé vySetfime piipady, kdy Pg, [S(X) < sz] > 3 a Py, [S(X) > s3] > 3.

NeCht, tedy P@o [S(X) < 5:1:] > % Potom
p(x) = 2Py, [S(X) > sz] .

a zaroven o
5 = Pg, [S(X) > cy(a)] =Py, [S(X) > cy(a)] .

Tudiz

px)<a & Pg[S(X)<sz] =25 & sz > cyla).

1
2

Podobné se ukaze, Ze pokud Py, [S(X) > sz] > 3, pak

<)

px)<a & Py [S(X) =sz] =5 & sz < cr(a).

1
2
Odtud dostavame, ze

p(x) <@ & sz € (—o0,cr(a))U{cy(a), )

a tedy
P, [P(X) < o] = Pg, [S(X) € (=0, cr(@)) Ucy (@), )] = a.

Poznamka.

¢ Pokud mé S(X) diskrétni rozdéleni, pak pravidlo (4.5) dava test, ktery ma nejblizsi

moznou dosazitelnou hladinu «’ takovou, Ze o’ < a.

¢ Spocitdme-li p-hodnotu p(x), miiZzeme hypotézu zamitnout na vSech hladinach o’ >
p(x), ale nemlizeme ji zamitnout na hladindch o’ < p(x). Proto se p-hodnoté tika

dosazend hladina testu.

¢ Zamitadme-li pomoci p-hodnoty, nemusime uvadeét kriticky obor a nemusime jej pre-
pocitévat, pokud se rozhodneme zménit hladinu testu (ménit hladinu testu poté, co je

znam vysledek, v§ak neni legitimni).

¢ P-hodnotu miizeme chépat jako miru souladu dat s hypotézou. Pokud p(x) < «, data

zamitaji hypotézu s velkou ,rezervou®.

¢ P-hodnotu neni moZné vykladat jako ,pravdépodobnost, Ze nulovd hypotéza plati*.

Platnost nulové hypotézy totiz neni ndhodny, ale deterministicky jev.
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4 Principy testovdni hypotéz

Piiklad (C). Mdme ndhodny vybér Xi, ..., X,,, n = 26, z rozdéleni Fx € F¢ = £2 se stfedni
hodnotou E X; = 0x. Testujeme Hy : 0x = 0y proti H; : 8x # 6. Testova statistika T,, mé za
platnosti hypotézy ptiblizné rozdéleni t,5, které je symetrické kolem 0. Spocitali jsme testo-
vou statistiku a jeji vysledek je r = —1,37. P-hodnota pro tento test se spocita podle vzorce

p(@) = Po, [ITal 2 1-1,37]] = 2[1 - F>5(1,37)] = 0,183

kde F,5 znaci distribu¢ni funkci rozdéleni #,5. P-hodnota je 0,183. Testujeme-li na hladiné
a = 0,05, nemiizeme zamitnout hypotézu, nebot p(x) > 0,05. Kdybychom si vsak pred
provedenim testu stanovili hladinu a” = 0,2, hypotézu bychom zamitnout mohli.

UvaZujme nyni p-hodnotu p (X)) jakoZto ndhodnou veli¢inu, ¢ili statistiku spocitanou z né-
hodného vybéru X. Lze ukazat, Ze za urcitych predpokladt ma p-hodnota spocitana za plat-
nosti hypotézy rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

Tvrzeni 4.2 Uvazujme test (S(X),C) hypotézy Hy : Ox = 6, proti H; : Ox # 0y s p-
hodnotou p(x). Necht testova statistika S(X) ma spojité rozdéleni a plati hypotéza. Pak
p(X) ~ R(0, 1).

Diikaz. OznaCme U = Fy(S(X)), kde F, je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny S(X) za
nulové hypotézy. V§imnéme si, Ze za platnosti nulové hypotézy ma ndhodna veli¢ina U rov-
nomérné rozdéleni na (0, 1).
(i) C(a) = (cy(@), )

V tomto ptipadé€ p(x) = 1 — Fy(sg) a tedy pro distribu¢ni funkci ndhodné veliciny p(X)
plati

Po, [P(X) <u] =P, [1 -F(S(X)) <u|l=P[1-U<u]=P[l-u<U]=u,

pro u € (0, 1). Tedy distribu¢ni funkce p(X) se shoduje s distribu¢ni funkci rovnomérného
rozdéleni na (0, 1), coZ bylo dokazat.
(i) C(@) = (= o, cr(@))

V tomto pripadé pro u € (0, 1)

Po, [P(X) < u] = Pg, [Fo(S(X)) < u] =P[U <u] =u.

(i) C(@) = (=0, cr(@)) U (cy(@), )
V tomto pripadé pro u € (0, 1)
Po, [p(X) < u] = Py, [2min (1 - Fo(S(X)), F(S(X))) < u]

=P[2min(1-U,U) < u
=P[2min(1-U,U) <u, U <3]+P2min(1-U,U) <u, U > 3]
=P[2U <u, U<i]+P[20-U)<u, U > 1]
=P[U < min {%, ;}] + P[U > max {1 - %, %}]

=5+1-(1-

u
2
uy —
5) = u.

O

Poznamka. Piedchozi tvrzeni neplati, pokud je rozdéleni testové statistiky diskrétni, ani
tehdy, kdyZ hypotéza obsahuje vice nez jednu hodnotu parametru.
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4 Principy testovdni hypotéz

4.4 DUALITA INTERVALOVYCH ODHADU A TESTOVANT HYPOTEZ

Uvazujme nahodny vybér X = (Xi,..., X,) z rozdéleni Fx € ¥, kde ¥ je model. Necht
0 = t(F) € R je parametr a 0x = t(Fx) je jeho skute¢nd hodnota. V kapitole 3.4 jsme fe-
§ili problém intervalového odhadu parametru 6y, tj. hledali jsme ndhodné velic¢iny C; (X)) a
Cy(X) takové, ze P[(CL(X), Cy(X)) 3 6x] =1 — a (nebo — 1-a).

V této kapitole se zabyvdme testovanim hypotéz, specidlné hypotézy Hy : 0x = 6, proti
H; : 8x # 6y. Oba problémy se fe$i postupy, které se v urcitych rysech shoduji, ale 1ii se
v detailech.

Nasledujici véta ukazuje, Ze mezi problémem testovdni hypotézy o parametru a problé-
mem hledéni intervalového odhadu pro ten samy parametr existuje jakasi dualita. Interva-
lovy odhad miizeme pouzit k testovani hypotéz a test hypotézy miZeme prevést na interva-
lovy odhad.

Tvrzeni 4.3 (Dualita intervalovych odhadt a testovani)
(i) Necht je ddn oboustranny interval spolehlivosti pro parametr x s pravdépodobnosti
pokryti 1 —a (pfesnou nebo asymptotickou), ktery ma tvar (C.(X), Cy(X)). Uvazujme
test hypotézy Hy : 0x = 6 proti H; : 6x # 6y zaloZzeny na rozhodovacim pravidle

Hy zamitame, jestlize 6y ¢ (C.(X), Cy(X))

(4.6)
Hy nezamitdme, jestlize 6y € (CL(X), Cy(X)).

Pak tento test mé hladinu « (pfesné nebo asymptoticky).

(ii) Necht je déan test hypotézy Hy : 6x = 0 proti H; : 6x # 6 na hladiné « (pfesné nebo
asymptotické). Sestavme mnoZinu B(X') obsahujici vSechny parametry 6 € ®, pro néz
se pri pozorovanych datech X nezamitd hypotéza Hy : 8x = 6. Pak P[B(X) 3 0x] =
1 — « (nebo —2 1 — @) a (je-li B(X) interval) jedna se o interval spolehlivosti pro

parametr Oy s pravdépodobnosti pokryti 1 — @ (pfesnou nebo asymptotickou).
Diikaz. Cast (i) Necht (Cr(X), Cy(X)) je presny interval spolehlivosti. Pro asymptoticky

interval by byl diikaz analogicky.
Interval spolehlivosti pro skute¢nou hodnotu parametru 6x spliuje

Po, [0x € (CL(X),Cy(X))] =1 -a.
Tedy za platnosti nulové hypotézy, tj. pro 6x = 6y, plati
Pg, [60 € (CL(X), Cy(X))] =1-a.
Tedy hladina testu daného predpisem (4.6) je
Po, [00 ¢ (CL(X), Cy(X))] =a,

coz bylo dokazat.

Cast (ii) Necht (S(X), Co(@)) je presny test hypotézy Hy : x = 6 proti alternativé H; :
0x # 6 s hladinou «. Pro asymptoticky test by byl diikaz obdobny.
Oznacme
B(X) ={0€0:85(X) ¢ Cy(a)}.

70



4 Principy testovdni hypotéz

Potom
Poy [B(X) 3 0x] = Py, [So,(X) ¢ Coy(@)] =1 -«

coz bylo dokazat. O

Tvrzeni 4.3 fikd, Ze umime-li sestrojit interval spolehlivosti pro parametr, miiZzeme jej ihned
vyuzit k testovani hypotéz o tomto parametru. Naopak mame-li test, miizeme s jeho po-
moci sestrojit interval spolehlivosti. Tento krok je v§ak pracnéjsi, protoZe vyZaduje otestovani
vSech moznych hodnot parametru. Mnozina nezamitnutych hypotéz pak dava pozadované
pokryti pro skute¢ny parametr, ale nemusi nutné tvofit interval.

Priklad. Mdme ndhodny vybér X, ..., X, zrozdéleni Fx = N(6x, 0%) € F8 = {N(0, 02), 0 €
R, o2 > 0}.

Predpoklddejme, Ze mame spocteny interval spolehlivosti (3.5) pro stfedni hodnotu nor-
madlniho rozdéleni s nezndmym rozptylem. Potom zamitdme nulovou hypotézu Hy : 6x = 6,
proti alternativé H; : 0x # 6y, pokud

- Sn - Sn
o ¢ (Xn " n th-1(1=3), Xn+ ﬁtn—l 1-3)].

Tj. interval spolehlivosti obsahuje ty hodnoty parametru, pro které bychom nezamitli nulo-
vou hypotézu.

Na druhou stranu pokud pro test Hy : 8x = 6, proti alternativé H; : x # 6y pouZijeme
testovou statistiku I
Xn - 00

Sn
(viz priklad (B) na str. 63). Pak vySe uvedeny interval spolehlivosti (az na krajni body) m1-
Zeme odvodit jako

Tu(6o) = ‘/ﬁ

B

{0 : nezamitdme Hy : Ox = 0 proti Hy : 0x # 0} = {0 : |Tx(0)| < t,-1(1 — a/2)}.
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5 JEDNOVYBEROVE A PAROVE PROBLEMY PRO
KVANTITATIVNI DATA

V této kapitole uvazujeme nahodny vybér X, ..., X, kvantitativnich veli¢in s distribu¢ni
funkci Fx patfici do modelu ¥ . Zajima nds parametr x = ¢(Fx). Chceme testovat hypo-
tézy o tomto parametru, pifipadné pro néj sestrojit intervalovy odhad.

5.1 JEDNOVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

Jednovybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviv test” testuje shodu distribuéni funkce dat s ur¢itou
pevné danou distribu¢ni funkci. Je to neparametricky test, protoZe nepfedpokladd Zadny pa-
rametricky model.

Model: ¥ = {vSechna spojitd rozdéleni}

Testovany parametr: Celd distribu¢ni funkce Fx

Hypotéza a alternativa:

Hy:Fx(x)=F(x) VxeR, H;:dxeR:Fx(x)# Fx),

kde F, je néjaka pevné specifikovand spojita distribu¢ni funkce (bez nezndmych parametri).

Testova statistika je zaloZena na empirické distribuéni funkci F,, s niZ jsme se seznamili
v kapitole 3.5.1 (viz str. 46). Jeji vlastnosti shrnuje véta 3.3. Empirickd distribu¢ni funkce je
nestrannym a konsistentnim odhadem skutecné distribu¢ni funkce v kazdém bodé. Navic

= P
Fy(x) = Fx(x)] — 0

n—oo
prin — oo. Testovd statistika prebira tuto supremdlni normu a zachycuje s ni nejvétsi celkovy
rozdil mezi F,,(x) a Fo(x).

podle véty 3.3, bod (v), spliiuje stejnomérnou konsistenci, tj. sup,¢g

Testova statistika:

K, = sup |Fy(x) — Fo(x)
x€eR

Pokud hypotéza plati a F, je skute¢na distribuc¢ni funkce dat, hodnota testové statistiky K,
bude blizko nuly. Hypotézu zamitneme, pokud se empiricka distribu¢ni funkce pfilis lisi od
Fy, tj. pokud je testova statistika prilis velka.

OznaCme

K, =sup (Fy(x) - Fo(x)) a K, =sup (Fo(x) - Fy(x)).
xeR xeR

Pak K, = max (K,/, K, ).

Lemma 5.1 Plati

i _ i—1
K,:— = max (— — Fo(X(i))), Kn = max (Fo(X(i)) — )
1<i<n\n 1< n

i<n

* Angl. one-sample Kolmogorov-Smirnov test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Diikaz. Definujme si X(g) = =00 a X(p+1) = +00. Potom
-~ i .
F,(x) = e pro x € (X, Xu+1), i=0,1,...,n.

Tedy s vyuZitim vySe uvedeného

K, =sup (Fy(x) - Fo(x)) = max  sup  (Fy(x) — Fy(x))
xeR O<i<n X(i) ST<X(i+1)
= max (L - inf  Fy(x))

o<i<n " Xy <x<X(is1)
= L _FRy(Xu)) = L _ Fy(X
fmax (5 — (X)) [max (5 = (X)),

kde v posledni rovnosti jsme vyuZili toho, Ze Fy(X(p)) = 0aze 1 — Fy(X(n)) > 0.

Podobné se d4 upravit vyraz pro K, :

K, =sup (Fo(x) — Fy(x)) = max  sup  (Fo(x) — Fy(x))

n

xeR <i<n X(i)Sx<X(i+1)
= max (Fy(X(; -1y = max (Fy(X(; - L
[max (Fo(X(i+1)) = %) omax (Fo(X(i+1)) = %)

_ ) =1
= max (Fo(X(i)) = 57),

kde jsme v pfedposledni rovnosti vyuzili toho, ze Fo(X(,+1)) = 1 a Ze Fy(X(1)) > 0.V posledni
rovnosti jsme pak pouze posunuli indexy.
|

Poznamka. Predchozi lemma ma nékolik dtlezitych disledk.

¢ Testova statistika K, se pocitd pomoci Lemmatu 5.1, nikoli podle jeji definice. K jejimu
vypoctu neni tfeba znat fn.

* Plati-li hypotéza, Fy(X(;)) ma podle véty 2.13 beta rozdéleni. Proto rozdéleni K, za plat-
nosti hypotézy nezavisi na F;.

e Z lemmatu 5.1 1ze odvodit pfesné rozdéleni testové statistiky za platnosti hypotézy.
Jedna se ovSem o netrividlni vypocet, ktery je navic i numericky obtizny. Proto se presné
rozdéleni K,, zpravidla pouZziva jen pfi velmi malém rozsahu vybéru n.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za platnosti hypotézy je urceno nasledujicim tvr-
zenim, které rozsituje vysledek uvedeny ve vété 3.3, bod (v).

Tvrzeni 5.2 Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkci
Fx. Potom
~ d
Vnsup |F,(x) — FX(x)| — 7,
xeR n—oo

kde ndhodna veli¢ina Z ma distribu¢ni funkci danou predpisem

1=2%% (-1 k+1 —Zkzyz, >0,
G(y) = { 2o (FDF e y 5.1

0, y <0.
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Distribu¢ni funkce G(y) urcuje limitni rozdéleni normalizované testové statistiky +/nK,
za platnosti hypotézy, tj. pro Fx = Fy. Toto rozdéleni neni normélni, jak jsme byli doposud
u limitnich rozdéleni zvykli. Dtikaz tvrzeni 5.2 néleZi do pokrocilé teorie pravdépodobnosti,
my jej neuvadime.

Nyni jiz mizeme urcit kritickou hodnotu pro zamitani Hy, aby mél test asymptotickou
hladinu «. Ozna¢me a-kvantil rozdéleni s distribu¢ni funkci G symbolem k, = G™!(a). Hy-
potézu budeme zamitat, pokud +/nK, prekroci k;_g.

Kriticky obor:
Hy zamitneme < VnK, > ki_q.

Diky tvrzeni 5.2 vime, Ze tento test ma asymptoticky hladinu a.

P-hodnota: p = 1 - G(+/nk,), kde k, je napozorovand hodnota statistiky K,,. Jedna se zde
o asymptotickou p-hodnotu.

Pozndmka.
e VSimnéme si, Ze za alternativy

Ky, —— sup |Fy (x) — Fo(x)| > 0

n—oo xeR

P ) 3
a tudiz vnK,, —— +o0, z ¢ehoz plyne konzistence testu. Vyhodou Kolmogorovova-
n—oo

Smirnovova testu je tedy jeho universalita (reaguje na jakykoli rozdil v rozdéleni dat
proti hypotéze) a absence predpokladii o rozdéleni Fy.

¢ Tento test m4 relativné malou silu proti konkrétnimu typu poruseni Hy (napf. zména
sttedni hodnoty). Pokud tusime, jaké poruseni Hy je pro danou aplikaci nejocekéva-
néjsi nebo nejvice relevantni, je lepsi pouzit test, ktery je zaméren na tento typ poru-
Seni Hy.

* Tento test Ize zformulovat i jako jednostranny proti alternativé H] : Fx(x) > Fy(x),
dx € R : Fx(x) > Fy(x) nebo H{" : Fx(x) < Fy(x), dx € R : Fx(x) < Fy(x). Jako testo-
vou statistiku pak pouzijeme bud K, anebo K, a zamitdme pro jejich velké hodnoty.

INTERVALY SPOLEHLIVOSTI PRO Fx

Obratme nyni pozornost k problému sestrojeni intervalu spolehlivosti pro distribu¢ni funkci.
Jestlize mame dané pevné x € Sy = {x : Fx(x) € (0,1)} a chceme intervalovy odhad pouze
pro hodnotu Fx (x), miZeme vyjit z véty 3.3, bod (iii), a pouZit postup uvedeny v piikladé na
str. 45 v kapitole 3.4.2. Dostaneme interval

wos VB -Fo0) sy B0 (1 - (1)

IS(x) = | F(x) - 7 , Fp(x) + 7

Pro tento interval plati

P[IS(x) 3 Fx(x)] — 1 —a, Vx € Sx
n—o0o

a mluvime o ném jako o ,bodovém* intervalu spolehlivosti” pro Fx(x).

* Angl. pointwise confidence interval
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Co kdyz ale nemame predem dané x, nybrz chceme interval, ktery by pokryl hodnotu dis-
tribuc¢ni funkce kdekoli, tifeba i v mnoha bodech zaroven? K tomu nemiizeme pouZit postup
uvedeny vyse, ale znovu vyuZijeme tvrzeni 5.2. Mame totiz

P[Vnsup |Fy(x) - Fx(x)| < kio| — 1 -«
xeR n—oo
a také

P[Vnsup|Fy(x) - Fx(x)| < ki—o| = P[ Vi |Fu(x) = Fx(x)| < Kk1oa Yx € R].

xeR

Sestavime-li tedy intervaly

Nrw b= 7 k1o
B(x) = (Fn(x) N Fp(x) + \/ﬁ)
potom
P[B(x) > Fx(x), ¥x € Sx] — 1 —a.

n—oo

Intervalim vytvarejicim oblast, v niZ se se zadanou pravdépodobnosti nachdzi cely pri-
béh néjaké neznamé funkce, se fika pds spolehlivosti . ProtoZe hranice pdsu spolehlivosti
pro distribu¢ni funkci zaloZené na Kolmogorovové-Smirnovove statistice mohou lezet mimo
pfirozeny rozsah (0, 1), pfedefinujeme dolni mez na max(0, fn (x) = ki_o/ V1) a horni mez
na min(1, F,(x) + k1—o/ Vn)."

PORUSEN{f PREDPOKLADU TESTU

Rozdéleni F, neni spojité V tomto pripadé lze pouzit statistiku Kj,, neplati vSak pro ni tvr-
zeni 5.2. Pokud bychom tento fakt ignorovali a pouzili pro vyhodnoceni testu kvantil k;_,,
tak vysledny test bude konzervativni a tim pddem bude mit i mensi silu.

Rozdéleni F je sice spojité, ale v datech jsou shody. Striktné vzato, pokud data pochdazi

ze spojitého rozdéleni, tak je nulova pravdépodobnost, Ze bychom méli néjakd pozorovani

se stejnymi hodnotami (neboli shody"). V aplikacich v$ak typicky vznikaji shody kvtili zao-

krouhlovéni. Tedy formdlné pozorujeme vlastné Xi, . . ., X, kde X; je zaokrouhlena X;. Cisté
z teoretického hlediska tedy za nulové hypotézy empiricka distribu¢ni funkce

1 n

Fu(x) =~ Z 1X; < x)

i=1

odhaduje distribu¢ni funkci F zaokrouhlené nahodné veli¢iny. Nicméné test se dd nadale
pouZivat jako ptibliZzny test, pokud Fjy neni pfili§ odlisné od F,. Pfesnéji pokud

Vi sup|Fo(x) = Fo(x)

xeR

’

neni pfili$ velké, coZ je €asto v aplikacich splnéno.

* Angl. confidence bounds 1 Existuje samoziejmé fada jinych zpiisobt, jak sestavit pas spolehlivosti pro dis-
tribuéni funkci. ¥ Angl. ties
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Hypotéza neni jednoduchd. V§imnéme si, Ze Fy musi byt zndma presné (tj. nesmi obsahovat
nezndmé parametry ani jejich odhady). Pfedpoklddejme, Ze potfebujeme testovat hypotézy

Hy : Fx € %o, H, : Fx ¢ %o,

kde 7y = {F(x;0),0 € O} je n&jaka parametrickd rodina rozdéleni (napf. {N(u, 0?), u €
R, o2 > 0}). Potom je pfirozené uvaZovat jako testovou statistiku

K, = sup |E, (x) - F(x;0,)|.
x€R

kde 5,1 je odhad skute¢né hodnoty parametru Ox. Je v§ak nutné si uvédomit, Ze pro statis-
tiku K, jiz neplati tvrzeni 5.2. Navic se ukazuje se, Ze i za nulové hypotézy je asymptotické
rozdéleni K,, velmi komplikované a zavisi na neznamém parametru 0x. Pokud bychom ig-
norovali tento fakt a pouzili pro vyhodnoceni testu kvantil k;_,, tak vysledny test bude silné
konzervativni a tim pddem bude mit malou silu.

Vsechna vyse zminéna poruseni predpokladii se daji fesit pomoci tzv. parametrického bo-
otstrapu (viz pfedndska Moderni statistické metody).

5.2 PRESNY JEDNOVYBEROVY T-TEST

Jednovybérovy t-test” porovnava stfedni hodnotu dat s n&jakou zvolenou konstantou. V této
kapitole predpokldaddme normadlni rozdéleni, test pak zachovavéa pozadovanou hladinu pfesné
pro jakékoli n > 2. Timto testem jsme se podrobné zabyvali v Prikladé B na str. 63 (Obou-
stranny test stfedni hodnoty normalniho rozdéleni s nezndmym rozptylem).
Model: F = {N(u, 0?), u € R, 0% > 0}
Testovany parametr: Stfedni hodnota uy = EX;
Hypotéza a alternativa:

Ho : px = po, Hi:px # Ho,
kde u je pfedem dand konstanta.
Testova statistika:

X, —
T, = Vi =,
n

kde X, je aritmeticky priamér a S2 je vybérovy rozptyl.
Rozdéleni testové statistiky za Hy:
Ty ~ th-r
(viz véta 2.10).
Kriticky obor:
Hy zamitneme < |Ty,| > t,-1(1 — a/2),
kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil ¢-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 — F,(]t])), kde t je pozorovana hodnota testové statistiky T,, a F, je dis-
tribuc¢ni funkce rozdéleni ¢,_;.

* Angl. one-sample t-test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Interval spolehlivosti pro ux: Presny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu normélniho
rozdéleni je dan krajnimi body

= S ~ S
(Xn -t (=), Kt b1~ %)).

yn

Viz vzorec (3.5) na str. 44 a predchdzejici priklad.

Pozndamka. Tento test Ize pfevést na jednostranny test: zamitneme Hj : ux < uo proti H; :
Ux > Mo, pokud testova statistika prekroci kritickou hodnotu #,-1(1 - @). Zamitneme H;’ :
Ux = Mo proti H : ux < uo, pokud testova statistika neprekroci kritickou hodnotu —z, 1 (1 -
).

Viz téz priklad A2. na str. 63.

5.3 ASYMPTOTICKY JEDNOVYBEROVY T-TEST

Jedna se o stejny test jako v pfedchozi kapitole, ale lisi se jeho pfedpoklady. Nyni predpo-
kladame pouze existenci kone¢ného druhého momentu. Test pak zachovavd pozadovanou
hladinu pfiblizné pro n — co. Timto testem jsme se zabyvali v Piikladé C na str. 65 (Obou-
stranny test stfedni hodnoty libovolného rozdéleni s kone¢nym rozptylem).
Model: ¥ = £2
Testovany parametr: Stfedni hodnota uy = EX;
Hypotéza a alternativa:

Hy @ px = po, Hi: pux # Mo,
kde u je ptedem dand konstanta.

Testova statistika:

X, —
T, = \n =,
n

kde X, je aritmeticky prameér a S2 je vybérovy rozptyl.
Rozdéleni testové statistiky za Hy:
T, % N(0, 1)

(viz véta 2.9). Asymptotické rozdéleni vSak Ize aproximovat i rozdélenim #;,_;.
Kriticky obor:

Hy zamitneme & |T,| > t,-1(1 — a/2),
kde #,-1(1 — @/2) je (1 — @/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Hladina testu
konverguje k @ pro n — co.

P-hodnota: p = 2(1 — F,(|t])), kde t je pozorovand hodnota testové statistiky T,, a F, je dis-
tribu¢ni funkce rozdéleni ¢,,_;.

Interval spolehlivosti pro uy: Interval (3.5) ma pravdépodobnost pokryti konvergujici k 1 — a,
jak je ukdzano v prikladé na str. 44.

Poznamka. Tento test lze prevést na jednostranny test zptisobem zminénym v piedchozi
kapitole.
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Poznamka. T-test nepotfebuje pfedpoklad normélniho rozdéleni, funguje jako asympto-
ticky test pro libovolné rozdéleni s konec¢nym rozptylem. Pouze je potfeba mit k dispozici
dostatek pozorovani.

5.4 JEDNOVYBEROVY ZNAMENKOVY TEST

Jednovybérovy znaménkovy test” porovnava medidn dat s pevné danou hodnotou. Je to ne-
parametricky test, funguje pro jakékoli spojité rozdéleni.

Model: ¥ = {vSechna spojitd rozdéleni}
Testovany parametr: Medidn my = Fgl(O.S)

Hypotéza a alternativa:
Hy : mx = my, Hy : mx # my,

kde my je pfedem dané konstanta.

Testova statistika: .

Yn:ZH{Xi > mo}
i=1

(pocet pozorovani vétsich nez my).

Véta 5.3 Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni s medidnem
my. Pak
@)
n
Z 1{X; > mx} ~ Bi(n, 1/2),
i=1

(ii)
1 < 17 d

Poznamka. Véta 5.3 plyne z véty 2.3, ¢asti (iii) a (iv).

Pfesné rozdéleni testové statistiky za Hy:

Y, ~ Bi(n, 1/2)

Kriticky obor (pfesny test): Hypotézu budeme zamitat pro pfili§ malé nebo pfilis velké hod-
noty Y.
Hy zamitneme <Y, < c¢1,(a@) nebo Y, > ¢y, (@)

kde c1, (@) je nejvétsi celé Cislo ki, které spliiuje 27" Z;Cio (7) < 3 a cy,(a) je nejmensi celé
¢islo ks, které spliuje 27" 37, (;’) < . (Ze symetrie binomického rozdéleni pro p = 1

plyne, Ze c1,(@) + c2n(@) = n.) Tento test ma hladinu nejvyse « (presné hladiny @ nemusi
byt mozné dosdhnout).

* Angl. one-sample sign test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

P-hodnota (presna): p = 2min {1 — Fy(y,), Fo(y»)}, kde F, je distribu¢ni funkce Bi(n, %) ayn
je napozorovand hodnota Y;,.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

2 ny as
Z,=—\Y,— =) ~ N(,1
g «/ﬁ( = 5) TN
Kriticky obor (asymptoticky test): Hypotézu budeme zamitat pro piili§ malé nebo pfilis velké
hodnoty V.
Hy zamitneme & |Z,| > uj—_q/2.

P-hodnota (asymptoticka): p = 2(1 — ®(|z,|)), kde z, je napozorovana hodnota testové sta-
tistiky Z,,.

Poznamka.
e K vypoctu testové statistiky vlastné nepotifebujeme znét konkrétni hodnoty X;. Staci
nam jen védeét, kolik z nich ptrekrocilo hodnotu my.
* Tento test Ize pfevést na jednostranny test Hj : my > mg (nebo < my).
¢ Test lze snadno modifikovat na test o libovolném kvantiluy, tj. na test hypotéz

Hp :ux(B) = up, Hi:ux(B) # uo,

kde g € (0, 1). Testové statistika Y, = .1, 1{X; > 1o} potom bude mit za nulové hypo-
tézy rozdéleni Bi(n, 1 — 8). Testovani o kvantilu tedy pfevedeme na testovani hodnoty
parametru binomického rozdéleni, ¢imz se budeme podrobné zabyvat v kapitole 7.1.

Cviceni. Ukazte, Ze znaménkovy test je konsistentni.

X,

Ndvod: Je jednodussi pracovat s asymptotickou verzi znaménkového testu.

PORUSEN{f PREDPOKLADU

I kdyz se zpravidla vyZzaduje spojitost rozdéleni Fy, tak pro dodrzeni (pfesné ¢i asympto-
tické) hladiny staci, Zze za nulové hypotézy P[X; = mg] = 0. V aplikacich se vsak vlivem
zaokrouhlovani stév4, Ze nékterd pozorovani jsou presné rovna my. Takova pozorovani vy-
lou¢ime, protoZe nelze urcit, zda pted zaokrouhlenim byla vétsi nebo mensi nez my. Test
pak provadime na zmenseném vybéru.

5.5 JEDNOVYBEROVY WILCOXONUV TEST

Jednovybérovy Wilcoxontiv test” porovnava medidn nebo stfedni hodnotu dat s pevné danou
konstantou. Je to neparametricky test, funguje pro za pfedpokladu symetrie hustoty.

Model: ¥ = { spojita rozdéleni s hustotou f splnujici 36 e R : f(§ — x) = f(6 + x) Yx € R}
Testovany parametr: Stfed symetrie dx

Poznamka. Model vyZaduje, aby hustota X; byla symetrickd kolem néjakého bodu d6x. Pak
musi platit mx = 6x a pokud X; € £!, pakiEX; = ux = 6.

* Angl. one-sample Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Hypotéza a alternativa:
H016X=50, Hli(sxi(S(),

kde 6 je pfedem dané konstanta.

Pozndamka. Za platnosti modelu ¥ je hypotéza Hy ekvivalentni hypotéze Hj : mx = d (test
na medidn). Pokud navic X; € £!, pak je hypotéza Hy téZ ekvivalentni hypotéze H(™ : ux = 0o
(test na stfedni hodnotu).

Testova statistika: Necht Z; il X; — 8p. Definujme

Ws = ZRi,

iel
kde I = {i € {1,...,n} : Z; > 0} je mnozina vSech indexti takovych, zZe Z; mé kladné zna-
ménko a Ry, Ry, ..., R, jsou pofadi absolutnich hodnot |Z;| mezi vS§emi absolutnimi hodno-

tami |Z1], ..., |Z.l.

Poznamka. Testovd statistika Wy jednovybérového Wilcoxonova testu mtize nabyvat hodnot

0,1,...,n(n+1)/2. Spocité se nasledujicim zptisobem:
1. Spocitame odchylky Z; = X; — §p a ur¢ime mnoZinu indexti 7.
2. Spocteme |Z1|, ..., |Z,]|.

3. Sefadime vSechny |Z;| od nejmensi do nejvétsi a ziskdme usporddany vybér
0<|Zlgy <|Zly < - <|Zlen-

4. Urcime poradi R; ndhodné veliciny | Z;| mezivSemi |Z|yy, ..., |Z|,. Plati | Z;| = |Z]g,).
5. Se¢teme pofadi R; proi € 1.
Velikost mnoziny 7 je rovna poctu pozorovani, pro né€z plati X; > §¢ (srv. s testovou statisti-
kou znaménkového testu).

Tvrzeni 5.4 Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni spliuji-
ciho model ¥ a necht plati hypotéza H, : 6x = §,. Pak

@

+1 +1)2n+1
EWs = M, var Wsg = n(n +1)@2n ).
24
(ii) .
Ws — EWq
TS24 N, ).
var Wg

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti uvazujme §, = 0. Zavedme nahodné veli¢iny A; = sign(Z;).
Potom
EA; =0, EA? =1.

Diikaz si rozdélime do nékolika krokti.

A. UkdzZeme, Ze (Ry, ..., Ry)" a (A1, ..., A)T jsou nezdvislé..
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Uvazujme nejprve nezavislost |Z;| a A;. Pro z > 0 plati

P1Zil <z,Ai=1] =P[0< Z <z] =1P[-2 < Z < z]
= 3P[0 <1z < 2] =P[A; = 1] P[1Zi] < 2],

kde jsme v druhé rovnosti vyuZili toho, Ze rozdéleni Z; je (za nulové hypotézy) symetrické

kolem nuly. Tedy |Z;| a A; jsou nezavislé. Tudiz také ndhodné vektory (|Z1], ..., 1Z.DT a
(A, ..., AT jsou nezdavislé. A tedy také nahodné vektory (Ry, . . ., R)Ta(AL,....,A)T jsou
nezavislé.

B. Wyjddrime si Wy pomoci R; a A;.

Mame
< & & n(n+1)
ZR,’]]{A,’ = 1} +ZRiﬂ{Ai = —1} = ZR,’ = T,
i=1 i=1 i=1
n n n
ZRiﬂ{Ai:I}— Riﬂ{Ai:—l}:ZRiAi.
i=1 i=1 i=1
Vsimnéme si, ze Ws = Y| R; 1{A; = 1}. ,Zprimérovanim* vySe uvedenym rovnic tedy
dostaneme

WS:n(n+1) ZRA

C. Vypocet EWg a var (Wg).
S vyuzitim nezavislosti R; a A; atoho, Ze EA; =0

n

nn+1) 1 nn+1)
EWs= "~ 4+ - N EREA = —— .
S 4 2 ; i i 4
Dile

n 1 & n

Zvar (Rl' Al) + - cov (Ri Ai,Rj A])
i=1 45 j=1,j#i

NI

1 n
var (Ws) = Zvar (ZRi Ai) =
i=1

Spocitejme si tedy
ERZEA? = lz”:iz _nr+)@n+l) (n+1)@2n+1)

var (R A;) = E (R Ay)* = 6n - 6 ’

i=1
kde jsme vyuzili ER;A; = 0, EA? = 1 a véty 2.16(i), dle které P[R; = k] = % pro vSechna
i,kel{l,...,n}.
Dale pro i # j pocitejme
cov (Rl' Al', Rj A]) =E (Ri Ai, Rj A]) =E (Ri R])EAl EA] =0,
kde jsme vyuZili nezdvislosti R; a A;.

Tedy celkem dostavame

(n+1)2n+1) nn+1)2n+1)
6 B 24

1
var (Ws) = —
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Zde konci

predn. 17
Poznamka. (23.11.)

* Diilkaz asymptotické normality vynechdvame. Diikaz je tézky v tom, Ze potfadi Ry, . .., R,
nejsou nezavislé nahodné velic¢iny.

* Hypotézu budeme zamitat pro pfili§ malé nebo prilis velké hodnoty Ws.

e Neni-li n pfili§ velké, 1ze nalézt i pfesné rozdéleni testové statistiky Wy (numericky
nebo v tabulkich). Vzpomerime si, Ze sdruzené rozdéleni vektoru pofadi (Ry, ..., R,)7
nam déava véta 2.15.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

We — n(n+1)
U, = —— &3 N\, 1)

n(n+1)(2n+1)
24

Kriticky obor (asymptoticky test):
Hj zamitneme & |Uy,| > Ui_q/2.

P-hodnota (asymptotickd): p = 2(1 — ®(|u,l)), kde u,, je napozorovand hodnota testové sta-
tistiky Uy,.

Poznamka. Jednovybérovy Wilcoxontiv test bere v tivahu i velikost odchylek od 6, nikoli jen
jejich znaménko (jako znaménkovy test). Jeho sila pro testovani medidnu je obecné vétsi nez
sila znaménkového testu. Hladinu v8ak dodrZuje pouze tehdy, je-li rozdéleni jednotlivych
pozorovéni symetrické, zatimco znaménkovy test takovy predpoklad nevyzaduje.

PORUSEN{f PREDPOKLADU

Shody kvili zaokrouhlovani Kviili zaokrouhlovani byvaji v aplikacich v datech ¢asto shody.
V tomto pfipadé jako u znaménkového testu nejdiive odstranime pozorovani, kterd se rov-
naji pfesné §,. Testova statistika Ws se pak spocte ze zbyvajicich dat a v pfipadé shod pracuje
s tzv. primérnym potadim. Pak se da ukdazat, Ze za nulové hypotézy

Ws — n(n+1) d
! N(0, 1),
n—oo
\/n(n+12)[(12n+1) — kor.

kde n je jiz (pfipadné zmenseny) rozsah vybéru a kor. je korekce rozptylu dané predpisem

1 3
kor. = 5 ZZ: (7 - t),

kde t, znaci pocet, kolikrat se mezi hodnotami |Z,] ..., |Z,| vyskytla hodnota z. Suma },
pak znadi s¢itani pfes vSechny rozdilné hodnoty mnoziny {|Z;] ..., |Z,|}.
Za povsimnuti stoji, Ze bez tipravy jmenovatele pomoci kor. by byl test konzervativni.
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Nesymetrie. V pfipadé, Ze hustota f neni symetrickd, pak testovany parametr neni median
pozorovani X;, ale tzv. pseudo-medidn, coz je medidn ndhodné veliCiny # Problém pseudo-
medidnu je jeho obtiZna interpretace. Obecné lze pouze fict, Ze jeho hodnota je nékde mezi
medidnem my a stfedni hodnotou E X; (pokud tato stfedni hodnota existuje).

Dal$im nepfijemnym diisledkem asymetrie pak je, Ze i pokud se divime na jednovybérovy
Wilcoxoniiv test jako na test o pseudo-medidnu, tak jeho skutecna hladina (at jiz presnd
nebo asymptotickd) je odlisnd od predepsaného «. Nicméné se ukazuje, Ze tato odchylka
je vcelku mald i pro natolik asymetrickd rozdéleni jako je naptiklad exponencidlni. Pokud
tedy data nevykazuji naprosto o¢ividnou asymetrii, je tedy hlavnim problémem interpretace
pseudo-medidnu.

5.6 JEDNOVYBEROVY y? TEST NA ROZPTYL

Jednovybérovy y? test narozptyl je piesny test vyzadujici normalni rozdéleni pozorovanych
dat.

Model: ¥ = {N(u, 0?), u € R, 0> > 0}

Testovany parametr: Rozptyl o2 = var X;.

Hypotéza a alternativa:
H()ZO')Z(:O'S, H1:0')2(¢0'(2),
kde o2 je pfedem dan4 konstanta.

Testova statistika:
(n-1)82
2 b
o
kde S? je vybérovy rozptyl (viz definice 2.4).
Presné rozdéleni testové statistiky za Hy:
(n-1Ss%

2 Xn-1
0

o
podle véty 2.8 (i).
Kriticky obor: Hypotézu zamitneme, pokud se vybérovy rozptyl pfilis$ lisi od hypotetického
rozptyluy, tj. pokud je testova statistika bud moc velka nebo moc mala.

n-1)s2 n-1)82
% < x2_,(a/2) nebo (—2)

0 9
kde x%_,(a/2)a x2_,(1-a/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1—-a/2)-ty kvantil x* rozdélenis n—1
stupni volnosti.

H, zamitneme < > x2_ (1-a/2),

P-hodnota: p = 2min(1 — F,(s), F,(s)), kde s je pozorovand hodnota testové statistiky a F,
je distribu¢ni funkce rozdéleni sz—l-

Interval spolehlivosti pro 0')2(: (viz (3.4))

(n-1S2  (n-1)S? )
X2 (A-a/2)" x%_(a)2)

* Angl. one-sample chi-square variance test
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Cviceni. UkaZte, Ze jednovybérovy y? test na rozptyl je konsistentni.

Ndvod: UvaZujte pro jednoduchost jednostrannou hypotézu (i alternativu) a uvédomte

Xo1(B)
n

si, Ze —— 1 pro vSechna 8 € (0, 1).

n—oo
Poznamka.
¢ Pfi poruSeni pfedpokladu normality tento test nedodrZuje hladinu ani asymptoticky.
V tomto pripadé Ize zkonstruovat test na zdkladé asymptotického rozdéleni S2, viz
Véta 2.6(iii).
* Tento test Ize pfevést na jednostranny test: Hypotéza H : o < O'g se zamitd pouze
pro pfili§ velké hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota je Xfl_l(l — «). Hypotéza
Hy - o2 > 0-(2), se zamitd pouze pro pfili§ malé hodnoty testové statistiky, kriticka

hodnota je x?_, ().

5.7 PAROVE TESTY

Uvazujme ndhodny vybér

() ()

dvouslozkovych ndhodnych vektorti s dvourozmeérnou distribu¢ni funkci. Chceme porovnat
néjakou charakteristiku margindlniho rozdéleni Fx ndhodné veli¢iny X; se stejnou charak-
teristikou marginédlniho rozdéleni Fy ndhodné veli¢iny Y;. Pozorovéani X; a ¥; ovSem nejsou
nezavisla.

Hlavni myslenka parovych testi je jednoduché: Vezmeme rozdily Z; = X; —Y; (jeZ tvoii né-
hodny vybér z néjakého jednorozmeérného rozdéleni) a na né provedeme vhodny jednovybé-
rovy test. Musime se vSak zamyslet na tim, jestli hypotéza testovand jednovybérovym testem
provedenym na Z; mé n€jakou rozumnou interpretaci pro porovndni rozdéleni X; a ¥;. Nékdy
tomu tak je, ale v fadé pripadt takova interpretace neexistuje (napt. parovy Kolmogoroviiv-
Smirnoviiv test rozumnou interpretaci nema).

Necht napftiklad jednovybérovy test provedeny na rozdily Z; testuje stfedni hodnotu, tfeba
Hy : EZ; = 0. Tato hypotéza je splnéna pravé tehdy, kdyZ EX; = EY; a vysledny test tedy
testuje rovnost sttednich hodnot X; a V;.

U jinych charakteristik toto neplati: testujeme-li nulovost medidnu Z;, neznamenad to bez
dalsich predpokladd, Ze se za platnosti této hypotézy rovnaji mediany X; a Y;. Testovani roz-
ptylu Z; jednovybérovym testem pak netikd viibec nic o tom, jak a v ¢em se lisi rozdéleni X;
od rozdéleni ;.

Pérové testy lze pouzit pouze na intervalové a pomérové veliCiny, jinak by rozdily hodnot
nemély smysluplnou interpretaci. Typicky je pouZivime na uspofddané dvojice méreni téze
veli¢iny na dvou pfirozené sparovanych jednotkdch (napft. levé oko — pravé oko, manzel —
manZelka) nebo dvé opakovand méfeni téZe veli¢iny na téZe jednotce (napf. pfed zdsahem
- po zésahu, loni - letos).
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HyPOTEZA NULOVEHO EFEKTU

V aplikacich vyjadfuje nahodny vektor (X;, ¥;)T méfeni pied a po néjakém osetieni’. Nulova
hypotéza pak fikd, Ze oSetfeni nemélo zadny vliv. Tj. testujeme

Hy : Fx(x) = Fy(x),Vx eR Hy:dxeR Fx(x) * Fy(x), (5.2)

kde Fx a Fy jsou (margindlni) distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X; a ¥;.
Je tfeba si uvédomit, Ze kazdy z niZe uvedenych testd se zaméruje pouze na urcity zptisob
poruseni nulové hypotézy vyjadiené v (5.2).

5.8 PRESNY PAROVY T-TEST

Pérovy t-test’ se provadi jako jednovybérovy t-test na rozdily Z;. Pfedpokldda se normalita
rozdilti Z;, nikoli nutné normalita ptivodnich pozorovani X; a Y;.

Model: F = {Z; = X; = Y; ~ N(u, 02), u € R, 0% > 0}

Testované parametry: Stfedni hodnoty ux = EX; a uy = EY;.

Hypotéza a alternativa:

Hy:ux —uy =do, Hi:pux — py # do,

kde dj je pfedem dand konstanta (obvykle dy = 0).
Testova statistika:

kde Z , je aritmeticky prameér rozdilti Z; (coZ je rovno X, —Y ;) a S; )

odchylka rozdili Z;. VSimnéme si, Ze

je vybérova smérodatnd

Su' = Z(Z Zn)* ——Z(X —Y - X, +7Y,)% = $25) _ 25XV 4 G20,

kde S,%(X ) a Sfl(y) jsou piisluiné vybérové rozptyly a i je vybérova kovariance.
Rozdéleni testové statistiky za Hy:
Ty ~ th—r

Kriticky obor:

Hy zamitneme < |T,| > t,-1(1 — a/2),
kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozd€leni s n — 1 stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2(1 — F,(|t])), kde ¢ je pozorovand hodnota testové statistiky a F,, je distri-
buc¢ni funkce rozdéleni ¢,,_;.
Interval spolehlivosti pro ux — py: Vypracujte samostatné.

Poznamka. Pro dy = 0 bychom se mohli na tento test divat jako na test hypotézy nulového
efektu (5.2). Z tohoto pohledu bude test citlivy na rozdil ve stfednich hodnotiach. Naopak
test nebude konzistentni, pokud sice Hy v (5.2) platit nebude, ale bude E Z; = 0. Tj. oSetfeni
nebude mit efekt na stfedni hodnotu EY;, ale pouze naptiklad na rozptyl varY;.

* Angl. treatment 1 Angl. paired t-test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

5.9 ASYMPTOTICKY PAROVY T-TEST

Jde o parovy t-test provedeny za slabsich predpokladti kone¢ného druhého momentu Z;.
Jeho vlastnosti jsou stejné, ale plati pouze asymptoticky.

Model: ¥ = {Z; = X; - V; € L2}
Testované parametry: Stfedni hodnoty ux = EX; a uy = EY;.
Hypotéza a alternativa:

Ho: ux —py =do, Hy:ux — uy # do,

kde dj je pfedem dand konstanta (obvykle dy = 0).

Testové statistika: _
Zn— dO
s

T, = n

kde Z, je aritmeticky pramér rozdilti Z; (coZ je rovno X, —Y,) a S\’ je vybérova smérodatna
odchylka rozdila Z;.
Rozdéleni testové statistiky za Hy:
T, = N(O, 1)

Asymptotické rozdéleni vSak lze aproximovat i rozdélenim ¢,_;.
Kriticky obor:

Hp zamitneme < |T,| > t,-1(1 — a/2),
kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozd€leni s n — 1 stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2(1 — F,(|t])), kde ¢ je pozorovand hodnota testové statistiky a F,, je distri-
buc¢ni funkce rozdéleni t,,_;.

Poznamka. Pro test hypotézy nulového efektu (5.2) plati to, co bylo feceno u presného péa-
rového t-testu.

5.10 PAROVY ZNAMENKOVY TEST

Parovy znaménkovy test” se provadi jako jednovybérovy znaménkovy test na rozdily Z;. Pfed-
poklada se spojitost rozdilli Z;.
Model: ¥ = {Z; m4d jakékoli spojité rozdéleni}
Testovany parametr: Medidn my rozdilu Z; = X; - Y;.
Hypotéza a alternativa:
Hy:my;=0, H;:myz+0.

Poznamka.

1. Medidn Z; obecné nelze vyjadrit pomoci medidnt X; a Y;.

2. Hy plati pravé kdyz P[X; < Y;] = P[X; > Y;] = 1/2, tj. X; je s polovi¢ni pravdépodob-
nosti vétsi nez Y; a s polovi¢ni pravdépodobnosti mensi nez Y;. Tj. jako test hypotézy
nulového efektu (5.2) bude test konzistentni, pokud se vliv oSetfeni promitne do roz-
déleni y; tak, ze P[X; > Y;] # 1/2.

* Angl. paired sign test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

3. Pokud bychom zobecnili nulovou hypotézu a alternativu na
Hy:my =my, H;:my # my,

tak vlastné testujeme, zZe P[X; <Y; + mg] = P[X; > Y; + mg] = 1/2.

4. M4-li navic Z; kone¢nou stfedni hodnotu a hustotu symetrickou kolem 0, pak musi
platit EZ; = EX; — EY; = 0. Za téchto dodate¢nych predpokladti je Hy ekvivalentni
hypotéze o rovnosti stfednich hodnot X; a V;.

5. Neni to test shody median X; a V;.

Testova statistika: .

Yn:Zﬂ{Zl->0}

i=1
(pocet par(, kde X; > V7).

Presné rozdéleni testové statistiky za Hy:

Y, ~ Bi(n, 1/2)

Kriticky obor (pFesny test): Viz jednovybérovy znaménkovy test.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

%(Yn - g) 3 N0, 1)

Kriticky obor (asymptoticky test):

> Ul-q/2-

2
Hy zamitneme < |—Y,, — Vn
0 ‘\/ﬁ n ‘/_

Pozndmka. Vyhodou parového znaménkového testu je, Ze nevyZaduje vycisleni rozdilu mezi
Xz Xz

X; aY;. Staci informace o tom, Ze X; je ,lepsi“ nezY;, resp. X; je ,horsi“ nez Y;. Tento test je
vhodny pro aplikace, v nichZ mtize byt ur¢eni konkrétnich hodnot X; a ¥; problematické.

5.11 PAROVY WILCOXONUV TEST

Parovy Wilcoxontiv test” porovnéva stiedni hodnoty X; a ;. Kviili interpretaci hypotézy vy-
zaduje jak symetrii rozdéleni Z; tak konec¢nou stfedni hodnotu. Je to neparametricky test
zaloZeny na poradich.

Model: ¥ = {Z; ma spojité rozd€leni s konecnou stfedni hodnotou a s hustotou f spliiujici
FeR:f(6—x)=f(0+x) VxeR}

Poznamka. Predpoklad o symetrické hustoté se tyka rozdilt Z;, nikoli ptivodnich pozoro-
vani X; a Y;. Pfedpoklady symetrie a konecné stfedni hodnoty zajistuji, ze 6x il EZz =
EX; -EY.

* Angl. paired Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Testované parametry: Stfedni hodnoty ux = EX; a uy = EY;.

Hypotéza a alternativa:

Hy : px — uy =60, Hi:ux — py # 0o,

kde ¢y je pfedem dand konstanta (obvykle 6y = 0).

Ws = ZRi,

Testova statistika:

iel
. .. . . o . . . df . .
kde I c {1, ..., n} je mnoZina vSech indext takovych, Ze Z = X; —Y; — 6o ma kladné zna-
ménko proi € 7,aR; < Ry < --- < R, jsou poradi ndhodnych veli¢in |Zl* mezi vSemi

|z, 1zl

Vlastnosti testové statistiky a kriticky obor: viz jednovybérovy Wilcoxoniiv test.

Poznamka.

1. K testovani hypotézy H, je asymptoticky péarovy t-test zpravidla vhodnéjsi nez parovy
Wilcoxontiv test, protoZe nevyzaduje symetrii hustoty.

2. Pro 69 = 0 mliZeme pouzit test na testovani hypotézy nulového efektu (5.2). VSimnéme
si, Ze v tomto pripadé je za nulové hypotézy rozdéleni ndhodné veliciny Z; = X; —
Y; symetrické kolem nuly, tj. test bude dodrzovat predepsanou hladinu. Je v§ak nutné
si uvédomit, Ze test bude konzistentni pouze proti alternativam, pro které je pseudo-
medidn Z; (tj. medidn %) nenulovy.
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6 DVOUVYBEROVE PROBLEMY PRO
KVANTITATIVNI DATA

Méjme dva nezdvislé ndhodné vybéry: necht X, . . ., X,, je ndhodny vybér s distribu¢ni funkci
Fx aY,...,Y, jendhodny vybér s distribu¢ni funkci Fy. Model ¥ specifikuje mnoZinu uva-
zovanych distribu¢nich funkci Fx a Fy. Mame dany parametr § = ¢(F), jehoZ hodnotu chceme
pro oba vybéry porovnat. Ozna¢me si 0x = t(Fx) a 8y = t(Fy). Obvykle chceme testovat hy-
potézu Hy : 6x = Oy proti alternativé H; : 0x # 0y, piipadné sestrojit intervalovy odhad pro
rozdil 6x — Oy.

Dvouvybérovy problém Ize zformulovat i jinym zptisobem. Méjme ndhodny vybér z dvou-

rozmeérného rozdéleni
21 ZN
Gl LI ] GN s

kde Z; jsou hodnoty nezavislych stejné rozdélenych méfeni a G; ma alternativni rozdéleni
s parametrem pg € (0, 1). Indikdtor G; urcuje, do které z porovnavanych skupin j-té pozo-
rovani patfi (jestlize G; = 0, pak do prvni skupiny, jinak do druh€). Pfeznacime-li si méreni
Z; na X; anebo Y; podle toho, do jaké skupiny dané pozorovani patri

df df
(X],...,Xn)=(ZjZGj=0) a (Yl,...,Ym)=(Zj2Gj=1),

ziskdme dva nezavislé vybéry podle prvni formulace problému. Chceme porovnat podmi-
néné rozdéleni Z; v obou skupinéch, tj. zajimaji nds podminéné distribu¢ni funkce Fx (x) =
P[Z; < x|G; = 0] a Fy(x) = P[Z; < x|G; = 1]. Pfipadné jejich parametry 6x = t(Fx) a
0y = t(Fy). Tato druhd formulace dvouvybérového problému je totozna s prvni, aZ na to,
Ze rozsahy vybérti n a m nejsou konstanty, ale nadhodné velic¢iny s binomickym rozdélenim
(n= j.V:l(l - Gj) ~ Bi(N, 1 = pg)). Analyzu v8ak provadime stejné, jako by rozsahy vybért
byly pevné.

Data podle prvni formulace ziskdme tak, Ze si pfedem stanovime, kolik méteni z kazdé
skupiny budeme mit, a pak napozorujeme pozadovany pocet veli¢in pro kazdou skupinu
zvlast. Data podle druhé formulace vzniknou, pokud stanovime celkovy pocet pozorovani
N = n + m, u€inime N pozorovani a u kazdého pozorovani teprve dodatec¢né urcime, do
které skupiny patfi.

Obé formulace se trochu lisi v pojeti asymptotickych vysledkd. U druhé formulace staci
vzit N — oo. U prvni formulace potifebujeme n — oo a m — oo, ale navic jesté musime
predpokladat, Ze rozsahy obou vybért konverguji do nekonecna stejné rychle, tj. n/m — g,
kde 0 < g < 0.

Vsechny metody uvadéné v této kapitole se hodi pro obé formulace dvouvybérového pro-
blému.
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

6.1 DVOUVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

vy

Dvouvybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test” je rozsifenim jednovybérového testu stejného
ndzvu. Je to neparametricky test, funguje pro jakakoli dvé spojitd rozdéleni.

Model: ¥ = {vSechna spojitd rozdéleni}
Testované parametry: celé distribuc¢ni funkce Fx a Fy

Hypotéza a alternativa:
Hy:Fx(x)=F(x) VxeR, H;:3dxeR:Fx(x)+ F(x). (6.1)

Testujeme, zdali oba vybéry pochdzeji z téhoZz rozdéleni. Tuto hypotézu budeme déle nazyvat
hypotézou nulového rozdilu.

Testova statistika:
Knm = sup |Fx (x) = Fr (x)|,

x€R
kde Fy je empiricka distribu¢ni funkce ndhodného vybéru X, . .., X, a Fy je empiricka dis-
tribu¢ni funkce ndhodného vybéru vy, ..., V.
Tvrzeni 6.1 Necht Xj,...,X, aVy,...,Y, jsou nezadvislé ndhodné vybéry ze spojitého roz-

déleni s distribuc¢ni funkci Fy. Potom

mn
n+m

d
Kym — Z, prom, n — oo,

kde ndhodné velicina Z m4 distribu¢ni funkci danou predpisem (5.1).

Poznamka.
¢ Hypotézu zamitneme, pokud se empirické distribu¢ni funkce obou vybért od sebe pii-

vvvvv

mn
n+m

e Tvrzeni 6.1 implikuje, Ze za platnosti hypotézy konverguje K, m v distribuci k né-
hodné veli¢iné s distribu¢ni funkci G(y), ktera je stejnd jako u jednovybérového Kol-
mogorovova-Smirnovova testu (viz tvrzeni 5.2). To ndm umozni urcit kritickou hod-

notu pro zamitani Hy.

Kriticky obor:

Hp zamitneme < ./ e Kuom > k1-a, (6.2)

kde k1_o, = G71(1 — @) je (1 — )-kvantil rozdéleni s distribu¢ni funkci G.
Podle tvrzeni 6.1 m4é tento test asymptotickou hladinu «.

Poznamka.
¢ Je moZné spocitat i pfesnou kritickou hodnotu dvouvybérového Kolmogorovova-Smir-
novova testu pro spojita rozdéleni s malymi rozsahy vybéru n, m.

* Angl. two-sample Kolmogorov-Smirnov test
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

¢ V§imnéme si, Ze za alternativy pro m, n — oo,

mn
n+m

P P
Kp.m — sup |Fx(x) - Fy(x)| > 0 = K. — .

xeR

Tudiz test je konsistentni (proti jakékoliv alternativé). Test tedy reaguje na jakykoli roz-
dil v rozdélenich obou skupin. Dalsi vyhodou testu je absence omezujicich predpo-
kladt. Nevyhodou tohoto testu je, Ze ma malou silu proti specifickym druhtim poru-
Seni Hy. Zajima-li nds (nebo ocekdvame-li) pouze urcity typ poruseni Hy (tfeba rozdil
ve stfedni hodnoté), je lepsi pouZit test, ktery je zaméfen piimo na urcity parametr.

PORUSEN{ PREDPOKLADU

Pokud vybéry za nulové hypotézy pochézi z diskrétniho rozdéleni (tj. Fy z Tvrzeni 6.1 neni
spojitd), tak test s kritickym oborem (6.2) bude konzervativni.

Podobné pokud , diskrétnost“ vznikne v dtisledku zaokrouhlovani. V tomto pripadé je vsak
zapottebi predpoklddat, Ze zplisob zaokrouhlovani je pro oba dva vybéry stejny.

6.2 PRESNY DVOUVYBEROVY T-TEST

Dvouvybérovy t-test” porovndva stiedni hodnoty obou vybért za piedpokladu, Ze data maji
normélni rozdéleni a rozptyly jsou v obou vybérech stejné. Test pak zachovava poZadovanou
hladinu presné pro jakékoli n, m > 2.
Model:

7: = {FX = N(HX? 0-2)3 FY = N(HY’ 0_2)’ Ux, Uy € R’ 0—2 > 0}
Oba vybéry maji normadlni rozd€leni s totoznym rozptylem, mohou se liit pouze stfedni
hodnotou.
Testované parametry: Stfedni hodnoty uy = EX; a uy = EY].
Hypotéza a alternativa:

Hy : px = py + 60, Hy:ux # uy + 0o.

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybéri lisi o 6y (obvykle se klade 6y = 0).

Testova statistika:

Xn—?m—(S() nm )_(n—?m—éo
Tnm = “"\Nn+m S ’
oG+ ) o
kde X, a Y, jsou aritmetické priméry obou vybérti a

n m
df 1 — — n-—1 m-—1
0t L[S e S B - AL ML g
B o+ m-=-2 ;(’ ") ;(1 m) n+m-2% n+m-2"Y

je nestranny odhad spole¢ného rozptylu o2 spocitany z obou vybéri (vdZeny primér obou
vybérovych rozptyld).

* Angl. ftwo-sample t-test
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Véta 6.2 Necht Xy, ..., X, aYy,...,Y, jsou nezdvislé ndhodné vybéry z normélnich rozdeé-
leni se stfednimi hodnotami px a py a se shodnym rozptylem o2. Pak

nm )_(n _?m - (MX B MY)
~ Ip+m-2.
Nn+m Sn.m

Diikaz. PrepiSme

nm_ Xn—Ym—(ux = py) _ U
n+m Sn,m vZ/(n+m—2)’

kde L )
Xn_Ym_(ﬂX_HY) a Z:(n+m_2)sn,m

2
f1,1 o
o I + m
K dokonceni dtikazu staci ukazat, ze 1) U ~ N(0, 1), (2) Z ~ Xi +m—2 @ (3) U je nezavislé se
Z.

() U ~ N(0, 1). K tomu si staci uvédomit, ze diky nezavislosti ndhodnych vybért jsou také

U =

X, aY,, nezavislé a plati
J— J— 2 2
Xpn =Yy —(ux — py) ~ N(O, 0-7 + %)

Tedy
Xy =Yy — (ux — py)

1 1
O"lz‘l'z

(2 Z ~ x,, _,. Diky vlastnosti y*-rozdéleni

U= ~ N(0, 1).

_(n+m-2)8;, (n-1)S% .\ (m—1)82

2
= = ~ X _
0_2 0_2 0_2 n+m-2>

(n-Ds§ 32 (m-1)S2

kde jsme vyuzili nezavislosti S a Sj a toho, Ze diky vété 2.8(1) — =

2
Xm—l'

(3) Nezavislost U a Z. Diky nezavislosti ndhodnych vybéri jsou ndhodné vektory (X, S)z()T

a (Y, $2)7 nezavislé. Déle z vété 2.8(ii) jsou nahodné veliciny X, a S2 nezavislé a podobné
také nahodné veliciny Y, a SZ jsou nezéavislé. Tudiz také ndhodné veli¢iny X, — Y, a S3 ,,
jsou nezavislé. Odtud jiz plyne nezavislost U a Z. O

Poznamka.
e Z véty 6.2 plyne, Ze za platnosti modelu ¥ a hypotézy Hy : ux — uy = 6o ma Ty,
rozdéleni t,,4 ,—2.
¢ Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové priiméry obou skupin od sebe prilis lisi,
tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Kriticky obor:
Hy zamitneme & |Ty, | > them-2(1 — a/2),

kde t;4m-2(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n + m — 2 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 — F(|¢])), kde t je pozorovana hodnota testové statistiky T, ,, a F je dis-
tribu¢ni funkce rozdéleni t,,4 ;2.

Interval spolehlivosti pro ux — py: Z véty 6.2 1ze odvodit piesny interval spolehlivosti pro rozdil
stfednich hodnot obou vybéra. Dostaneme

P Yn _Ym _Sn,m 2V, % + % tn+m—2(l —(l/Z) < Ux — MUy <
Xn=Ym+Spmals++tpama(l-a/2)| =1-a.

Poznamka. Tento test Ize snadno upravit na jednostranny.

PORUSENf PREDPOKLADU

Poruseni normality. Pokud data nemaji normaélni rozdéleni, nicméné stdle plati shodnost
rozptyld, tj. var (X;) = var (Y;), pak za nulové hypotézy

d
Tn.m — N(0, 1), pro m, n — oo,

tj. test neni presny, ale asymptoticky.

Porus$eni shodnosti rozptylii. Oznacme
0')2( = var (X;), 0'12, = var (Y))
a predpoklddejme, Ze n/(n + m) — A. Potom za nulové hypotézy
Tom 5 N(O, 0°2), pro m, n — oo, (6.3)
kde

3 (1- A)(Ti + /10'12,

a /10')2(+(1—/1)0'12,'

2

*

VSimnéme si, Ze pro A = % je o2 = 1 a tedy (pro pfiblizné) stejné rozsahy vybéru test dodr-
Zuje hladinu asymptoticky.

Obecné vsak test nedodrzuje predepsanou hladinu ani asymptoticky. Pficemz stoji za po-
v§imnuti, Ze napiiklad pokud 02 > o2 a1 < 1 (j. vétsi rozptyl je ve vybéru s mensim
rozsahem), pak o2 > 1 a test je (asymptoticky) anti-konzervativni.

T-TEST JAKO TEST HYPOTEZY NULOVEHO ROZDILU

Pro 69 = 0 mliZeme na test nahliZet jako na test hypotézy nulového rozdilu (6.1). V tomto
piipadé sice nemame zarucenu normalitu, ale za nulové hypotézy jsou rozptyly shodné. Test
tedy budu dodrZovat hladinu asymptoticky.
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Co se tyka sily testu, tak test bude konsistentni vii¢i alternativdm, pro které pux — puy # 0.
Pokud se v§ak kromé zmény stfedni hodnoty budou rozdéleni Fx a Fy liSit také rozptylem,
tak vliv rozdilnosti téchto rozptyli nemédme pod kontrolou. Rozdilné rozptyly mohou zvy-
Sovat Ci snizovat silu testu. Navic pfi zamitnuti nulové hypotézy (6.1) miizeme pouze tvrdit,
Ze jsme prokdzali rozdilnost rozdéleni Fx a Fy. Toto zamitnuti vS§ak nemtizeme pfisuzovat
pouze k rozdilim stfednich hodnot, protoze k nému mohla pfispét i rozdilnost rozptyla.

Cvi€eni. Dokazte (6.3).
Ndvod: Vhodné modifikujte ditkaz véty 6.3.

6.3 ASYMPTOTICKY DVOUVYBEROVY Z-TEST

Nyni upravime dvouvybérovy t-test tak, aby se obesel bez predpokladu normality i bez shod-
nych rozptyld. Pijde o asymptoticky test.
Model:
F = (Fx € L3, Fy € L3},
Testované parametry: Stfedni hodnoty ux = EX; a uy = EY;.
Hypotéza a alternativa:

Hy: ux = uy + 60, Hy:ux # uy + 9o.

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybérti lisi o ¢ (obvykle se klade 6y = 0).

Testova statistika: _
Xn - Ym - 60

\S&/n+Si/m

kde X, Y, jsou aritmetické priméry obou vybérii a S2, SZ jsou vybérové rozptyly.

Zn,m =

Véta 6.3 Necht Xi,...,X, aYi,...,Y, jsou nezavislé nahodné vybéry z rozdéleni se stied-
nimi hodnotami py a py a koneénymi rozptyly. Pak

Yn _?m - (HX - MY)

S)z(/n+812,/m

d
— N(0,1) pro m,n — oo, .- — q € (0, ).

Diikaz. PrepiSme
X, Y, - (ux — uy) _ M(Yn ~Ym - (ux — uy))

1/SJZ(/n+Slz,/m 1/S}z(%+812,

. a 4 2 P P P 7 Y, v . 2
Z konzistence vybérového rozptylu S2 — o2, S2 — o2 a tudiz diky vété o spojité transfor-

P
maci (tvrzeni 1.2) [S32 +S; — |03 /q + o3 Tedy s vyuzitim Cramérovy-Sluckého véty
(tvrzeni 1.3) staci ukazat, ze

NI (K =V — (px — 1y)) —5 N(0, 02/ + 0'2). 6.4)
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

— d
Z centralni limitni véty vn (X, — ux) — N(0, o%) a tudiz

Vi (X = px) = 22 Vi (K = 1ix) =5 N(0, 03 /q).

Déle diky centralni limitni vété

NI (T = 1y) ~5 N0, 52).

Nyni s vyuzitim nezavislosti X, a Y ,,,

Xn - Ux d 0 O_)z(/q 0
vl ) = elo) (57 )
TudiZ také pro vSechny c € R?

- d
cT\/m()—(" MX)—)N(O,CTZC).
Ym_HY

(6.4) nyni plyne z vy$e uvedené konvergence pro c = (1, -1)T.

Poznamka.
¢ Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové priiméry obou skupin od sebe prilis 1isi,
tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.
 Véta 6.3 implikuje, Ze za platnosti modelu ¥ a hypotézy Hy ma Z, ,, asymptoticky roz-
déleni N(0, 1).

Pozndmka. Necht oba vybéry maji stejny rozsah, tj. m = n. Potom

2 n+m
Szn+82m=‘/—w/822+822=1/ Shm-
X/ Y/ n X/ Y/ nm n,m

V tomto ptipadé tedy vzdy plati Z, , = Tn.m, tj. testové statistiky dvouvybérového t-testu a
z-testu jsou totozné. Jelikoz véta 6.3 plati i bez predpokladu shodnych rozptylQ, pti n = m
dostatecné velkém lze rozdéleni T, ,, za platnosti Hy aproximovat rozdélenim ¢,.,,—2 bez
ohledu na to, jsou-li rozptyly stejné nebo ne. Dvouvybérovy t-test tedy funguje alespori
asymptoticky i tehdy, pokud jsou rozptyly v obou vybérech riizné, ale pocty pozorovdni
jsou shodné (nebo aspon velmi podobné).

Kriticky obor:
Hp zamitneme < |Z, | > u1—a/2,
kde u1_q2 je (1 — a@/2)-ty kvantil normovaného normalniho rozdéleni.

P-hodnota: p = 2(1 — ®(|z|)), kde z je pozorovand hodnota testové statistiky Z, ,, a ® je
distribuc¢ni funkce rozdéleni N(0, 1).

Interval spolehlivosti pro pux — uy: Z véty 6.3 1ze odvodit asymptoticky interval spolehlivosti
pro rozdil stftednich hodnot obou vybérti. Pro n, m — oo dostdvame

%.-7 S %, -7 S
PXn—Ym—ul_a/z 7+E<yx—yy<Xn—Ym+u1_a/2 7+m - 1-a.
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Poznamka. Existuji i lepsi aproximace kritickych hodnot pro tento test zaloZené na t-roz-
déleni s po¢tem stupnu volnosti, ktery zavisi na poctu pozorovani v obou skupinach a vy-
bérovych rozptylech. Takovych aproximaci je nékolik . Jedna z variant této aproximace, tzv.
Welchiiv test', je implementovana v R jako standardni metoda testovani rovnosti stfednich
hodnot dvou vybért (provadi jej funkce t.test). V této varianté se pouzivaji jako kritické
hodnoty kvantily ¢-rozdéleni se stupni volnosti f danymi vzorcem

(o5

n m

f:

(5%)? (82)?
n2(n-1) m2(m-1)

P . Sl e s o dews  SRSE .
Tento vzorec byl odvozen na zdkladé aproximace rozdéleni ndhodné veli¢iny > + - z Cita-

tele testové statistiky pomoci ndsobku y?-rozdéleni s ,vhodnym*“ poétem stupiiti volnosti
(detaily 1ze nalézt , ).

Welchtiv test Ize chdpat jako variantu dvouvybérového z-testu s vylepSenymi kritickymi
hodnotami i jako zobecnéni dvouvybérového t-testu na vybéry s nestejnymi rozptyly.

Poznamka. Nékdy se doporucuje pred pouzitim dvouvybérového t-testu otestovat shod-
nost rozptyld obou vybérd, napft. testem uvedenym v kap. 6.5 niZe, nebo tzv. Leveneovym
testem (neuvadime). Pokud test zamitne rovnost rozptyld, pouzijeme Welchtiv test, jinak
pouZijeme dvouvybérovy t-test. Od pouZivani takového postupu spiSe odrazujeme. Jedna se
o tzv. dvoufdzovy test, kdy celkovy vysledek testu zavisi na tfech rliznych vzajemné zavislych
testovych statistikdch. Neni ni¢im zaruc€eno, Ze celkové hladina takové testovaci procedury
je rovna pozadované hodnoté «. Pokud si nejsme jisti shodnosti rozptyltd nebo normalitou
dat, provedeme rad€ji rovnou Welchtiv test. Ani jeden z predpokladti dvouvybérového t-testu
pak neni tfeba nijak ovérovat.

6.4 DVOUVYBEROVY WILCOXONUV TEST

Dvouvybérovy Wilcoxontiv test' je neparametricky test zaloZeny na poradich.
Model: ¥ = {X; ~ Fx spojitd d.f., ¥; ~ Fy, 36 € R : Fx(x) = Fy(x - 6) Vx € R}
(tzv. model posunuti v poloze).

Testovany parametr: Posunuti 6xy.

Hypotéza a alternativa:
Hy:6xy =0, H;:6xy #0.

Poznamka.

¢ Na rozdil od jednovybérového a parového Wilcoxonova testu nevyzadujeme symetrii
hustoty.

* Pokud plati model ¥ a hypotéza Hy, rozdéleni X a Y jsou totoznd. Potom plati myx =
my a EX = EY (existuji-li stfedni hodnoty). To jest, za platnosti modelu ¥ lze dvou-
vybérovy Wilcoxontv test chdpat jako test rovnosti stfednich hodnot i medidnti. V§im-
néte si, Ze nejsou-li rozptyly X a Y totozné, model ¥ nemtize platit.

* lze je nalézt napt. v kapitole 8.1. knihy (1998). T Angl. Welch test * Angl. two-sample Wilcoxon test,
Wilcoxon rank-sum test
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Testova statistika:

S

Wn,m = R;,
i=1
kde Ry, Ry, . .., R, jsou potadi ndhodnych veli¢in X; ve spojeném ndhodném vybéru X, .. .,
X, Y1, ..., Y.
Poznamka. Testova statistika W, ,,, miize nabyvat hodnot n(n +1)/2, ..., mn + n(n+1)/2.

Spocita se nasledujicim zptisobem:

1. Vezmeme spojeny vybér (71, ..., Zpim) o Xy, ..., X, 1, ..., 7).
2. Seradime vSechny Z; od nejmensi do nejvétsi; ziskdme usporadany vybér

Z(l) < Z(g) <. < Z(n+m)~

3. Urcime poradi R; ndhodné veliCiny X; mezi vSemi Z(1), . .., Z(u4m). Plati X; = Z(g,).
4. SeCteme potfadi R; proi=1,...,n.
Zde asi
. . . bude
Tvrzeni 6.4 Plati-li model ¥ a hypotéza H,, pak Kondit
(D predn. 20
nn+m+1 mnn+m+1 5.12.
EW,, = 2D = PR D) (5.12)
’ 2 ’ 12
(i) Pokud n, m — oo,
Wym —EW, d
n,m n,m N N(O, 1)'

vvar (W)

Diikaz. Cast (i). Za platnosti hypotézy jsou rozdéleni X; aY; shodné, tedy Xi, ..., X;, Y1,..., Yy,
je ndhodny vybér o rozsahu n + m. S vyuzitim véty 2.16 tedy mame, Ze

ER n+m+1 ar (R) (n+m)?> -1 cov (Ri. R)) n+m+1 i %
= — var(R;) = ———, v (R;, Rj) = — 1 .
i 2 i 12 i» Lj 12 p J
Tedy
& nn+m+1)
EWym = ZERi =
i=1
a
n n n
var (Wy, ) = > var (R) + > > cov (R, Ry)
i=1 i=1 j=1,j#i
(n+m+1)(n+m-1) n+m+1
=n -n(n-1)———
12 12
nn+m+1 nmn+m+1
_mEmED gy 2 i)
12 12
Cést (ii). Nebudeme dokazovat. Potiz diikazu spoc¢iva v tom, Ze poifadi Ry, . .., R, nejsou
nezavislé ndhodné veliciny. O
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Pozndmka.
* Hypotézu budeme zamitat pro pifili§ malé nebo prili$ velké hodnoty W, ,,.
¢ Pfedchozi tvrzeni ddva navod k nalezeni kritickych hodnot pro zamitani hypotézy, které
zarucuji asymptotickou hladinu «.
* Nejsou-li n a m prili$ velkd, 1ze nalézt i pfesné rozdéleni testové statistiky W;, ,, (nume-
ricky nebo v tabulkdch).

Kriticky obor (asymptoticky test):

n(m+n+1)
|Wn,m -

mn(m+n+1)
12

Hj, zamitneme <

> Ul—q/2-

PORUSEN{f PREDPOKLADU

Shody kviili zaokrouhlovani. Kviili zaokrouhlovani byvaji v aplikacich v datech ¢asto shody.
Testové statistika W, ,,, se pak spocte s vyuZitim tzv. praimérnych pofadi. D4 se ukézat, Ze za
nulové hypotézy

n(n+m+1
Wi.m — % d

[ mn(ntm+l-kor) N>
12

kde kor. je korekce upravujici rozptyl dana predpisem

N(0, 1),

_ 1 3
or- = (n+m)(n+m-1) zzl (& —t),

kde t, znaci pocet, kolikrat se mezi hodnotami 7, ..., Z,,, vyskytla hodnota z. Suma },
pak znadi s¢itani pfes vSechny rozdilné hodnoty mnoziny {Z; ..., Z,+m}.
Za povSimnuti stoji, Ze bez tipravy jmenovatele pomoci kor. by byl test konzervativni.

Neplati model posunuti. Pro porozuméni je vhodné vyuzit nize uvedenou Mannovu-Whit-
neyho formulaci Wilcoxonova testu.

MANNOVA-WHITNEYHO FORMULACE WILCOXONOVA TESTU

Test ekvivalentni s Wilcoxonovym lze ziskat i ndsledujici ivahou. Uvazujme v§echny dvojice

(X;,Yj))proi=1,...,naj=1,..., maspoctéme, kolik z nich spliiuje podminku X; < V;:
n m
Wi = > 1{Xi <Yj).
i=1 j=1
Néhodna veli¢ina W,; ,,, tzv. Mannova-Whitneyho statistika, miiZze nabyvat hodnot z mno-

ziny {0, ..., nm}.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze mezi dvouvybérovou Wilcoxonovou statistikou W, ,, a Man-
novou-Whitneyho statistikou W, ,,, je deterministicky linedrni vztah. Mizeme tedy snadno
spocitat momenty W,/ .

Tvrzeni 6.5
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

D Wym + W,;’" =mn+ M
P
(ii) Pokud min(n, m) — oo, pak (mn)"'W; ,, — P[X; < Y;].

Diikaz. Cést (i). Z definice poradi

Tedy
n n m
W,,m+W;fm:ZR,-+ ZT]{X,<Y]}
i=1 i=1 j=1
n n n m n m
=Y X <X+ Y > G <X+ > Y X < V)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n n n m
=Y D 1{XG < X} + Y > 1{Y) < X nebo ¥; < X;}
i=1 j=1 i=1 j=1
n
_ Z in n(n2+ 1)
i=1
Cést (ii). Nebudeme dokazovat. Potiz ditkazu vézi v tom, Ze indikatory 1{X; < Y;} nejsou (pro
i=1,...,n,j=1,..., m) nezavislé ndhodné veliciny. O

Rozeberme si disledky tvrzeni 6.5. Cést (i) fik4, Ze testy zaloZené na dvouvybérové Wilco-
xonové statistice a Mannové-Whitneyho statistice jsou ekvivalentni. Césti (ii) pak ukazuje,
ze W, ,,,/(nm) je konsistentnim odhadem parametru 6xy = P[X; < Y;]. Pokud Fx = Fy, lze
snadno ukdzat, Ze Oxy = 1/2. Parametr fxy vSak mlize nabyvat hodnoty 1/2 i pro dvé rozdé-
leni, kterd nejsou totoZn4.

Tedy uvazujeme-li dvouvybérovy Wilcoxontiv test jako test hypotézy nulového rozdilu (6.1),
pak je tento test konsistentni pouze vici alternativam, pro které je Oxy # % Tuto nerovnost
vSak obecné (tj. mimo model posunuti) nemtiZzeme interpretovat jako nerovnost stfednich
hodnot nebo medidnti. Existuji spojitd rozdéleni Fx a Fy takovd, Ze maji rozdilné stfedni hod-
noty (resp. medidny) a pfitom Oxy = % A na druhou stranu existuji spojitd rozdéleni Fx a Fy
takovd, Ze maji stejné stfedni hodnoty (resp. mediany) a pfitom 6xy # %

Vzhledem k vy$e uvedenému by nds mohla zajimat, zda bychom nemohli uvazovat Manntiv-
Whitneyho test jako test pro néasledujici obecnou situaci.
Model: F* = {X ~ Fx spojitd d.f., Y ~ Fy spojita d.f.}
Testovany parametr: 6xy = P[X <Y]
Hypotéza a alternativa:
Hy:0xy =3, Hj:0xy # 1.

Problém vsak je, Ze v tomto pripadé nelze rozptyl testové statiky W, ., za hypotézy pocitat
podle tvrzeni 6.4 (nebot za hypotézy jiZ obecné neméame stejné rozdelene nahodné veli¢iny).
Kritické hodnoty spocitané pro Wilcoxontv test v modelu ¥ tedy v obecném modelu 7 *
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

nefunguji. Pficemz se ukazuje, Ze ignorovani tohoto faktu miize vést k testu, ktery je konzer-
vativni nebo naopak anti-konzervativni.”

Tyto tvahy vedou k jednozna¢nému zavéru: Chceme-li testovat rovnost stiednich hodnot
bez dalsich predpokladii na tvar rozdeéleni obou vybérii, pouZijeme dvouvybérovy z-test
nebo Welchuv test, nikoli Wilcoxontiv test.

Poznamka. Nékdy se doporucuje pred pouZitim dvouvybérového t-testu na porovnéni stied-
nich hodnot otestovat normalitu obou vybéra (populédrni je napfiklad tzv. Shapiro-Wilktv
test normality, ktery neuvddime). Pokud test zamitne normalitu, pouZzijeme Wilcoxontv test,

jinak pouZijeme dvouvybérovy t-test. Od pouzivani takového postupu zdsadné odrazujeme.

Jak vime, jednd se o dva testy, které testuji rozdilné hypotézy, nemiizeme je tedy pouzit na

ten samy problém. Pokud si nejsme jisti normalitou dat, provedeme radéji rovnou Welchiiv

test, ktery normalitu nevyZaduje a testuje pravé tu hypotézu, ktera byla zadéna.

Poznamka. V pripadé shod je zapotiebi tvrzeni 6.5 mirné modifikovat. Pokud statistika W, ,,
se poc€itd pomoci pramérnych poradi, tak vztah (i) plati, pokud definujeme statistiku W, ,,
jako
n m
Wy = [1{X: <Y} +31{X: = V;}].
i=1 j=1
Cast (i) je pak zapotiebi opravit na

wm P
20— PIX; < Y]+
mn

IPIX; = Y31

6.5 DVOUVYBEROVY F TEST SHODY ROZPTYLU

Dvouvybérovy F test shody rozptylt' je pfesny test porovnavajici rozptyly dvou nezavislych
vybért za predpokladu normdlniho rozdéleni.
Model: ¥ = {X; ~ N(ux, 0')2(), Y; ~ N(‘lly,O'lz/-), Ux, Uy € R, o-i > 0, 0'12, > 0}
Testované parametry: Rozptyly o4 = var X; a o2 = vary;.
Hypotéza a alternativa:
HO:O')Z(:O'iz,, H1:0')2(¢0'12,.
Testova statistika:
SZ
F =X

nm = "5

Sy

kde S je vybérovy rozptyl vybéru Xi, ..., X, a S je vybérovy rozptyl vybéru v3, .. ., V.

Poznamka.
e Z véty 2.11 plyne, Ze testova statistika mé za platnosti modelu a hypotézy pfesné roz-
déleni Fn—l,m—l-
¢ Hypotézu zamitneme, pokud se vybérové rozptyly prilis lisi, tj. pokud je testova statis-
tika bud moc velkd nebo moc mala.

* Standardizaci testové statistiky W, m» aby test asymptoticky dodrZoval hladinu i v obecném modelu 7, lze
nalézt napriklad v 016). 1 Angl. rwo-sample F test of equality of variances
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6 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Kriticky obor:
Hjy zamitneme & F, , < Fy—1.m-1(a/2) nebo F,, ;;, > F_1,m-1(1 — @/2),

kde F,—1 m-1(@/2) a Fy—1, m—1(1 —@/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1 —«/2)-ty kvantil F rozdéleni
s n—1am — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2min (1 — F(s), F(s)), kde s je pozorovand hodnota testové statistiky a F je
distribu¢ni funkce rozdéleni F,,_; ;,-1.

Interval spolehlivosti pro 0% /o2: Z véty 2.11 Ize odvodit interval spolehlivosti pro podil roz-
ptyl. Dostaneme

% 1

< ——|=1-qa.
$2 Fn1,m-1(5)

S5 1 2, 2
Plg ——F= < <
512, Fn—lfm—l(l_%) (TX/O'Y

Poznamka. Tento test Ize pfevést na jednostranny test: Hypotéza H : o2 < o se zamitd

pouze pro prili§ velké hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota je F,,—; -1 (1—@). Hypotéza
Hy : Uf( > 0'32,, se zamitd pouze pro pfili§ malé hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota
je Fu-1,m-1(@).

PORUSENf PREDPOKLADU

Pfi poruseni pfedpokladu normality tento test nedodrZuje hladinu ani asymptoticky. Pro se-
staveni testu v tomto piipadé by bylo zapotiebi odvodit asymptotické rozd€éleni testové sta-
tistiky F, ,, za hypotézy a pracovat s timto rozdélenim. Alternativné 1ze vyuZit také Levenetiv
test’. Ten se dd pouZit i na porovndni vice nezavislych vybért. Je viak tieba upozornit, Zze
tento test obecné netestuje shodu rozptylt, ale trochu jiného parametru variability.

" Angl. Levene’s test
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7 JEDNOVYBEROVE A DVOUVYBEROVE
PROBLEMY PRO BINARNI DATA

V této kapitole a v kapitole ndsledujici se budeme zabyvat bindrnimi velicinami, které na-
byvaji pouze dvou hodnot.

7.1 JEDNOVYBEROVY PROBLEM

Alternativni rozdéleni je nejjednoduss$im modelem pro kategoridlni veliCinu, kterd nabyva
pouze dvou hodnot zakédovanych jako 0 a 1. Necht px € (0, 1) je pravdépodobnost, Zze dany
jedinec je klasifikovan do kategorie 1.

Necht Yy, ..., Y, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(px) zaznamenavajici kla-
sifikaci n jedincti do kategorii 0 a 1. Ozna¢me pocet jedinct klasifikovanych do skupiny 1 jako
X, = X1, Y;. Tato veli¢ina md rozdéleni Bi(n, px) (viz véta 2.3(iv)). Pocet jedinct klasifiko-
vanych do skupiny 0 je n — X,, ~ Bi(n, 1 — px).

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru py je relativni ¢etnost

o~ X :'1:1 Y;

=== =

Jeho vlastnosti vychézeji z vlastnosti primeéru a jsou shrnuty ve vété 2.3.

7.1.1 CLOPPEROVA-PEARSONOVA METODA

Nejprve se budeme zabyvat metodami pro sestrojeni intervalu spolehlivosti pro pravdépo-
dobnost px a pro testovani hypotéz o px zaloZenymi na presném rozdéleni statistiky X;,, tj.

Bl(n’ pX) .
Uvazujme hypotézu Hy : px = po proti alternativé H; : px # po. Stanovme kriticky obor

Hy zamitneme © X, < c¢;(a) nebo X,, > cy(a),
kde c; (@) je nejvétsi celé Cislo, které spliiuje
cr(a)

P(B|(n, PO) < CL(CZ)) = Z (7)p(f)(1 _ po)n_]' <
j=0

N R

a cy (@) je nejmensi celé cislo, které splnuje

P(Bi(n. po) 2 cy(@)) = Y (’7)pé(1—po)”—fs%.

j=cu (@)
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M

Tento test (zvany Clopperiiv-Pearsoniiv) ma nejvy$si moznou dosazitelnou hladinu, jez ne-
pfesahuje « (vzhledem k diskrétnimu rozdéleni testové statistiky nelze vzdy dosdhnout sta-
novené hladiny «). P-hodnota tohoto testu je ddna vzorcem:

p(x,) = 2min {P(Bi(n, po) < x,), P(Bi(n, po) = x,)},

kde x, je pozorovana hodnota testové statistiky X,,.

Nyni feSme tlohu sestaveni intervalu spolehlivosti pro px s pravdépodobnosti pokryti
(alespon) 1 — a. Podle tvrzeni 4.3(ii) (dualita intervalt spolehlivosti a testovani), mZeme
sestavit poZadovany interval spolehlivosti jako mnoZinu obsahujici vSechny parametry p €
(0, 1), pro néz pfi pozorovanych datech X,, Cloppertv-Pearsontiv test nezamitd hypotézu
Hy : px = p. Tj. interval spolehlivosti bude tvaru (pg, py), kde pr a py nalezneme jako
feSeni ndasledujicich rovnic

N (n) .« S\ .«
J(1=p)y == J(1=pyi =2
];n (j)P( p) > ;(}.)p( P) >

Lze ukazat, Ze p; a py lze explicitné vyjadrit a dostdvame interval ve tvaru

( anL(a) (Xn + 1)CIU((¥) )
Xpgr(@) +n—-X,+1" (X, + Dgy(a) +n-X, /)’

kde q; (@) je a/2-kvantil rozdéleni Fox, 2(n-x,+1) @ qu () je (1 — a/2)-kvantil Fo(x,+1) 2(n-x,)-
Pokud X,, = 0, poloZime dolni mez intervalu rovnou 0, pokud X;, = n, poloZime horni mez
intervalu rovnou 1.

Vyse uvedeny interval se nazyva Cloppertiv-Pearsoniiv interval spolehlivosti pro para-
metr binomického rozdéleni. Vyhodou tohoto intervalu je, Ze pravdépodobnost pokryti ma
hodnotu alespoii 1 — @ ani pfi malém rozsahu vybéru. Jeho nevyhodou je, Ze jeho pravdé-
podobnost pokryti miize byt o hodné vyssi nez 1 — « a Ze miva prili§ velkou délku.

Nyni se miizeme vrétit ke Clopperové-Pearsonové testu hypotézy Hy : px = po proti al-
ternativé H; : px # po. Misto toho, abychom slozité pocitali kritické hodnoty ¢, (@) a cy (@),
spocitame Cloppertv-Pearsontiv interval spolehlivosti a Hy zamitneme, pokud p, v tomto
intervalu nelezi.

7.1.2 KLASICKA ASYMPTOTICKA METODA

V prikladé uvedeném v kapitole 3.4.2 na str. 45 jsme odvodili asymptoticky interval spoleh-
livosti pro px zaloZeny na bodé (iii) véty 2.3 a Sluckého vété. Podle (3.7) plati

Dy — d
7, = n —Pr_PX N(0, 1).

Vﬁn(l - ﬁn oo

Toto tvrzeni lze pouZit k odvozeni asymptotického testu hypotézy Hy : px = po proti alter-
nativé H; : px # po s kritickym oborem

|[Pn — pol

V ﬁn(l - ﬁn)

Hp zamitneme & vn > Ul_q)2- (7.1
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7 Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

Interval spolehlivosti pro px z kapitoly 3.4.2 m4 tvar

= An 1_An = An I_An
(Pn —up-g %, Pntui-g %) . (7.2)

Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze pokud pyx je blizké nule nebo jedné, pak je zapottebi re-
lativné velky pocet pozorovani, aby asymptotickd aproximace fungovala spolehlivé. V praxi
se nékdy doporucuje, Ze je potfeba mit alesporn 5 tispéchii a alespori 5 netspéchti. Za po-
v8imnuti také stoji, Ze krajni body intervalu spolehlivosti mohou byt mensi neZ 0 nebo vétsi
nezl.

Cviceni. JelikoZ alternativni rozdéleni ndlezi do £2, tak bychom také mohli pouzit asymp-
toticky ¢-test, viz kapitola 5.3. Ukazte, Ze v tomto piipadé by méla testova statistika tvar

= VaTT_ PP
an(l - Pn)

a porovnavali bychom ji s kvantily ¢, -rozdéleni. Dostali bychom tedy test, ktery je o trochu
konzervativné€jsi neZ test uvedeny v (7.1).

7.1.3 WILSONOVA METODA

Wilsonova metoda je zaloZena pfimo na bodé (iii) véty 2.3

Dy — d
W, = \n —2n—PX N(0, 1)

Vpx(1 = px) "7

bez aplikace Sluckého véty. Za platnosti hypotézy Hy : px = po zndme px a toho vyuzijeme
k sestaventi kritického oboru

|Pn = pol

VPo(1 — po)

Hy zamitneme & Vn > Ul_q/2.

Tento test se nazyva Wilsoniiv.
Interval spolehlivosti pro px zaloZzime na pivotélni statistice W, tj. vyjdeme z

P[ul_a/z < WM < ul_(l/g] — 1-a

vV px (1= px) n—eo

a nerovnosti uvnitt upravime tak, abychom uprostted dostali px a na okrajich meze intervalu
spolehlivosti. K tomu je nutné vytesit kvadratickou rovnici pro px. Vysledkem je asympto-
ticky interval s krajnimi body

(" + u2 - ﬁn(l_ﬁn) + u? ) 1
— Fu e e —
Pn¥ o n an’ J1+u2/n
kde u je zkrdcené znaceni pro u;_, /2. Tento interval se téZ nazyva Wilsonuiv. V literatuie se
uvadi, ze Wilsontv test a interval dava presnéjsi vysledky nez metody z kapitoly 7.1.2.
Je zajimavé si povSimnout, Ze stied Wilsonova intervalu lze vyjadfit jako vdZeny primeér
Wppn + (1 —wy)1/2, kde w, = (1 + u?/n)™" — 1 pron — oo. Pocitdme-li 95% interval
spolehlivosti, pak stfed Wilsonova intervalu je zhruba (X, + 2)/(n + 4).
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7.1.4 LOGITOVA METODA
" Logitova metoda je zaloZena na $anci misto na pravdépodobnosti.

Definice 7.1 Necht Gspéch nastdva s pravdépodobnosti p. Podil 1% pravdépodobnosti tispé-
p
chu a netispéchu se nazyva §ance' na tspéch.

Pojem Sance se béZné pouziva pfi kursovych sdzkach.

Zvolme jako odhadovany parametr logaritmus Sance 6x = log 5 £ ’;X
bézneé rika logit, transformace g(x) = log (=) se nazyva logitovd. Logitova transformace
g(x) je rostouci a spojité diferencovatelna pro x € (0, 1) a zobrazuje interval (0, 1) na R. In-
versni transformace je g7 (y) = 1?;‘; ;{)y{j/y Logaritmus $ance 6x tedy mtize nabyvat libovolné
hodnoty v R a miZzeme z ni vyjadfit pravdépodobnost px jako px = exp{6x}/(1 + exp{Ox}).

Logaritmus $ance 0x odhadneme transformaci g(p,) odhadu p,,. Dostaneme odhad

0, = log (%),

ktery je podle tvrzeni P7.3 konsistentnim (ne v8ak nestrannym) odhadem 6.
Asymptotické rozdéleni 8,, ziskdme aplikaci bodu (iii) véty 2.3 a delta metody (véta P7.11).

. Tomuto parametru se

Véta 7.1 Necht px € (0, 1). Pak plati
@) )
Vn(0, - 6x) —2 N (0, pLX + ﬁ),
(ii)

~ d
Xn=X) 9, — 0x) —— N(0,1).
n—oo

Oznacme D, = /% Je to vlastné odhad smérodatné chyby 0,.
Na zédkladé véty 7.1 mlizeme sestrojit asymptoticky test hypotézy Hy : px = po. Oznacme
6o = log -£2-. Hypotézu H, mtizeme piepsat jako Hy : x = 6, a zamitdme ji ve prospéch

1-p
alternativy boﬁ 1 0x # 6y pokud

1 ~
D_n |9n — 90| > Ul—q/2-

Tento test nazveme logitovy.
Interval spolehlivosti pro 6x s pravdépodobnosti pokryti konvergujici k 1 — @ ma tvar

—~

(On - ul_%Dn, gn + ul_%Dn) .

Aplikujeme-li ryze rostouci funkci g ~! na oba krajni body tohoto intervalu, dostaneme asympto-
ticky 100(1 — a)-procentni interval spolehlivosti pro px ve tvaru

ﬁ_nAe—tu/an ﬁ_’leul—n/ZDrz

1-pn 1-pn (7.3)
P s -~ ° .
1+ L2 e t-a2Dn 1 4 Pogti-as2Dn
1-pn 1-pn

Interval (7.3) nazyvame logitovy. Oba jeho krajni body jisté lezi uvnitf (0, 1). Navic kon-
vergence 5,1 k normélnimu rozdéleni je rychlejsi nez konvergence p,, takze limitni apro-
ximace zaloZend na 0, je pfesnéjsi nez aproximace zaloZend na p,. Logitovd metoda patii
spolu s Wilsonovou k metoddm doporucovanym v literatufe.

" Tato kapitola nebyla probrdna na prednasce. ' Angl. odds
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7.2 DVOUVYBEROVY PROBLEM

Méjme Y1, .. ., Y1, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(p;) a Yay, . .., Y2, je né-
hodny vybér z Alt(p,). Oznacme X; = Y, V;; a Xp = Y, Y»;. Budeme se tedy zabyvat
porovnanim dvou nezavislych binomickych veli¢in X; ~ Bi(n, p1) a Xo ~ Bi(m, p2). Chceme
zjistit, zdali a jakym zptisobem se li§i pravdépodobnosti p; a p.. Jejich odliSnost miizeme
vyjadrit riznymi zptisoby, z toho ndm vyplyne nékolik variant odhadt a testti.

Pokud veli¢iny X; a X> udavaji pocty néjakych negativnich udélosti (smrt, nemoc, ztrata
zaméstnani, porucha, bankrot) parametry p; a p, nazyvame riziky udélosti v obou popu-
lacich. Pravdépodobnosti (rizika) p; a p» mizeme odhadnout relativnimi ¢etnostmi p; =
X1/n, p2 = X2/ m. Jejich vlastnosti shrnuje véta 2.3.

Pravdépodobnosti (rizika) p; a p» zpravidla porovnavame jednim ze tii nasledujicim zpi-
sobti:

1. rozdil pravdépodobnosti (nértst rizika)” dy = p; — p2, odhadujeme pomoci d= pL—DP2;

)

)

2. podil pravdépodobnosti (relativni riziko') ry = %, odhadujeme pomoci 7 = =

— p1(1-p2) — Xi(m=-Xp)
p2(1-p1) X (n—X1) *

& 'i _ p/U=-p) _ p(d-p)
3. pomeér sanci’ ox = [ 7=p5 = p,a0p))

odhadujeme pomoci 0

Pro kazdé z téchto porovnéni budeme potfebovat asymptotické rozdéleni prislusného od-
hadu. U v8ech asymptotickych vysledki budeme stejné jako v kapitole 6 predpoklddat n —
co,m—ocoan/m— q,kde0 < g < co. Vysledky uvddéné v této kapitole vsak plati i tehdy, je-
li pevny pouze celkovy pocet pororovani n + m, zatimco rozsahy vybérti n a m jsou ndhodné
(viz diskuse na str. 89).

Vsimnéme si, Ze pomoci centrdlni limitni véty mdme

Vn (p1 - p1) -, N, p1(1-p1)) a Vm (p2 - p2) N N(0, p2(1 = p2)).

Dale diky nezavislosti p; a p, dostaneme stejnym zptisobem jako v diikazu véty 6.3

ﬁl -p1\ d 0) p1(l1-p1 0 )
v — N s q . 7.4
m(pz—pz)_) 2((0 ( 0 p(l-py) 74

7.2.1 RozDiLY PRAVDEPODOBNOSTI, NARUST RIZIKA

Odlisnost obou rozdéleni mtizeme vyjadtit napt. rozdilem pravdépodobnosti (rizik) dx =
p1 — P2, jez 1k, o kolik je vétsi riziko v populaci 1 nez v populaci 2. Tento parametr muze
nabyvat hodnot —1 az 1, nulova hodnota odpovida totoznym pravdépodobnostem v obou
populacich.

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru dy je d = p; — Ps.

Tvrzeni 7.2

d—dyx
\/51(1—51) + p2(1-p2)

n m

4 N, 1.

* Angl. risk difference, excess risk T Angl. relative risk ¥ Angl. odds ratio
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Diikaz. Budeme postupovat podobné jako v diikazu véty 6.3.
Nejdiive prepiSeme
d - dx _ Vm (d - d)
\/Wl_ﬁl) 4 P2(=p2) \/ﬁl(l—ﬁl)%"‘ﬁz(l—ﬁz)

n m

Nyni s pomoci zédkona velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2)
se ukdze, Ze

— — — —~ P _
VA=) + 5ol = po) —> /2L 4 py(1 = py).

Pomoci Cramérovy-Sluckého véty (vé€ta 1.3) tedy zbyva dokdzat, Ze

-~ d _
Vm (d—dx) — N(0, 202 + py(1 - py)),

coZ plyne podobné jako v dtikazu véty 6.3 ze sdruzené asymptotické normality odhadt p; a
52 v (7.4). O

Pro asymptoticky test hypotézy Hy : dx = 0 proti alternativé H,; : dx # 0 pouZijeme
testovou statistiku R
d

T; =
\/171(1—51) + p2(1-p2)

n m

a hypotézu zamitneme pokud |T;| > u;_q/2.
Z tvrzeni 7.2 dostaneme postupnymi tipravami

P[g_ ul_a/z\/ﬁl(ln—ﬁo yROR) g gy ul_a/z\/ﬁlun—ﬁl) y RO Ly,

Odtud ziskdme asymptoticky interval spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti dy.

Poznamka. JelikoZ za nulové hypotézy Hy : dx = 0 je p1 = po, tak lze misto T; pouzit
testovou statistiku

—~

d
JPA-P(E+ L)

kde p = % je odhad spole¢né pravdépodobnosti tispéchu za nulové hypotézy. Testova

statistika T, ma za nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni N(0, 1). Ukazuje se vsak, Ze sku-

v 2

tecné hladina testu zaloZeného na T, je zpravidla bliz§i pfedepsané hladin€, nez skutecna
hladina testu 7.

T =

(7.5)

Cvic€eni. Alternativnébychom mohli pouZit asymptoticky dvouvybérovy z-test (viz kapitola 6.3)
hypotézy Hy : ux = uy. Dokazte, Ze v tomto pfipadé m4 testovd statistika Z,, ,, tvar

d
\/ﬁlu—ﬁl) S

Zn,m =

n—-1 m—1
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7.2.2 PoDILY PRAVDEPODOBNOSTI, RELATIVNI RIZIKO

Jiny zptsob, jak vyjadrit odliSnost pravdépodobnosti (rizik), je relativni riziko rx = pi/p2.-
Tento parametr fikd, kolikrat je vétsi riziko v populaci 1 nez v populaci 2 a mtze nabyvat
hodnot v intervalu (0, co). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou totozné praveé
kdyz ry = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru rx je 7 = p1/po.

I kdyz bychom mohli odvodit asymptotické rozdéleni odhadu 7 = p;/p», tak se ukazuje,
Ze normélni aproximace funguje rychleji pro logaritmus tohoto podilu.

Tvrzeni 7.3 log T 1
ogr—logrx d
J08r—087rx  d. N, 1).

1-p1 + 1-p»

npy mp;

Diikaz. Opét budeme postupovat podobné jako v diikazu véty 6.3.
Nejdiive prepiSeme
log7—logry _ +m (log7 —logrx)

1-pr , 1-p2 1-prm + 1-p>
npy mpz p1 n p2

Nyni s pomoci zdkona velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2)

se ukaze, ze
1-p _5 P _ _
[Lpm  17pp  ©, Ip | 1-pp .
pr n p2 piq p2

Pomoci Cramérovy-Sluckého véty (véta 1.3) tedy zbyva dokézat, Ze

—~ d — —
Vm (log7 - log(rx)) — N(O’ % + %)'

To vsak plyne z delta-metody (tvrzeni 1.7) a ze sdruzené asymptotické normality (7.4), nebot
gradient funkce log (%) je (%, ;—;) a tedy asymptoticky rozptyl veli¢iny vm (log7 — rx) je

(L __1) m(;—m 0 i _1—p1+1—p2
proope 0 p2(1—p2) ;—21 p1q p2

Chceme otestovat, jestli log 7x = 0 neboli ry = 1. Pro asymptoticky test hypotézy Hy : rx =
1 proti alternativé H; : rx # 1 pouZijeme testovou statistiku

O

log7

a hypotézu zamitneme pokud |T;| > u;_q/2.
Z tvrzeni 7.3 dostaneme postupnymi tipravami

1-p; 1-p:
BL oy 2
np1 mpz

= 1-p1 , 1-pp
} <rx < rexp{ul_a/g 1 + m_ﬁz}:l - 1-a,

P

?exp {—ul_a/g
coZz ndm dava asymptoticky interval spolehlivosti pro relativni riziko rx.

Cviceni. Jak by vypadal kriticky obor hypotézy Hy : rx = 2 proti alternativé H; : ry # 22
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7.2.3 POMER SANCi
Tfetim moZnym zptisobem vyjaddreni odliSnosti dvou pravdépodobnosti je pomér Sanci

_ pi/(1—p1) _ pi(1 - p2)
Tl =p)  p(-p1)

Yz %

Tento parametr 1ikd, kolikrat je vétsi Sance v populaci 1 nez v populaci 2. MiiZe nabyvat hod-
not v intervalu (0, c0). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou totoznd praveé kdyz
Ox = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru oy je

p1(1 - p2) _ Xi(m - X3)
po(l-p1)  Xo(n—Xp)'

I kdyZ bychom mohli odvodit asymptotické rozdéleni odhadu o = p;1/p>, tak se ukazuje,
Ze normélni aproximace funguje rychleji pro logaritmus tohoto odhadu.

0=

Tvrzeni 7.4 Necht

—~ 1 1 1 1
Vo= —+ — + — + — =
npr n(l-p1)) mp, m(l-py)
1 1 1 1
= — + +— +

Xi n-X X m-X
Pak loo s _ 1
20807 089x 9, N0, 1).

—

Vo
Diikaz. Podobné jako v diikazu véty 6.3 nejdiive prepiSeme
logo —logox _ vm (logo —logox)
7, Jm7,
Nyni s pomoci zédkona velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2)
se ukdze, ze

—~ P
[ m m 1 1 1 1 1 1
Vo \/nm + n(l-p1) + p2 + (1-p2) \/qpl taa-m Y T T

Pomoci Cramérovy-Sluckého véty (véta 1.3) tedy zbyva dokézat, Ze

~ d 1 1 1 1
Vm (loga —logox) — N(0, 7o+ obos + 20+ o5).

coZ plyne pouzitim delta-metody (tvrzeni 1.7) z (7.4). O

Pravdépodobnosti (Sance) v obou populacich jsou totozné pravé kdyz ox = 1 nebolilogoyx =
0. Pro asymptoticky test hypotézy Hy : ox = 1 proti alternativé H, : ox # 1 pouZijeme testo-

vou statistiku _
_logo

T,

=)
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a hypotézu zamitneme pokud |T,| > uj—_q/2.
Asymptoticky interval spolehlivosti pro pomeér Sanci ox je dan faktem

P[Eexp{—ul_a/g \/\70} <oy < 5exp{u1_a/2 \V, }] > 1-a,

ktery plyne z tvrzeni 7.4.

Cviceni. Jak by vypadal kriticky obor hypotézy Hy : ox < 2 proti alternativé H; : ox > 2?
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8 MULTINOMICKE ROZDELENT A
KONTINGENCNI TABULKY

V této kapitole a v kapitole néasledujici se budeme zabyvat kategoridlnimi velicinami, které
mohou obecné nabyvat dvou nebo vice hodnot. Pojem kategorialni velicina byl vyloZen v ka-
pitole 3.2.2. Stru¢né feceno, jde o diskrétni veli¢inu nabyvajici konecné mnoha hodnot, ty-
picky 1, ..., K, jejiz hodnoty nemusi mit numerickou interpretaci, ale oznacuji ¢lenstvi v né-
jaké skupiné (kategorii). Parametry pouZzivané v analyze kategoridlnich dat jsou typicky prav-
dépodobnosti jednotlivych hodnot.

8.1 MULTINOMICKE ROZDELEN{

Multinomické rozdéleni zobecriuje binomické rozdéleni na situaci, kdy kategoridlni velicina
miiZe nabyvat vice neZ dvou hodnot.

MULTINOMICKE ROZDELENT: DEFINICE A VLASTNOSTI

Definice 8.1 (Multinomické rozdéleni) Necht K > 2 an > 1 jsou pfirozena cisla a p
(p1, ..., pr) ' je vektor konstant splitujici px > 0 Vk a Zlk(:l pr = 1. Ndhodny vektor X
(X1, ..., Xx)" mad multinomické rozdéleni Multg (n, p), pravé kdyz jeho hustota vzhledem

k soucinové ¢itaci mife na ZX je

n!

U >
P[X1=XI,X2:x2,...,XK=xK]= xkENo Vi
0 jinak.

Multinomické rozdélenti je rozdéleni poc¢tu pozorovani pridélenych do kazdé z K moznych
prihradek v n nezavislych experimentech, pficemz v kazdém experimentu jsou pravdépo-
dobnosti prirfazeni do jednotlivych prihradek dany slozkami vektoru pravdépodobnosti p.

Véta 8.1 (Rozklad multinomického rozdéleni.) NechtYj, ..., Y, jsounezavislé ndhodné vek-
tory s rozdélenim Multg (1, p). Pak X = Y. | Y; ~ Multg (n, p).

Diikaz. Budeme postupovat indukci.

Pro n = 1 mdme X =Y a tedy

K
P[Xi =x1,.... Xk = xx] = p'py° - p, pro Zxk =1.
k=1
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Predpoklddejme, Ze véta plati pron — 1. Tj. X = Y7 Y; ~ Multg(n — 1, p). UkdZeme, ze
X +Y, ~ Multg(n, p).

Oznacme Y, = (Y1....,Yx)" apro YK_ % = n s vywzitim indukéniho pfedpokladu
pocitejme

P[Xl-l-Ynl =X1,...,XK+YnK =XK]

DM T T

P[X1+ Y =x1,..., Xk + Yaug = xg | Yok = 1] P[Ye = 1]

P[X1=xl,...,XkZxk—l,...,XszK]P[YnkZI]

(n-1)!

= o el
Lyl (= D! x! P1 Py Px Pk
K
(I’l _ 1)' X1 Xk XK
B x1!~--xk!~--xK!p1 P Py ;xk
n! 0 w
- xI!"'xK! py Py
O
Zde konci
. . .1 o . ) predn. 22
Véta 8.2 (Vlastnosti multinomického rozdéleni.) Necht X ~ Multg (n, p). Pak )

() Xk ~ Bi(n, pr),

(i) EXy = npy, varXi = npp(1 = pi),
(iii) cov (Xj, Xx) = —np;pk, pro j # k,
(iv) var X = n [diag (p) — p®?]

Diikaz. Dle véty 8.1 si mizeme X reprezentovat jako X = )Y} kde Yy,...,Y, jsou
nezavislé nahodné vektory s rozdélenim Multg (1, p).

Cést (i) plyne z toho, Ze X = /", Vi a ¢ast (i) plyne z vlastnosti binomického rozdéleni.
Cast (iii). Pomoci vy$e uvedené reprezentace pro j # k pocitejme

n n n n
cov (Xj, Xi) = cov (ZYU-, ZY”‘) = Z Z cov (Y, Yir)
i=1 =1

i=1 1=1
n

= Z cov (Y;j, Yix) = ncov (Y, Yir)
i=1

= n (EY;Yix — EY;jEYix) = —np;px,

kde jsme vyuzili nezdvislosti ndhodnych vektort Y7, ...,Y), a déle toho, ze EY;;Y;x = 0,
EY;; = pjaEYy = pr.

Cast (iv). Z ¢asti (i) a (iii) plyne

npi(l-p1)  -npip2 ...  —npipx
var X = | Tnpem np2(l1—p2) ... —npapx | _ . (diag () — ppT].
—npkp1 —npgp2 ... npx(l-pk)
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8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Véta 8.3 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni.)
Necht X ~ Multx(n, p). Pak
® !

d :
—=(X - np) —— N (0, diag (p) - p*?),
\/ﬁ n—oo

(i)

K
Z Xk — npp)?*  d 5
n

n—oo
=1 Pk

Diikaz. Cast (i). Diky vété 8.1 si miizeme X reprezentovat jako X = 3", Y;, kde V3, ...,Y,
jsou nezavislé nahodné vektory s rozdélenim Multg (1, p). Z véty 8.2 pak vime, Ze

EYi=p,  varY; =diag(p) - p*
Tedy pomoci centrélni limitni véty pro nezavislé stejn€ rozdélené ndhodné vektory (tvrzeni1.6)

1 1
W(X_np):ﬁu

n
d :
(Yi - p) —— Ni (0, diag (p) - p*).
Cést (ii). Oznacme si
1
"= T g(Vp) ( p)
pak mlizeme psat
K 2
X —
Z( k — npi) - 272,
= Pk
S vyuzitim tvrzeni (i)
Z, — s Z ~Ng(0,5), @.1)
n—o0
kde
T = diag (Vp) ! [di — p®?]di =g — p*?
= diag (vp)~ [diag (p) - p™|diag (VP)™ =k - VP**.
VSimnéme si, Ze
(1 = VB*) (I = VB*) = I 2 VB + VBB VBB
=lx -2 P2+ VPP =l - VD%
tudiz matice Ix — /p®? je idempotentni.

Déle z (8.1) a véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.6) vime, Ze

d
Z)z,— Z'Z.

n—oo

Nebot matice £ = Ix — \/p® je idempotentni, tak pouzitim véty P6.3(iii) s A = [,, dostdvame,
7e kvadratickd forma ZT Z ma y?-rozdéleni s poétem stupiiti volnosti

K
tr (AZ) =tr (lx - Vp*) =K - ) pe=K-1.
k=1
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8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

ODHADY PARAMETRU MULTINOMICKEHO ROZDELENT

Pro odhadovani jednotlivych parametra py, testovani hypotéz o py a konstrukci intervalo-
vych odhadt pro py mizeme pouzit metody popsané v kapitole 7.1, nebot podle véty 8.2(i)
plati X ~ Bi(n, pi),

Cely vektor p odhadneme pomoci p,, = X /n. Sdruzené asymptotické rozdéleni odhadu
Py ziskdme z véty 8.3(i):

- 1 :
Vn (pn —p) = —=(X - np) 2, Nk (0, diag (p) — p®?).
\/ﬁ n—oo

Pro libovolny vektor konstant c o délce K, plati
Vit (€7 - €Tp) = N(0, ¢ ldiag (p) - p*le).
n—oo

Pokud c' [diag (p) — p®2lc £ 0a V, i) [diag (Pn) — P?]c # 0, dostaneme ze Sluckého véty

Vi (c'p.—c'p) d
—

Ve

N(0, 1). (8.2)

Odtud mtizeme snadno odvodit asymptotické testy hypotéz Hy : ¢'p = 7yo. Vezmeme

testovou statistiku
Vi (c"Pn — 7o)
T. = )
N2
ktera ma podle (8.2) za platnosti hypotézy asymptoticky normované normélni rozdéleni a
Hy zamitneme praveé kdyz |T;| > uj—q /2.
Asymptoticky interval spolehlivosti pro ¢' p zaloZeny na konvergenci (8.2) jest

T~ V. T= V.
(C Pn—Ul-q/2\ 5> C Pn +u1—a/2\/ﬁ)-

Vektor ¢ vybereme tak, aby sou¢in c'p vytvofil linearni kombinaci parametrt, kterd nds
v dané aplikaci zajima. Chceme-li napiiklad védét, zdali pravdépodobnosti prvni a posledni
kategorie jsou stejné, a sestrojit interval spolehlivosti pro rozdil jejich hodnot, zvolime ¢ =
(1,0,...,0,-DTayy=0.

x? TEST DOBRE SHODY PRO MULTINOMICKE ROZDELENT

Pojmem y? test dobré shody” rozumime test hypotézy H : p = p° zaloZeny na vété 8.3(ii).

Tato hypotéza fikd, ze pravdépodobnosti kategorii p = (p1,..., px)' jsou rovny piedem
stanovenym hypotetickym pravdépodobnostem p® = (p), ..., p%)T, tj. py = p? pro viechna
k=1,...,K.

Plati-li hypotéza Hy, pak testova statistika

K 0\2
X2 _ Z Xk — npg
0
k=1 npy

" Angl. x? test of goodness of fit
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8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

ma podle véty 8.3(ii) asymptotické rozdéleni X§<—1- Testova statistika porovnavé pozorovanou
Cetnost X v kategorii k s Cetnosti n pg ocekdvanou za platnosti hypotézy. Velké hodnoty
testové statistiky svédci proti Hy. Hypotézu Hy zamitneme, pokud

K (X — np)

Z > xka(-a), 8.3)
=1 npy

kde )(f(_l(l — a) znadi (1 — a)-kvantil rozdéleni X%(—l'

Pozndamka. Asymptotickéd aproximace y? rozdélenim vyzaduje, aby celkovy pocet pozoro-
vani n byl dostatecné velky. Jako jednoduché orientac¢ni pravidlo miizeme vzit napf. pozada-
vek, aby o¢ekdvané Cetnosti n p,‘g prekrocily 5 ve vSech kategoriich k = 1, ..., K. Vyskytuji-li
se v hodnot4ch X velmi malé ¢etnosti nebo nuly, x> aproximace mtiZe byt velmi nepfesna.

Pozndmka. Vezmeme-li K = 2, p? = po, Xo = n—Xj, pg =1 — py, dostaneme

2

,  (Xi—-npp)? [In—X-n(l-py)l* Pn = Po
X = + = [ Vn———F—=
npo }’l(l - pO) p()(l - p())

takZe testova statistika y? testu pro K = 2 kategorie je rovna ¢tverci Wilsonovy testové sta-
tistiky uvedené v kapitole 7.1.3.

Priklad (Je kostka pravidelnd?). Hodime n-krat kostkou a zaznamename, kolikrat padly vy-
sledky 1-6: dostaneme Cetnosti Xj, . . . , Xg. Nastavime pg =1/6,k =1,...,6. Zamitne-li XZ
test hypotézu Hy, prokézali jsme, Ze na kostce nepadaji vSechna ¢isla stejné casto.

Piiklad (Rodi se déti béhem roku rovnomérné?). Mdme dény pocty déti narozenych v jed-
notlivych mésicich béhem kalendainiho roku: Xj, . .., Xj,. Nastavime p,‘g = my /365, kde my
je pocet dni v mésici k. Zamitne-li y? test hypotézu Hy, prokazali jsme, Ze déti se nerodi
béhem roku rovhomérné.

Priklad (Pochézi ndhodny vybér z distribucni funkce Fy?). Méjme ndhodny vybér 7., ..., Z,.
Zajima nas, zdali pochézi z rozdélenti s distribu¢ni funkci Fy(x) = F(x; 0y), kde 6y je zndmo.
Stanovime si intervaly (ax-1,ar), k = 1,...,K, ap = —o0, ax = oo tak, Ze jejich pocet
K je vyrazné mensi nez n a do kazdého z intervali padne dostatecny pocet pozorovani.
Spocitame, kolik pozorovédni padlo do k-tého intervalu: Xi = Y7 14, a)(Zi). Pochézi-li
nahodny vybér 7, ..., Z, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fy(x) = F(x;6), potom vektor
= (Xy,..., XK)T md multinomické rozdéleni Multg (n, p°), kde pravdépodobnosti jed-
notlivych kategorii jsou pg = F(ax; 0p) — F(ax_1;60o).
Provedeme test hypotézy Hy : p = p° testem dobré shody podle vzorce (8.3). Zamitne-li
test hypotézu Hy, prokdzali jsme, Ze ndhodny vybér 7, . . ., Z,, nepochézi z rozdéleni F (x; 6y).

Xz TEST DOBRE SHODY PRO MULTINOMICKE ROZDELENI S ODHADNUTYMI PARAMETRY

Jak jsme vidéli v predchozim piikladé, pravdépodobnosti kategorii pg mohou zaviset na vek-
toru parametrd 6. Test dobré shody miizeme provést podle vzorce (8.3) jen tehdy, pokud
tyto parametry zndme. V praxi je ovSem nékdy nezndme, miizeme je nanejvys odhadnout.
Nyni si ukdZeme, jak upravit test dobré shody pro takové pripady.
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8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Uvazujme model Fy: Necht ndhodny vektor X = (X, ... , Xx) " ma multinomické rozdé-
leni Multg (n, p(6x)), kde Ox € ® C R4 je nezndmy d-rozmérny parametr,d < K —1,ap
je funkce zobrazujici ® do (0, 1)X takov4, Ze p(6) T1x = 1 pro viechna 6 € @ (soucet viech
slozek p(0) je vzdy 1). Zajima nds, zdali rozdéleni X 1ze popsat timto modelem nebo ne.

Piiklad. V néjaké populaci se urcity gen vyskytuje ve dvou variantdch (alelach) A (napft.
tmavé oci) a a (napt. svétlé oci). Mezi vSemi geny v celé populaci tvoii alela A podil 6x €
(0,1) a alela a 1 — 6x. Kazdy jedinec ma dva exemplére pfislusného genu (jeden po otci,
jeden po matce). Pokud se geny michaji nezavisle (plati tzv. Hardyho-Weinbergovo ekvilib-
rium), pravdépodobnosti tfi moznych variant genotypu jedince jsou:

Genotyp Pravdépodobnost

AA 0%
Aa 29}((1 - 9}()
aa (1-6x)2

Pozorujeme genotypy n nezavislych jedinct a oznacime X;, Xz, X3 pocty jedinct s geno-
typem (po tfadé) AA, Aa, aa. Plati-li Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium, pak vektor X =
(X1, X2, X3) T ma rozdéleni Mults(n, p(6x)), kde p(6x) = (6%,20x(1 — 0x), (1 — 6x)*)T. Na
zékladé pozorovani X chceme otestovat, zdali se populace nachdzi v Hardyho-Weinbergové
ekvilibriu.

Parametry 0x potfebujeme odhadnout. K tomu Ize pouZit napf. metodu maximdlni véro-
hodnosti, kterd vede k soustavé d rovnic o d nezndmych 6,,:

< _
Z X’“A Ope(0n) _ 0. 8.4)
= pr(6,) 99

Uvazujme testovani hypotézy
Hy:30x € ® p=p(Ox) (model Fy plati)
proti alternativé
Hy :¥0x € ® p=+#p(Ox) (model %y neplati).

Nejprve ziskdme odhad é‘n parametru fx vyfeSenim soustavy (8.4). Poté mlizeme otestovat
hypotézu Hy testem dobré shody s odhadnutymi parametry namisto parametra skute¢nych.
Rozdéleni testové statistiky je stale y?, ale ztraci se jeden stuperi volnosti za kazdy odhado-
vany parametr.

Tvrzeni 8.4 Plati-li hypotéza Hy, pak testova statistika
. ~
V2= Z [Xi — npi(0,)]°
k=1 npk(an)

ma (za jistych pfedpokladii regularity’) asymptoticky rozdéleni Xi_ 41 kde d je pocet od-
hadovanych parametrt.

* Viz kurz NMSA 332.
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8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Platnost tohoto tvrzeni plyne z teorie maximalni vérohodnosti, kterd bude vysvétlena v na-
vazujici pfednasce. Testova statistika porovnava pozorovanou Cetnost X v kategorii k s Cet-
nosti npy(6,) ocekdvanou za platnosti hypotézy; velké hodnoty testové statistiky svédci
proti Hy. Hypotézu Hy zamitneme, pokud
K 212
V2= Z [ Xk — npr(6,)]
k=1 npg ()

> Xr_a(1—a), (8.5)

kde x%_, (1 —a) znaci (1 — a)-kvantil rozdéleni x%_, ;.
Poznamka. Izde je nutné mit dostatecné velky pocet pozorovani v kazdé sloZce vektoru X.

Priklad (Pochdazi ndhodny vybér z dané parametrické rodiny rozdéleni?). Méjme ndhodny

vybér 71, ..., Z,. Zajima nds, zdali pochéazi z rozdéleni Fx(x) = F(x;0x), kde 8x € ©® neni
znamo (napf. n€jaké normadlni, gama nebo Poissonovo rozdéleni).
Stanovime si intervaly (ax_1, ax), k = 1,..., K, ayp = —o0, ax = o tak, Ze jejich pocet K je

vyrazné mensi nez n a do kazdého z intervalli padne dostatecny pocet pozorovani. Spoci-
tdme, kolik pozorovéni padlo do k-tého intervalu: Xi = 2.7 1(4,_1,a.)(Z).

Pochdzi-li ndhodny vybér 7, . . ., Z, z rozdéleni s distribucni funkci F(x; 0x), potom vek-
tor X = (X1, ..., Xx)" ma multinomické rozdéleni Multg (n, p(@x)), kde pravdépodobnosti
jednotlivych kategorii jsou py(0x) = F(ak’;ﬁx) — F(ag_1;0x).

Resenim soustavy (8.4) ziskdme odhad 6,, parametru . Provedeme test hypotézy Hj tes-
tem dobré shody podle vzorce (8.5). Zamitne-li test hypotézu, prokézali jsme, Ze ndhodny
vybér 7, ..., Z, nepochézi z dané rodiny rozdéleni.

Zdlraznéme, Ze k platnosti tvrzeni 8.4 je zapotfebi odhadovat parametru 8x metodou
maximélni vérohodnosti v modelu X ~ Multg (n, p(€x)). Tvrzeni 8.4 by neplatilo, pokud
bychom pouzili odhad metodou maximdlni vérohodnosti v modelu Z; ~ F(:; 0x), tj. pro

n

5,1 =argmax ) logf(Z;0),
0cO ;

kde f(-; ) je hustota ndhodné veliCiny Z; vzhledem k néjaké o -konecné mite u.

8.2 KONTINGENCNI TABULKY

Necht X € {1,...,J}aZ € {1,..., K} jsou dvé kategorialni veli¢iny. Uvazujme ndahodny vy-

bér (X1, Z1)7, ..., (Xy, Zy) " 0 rozsahu N (pevném). Oznacme pocet jedincti klasifikovanych
do j-té kategorie veli¢iny X a k-té kategorie veli¢iny Z jako njx = YN, 1{X; = j, Z; = k},
j=1,...,J,k = 1,...,K. Ndhodnou veli¢inu n;; nazyvime pozorovanou Cetnosti’ pro

kombinaci kategorii j a k. Oznacme pjy =P[X =j,Z=klap= (p11,..., prx)T. Vzhledem
k tomu, Ze pozorované Cetnosti byly vyvoreny klasifikaci N nezdvislych jedincti do JK kate-
gorii, ndhodny vektor n = (nyy,...,n ]K)T musi mit multinomické rozdéleni Mult ;¢ (N, p).
Protoze pracujeme s multinomickym rozdélenim, mtizeme pouzivat vSechny vysledky z ka-
pitoly 8.1. Odhadem pravdépodobnosti p;; je n;;/N. Odhadem vektoru p je p,, = n/N.

" Angl. observed frequency
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Oznacéme dale

K J J] K
M= D Mk ek = ) Mg, =Y > =N,
k=1 =1 =1 k=1
K J] K
Pj+ = Z Pjk,  P+k = Z Pjk> P++ = Z Z Pik = 1
Jj=1 k=1

Pravdépodobnosti pj; urcuji sdruzené rozdéleni X a Z, pravdépodobnosti p;; = P[X = j]
urcuji margindlnirozdéleni X, pravdépodobnosti p.y = P[Z = k] urcuji margindlni rozdéleni
Z.

Pozorované Cetnosti mtizeme sestavit do tabulky, kterou nazyvame kontingencni tabulka’.

Z =1 Z =K z
X=1 ni nmg ny+
X=2 no1 nak na+
X=] nrp njx nypy
2 n+1 ce n+K N

Podobné miizeme sestavit tabulku pravdépodobnosti, kterd popisuje sdruzené rozdéleni
vektoru (X, Z)T i margindlni rozdéleni veli¢in X a Z.

Z =1 Z =K >
X=1| pu ... px | P+
X=2| pa P2k | P2+
X=J| pn_ .. Pk | Pj+
X P+1 P+k 1

Oznacme jesté podminéné pravdépodobnosti

. Pjk
P[X=]|Z=k]=]9j(k)=—] .
P+k

. Pjk
PlZ=k|X=j]=pjr="".
Pj+

TESTOVANT NEZAVISLOSTI x> TESTEM

N&hodné veli¢iny X a Z jsou nezdvislé, pravé kdyz pro kazdé j € {1,...,J}ak € {1,...,K}
plati
P[X :j’Z = k] = P[X :]] P[Z = k] neboli Pjk = Pj+P+k-

Pokud plati hypotéza, Ze X a Z jsou nezavislé ndhodné velic¢iny, pravdépodobnosti p =
(p11s - ... pyx) " specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou funkcemi d = J + K — 2

* Angl. contingency table
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parametrt Ox = (P14, ..., PU=1)+> P+ls - - - p+(K_1))T. Maximalné vérohodny odhad para-
metru Ox za hypotézy nezavislosti nalezneme jako reSeni soustavy rovnic (8.4), které v tomto
piipadé maji tvar
e —~
/ njx  0pjx(6y,)
j=1 k=1 ij(an) 00

Vsimnéme si, Ze derivujeme-li podle parametru p;; dostdvame rovnice

=0.

K

M_M)zﬁ_ﬂzo i=1 -1
kz(m+ P+ Pj+ Pi+ ’ J Xy )
=1

A analogicky pro derivace podle parametru p.

”fk_”fK = Mk LK _ k=1 K-1
P+k p+1< P+k P+k e '

M\

J=1
Resenim této soustavy rovnic pak je

n _ (= —~ o~ o~ NJ-+ Nyl nyxk-H\ T
on - (p1+3'-"p(]—1)+7 p+1’~'-7p+(K—l)) - N+"”’T’ ﬁ9""—)

Maximalné vérohodné odhady slozek vektoru p za hypotézy nezavislosti vyjdou

—~ )
~ o~ Jj++k

ij(an) = Pj+P+k = T,
j=1,....,],k=1,...,K.Ocekavané Cetnosti v kontingen¢ni tabulce za platnosti hypotézy
jsou tedy N pj(0,) = Nﬁj+ﬁ+k = nj+ N4k /N.

Testova statistika y? testu nezavislosti méa tvar
2
J] K n]k _ ”J+”+k)
j=1 k=1 N

Podle tvrzeni 8.4 m4 tato statistika za platnosti hypotézy nezavislosti asymptoticky y? roz-
déleni s poctem stupnti volnosti JK —d — 1, kded = J + K — 2. tj. X?]_l)(K_l). Hypotézu
nezavislosti zamitneme, pokud y? > X%]—l)([(—l)(l - ).

X2-TEST JAKO TEST HOMOGENITY MULTINOMICKYCH ROZDELEN{

Nezavislost X a Z plati, pravé kdyz pro vSechna j € {1,..., J}ak € {1, ..., K} plati
P[X=jlZ=k]=P[X=j] neboli pjx = pj+

Tj. nulova hypotéza nezavislosti plati, pravé kdyz
Pj) = Pj2) = ... = pjx) provsechnaj =1,..., J.

Oznacme pi) = (P1k)s ---» P ](k))T. Potom je nékdy prirozené na kontingencni tabulku na-
hliZet po sloupcich jako na realizace K -nezdvislych multinomickych rozdéleni Mult; (n41, pa)),
, Mult; (n4x, px))- x?-test nezavislosti s testovou statistikou (8.6) se pak da interpretovat
jako test hypotézy, Ze K vybéri z multinomického rozdéleni ma stejné vektory pravdépo-
dobnosti (jde tedy o K-vybérovy test na shodnost parametri K multinomickych rozdéleni).
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8.2.1 KONTINGENCN{ TABULKY 2 X 2

Zabyvejme se nyni specidlnim pifipadem J = 2 a K = 2, kdy obé veli¢iny mohou nabyvat
pouze dvou hodnot. Vysledna kontingenc¢ni tabulka obsahuje 2 x 2 ¢etnosti:

Z=1 Z=2| X Z=1 Z=2| %
X=1| nn niz | Nt X=1| pn pi2 | p1+
X=2 Nno1 noo no+ X=2 P21 p22 P2+
x nyy ni2 N x P+1 P+2 1
Testova statistika je
. 2
2 2 (n.k _ M)
j=1 k=1 N

Za platnosti hypotézy nezavislosti ma asymptoticky rozdéleni x4. Hypotézu nezavislosti za-
mitneme, pokud y? > X%(l - a).

X2-TEST JAKO TEST HOMOGENITY DVOU BINOMICKYCH ROZDELEN{

Predstavme si, Ze veli¢ina Z urcuje ¢islo vybéru: mame jeden vybér hodnot ndhodné veli¢iny
X zjedinct spliujicich Z = 1 a druhy vybér ndhodné velic¢iny X z jedinci spliiujicich Z = 2.
V prvnim vybéru bylo n;; hodnot X = 1 (ispéch) a np; hodnot X = 2 (netspéch), celkem
n41 pozorovani. Pravdépodobnost tispéchu v 1. vybéru je p11) = p11/p+1. V druhém vybéru
bylo n;» hodnot X = 1 (ispéch) a ny, hodnot X = 2 (netspéch), celkem n., pozorovani.
Pravdépodobnost ispéchu v 2. vybéru je p12) = p12/p+2.

Z predchoziho vime, Ze na y?-test Ize nahliZet jako na test shodnosti parametrti p;(1) a
p2(1) dvou nezavislych binomickych rozdéleni Bi(n. 1, p1(1)) a Bi(ni2, p1(2)). Tuto situaci
jsme vlastné resili v kapitole 7.2.

Znaceni zavedené v kapitole 7.2 miZeme snadno prevést na zna¢eni pouzivané nyni a na-
opak. Nase kontingencni tabulka prepsana do znaceni z kapitoly 7.2 vypad4 takto:

Z=1 Z=2 z
X=1 X X5 X1 +Xo
X=2|n-X5 m-X | n+m-X-X
X n m n+m

Rozdil proti situaci v kapitole 7.2 spociva v tom, Ze tam byly oba vybéry nezavislé, zatimco
nyni uvazujeme jeden vybér z multinomického rozdéleni se ¢tyfmi moZnymi hodnotami.
Tehdy byly rozsahy obou vybéra n, m pevné, nyni jsou to binomické ndhodné velic¢iny a
pouze celkovy pocet pozorovani N = n + m je pevny. Znovu jsme narazili na dvé rizné
formulace dvouvybérového problému, podobné jako v kapitole 6 o dvouvybérovych testech
pro nomindlni data. Stejné jako tam, i tady je jedno, kterou formulaci pouZivdme a jakym
zptsobem byla kontingenc¢ni tabulka vytvofena. VSechny studované metody plati pro obé
dvé formulace.

Kapitola 7.2 vysvétluje, jak porovnat riziko uddlosti [X = 1] pro rtizné hodnoty Z. MiiZzeme
pouzit tfi zptsoby porovnani:
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8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

e rozdil pravdépodobnosti dx = py1y — p1(2) odhadneme pomoci d = ik ey

* podil pravdépodobnosti rx = pi(1)/pi2) odhadneme pomoci 7 = J1L7:2;

Xr & 1 _ nod-pe) £ — niinz 3 & z
. LIRS 4 124 Z11722
pomer sainci ox P12 (1=p11) odhadneme pomaoci o 1271 (pI'OtO S€ pomeru sanci

nékdy Fikd krizovy pomér").

Metody pro testovani téchto parametr(i a konstrukci intervalti spolehlivosti jsou uvedeny
v kapitole 7.2.

Viimnéme si, Ze nezdvislost ndhodnych veli¢in X a Z, je ekvivalentni jednomu ze vztahti

Test na nulovost rozdilu rizik nebo jednotkovost relativniho rizika ¢i poméru $anci je v této
situaci zdroven testem nezévislosti X a Z.

Pozndmka. D4 se ukdzat, Ze v tomto piipadé pro testovou statistiku y?-testu nezavislosti (8.7)
plati

2 T2
X :Td’

kde T je testova statistika pro rozdil pravdépodobnosti z (7.5).

8.2.2 KONTINGENCNI TABULKY 2 X K

Nyni budeme uvaZovat specidlni piipad J = 2 a K > 2. Kontingen¢ni tabulka obsahuje 2 x K
cetnosti:

Z=1 Z=2 Z=K| X
X=1| nn niz mg | M+
X=2| ny N2 nog | Moy
> ni nip nig N

Z=1 Z=2 Z=K| X
X=1| pn P12 Pik | P1+
X=2| pa P22 P2k | P2+
> P+1 P+2 P+k N

Toto je zobecnéni situace feSené v kapitole 7.2. Miizeme si ji predstavit i tak, Ze mame (po
sloupcich) K vybérd z binomického rozdéleni s potencidlné rtiznymi pravdépodobnostmi
tspéchu pii/p+x nebo mame (po fadcich) dva vybéry z multinomického rozdéleni s poten-

cidlné riznymi vektory pravdépodobnosti

(& P2
pi+’ p1+’

puc\ T
T e

* Angl. cross ratio

121

pe2
P2+’ P2+’

. ey

b2+

Pz_K)T



8 Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

TESTOVANI NEZAVISLOSTI x> TESTEM

X a Z jsou nezavislé, praveé kdyZ pi1) = pi2) = ... = p1x)- To vyzaduje, aby pro kterékoli
dvé skupiny Z = k; a Z = k; byl rozdil rizik 0 nebo relativni riziko ¢i pomér $anci 1. Zatimco
zobecnit testovani pomoci rozdili rizik, jednotkovosti relativniho rizika ¢i poméri sanci na
tento pripad by vyzadovalo dalsi praci, y? test nezévislosti lze zobecnit snadno.

Pokud plati hypotéza, Ze X a Z jsou nezavislé ndhodné veliciny, pravdépodobnosti p =

(P11s Pa1s - - - Piks pox) | specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou funkcemi p,
a pii, ..., P+k-1), celkem K parametr(i. Mdme tedy Ze testovd statistika je
. 2
2 K o DMk
2 (nf k N )
X = Z Z M+ ik '
j=1 k=1 N

Za platnosti hypotézy nezdavislosti ma asymptoticky rozdéleni X% K—x—-10 U- Xi—r Hypotézu
nezévislosti zamitneme, pokud x? > 2 (1 - a).

Test nezavislosti zaroven testuje i hypotézu, ze K vybéri z binomického rozdéleni ma
stejné pravdépodobnosti tispéchu (jde tedy o K-vybérovy test na binomické rozdéleni) a hy-
potézu, ze dva vybéry z multinomického rozdéleni maji stejné vektory pravdépodobnosti
(jde tedy o dvouvybérovy test na multinomické rozdéleni).
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9 p-VYBEROVY PROBLEM PRO KVANTITATIVNI
DATA

Dvouvybérové testy ovéruji, jestli se dvé skupiny nezavislych pozorovani lisi v néjaké charak-
teristice, nejcastéji ve stfedni hodnoté. Jak ale porovnat vice skupin najednou? Pro katego-
ridlni data (binomické ¢i multinomické rozdéleni) jsme problém porovnani nékolika skupin
re§ili v minulé kapitole. Nyni budeme studovat tento problém u kvantitativhich ndhodnych
velic¢in.

Méme p > 2 nezdvislych ndhodnych vybéra (skupin)

i1, ..., Y1n1 z rozdeéleni F,
Y21, ..., Ys,, zrozdéleni F,
a Ypi,...,Ypn, 2 rozdéleni F,,.

Pozorovéni oznacCujeme Y;;, kde i je Cislo vybéru jdouci od 1 do p a j je index pozorovani

v ramci daného vybéru bézici od 1 do n;, kde n; je rozsah i-tého vybéru. Oznacme N =
P _ T P I _

Yignian=(n,...,ny) . Plati 1,n= iy i =N.

9.1 ANALYZA ROZPTYLU (JEDNODUCHE TRIDENT)

Budeme predpoklddat platnost modelu, ktery poZaduje, aby vS§echny vybéry mély normadlni
rozdéleni s totoznym rozptylem. Jednotlivé skupiny se tedy mohou navzijem liSit pouze
stfedni hodnotou.
Model:
F ={F=N(ui,c®), uieR,i=1,...,p, 02> 0)

Parametr u; oznacuje stfedni hodnotu i-té skupiny, tj. u; = EY;;. Budeme se zabyvat otéz-
kou, zdali vSechny skupiny maji stejnou stfedni hodnotu.
Testované parametry: Stfedni hodnoty p; = EYj;
Hypotéza a alternativa:

Hy:py=-=pp, Hy:3Ai#j:u#u;.

2 ) df i X7 df — { . v o v . . -
Znaceni. NechtY;, = Z]’.’;l Y;jaYi = n;! 27’:1 Y;j jsou soucty a prtiméry jednotlivych sku-
. ) df ; . . < = df ; . Loy
pin, nechtY,, = le Z]'.il Y;; je celkovy souceta Y,y = N~} Zle 27;1 Y;; je celkovy prameér.
Vsimnéte si, Ze Y, je vaZeny primér skupinovych priiméri Y;, s vahami n;, tj.

Zle ni?i+

p
i=1

Yip =
n;
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Oznac¢me déle pozorovani ve skupinach Y; = (Yz1, . Y,-n[)T, i=1,...,p, vSechna pozoro-
vani Y = (YT YT)T a primeéry skupin Y = M4y ..., 17p+)T.

N&s pfistup bude zaloZen na nékolika druzich souctt ¢tverct, které zavadi nésledujici de-
finice.

Definice 9.1 Soucty ¢tvercd v analyze rozptylu:
df ; = L . <.y 0%
* SSc=3%", Z]’.’;l (Vi - Y..)* nazyvame celkovy soudet ctvercii,
df - - .y Xap X o . 4
o 5S4 = le ni(Yiy — Y++)2 nazyvame soucet ctvercu skupm',

.55, & p > (Y- Y+ )? nazgvame residudlni soucet étvercii'.
Véta 9.1 Plati
S§Sc =854+ SS,.

Diuikaz.

ni

3 2
(Y" —Yis + Y —Yiy)

=
F
M‘G

| (Yij_?i+)2+2 i ( z+_Y++) +ZZZ(YU_YH')(Y1+_Y++)

i=1 j=1 i=1 j= i=1 j=1
nj
=88, + Z n; (?H - 17++)2 + ZZ (?H _Y++) Z (Yij -Yiy)
i=1 i=1 j=1
=85S +554+0,

kde jsme vyuZili toho, Ze
n;
Z(Yij_yi+):Yi+_niYi+:07 proizl,...,p.

O

v N

Poznamka. SS; méfi celkovou variabilitu dat. Tu mtZzeme rozloZit na variabilitu mezi jed-
notlivymi skupinami vyjadiujici jejich vzdjemnou odliSnost (SS4) a variabilitu uvnitf jednot-
livych skupin SS,.

JelikoZ Y. je odhadem y; a Yoo je odhadem celkové stfedni hodnoty (za Hy), bude za plat-
nosti hypotézy SS, malé vzhledem k SS,. Pokud je SS, velké vzhledem k SS,, znamenai to,
Ze se prumeéry jednotlivych skupin od sebe pfili$ 1isi a hypotézu o rovnosti stfednich hodnot
bychom méli zamitat.

Testova statistika tedy bude porovnavat variabilitu vybérovych prumeérii (SS4) a variabi-
litu uvnitr jednotlivych skupin (SS.). Abychom dokdzali urcit rozdéleni této testové statis-
tiky, vyjadiime si nejdiive SS4 a SS, jako kvadratické formy ptivodnich pozorovani Y.

* Angl. total sum of squares 1 Angl. between group sum of squares ¥ Angl. residual sum of squares, error
sum of squares
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Ozna¢me C = diag (n) — +n®* a

Ay, 0 ... 0

0 A, ... O 1
A= . |, kde A; =1, -—1%,

P n

0 0 ... A,

Nésledujici lemma ukazuje, Ze SS4 a SS, 1ze piepsat jako kvadratické formy.

Lemma 9.2 Plati
i) SS, =YTAY,
Qi) SS4 =Y CY.

Diikaz. Caést (i) S vyuzitim véty 2.4(ii)

P n P
SSe= ). > (% —Yi)* = ) YiAYi = YTAY.
i=1 j=1 i=1

Cast (ii)

M=

p p p

_ _ —2 - — —2

SSa= Y ni(Yip -V ) = § niyY,, —2 § ;Y Yoy + E ny.,
i=1 i=1

1 i=1

~
Il

nil7i2+ - N17ir = ?Tdiag (n)Y - N(%nT?)2

M=

—

i=
T

-y oy

(diag (n) — %nnT)? =Y CY.

Véta 9.3 (rozdéleni souctli ¢tvercti) Za platnosti modelu ¥ mame

® SS SS
e 2 e _ 2
O—ZNXN_p’ EN_p—O'.
(i) Plati-li navic hypotéza Hy, pak
?“’Xp—l’ Ep_l—O'.

(iii) SS4 a SS. jsou nezavislé.

Diikaz. Cést (i). Pro i = 1,..., p maji ndhodné veliciny £ Y;TA;Y; dle véty véty 2.8()) x?*-
rozdéleni o n; — 1 stupnich volnosti. Navic jsou tyto ndhodné veli¢iny nezavislé. TudiZ né-
hodn4 veli¢ina
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

mé y?*-rozdéleni o 3.7 (n; — 1) = N — p stupnich volnosti.
Cast (ii). Nejdrive si v§imnéme, Ze statistika SS, je invariantni vii¢i posunuti, tj. hodnota SS,
se nezméni, pokud ji budeme pocitat z ,posunutych“ dat Y = Y — cly, atjejizc € R
jakékoliv.

Tedy s vyuZitim lemmatu 9.2(ii) mame

S8a Y -ul T Y -ul
5 () ).
kde u je spolecnd hodnota parametrii yy, . . ., i, za hypotézy.
Nyni Y_(fl” ~ N, (0, diag (n)™!). Jsme tedy v situaci véty P6.3(iii) s A = Ca X = diag (n)~".

Je v3ak tfeba jesté ovérit, Ze matice AY = Cdiag (n)~! je idempotentni. Nejdiive si spocitejme
Cdiag (n)™! = (diag (n) - % nnT) diag (n)™! = 0, - % nl;',—.
Tedy

Cdiag (n)™' Cdiag (n)™ = (I, -  n1}) (I, - & nl))

=0.—2L 1T 4+ L qTL T
=1, anlp"'anpanp

1 _ol,. 4T, 1 4T _ 7 _1,.+4T
=1, 2Nn1p+Nn1p—ﬂp anp,

kde jsme vyuzili toho, Ze 1] +- n = 1. Tudiz jsme ovéfili idempotenci matice Cdiag ()™, tak
s vyuzitim (9.1) a véty P6.3(iii) dostdvame, Ze SS4 mé y2-rozdéleni s po¢tem stupriti volnosti

tr (Cdiag(n) ™) =tr(l, -+ nl,) =p- 1.
Zde konci

Cast (iii). JelikoZ budeme sméfovat k vyuziti lemmatu (2.7)(ii), tak si potiebujeme nejdiive predn. 25
vyjadrit SS, a SS, jako kvadratické formy pozorovédni Y. (4.1)
Z lemmatu 9.2(i) mame okamzité

SS, = YTAY.

Pro vyjadreni SS, jako kvadratické formy v Y si nejdfive vSimnéme, Ze dle lemmatu 9.2(ii)

T — —
S§S4 =Y CY. Jelikoz vsak miizeme psat Y = HY, kde matice H dimenze p X N je ddna
predpisem

14T

g 10T .. 0
- 0 -1, ... 0

0 o ... L1t

np " Np
tak dostdavame o
$S4=Y CY = (HY)"C(HY) = Y'H'CHY.

Jelikoz Y ~ Ny (-, o%ly), tak dle lemmatu 2.7(ii) nyni staci ukazat, ze

H'CH oIy A = Oyxy.
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

To vSak plyne z toho, Ze

Al O 0 A 0o
. 9 1 9 0 52 9
. . A l.T . . . .
0 0 ... 31,/ 0 0 ... A
a1 AL 0 0
0 +15,A2 ... 0
- : : - : = Opxn,
: : T
0 0 LA
nebot
LA =1, (I, —£1,1;) =1, -1 =01y, proi=1,...,p.
O
Poznamka.

¢ VSimnéme si, Ze

SS, = i Z (Vi - Vis)? = il(ni ~1)82, 9.2)

i=1 j=1

kde 82 = L5 3 (¥ — Yis)? je vibérovy rozptyl v i-té skuping. Dle véty 2.6(ii) je
S$2 nestrannym odhadem rozptylu o-2. Tudiz je ]\S,—f‘p nestrannym odhadem rozptylu o2
(bez ohledu na platnost hypotézy nebo pfedpoklad normality).

¢ Bez predpokladu normality a platnosti hypotézy miizeme s pomoci lemmatu 2.5 a lem-

matu 9.2 spocitat

n(Vie ~Y)? =EY CY =EY CEY +tr(CvarY)

p
ESSA: E

i=1
2

= (yl,...,up)C(yl,...,up)T+tr(Cdiag((2—12,...,‘;—p))
p

=Y -+ (-1,
i=1

kde u = N1 Z?:l n;U;.
Tedy SS4/(p — 1) je nestrannym odhadem rozptylu o> pouze za hypotézy. Pokud hy-
potéza neplati, tak E SS4/(p — 1) > o2

Testova statistika:
_ SSa/(p—-1)

SSe/(N = p)
Hypotézu budeme zamitat pro p¥ili§ velké hodnoty F,.

Z véty 9.3 a z definice F-rozdéleni plyne, Ze za platnosti nulové hypotézy ma testova sta-
tistika F,4 rozdéleni F,_; y_p, nebot si ji mizeme napsat ve tvaru

Fa

. B/p-1)
S -p)
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Kriticky obor:
Hy zamitneme & Fy > F, 1 n_p(1 — )

kde F, 1 y—p(1 — @) je (1 — a)-ty kvantil F-rozdélenis p — 1 a N — p stupni volnosti.

Poznamka.
» Tato metoda se nazyvé analyza rozptylu™ kviili tomu, jakym zptisobem je sestavena
testova statistika. U¢elem analyzy rozptylu neni analyzovat rozptyl.
¢ Tento test se nazyva F test analyzy rozptylu. Je to presny test rovnosti sttednich hodnot
v p > 2 nezdvislych vybérech. VyZaduje normadlni rozdéleni a stejny rozptyl ve viech
vybérech.

P-hodnota: 1-F*(s), kde s je pozorovana hodnota testové statistiky a F* je distribu¢ni funkce
rozdéleni F,_1 y_p.

Poznamka. Vysledky analyzy rozptylu se tradi¢né uvadéji formou tabulky.

ZderJ. ' VSouceE Stupnu. Podil F
ménlivosti  €tvercli  volnosti
Skupina SSa p-1 % %/]\Sﬁ"’p
Residudlni SSe N-p ]\S;fep
Celkovy SSc N -1
Tvrzeni 9.4 Pokud p = 2, pak plati
Fy=T5 o

kde F, je testova statistika analyzy rozptylu a T,fl’nz je Ctverec testové statistiky pfesného

dvouvybérovéto t-testu pro test shody stfednich hodnot (viz kapitola 6.2).
Diikaz. S vyuZitim (9.2) Ize Citatel testové statistiky F4 psdt jako

SS.
N=-2 n+n-2

((n = 1S + (n2 - 1)Sy) = S 9.3

ny,ny?

kde S? je vybérovy rozptyl v i-té skupiné.
Pro tipravu jmenovatele testové statistiky F4 si nejdiive vSimnéme, Ze
mYie + Yo  np (Yor —Y14)

Vip =Yy =Yy - =
ny +np ny + np

a podobné
- ny (Y14 - Y
¥, -7, = e —er)
ny + np

* Angl. analysis of variance, ANOVA
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Tedy
T T )2
S84 — — 2 = = \2 _ (Y14 —Y2y) 2 2
1 nm (Vi =Y )" +np (Yor =Vi)" = m (nin3 + nany)
niny(Yiy —Yay)?
_mme(y —Y2.)” 9.4)
n + np
Pomoci (9.3) a (9.4) pak dostdvame
2
_ SSA/(p - ]‘) _ 1y Ny (?1+_?2+) _ T2
4TSS /(N =p)  \ N Su | e
coz bylo dokazat. O

Pro porovndani dvou skupin je tedy analyza rozptylu ekvivalentni dvouvybérovému t-testu.

Analyza rozptylu se déle zobecriuje na vicendsobné tiidéni. Tato zobecnéni se probiraji
v predmétu Linedrni regrese. Napt. dvojné tfidéni spoc¢iva v tom, Ze se pozorovani klasifikuji
do pg skupin podle dvou kategoridlnich veli¢in s p a ¢ hodnotami. Zajim4 nds, zdali néktera
z obou kategorialnich veli¢in ovliviiuje stfedni hodnotu pozorovani.

PORUSEN{f PREDPOKLADU

Poruseni normality. Pokud rozdéleni dat neni normaélni, ale rozptyly ve vSech skupinach
jsou stejné, pak F test analyzy rozptylu dodrZuje hladinu alesporn asymptoticky, pokud

min (ny,...,n,) = co azdroven ¥ - 1;>0,i=1,...,p. (9.5)
Poruseni shodnosti rozptyld. V tomto pripadé F test analyzy rozptylu nedodrzuje piede-
psanou hladinu testu pfesné ani asymptoticky. Nicméné publikované simula¢ni studie uka-
zuji, Ze pokud je pocet pozorovani ve vSech skupinéch ptiblizné stejny, pak skute¢na hladina
F testu analyzy rozptylu je blizk4 predepsand hladiné.

Pro piipad nestejnych rozptyli navrhl zobecnéni testové statistiky a aproximaci jejiho roz-

déleni (1951). Jde vlastné o zobecnéni dvouvybérového Welchova testu na vice vybért.
Testova statistika tohoto testu zohlediiuje potencidlni riiznost rozptyld je ddna vzorcem
T T 32
P SPwi (YVie —Yu) 1
v p—1 1+2A(p-2)
v iy L= D wiYis .y
kde w; = % je védha, kterou pfitazujeme i-té skupiné, Y,, = % je odhad spole¢né

stfedni hodﬁoty za hypotézy a

2
14 1 wi
izlﬁ(l_ ;;le)
A= o

Dalo by se ukézat, Ze za platnosti hypotézy, ale jiz bez pfedpokladu shodnosti rozptylt (a

d
také bez predpokladu normality) (p — 1)F, — ng _1» kde rozsahy vybért se zvétsuji ve
smyslu (9.5). Nicméné podobné jako u Welchova dvouvybérového t-testu (viz str. 96) se z dii-
vodu opatrnosti doporucuje porovnavat testovou statistiku F,, s kvantily F-rozdélenio p —1
a 1/(3A) stupnich volnosti.
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9.2 MNOHONASOBNA POROVNAVAN{

V analyze rozptylu porovndvame mezi sebou stfedni hodnoty p skupin. Pokud F test analyzy
rozptylu zamitne hypotézu, Ze vSechny skupiny maji stejnou stfedni hodnotu, pak usou-
dime, Ze alespon nékteré skupiny se od sebe lisi ve stfednich hodnotdch. Nevime ovsem,
kolik takovych odlisnych skupin je, ani které to jsou.

Kdybychom chtéli porovnat stfedni hodnoty pouze dvou skupin, tfeba skupin i a j, pou-
zili bychom dvouvybérovy t-test. Mohli bychom pak provést dvouvybérové testy pro vSech
p(p — 1)/2 moznych dvojic skupin a otestovat vSechny hypotézy Ho” : Wi = pj na hla-
diné «. Potom ale pravdépodobnost, Ze alespoii jednu hypotézu zamitneme za podminky,
ze vSechny hypotézy plati, neni rovna «, ale je vétsi.

Problém soucasného testovani vice hypotéz se ve statistice ¢asto nazyva problém mno-
hondsobnych porovndvdni nebo mnohondsobného testovdni'.

Obecny problém mnohondsobného testovani miizeme formulovat nasledovné. Mame m
hypotéz H 1o, H{", které chceme otestovat. Hypotéza H(;' bude testovana testem s testovou
statistikou 7; a kritickym oborem C; zvolenym tak, aby kazdy test mél hladinu «¢. Pro kazdé
i €{l,..., m}tedy plati

PHé[Tl' € Cil = ap.

Celkova pravdépodobnost zamitnuti alespon jedné hypotézy za predpokladu, Ze vSechny
plati, je

Pﬁ;il H(z)' (U;zl[Tl S C,]) =Qc.
Pochopitelné ac je veétsi nez ao, Casto vyrazné. Nasim cilem tedy je pro pfedepsané « najit
takové testy T; a kritickymi obory C;, aby

P, 1 (U [Ti € Gi) < .

Tento problém lze pfevést na problém konstrukce intervali spolehlivosti By, ..., B, pro
parametry 9;1), ..., 00" tak, aby

P(B126y.....Bu36{")21-a,

kde 1 — « je pfedepsand pravdépodobnost pokryti. Intervaly By, ..., B, pak nazyvdme si-
multdnni intervaly spolehlivosti'.

V této kapitole si uvedeme nejprve jeden obecny pfistup k tomuto problému a pak speci-
4lni metodu pro porovnavani stfednich hodnot nékolika nezavislych vybéra.

9.2.1 BONFERRONIHO METODA

Maéme danou celkovou hladinu @ a chceme zarudit, Ze a¢ < «.Ktomu pouZijeme nésledujici
lemma.

Lemma 9.5 (Booleova nerovnost) Pro jakékoli ndhodné jevy Ay, ..., A, plati

o))< $opcn
1 i=1

i=

* Angl. multiple comparisons 1 Angl. multiple testing ¥ Angl. simultaneous confidence intervals
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Booleova nerovnost je trividlni pro n = 2, pro vyssi n se snadno dokdze matematickou
indukci.
Maéame tedy
ac =Prp i (U IT; € Gi1) < may,

Zvolime-li @y = a/m, pak musi platit ¢ < a. Chceme-li tedy provést m testa tak, aby cel-
kové hladina vsech testli (pravdépodobnost zamitnuti alespori jedné hypotézy za podminky,
Ze vSechny plati) byla nejvyse «, provedeme jednotlivé dil¢i testy na hladiné «/m. Podobné,
chceme-li sestrojit m intervalt spolehlivosti tak, aby pravdépodobnost, Ze vSechny intervaly
pokryji hledané parametry, byla alesponi 1 — «, staci stanovit pravdépodobnost pokryti jed-
notlivych dil¢ich intervali na 1 — a/m. Tento pfistup k mnohondsobnému testovani a kon-
strukci simultannich intervalti spolehlivosti se nazyva Bonferroniho metoda’'.

Vyhodou Bonferroniho metody je jeji jednoduchopst a universalita. Jeji nevyhodou je, Ze
Uprava hladiny a na a/m je témér vzdy prilis piisnd. Bonferroniho metoda tedy déava testy
s malou silou a zbyte¢né §iroké intervaly spolehlivosti.

Aplikace Bonferroniho metody na mnohondsobnd porovndvdni v analyze rozptylu vy-
pada takto: provedeme p(p — 1)/2 dvouvybérovych t-testii pro vSéechny mozné dvojice sku-
pin a otestujeme viechny hypotézy H, : y; = p; na hladiné 2e//[p(p — 1)]. Pokud je néktera
z téchto hypotéz zamitnuta, prohldsime stfedni hodnoty danych dvou skupin za vyznamné
odlisné na celkové hladiné «.

Maéme-li naptiklad @ = 0,05 a p = 6 skupin, provadime 15 test rovnosti stfednich hodnot
pro 15 dvojic raznych skupin na hladiné 0,05/15 = 0,0033. To je natolik nizka hladina, Ze
muzZe byt obtizné najit kterékoli dvé odlisné skupiny, prestoze F test analyzy rozptylu zamita
hypotézu, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné.

9.2.2 TUKEYOVA METODA

Pozn.: Tato ¢ast nebyla v roce 2017/18 prednésena.

Mé&jme nezavislé ndhodné velic¢iny Z; ~ N(u,0?) proi = 1,..., m. Necht $? je odhad
rozptylu o2 takovy, ze S? je nezdvislé na 71, . . ., Z,, a pro né&jaké prirozené k plati kS?/0? ~
2
X

Definujme tak fecené studentisované rozpéti' jako

=1,...,

Lze ukdzat, Ze ndhodn4 velic¢ina Q ma rozdéleni zavisejici pouze na hodnotach m a k. Oznac-
me kvantilovou funkci tohoto rozdéleni g, i (a). (Vzorce pro hustotu a kvantilovou funkci
studentisovaného rozpéti nebudeme uvadét.)*

Studentizovaného rozpéti lze pouzit k sestrojeni simultdnnich intervalt spolehlivosti pro
rozdily stfednich hodnot. Tento postup se nazyva Tukeyova metoda.’

* Angl. Bonferroni correction T Angl. studentized range * Studentisované rozpéti se nékdy definuje jako
Q/ V2. Na to je tieba davat pozor pii pouzivani tabelovanych nebo softwarem vypoé&tenych hodnot qm,k(@). Pro
kontrolu mtizeme porovnat rozdéleni Q pifi m = 2 s rozdélenim |T|, kde T ~ t;. Pro nasi definici jsou tato dvé
rozdéleni totoznd. S Angl. Tukey method, Tukey’s range test, Tukey’s HSD (honest significant difference)
test.
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9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Véta 9.6 (Tukeyova) Necht 7, ..., Z,, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim Z; ~
N(ui, 02). Necht S? je odhad rozptylu o-? takovy, Ze S? je nezavislé na 71, . . ., Z,, a pro néjaké
piirozené k plati kS?/o? ~ x?. Pak

PZi -2 - Sqmi(l =) < pi = pj £ Zi = Zj + Sqmi(1—a) Vi#je(l,....,m}|=1-a.

Tukeyovu vétu lze snadno pouZit i na testovani hypotéz. Hypotézu Héj Wi = pj zamit-
neme, pokud |Z,- - Zj| > Sqm.x (1 — a). Hypotézu Hy : y; = ... = U, zamitneme na celkové
hladiné «, pokud pro alespon jednu dvojici i # j plati |Z; — Zj| > Sqmix(1 — ).

Tukeyovu vétu miizeme primo aplikovat na mnohondsobna porovnéavani v analyze roz-
ptylu, pokud rozsah vybéru viech skupin je totozny, tj. ny = - - - = nj, = n. Paktotiz Y, ..., Y,
jsou nezavislé nahodné veliciny s rozdélenim Y;, ~ N(u;, 0?/n). Za $?, odhad o?/n vez-
meme SS,/[n(N — p)]. Mdme k = N — p. Hypotézu H, : u; = p; zamitneme, pokud

_ [ ss 1
|Y,-+—Yj+|> N_@p /qu’N_p(l—a). (9.6)

Pokud rozsahy vSech vybéri nejsou stejné, nemtizeme Tukeyovu vétu pfimo pouZit, protoZe

nejsou splnény jeji predpoklady. Lze ale dokézat, Ze pokud vyraz \/g v (9.6) nahradime vyra-

L

2 celkova pravdépodobnost zamitnuti nékteré z platnych hypotéz H(;] nepie-

1
zem ||z-+
kro¢i «. Tukeyova metoda tedy po této tpravé stéle funguje, pouze se stdva ponékud kon-

servativni.

9.3 KRUSKALUV-WALLISUV TEST

Kruskaliiv-Wallistiv test je zobecnénim dvouvybérového Wilcoxonova testu na porovnani
p = 2 vybért. I naddle pouzivime znaceni zavedené na zacatku kapitoly p-vybérovy pro-
blém.
Model: ¥ = {F; je spojita d.f. takovd, Ze F;(x) = F(x — 6;) Yx € R}

Jde o p spojitych rozdéleni navzajem posunutych v poloze.

Hypotéza a alternativa:
H0161="'=5p, H]ZEliijZ(Sii(Sj.

Poznamka. Pokud plati model # a hypotéza Hy, rozdéleni ve v8ech skupindch jsou totoZna.
Potom plati mezi p skupinami rovnost veskerych charakteristik. Nejsou-li rozptyly ve vSech
skupindch totozné, model ¥ nemiize platit.

Testova statistika:

Lze ukdzat, Ze testova statistika dvouvybérového Wilcoxonova testu je ekvivalentni Citateli
testové statistiky dvouvybérového t-testu (tj. rozdilu primért), pokud do ni misto ptivod-
nich pozorovani dosadime jejich poradi. Se stejnou logikou mtizeme zkusit postupovat jako
pfi konstrukci F-testu analyzy rozptylu, kde hodnoty ptivodnich pozorovéani ve spojeném
(sdruzeném) vybéru Y = (13, ..., anp)T nahradime jejich potfadimi Ry, ..., Ryn,,.

132



9 p-vybérovy problém pro kvantitativni data

Potom

n; (El+ - E+)2,

M‘G

SS4 =
i=1
kde R, = n;! Z;il R;j je primérné pofadi v i-té skupiné a R,y = N™' 37| Z;il Rij = (N +
1)/2 je celkové priimérné poradi.

Déle se vSimnéme, Ze ve standardni analyze rozptylu veli¢ina SS./(n — p) odhaduje ne-
znamy rozptyl var (Y;;) = 0. V pfipadé pofadi viak diky vété 2.16(iii) vime, Ze za hypotézy
var (R;j) = (N 2 —1)/12. Tudiz rozptyl o> nemusime odhadovat a jako testova statistika se
nabizi

p
~ S8, 12 a2
Q=" (N—l)(N+1); (R = 55)
D4 se ukézat, Ze v asymptotickém smyslu plati analogie véty 9.3(ii), tj. za hypotézy a pfi ros-
toucim poctu pozorovani, viz (9.5),
~ d 2
Q — Xp—l‘
D4 se vsak spocitat, Ze za hypotézy EQ = (p — 1) 5. Jelikoz véak limitni y?-rozdéleni méd
stftedni hodnotu p—1, tak pro zlep8eni asymptotické aproximace se pouZivéa testova statistika

— 12 Py 2
Q = NT_I Q e s—— n; (Rl' - N—H) .
i=1

Kriticky obor:
Hy zamitneme & Q > ng_l(l —a).

Vys$e uvedeny test se nazyvd Kruskaltiv-Wallistiv test.

Poznamka. PoloZme R;, = Z]'.lil R;j. Potom

p - ) p 1 )
Zl’li(Ri+_NT+1) =Z;(Ri+_ni%) =

p P p2 2
1 2 R: N(N +1)
= Y (RE = Remy (N 1) Q0 2 N e S T
i i=1 !

Proto se Casto testova statistika Q uvadi ve vypocetné jednodussi formé

12 R,
=—— N _3(N+1).
Q N(N+1); n; ( )

PORUSENTf PREDPOKLADU

Shody kviili zaokrouhlovani. Kviili zaokrouhlovani byvaji v aplikacich v datech ¢asto shody.
Testova statistika Q se pak spocte s vyuzitim tzv. primérnych poradi. D4 se ukazat, Ze potom
za nulové hypotézy

Q d

2
—_— % s
1-kor. Xp-1
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kde kor. je korekce upravujici rozptyl dana predpisem

1 3
kor. = m; (ty - ty),

pficemzZ f,, znaci pocet, kolikrdt se mezi hodnotami vy, ..., Y,,, vyskytla hodnota y. Za po-
v8imnuti stoji, Ze bez této tpravy by byl test (asymptoticky) konzervativni.

Neplati model posunuti. Nejdfive si vS§imnéme, Ze test (asymptoticky) dodrzuje hladinu,
pokud jsou v8echna pozorovani Y7, ..., Ypn, nezavisla a stejné rozdélend. Neplatnost mo-
delu posunuti mé tedy, podobné jako u dvouvybérového Wilcoxonova testu (viz kapitola 6.4),
dva neprijemné dusledky pro chovani testu za alternativy:

1. interpretacni problém - jestlize neplati model posunuti, pak zamitnuti nulové hypo-
tézy pouze znamend, Ze rozdéleni v jednotlivych skupindch nejsou shodna. Obecné
vSak nelze vyvozovat, Ze se lisi stfedni hodnoty, resp. medidny skupin.

2. sila testu - podobné jako u Mannovy-Whitneyho formulace dvouvybérového Wilcoxo-
nova testu (viz str. 98) lze ukézat, Ze Kruskaltv-Wallistiv test se zaméfuje na zkoumani,
zda pro vSechna i, j € {1,..., p} plati P[Y;x < Yj;] = 1/2. Pokud v modelu posunuti
je 6; # ¢;, pak vskutku P[Y;r < Yj;] # 1/2. Pokud vS8ak za alternativy dojde k jinym
zménam neZ pouze v parametrech polohy, pak neni zfejmé, jaky to bude mit disledek
na silu testu.
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10 KORELACNI ANALYZA

Uvazujme ndhodny vybér

() ()

dvouslozkovych ndhodnych vektort, kde obé veliciny jsou spojité a n > 3.

10.1 PEARSONUV KORELACNT KOEFICIENT

Chceme otestovat korelaci mezi obéma slozkami, pfipadné sestrojit interval spolehlivosti
pro korelacni koeficient definovany jako

0= 0(X.Y) = % (10.1)
Jeho konsistentnim odhadem je vybérovy korela¢ni koeficient
G, = SSXY _ S X =X (Y —Y,) _ S XY — nX,Y,
RO R 0Tt (5 %) (v - o7
(10.2)

zavedeny v definici 3.8.

Poznamka. Zde popisovany korelacni koeficient se nékdy nazyva také Pearsontiv korelacni
koeficient .

Ukéazeme si nejprve bez dtikazu rozdéleni korelac¢niho koeficientu za predpokladu norma-
lity a nezdvislosti.

Tvrzeni 10.1 Necht (};” ), i=1,...,njendhodny vybér z dvourozmérného normélniho roz-
déleni s kladnymi rozptyly a nulovou korelaci mezi sloZkami. Pak plati

—~

On
N

Tohoto tvrzeni mliZeme pouZit pro otestovani hypotézy

T,= NVNn-2 ~ Ip-o.

Hy : 0 = 0 proti alternativé H; : o # 0

za predpokladu normality. Hypotézu Hy zamitneme, pokud |T;,| > #,-2(1 — a/2). Tento test
ma piesné hladinu a.

* Angl. Pearson correlation coefficient
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Poznamka. Necht ();’ ), i =1,...,njendhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni s konec-
1

nou nesinguldrni varian¢ni matici. Potom za pfedpokladu, Ze X; a Y; jsou nezavislé, plati, Ze

o = 0. Navic se da ukazat, zZe

T,=Vn-z—2" 4 N, 1). (10.3)

g

Tedy testova statistika T,, se da pouzit jako asymptoticky test hypotéz
Hy : X; aY; jsou nezavislé H; : X; aY; nejsou nezavislé,

i v pfipad€, Ze nemaji dvourozmérné normdlni rozdéleni. Tento test bude citlivy proti al-
ternativam, pro které je skute¢ny korela¢ni koeficient ¢ nenulovy, tj. mezi velicinami se d4
detekovat linedrni zavislost. Na druhou stranu test v§ak nebude konsistentni, pokud X; a Y;
sice nebudou nezavislé, ale jsou nekorelované, tj. p = 0. Extrémni pfikladem takové situace
je, kdyZ X; mé symetrické rozdéleni kolem nuly a ¥; = Xl.z.

Je dilezité si uvédomit, Ze se zde jednd o test nezdvislosti nikoliv vS§ak o test nekorelova-
nosti, tj. o test hypotézy, ze Hy : p = 0. Existuji totiZ dvourozmérna rozdéleni, pro kterd je
p = 0, ale asymptoticky vysledek (10.3) neplati.

Tvrzeni 10.1 (ani vysledek (10.3)) vSak nelze rozsirit na testovani hypotéz Hy : 0 = 0, kde
oo # 0. Nelze z né€j také sestrojit interval spolehlivosti.
Pozn.: Zbytek kapitoly 10.1 nebyl v roce 2017/18 odpredndasen.
Xi
Y;

Za predpokladu, Ze ( ) maji dvourozmérné normalni rozdéleni, tak se d4 pomoci A-
1

metody (tvrzeni 1.7) ukazat, Ze

—~ d
Vi (@n - 0) —— N(0. (1 - pH%). (10.4)
Odtud bychom mohli sestavit asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr p jako

(6n —w1-s (1= @5)/ V. @n + w1_s (1 = 35)/ Vn).

Ukazuje se vsak, Ze obzvlasté pokud |p| je blizké jedné, tak je 1épe pouZit transformaci sta-
bilizujici asymptoticky rozptyl

1+x

1
arctghx = = lo ,
& 2 & 1-—x
kterou navrhl R. A. Fisher. Tato transformace se nazyva Fisherova Z-transformace.

Tvrzeni 10.2 Necht ();: ), i =1,...,njendhodny vybér z dvourozmérného normélniho roz-
déleni s korela¢nim koeficientem o. Pak pro vybérovy korela¢ni koeficient o, plati

—~ d
vn -3 (arctgh 0, — arctgh Q) —— N(0, 1).
n—oo

Diikaz. Dukaz plyne z asymptotické normality korelacniho koeficientu (10.4) a A-metody
(tvrzeni 1.7). O
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Poznamka. Pouziti Vn — 3 misto tradi¢niho 7 nemd na asymptotické rozdéleni vliv. Uka-
zuje se v8ak, ze normadlni aproximace je pro Vn — 3 zpravidla piesnéjsi nez pro y/n. Divo-
dem je, Ze se da odvodit, Ze

var (0,) = ﬁ + 0(%).

Chceme-li otestovat hypotézu Hy : 0 = g¢ proti alternativé H; : o # 0o, spocitdme testovou
statistiku
Z = Vn — 3 (arctgh g,, — arctgh o)

a Hy zamitneme na hladiné «, pokud |Z,| > u;_4/2. Pfiblizny interval spolehlivosti pro o
ziskdme z intervalu spolehlivosti pro arctgh ¢ zpétnou transformaci pomoci funkce tghx =

exp(2x)—1 .
X2 Dostaneme interval

(t8h (arctgh 5, — 12/ V= 3), tgh (arctgh Gy + t1ag2/ V= 3)).

Zdtiraznéme, Ze Fisherova Z-transformace spoléha na dvourozmérnou normalitu. Pro
jind rozdéleni tvrzeni 10.2 obecné neplati. Pokud data nepochdzeji z dvourozmérné normadl-
niho rozdéleni, tak je tfeba pomoci A-metody (tvrzeni 1.7) najit asymptotické rozdéleni vy-
asymptoticky rozptyl nez je uvedeno v (10.4). Alternativné lze také vyuzit metodu bootstrap,
s niz se Ize seznamit v predmétu ,,Moderni statistické metody*.

10.2 SPEARMANUV KORELACNT KOEFICIENT

Spearmanuv korela¢ni koeficient vychdazi z vyrazu (10.2), ale dosazuje do n€j poradi namisto
ptvodnich pozorovdni. Ozna¢me R; poradi pozorovani X; v ndhodném vybéru X, ..., X, a
oznacme S; pofadi pozorovani ¥; v ndhodném vybéru Y, ..., Y,. Pokud X; je nezévislé na Y;
pro kazdé i, pak by nemély byt zavislosti ani mezi pofadimi R; a S;.

(Vybérovy) Spearmaniiv korelacni koeficient” dostaneme dosazenim R; misto X; a S;
misto Y; v (10.2):

—~

Z?:l R;S; — nﬁngn

V(S R = i) (81, 82 - 15,

Za predpokladu, Ze v datech nejsou shody (tj. vSechny hodnoty X, . . ., Xj, jsou odli§né a také
vSechny hodnoty V1, . . ., Y, jsou odlisné) plati
- = n+1 ¢ 2 ¢ , nn+1)2n+1)
Rn=5n=—— ;Ri—;Si— . .

Pak lze piepsat o5 v jednodussim tvaru:
6 n
Os =1-———— > (R —S;)°. 10.5
Qs n(nz—l);( i l) ( )
Jelikoz shody nemohou vzniknout pokud médme ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni, tak

néktefi autofi pfedpoklddaji nejdiive spojitost margindlnich rozdéleni a definuji vybérovy
Spearmantv korela¢ni koeficient rovnou jako (10.5).

* Angl. Spearman correlation coefficient
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10 Korelacni analyza

Spearmantiv korela¢ni koeficient rozhodné neni odhadem teoretického korela¢niho ko-
eficientu p daného rovnici (10.1). D4 se ukdzat, Ze podobné jako vybérovy korelacni koefici-
ent o,, odhaduje teoreticky korela¢ni koeficient o, tak o5 odhaduje

_cov (Fx(Xy), Fr(Y7))
S — s
Yvar (Ex (Xi) var (Fy (Y)))

kde Fx a Fy jsou distribu¢ni funkce nahodnych velic¢in X; a Y;. Tj. na ps miZeme nahliZet
jako na korela¢ni koeficient transformovanych ndhodnych veli¢in Fx(X;) a Fy (Y;).

Z prepisu (10.5) vidime, Ze Spearmantiv korelac¢ni koeficient nabyva hodnoty 1 tehdy a jen
tehdy, pokud R; = S; pro kazdé i. Poradi X; a Y; jsou si rovna, pravé kdyz existuje ostfe
rostouci funkce h takova, ze X; = h(Y;) pro kazdé i. Spearmantv korela¢ni koeficient ma
tedy hodnotu jedna, pravé kdyz X; je ostfe rostouci transformaci Y;, zatimco vybérovy ko-
relacni koeficient g,, nabyva hodnoty jedna, pravé kdyz X; je rostouci linearni transformaci
Y;. Naopak, Spearmantiv korela¢ni koeficient nabyva své minimdlni hodnoty —1, pravé kdyz
R; = n+1-S;, tj. kdyZ existuje ostfe klesajici funkce & takova, Ze X; = h(Y;) pro kazdé i.

Lze ukazat, Ze jsou-li X; a ¥; nezavislé, pak

—~ - 1
Eos=0 a var(gs) =——.
n-1
Za nezavislosti tedy ps konverguje v pravdépodobnosti k nule. Dokonce lze ukézat, Ze za
nezavislosti plati

— d
Vi =105 — N(0, 1).
n—oo

Toho lze vyuZit ke konstrukci testu hypotézy nezavislosti mezi X; a Y;. Hypotézu zamitneme,
pokud Vrn —1|0s| = u1-q/2. Test je asymptoticky a nepfedpoklddd normalitu. Podobné jako
test zaloZeny na korela¢nim koeficientu v pfedchozi sekci bude tento test citlivy viici alter-
nativam, kdy je korela¢ni koeficient mezi Fx (X;) a Fy(Y;) nenulovy. Naopak nebude konsis-
tentni proti alternativam, kdy X; a ¥; sice nejsou nezavislé, ale og = 0.
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