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Zakladné znacenie

E (A|B) - Podmienené strednd hodnota A za podmienky B;
Z - Vektor vysvetlujicich premennych;

Y - Zavisla premenn;

X - Regresna matica zodpovedajiica vhodnej transformacii
vysvetlujlicich premennych;

B - Vektor parametrov modelu;

6 - Odhad parametru 6;

I, - Matica identického zobrazenia na R”;

1, - Vektor jednotiek dimenzie n;

I|.]|2 - #?-norma vektoru.
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Linedrny model

Nech n ey Y je ndhodny vyber. Oznatime Y = (Y1,...,Yy):
V4 Z,

o Predpokladéme Y |X ~ (X8, 021,);
e Modelujeme E(Y|Z);
o Riesime argmingcp, || Y — Y(B)||2 = arg mingege || Y — XB||2.
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Teoretické problémy modelu

Prilis silné predpoklady modelu.

@ Normalita - vadSinou nie az tak dolezita;

@ Homoskedasticita.
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Aplika¢né problémy modelu

Jednoduchy model vytvara problémy pri interpretacii zlozitejsich dat a
moze byt absolitne nevhodny pre riedenie niektorych problémov.

@ Riesenie heteroskedasticity - Box-Coxové transformécie;

@ Zanedbava "rizikovi Struktdru” problému.
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Motivacia pre kvantilovi regresiu

Chceme vytvorit model, ktory bude modelovat distribdciu Y|Z. Dévody:

@ VyrieSime tak problém s interpretaciou heteroskedastickych dat;

@ Budeme "poznat” riziko v probléme. DéleZité pri modelovani vo
financiach.
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Stratova funkcia modelu

e Pre 7 € (0,1) definujeme stratovil funkciu
pr(x) = 7xI{x > 0} — (1 — 7)xI{x < 0}
@ a jej "derivaciu” ako
e (x) = pL(x) = TI{x > 0} — (1 = 7)I{x < 0}, x # 0

ay-(0):=0.
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Kvantilova regresia

Nech nahodna veli¢ina X : (2, 4) — (R, B) ma distribuénd funkciu F,
potom

vr e (0,1): FY(r) = argeﬁin E[p-(X —0) — p-(X)].

Pre ndhodny vyber Xi,..., X, ~ X potom zjavne plati

vr e (0,1): F7(r) —argmlanpT (X;i —0).
0eR
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Regresné kvantily

Majme ndhodny vyber
Z Z,
v, oy,

. o ) Zz
z nejakého rozdelenia nahodného vektoru (

Y)' Pre 7 € (0,1) definujeme

T-ty regresny kvantil ako

Bz(r) = argminE (pr(¥ X"b) — p-(Y))

a jeho odhad ako

A 1
Ba(r) = argmin= 3" p.(¥; — X7 b)
bere N2y
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Regresné kvantily

Tak ako v linedrnom modele, opat predpokladdme linearnu zavislost
modelovanej kvantity na regresoroch. T.j. predpokladdme

Fyiz(r) = X7 Bx(7).

V linedrnom modele sme predpokladali

E(Y|Z)=X"8.
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Interpretacia regresnych kvantilov

ny all

Za platnosti modelu F;llz(T) = XT3 mame "$tandardni” interpretéciu

hodnét @nk(T) ako odhad zmeny hodnoty 7-kvantilu podmienenej
distriblcie Y|Z pri zmene k-tého regresoru o 1. épeciélne v pripade
jednoduchého modelu s interceptom to znamena zmenu k-tej vysvetlujlcej
premennej o 1.
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Regresny median

Speciélne sa pozrime na pripad 7 = 0.5. Vtedy dostavame p-(.)=0.5|] a
preto zjavne

Bx = argminE(|Y — XTb| —|Y|).
beRP

Takze ILi-regresia je Specidlnym pripadom kvantilovej regresie a zodpoveda
regresnému medianu.
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Vlastnosti regresnych kvantilov

Uvazujeme homoskedasticky model s interceptom
Y ~ Bo+ X8 +e,

kde ¢ L X. Teda pre 7 € (0,1) pevné plati
Fyiz(r) = fo+ FH(7) + XTB a

_ (Bo+FH(7)
o=(5)

Teda jednotlivé kvantily sa budd it iba v intercepte. Co by sme cakali,
pretoZe v tomto pripade sa bud(i marginalne distribcie it iba v posunuti.
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Vlastnosti regresnych kvantilov

Nech h je rastiica meratelna funkcia. Potom plati

Fi:(%/)|2(7—) =X"8 = Fﬂlz(T) =h"1(X7B).

Pre nas je hlavne zaujimava implikacia z lava do prava. Zaujimavy priklad
pre h = log potom nech

Fog(vz(T) =X"B

a mame teda
Fyiz(T) = exp(XTB).
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Vypocet regresnych kvantilov

Riesime tlohu

. - T
l,rglll@;pf(% X' b).

Je konvexn3?
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Vypocet regresnych kvantilov

Tento problém vieme previest do tvaru dlohy linedrneho programovania:

n n
. + .
min i 1- i
bERP,r+ZI0n,r720n ’ ; " " ( T) ; "

P
s.t. ZX,-J-qutr,-*—rf =Y,i=1,...,n
j=1

Tato dlohu uz vieme dalej riesit standardnymi metédami LP.
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Asymptotické rozdelenie parametrov

Za platnosti modelu vieme ukazat, e plati

Vi(Ba(r) — Bx(7)) 2 N,(0,V),
kde

V = (EIXXTfy2(Fyz(r)) 7 (1) E XXT(E[XXT fy|z(Fy 7 (7)) .
V pripade homoskedastického modelu vieme zna¢ne zjednodusit na tvar

7(1—71)

_ tid—7) Tv—1
TEETOE )
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Odhad varianénej matice za predpokladu homoskedasticity

Hlavny problém je v odhade s(7) = 1/£(F-1(7)). Koenker navrhuje
pouzit
2 F. (T—{—h,,)— S — hy)

n — 2hn )

kde h, je lubovolna postupnost konvergujica k 0 a

PR =S HE() < x) = ZH{Y X7 Ba(r)}.
i=1

Za predpokladu normalne rozdelenych rezidui, Koenker d'alej navrhuje
pouZit

1/3
h, = n_1/3u2/3 1-5¢2(UT)
1=7/2\ 212 41 ’
kde ¢ zna&i hustotu N(0,1).
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Priklad

@ Na ilustraciu pouzijeme data "engel” z kniznice "quantreg"”. Tieto
data obsahuji ro¢ny prijem (income) a ro¢né vydavky na jedlo
(foodexp) v 235 belgickych domacnostiach.

@ Tato kniZnica taktieZ obsahuje funkciu "rq”, ktora je velmi podobna
nam zndmej funkcii "Im”. Na vyrovnanie dit 10%-nym regresnym
kvantilom pouZijeme prikaz '>rq(foodexp~income, tau = 0.1, data =
engel)"

@ "rq" méa ako defaultnd hodnotu 7 = 0.5.

o Jednd z moznosti je "method”, ktord umoznuje vyber vypocetného
algoritmu. Pri datach va&Sieho rozsahu sa odporiéa zmenit defailtni
metédu pre urychlenie vypoctu.
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https://cran.r-project.org/web/packages/quantreg/vignettes/rq.pdf

DEY#)

Zrejme homoskedasticita sa ned4 predpokladat.
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DEY#)

Vieme sa "zbavit” heteroskedasticity transforméciou odpovede aj
vysvetlujlicej premenne;.
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Odhadnuté hodnoty

@ Bez pouzitia transformacii;
@ Prieseénik odhadnutych kvantilov - méze byt znamenim zlého modelu.

Regresné krivky
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Odhadnuté hodnoty

@ Logaritmicka skala;
o Bez priesecnika odhadnutych kvantilov.

Regresné krivky pre transformované data
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@ Kvantilova regresia moéZe byt vhodnejsia z povahy problému;

@ Mame radi homoskedastické data:

o Tradeoff interpretacia vs. vypo&etna zloZitost pri heteroskedastickych
datach.
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