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t-test, Wilcoxonův test
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Permutačnı́ testy - dvouvýběrové

Dva vzájemně nez. náhodné výběry
X = (X1, ...,Xn) ∼ FX ,Y = (Y1, ...,Ym) ∼ FY

Existujı́ hustoty fX a fY

Testujeme hypotézu H0 : FX (x) = FY (x) ∀x ∈ R

Máme testovou statistiku U

Označme Z = (X1, ...,Xn,Y1, ...,Ym)
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Princip

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že v datech nenastávajı́
shody, tj.

z(1) < z(2) < ... < z(n+m)

Za H0 platı́

P(Z = (z1, ..., zn+m)|Z(.) = (z(1), ..., z(n+m))) =
1

(n + m)!

pro každou permutaci složek (z(1), ..., z(n+m))
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Výpočet p-hodnoty

Označme u hodnotu U pro naše data (x1, ..., xn, y1, ..., ym)

Spočteme hodnoty u* pro všechny permutace
z* = (z1*, ..., zn+m*)

p-hodnotu dostaneme jako (za H0)

p = P(|u*| ≥ |u| | Z(.) = (z(1), ..., z(n+m)) =
#{|u*| ≥ |u|}

n!
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Pro a proti

Pro:
Nenı́ třeba znát rozdělenı́ U za H0

Někdy můžeme zobecnit model (K-S test)
I pro malé rozsahy výběrů

Proti:
Výpočetně náročné
Špatně se určujı́ intervaly spolehlivosti
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Co když testuji ”slabšı́” H0?

Např. rovnost střednı́ch hodnot, rozptylů...
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Co když testuji ”slabšı́” H0?

Pak už je test jen přibližný

Obvykle dodržuje hladinu asymptoticky
Dokonce (obvykle) lépe než klasické asymptotické testy
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Dvouvýběrový t-test

Model F = {FX ∼ N(µX , σ
2),FY ∼ N(µY , σ

2)}

H0 : µX − µY = 0 proti H1 : µX − µY 6= 0

Testová statistika

Tn,m =
Xn − Ym√

S2
n,m(

1
n + 1

m )
,

kde S2
n,m = n−1

n+m−2 S2
X + m−1

n+m−2 S2
Y

Zamı́táme H0 ⇐⇒ |Tn,m| ≥ tn+m−2(1− α
2 )

p-hodnota je 2(1− F (|t |))
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Přı́klad

Tabulka: Čas přežitı́

Skupina Počet Průměr Data

94 197 16 38 99 141 23
Léčba 7

86.86

52 104 146 10 51 30 40
Neléčba 9

56.22 27 46

Rozdı́l průměrů je 30.63
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p-hodnota
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Wilcoxonův test

Model F = {∃g rost. ∃δ ∈ R : g(Xi) ∼ F̃X spojitá d. f., g(Yi) ∼
F̃Y , F̃X (x) = F̃Y (x − δ)∀x ∈ R}

H0 : δ = 0 proti H1 : δ 6= 0

Testová statistika Wn,m =
∑n

i=1 Ri , kde Ri jsou pořadı́ Xi ve
sdruženém náhodném výběru.

Pro malé rozsahy známe rozdělenı́ za H0 přesně, jinak
asymptoticky
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Permutačnı́ testy nezávislosti

Máme náhodný výběr dvojic Z1 =
(X1

Y1

)
, ...,Zn =

(Xn
Yn

)

Testujeme, zda je X1 nezávislé s Y1

Statistika U např. Pearsonův korelačnı́ koef. nebo χ2-test
nezávislosti

ρ̂n =
SXY

SX SY
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Permutačnı́ testy nezávislosti

Za H0 platı́

P

(
Z1 =

(
x1

y1

)
, ...,Zn =

(
xn

yn

)∣∣∣∣∣
(

X1

Y1

)
=

(
x1

y(1)

)
, ...,

(
Xn

Yn

)
=

(
xn

y(n)

))
=

=
1
n!

pro každou permutaci složek (y(1), ..., y(n))

p-hodnotu dostaneme jako

p = P(|u*| ≥ |u| | Z(.) = (z(1), ..., z(n+m)) =
#{|u*| ≥ |u|}

n!
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K-výběrový problém

Ted’ máme K ≥ 2 vz. nezávislých náhodných výběrů

Obecně testujeme hypotézu nulového rozdı́lu

F1(x) = F2(x) = ... = FK (x) ∀x ∈ R

Dá se na něj dı́vat jako na test nezávislosti
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ANOVA

Model F = {Fk ∈ L2
+, k ∈ {1, ...,K},Fk majı́ stejné rozptyly}

H0 : µ1 = ... = µK proti H1 : jinak

Testová statistika FA = SSA/(K−1)
SSe/(N−K ) , kde

SSA =
∑K

k=1 nk (Y k+ − Y++)
2 a SSe =

∑K
k=1

∑nk
i=1(Yki − Y k+)

Zamı́táme H0 ⇐⇒ FA ≥ FK−1,N−K (1− α)

p-hodnota je 1− F *(s)
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Kruskalův-Wallisův test

K-výběrový zobecněný model posunutı́
H0 : δ1 = ... = δK

Za H0 jsou výběry vz. iid
Testová statistika

Q =
12

N(N + 1)

K∑
k=1

nk

(
Rk+ −

N + 1
2

)2

Zamı́táme H0 ⇐⇒ Q ≥ χ2
K−1(1− α)
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Děkuji za pozornost!
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