
Matěj Lebeda
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Reálný problém

Reálný problém: 2 umělá hnojiva A a B, sledujeme produkce obilı́
po použitı́ obou hnojiv.
CÍL: otestovat, zda se shodujı́ střednı́ hodnoty produkcı́.
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Značenı́

FX . . . distribučnı́ fce rozdělenı́ n. v. Xi z náh. výběru
X = (X1, . . . ,Xn)T

FY . . . distribučnı́ fce rozdělenı́ n. v. Yi z náh. výběru
Y = (Y1, . . . ,Ym)T

L2
+ . . . třı́da distr. fcı́ rozdělenı́ s konečným kladným rozptylem

µX := EX1, µY := EY1

S2
X ,Y :=

(n−1)S2
X+(m−1)S2

Y
n+m−2 . . . vážený průměr výběrových rozptylů

uα . . . α-kvantil rozdělenı́ N (0,1)

tn(α) . . . α-kvantil t-rozdělenı́ o n stupnı́ch volnosti
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Asymptotický t-test

Model: FX ∈ L2
+, FY ∈ L2

+, přičemž
var(X1) = var(Y1) =: σ2, X ,Y nezávislé.
H0 : µX = µY , H1 : µX 6= µY

Testová statistika:

Tn,m =
Xn − Ym√

S2
X ,Y ( 1

n + 1
m )

Rozdělenı́ test. statistiky za H0: Tn,m
as.∼ N (0,1)

Zamı́tacı́ pravidlo: Zamı́táme H0 ⇔ |Tn,m| ≥ u1−α/2

Alternativně můžeme zamı́tat tehdy, když
|Tn,m| ≥ tn+m−2(1− α/2)

p-hodnota: p = 2(1− F (|t |))
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Konstrukce testové statistiky

Čitatel: Xn − Ym . . . nestranný a konzistentnı́ odhad par. µX − µY .
Jmenovatel: obvykle odmocnina z odhadu rozptylu čitatele:

var(Xn − Ym)
X⊥Y

= var(Xn) + var(Ym) = σ2

n + σ2

m = σ2( 1
n + 1

m )

S2
X ,Y =

(n−1)S2
X+(m−1)S2

Y
n+m−2 je nestranný odhad σ2.
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Přesný t-test

Model: FX ∼ N (µX , σ
2), FY ∼ N (µY , σ

2), X ,Y nezávislé.
H0 : µX = µY , H1 : µX 6= µY

Testová statistika:

Tn,m =
Xn − Ym√

S2
X ,Y ( 1

n + 1
m )

Rozdělenı́ test. statistiky za H0: Tn,m ∼ tn+m−2

Zamı́tacı́ pravidlo: Zamı́táme⇔ |Tn,m| ≥ tn+m−2(1− α/2).
p-hodnota: p = 2(1− F (|t |))
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Welchův t-test

Modifikace standardnı́ho t-testu pro předpoklad neshodných
rozptylů.
Model: X1, . . . ,Xn ∼ N (µX , σ

2
1), Y1, . . . ,Ym ∼ N (µY , σ

2
2)

náhodné výběry nezávislé na sobě.
Nulová a alternativnı́ hypotéza: H0 : µX = µY , H1 : µX 6= µY
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Konstrukce testové statistiky

Statistiku přirozeně založı́me na Xn − Ym.

Normalita a nezávislost dat⇒ Xn − Ym
H0∼ N (0, σ

2
1

n +
σ2

2
m ), tj.

Xn−Ym√
σ2

1
n +

σ2
2

m

H0∼ N (0,1).

Nestranný a konzistentnı́ odhad σ2
1

n +
σ2

2
m je S2 :=

S2
X

n +
S2

Y
m .

Odtud testová statistika:

T ∗n,m =
Xn − Ym√

S2

Problém: Za H0 neznáme přesné rozdělenı́ T ∗n,m! (z CS věty
zı́skáme pouze as.).
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Aproximace rozdělenı́ testové statistiky

T ∗n,m =

Xn−Ym√
σ2

1
n +

σ2
2

m√
K

, kde K = S2

σ2
1

n +
σ2

2
m

. Pak má čitatel N (0,1)

rozdělenı́.
Idea: aproximovat rozdělenı́ K rozdělenı́m n. v. Zr

r , kde Zr ∼ χ2
r .

r určı́me tak, aby var(K ) = var( Zr
r ).

Označme si ξ :=
σ2

1
n +

σ2
2

m .

RHS =
1
r2 var(Zr ) =

1
r2 · 2r =

2
r

LHS =
1
ξ2

(
1
n2 · 2

σ4
1

n − 1
+

1
m2 · 2

σ4
2

m − 1

)
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Počet stupňů volnosti

Porovnánı́m LHS a RHS dostaneme:

r =

(
σ2

1
n +

σ2
2

m

)2

σ4
1

n2(n−1) +
σ4

2
m2(m−1)

Tedy dle této aproximace K ≈ χ2
r

r , a tedy T ∗n,m ≈ tr .
Vzorec pro r obsahuje neznámé parametry - je třeba ho
odhadnout.
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Welchův odhad

Uvažujme následujı́cı́ odhad r =

(
σ2

1
n +

σ2
2

m

)2

σ4
1

n2(n−1)
+

σ4
2

m2(m−1)

:

r̂ =
S4

S4
X

n2(n+1) +
S4

Y
m2(m+1)

− 2

Přepı́šeme-li jej následovně:

r̂ =
S4 − 2

(
S4

X
n2(n+1) +

S4
Y

m2(m+1)

)
S4

X
n2(n+1) +

S4
Y

m2(m+1)

, (1)

pak čitatel (1) je nestranný odhad čitatele r a jmenovatel (1) je
nestranný odhad jmenovatele r .
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Přı́klad
Uvažujme motivačnı́ přı́klad:
X = (X1, . . . ,X13) - produkce obilı́ po použitı́ hnojiva A
Y = (Y1, . . . ,Y16) - produkce obilı́ po použitı́ hnojiva B

Hnojivo Produkce obilı́

A 452, 874, 554, 447, 356, 754, 558, 574, 664,
682, 547, 435, 245

B 546, 547, 774, 465, 459, 665, 467, 365, 589,
534, 456, 651, 654, 665, 546, 537

Výsledky spočtené v R:

t -0.15135
df 19.169
p 0.8813
X 549.3846
Y 557.5000√

S2
X 168.7629√

S2
Y 104.6219
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Odhad počtu stupňů volnosti v R

Satterthwaiteův odhad:

r̃ =
(

S2
X

n +
S2

Y
m )2

S4
X

n2(n−1) +
S4

Y
m2(m−1)
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K -rozměrný test střednı́ch hodnot

K nezávislých náhodných výběrů:

Y1 = (Y11, . . . ,Y1n1 ),

Y2 = (Y21, . . . ,Y2n2 ),

...
YK = (YK 1, . . . ,YKnK ).

Model: Yk1 ∼ L+
2 , EYk1 =: µk , k = 1, . . . ,K

Nulová a alt. hypotéza: H0 : µ1 = . . . = µK , H1 : ∃ i 6= j : µi 6= µj
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Testová statistika

Fω =

K∑
k=1

ωk (Y k+ − Yω)2

K − 1
· 1

1 + 2Λ(K − 2)
,

kde:
ωk := nk

S2
k
. . . váha k -té skupiny,

Y k+ = 1
nk

nk∑
i=1

Yki . . . průměr v k -té skupině,

Yω =

K∑
k=1

ωk Y k+∑K
k=1 ωk

. . . odhad stř. hodnoty za H0 a

Λ =

∑K
k=1

1
nk −1

(
1− ωk∑K

j=1 ωj

)2

K 2−1 korekce

Rozdělenı́ Fω za H0: (K − 1)Fω
d→ χ2

K−1
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