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PFedaluva

EEEEEERERR

Sekven&ni analyza je metoda Feleni statistickych uloh.
Vychizime pfi ni ze sekveniné& uspofiddaného experimentu, tj.
z posloupnosti dilZich experimentli, jejichZz délka neni predenm
stanovena; dilé&i experimenty se konaji jeden za druhym a po
kazdém &i nékolika se rozhoduje, zda budeme délat dalsi diléi
experiment nebo zda serii pokust ukontime a k vyFeleni ulohy
poutijeme informaci obsaZenych v dilcich experimentech dosud
uskuteénénych. PFi nesekvenini analyze vychszime 2 experimenty
u ného? polet opakovant dil&ich experimentli je pfedem uréen
(této metodé je v&novéna vét3ina knih o matematicke statistice.
Pro nékteré statistické ulohy existuji Fedeni na zakladé obou‘

metod, u ndkterych jen na zakladé sekvenini metody.

Pouziti sekvenéni analyzy je vyhodné zejména tam, kde se
dil%i experimenty délaji postupn& za sebou (klLinickd vy3Setie-
ni, kontrola jakosti vyrobkd atd.). Sekvenini analyza vede ke
snizeni nakladd na experiment (stfedni pocet opakovani dilcich
experimentd je mendi) ve srovnani s nesekvenini analyzou.
Nevyhodou sekvenini analyzy je, Ze nezname pfedem rozsah vybé-
ru a v prubdhu experimentu musime ¢init &asteind rozhodnuti,

zda ukon&it experiment nebo v néms pokralovat.

Utelem skript je vylofit zéklady sekvenini analyzy jak
v ulohéch testovani hypotéz, tak teorie odhadu. Skriptum je
rozdéleno do festi kapitol . Prvni kapitola je vEnovina studiu

obecného sekveniniho testu, druha studiu Waldova sekvenéniho



testu. Ve tifeti kapitole jsou vyloZeny metody konstrukce sek-
ventnich testl pro sloZené hypotézy, ctvrtd kapitola obsahuje
sekvenind analogie nékterych klasickych testi. V pété kapi-
tole jsou vysvétleny zéklady sekvenini teorie odhadu. Posled-
n{ kapitola obsahuje nékterd tvrzeni{ z teorie pravdépodobnosti,
kterd hraji dale2itou roli v sekvenini analyze a kterd nejsou

obsaiena v bé&2inych ulebnicich pravdépodobnosti.

Skriptum bylo napséno jako pomlicka ke stejnojmenné pfed-
nédSce pro posluchale zamé&feni matematické statistika, ale mi-
e posdouZit i SirSimu okruhu &tenadt#l, nebol pokud je mi znamo,
nebyla dosud v Ceském. jazyce publikovana knizka, tykajici se
sekvenini analyzy. Pledpoklids se, 2e Etendt je seznbmen se
zhklady vy3$3i matematiky a matematické statistiky na arévni
knihy J.And&l: Matematickd statistika, kap.1-10, 13-15. Zna-

Ceni je plrevzato z této knihy.

Zévérem bych chté&la podékovat dr.Vorlitkové,CSc. za pod-
nétné pripominky, doc.St&pénovi,CSc. za poskytnuti materidlu
pro napséni posledniy kapitoly, ob&ma recenezntim a viem kte-
i se podileli na zkvalitné&ni rukopisu a pani Krindkové za

jeho pellivé plrepséni.



1. Sekvenini testovéni hypotéz

Pro objasné&ni rozdilu mezi sekvenini a nesekvenini ana-
lyzou si uvedeme Felent klasické statisticke Glohy na z2ékla-~-

dé obou ptristupl.

UvaZujme Glohu testovéni hypotézy “o s "néhodné veli-~-
tina X =é rozdéleni s hustotou fo(x)“ proti alternativnd
hypotéze H, : "nahodné velitina X mbé rozdéleni s hustotou
f1(x)”, kde fo(x) ? f1(x) jsou hustoty vzhledea k & =~

koneiné mite pu .

PFipomenme, e zamitneme-li H ~ (tj.pFijmeme-Li Hy)
atkoli je sprivné, dopoudtime se tzv. chyby 1.druhu a ptij=-
meme-L1 H, (tje zamitneme~-L1 H1), oékoliHBQ sprévné, do-
pustime se chyby 2.druhu., Obvykle budeme oznalovat pravddpo-

dobnostt chyb 1. a 2.drubhu o« respe. /3 stie

(1.1) P(zam.H /H  plati) = o,

(1.2) P(zam H, /H

1744 platy) = /3 e

PFt klasickém nesekveninim ptistupu experimentétor zvo-
LY rozsah vybéru n a pravdépodobnost chyby 1.druhu
a na z24kladéd néhodného vybéru x1,...,xn provede test, Po-
ulijeme vitiinou nejsilnéjdi test (vyplyvajici z Neyman-

Pearsonova lemamatu) tj.



n f1(xi) 5
(1.3) ptijmeme H,, jestlile T e & ¢
i=1 fo(xi)

A 1)

n f1(x1)
(1.4) ptijmeme H_, jestlile [[ — < =
i=1 ¢ (Xi)

)

kde &islo ¢ je stanoveno tak, aby pravdépodobnost chyby
1.druhu byla nejvyle rovna zvolenému Tislu o , zvanému
hladins vyznamnosti. Nékdy té% experimentétor pledepisuje
pravdépodobnosti 1. a 2.druhu a pak Eislo ¢ a rozsash vybéru
n stanovi v zévislosti na pravddpodobnostech chybnych roz-

hodnuti, co: je tasto spojeno s vypoletnimi problémy.

A.Wald navehl pro uvalovanou Glohu néstedujict sekveninid
postup. Zvolisme pravdépodobnosti chyb (oznalme je < resp./3,
oL ¢ 3< 1), bEléme postupndé ndhodny vyber X,,X,,ccc . Na
z24kladé nbdhodného vybéru x,,...,xn pFfijmene "o' jestlile

n f1(x1) ¢
T _T = 8, pFijmeme hypotézu H,, Jestliie
=1 f (X,

n f1(x1)
TT £ a pokratujeme v nbdhodném vybdru (tj.dble
fo(xi)

=1

W

budeme pracovat s ndhodnya vybérem x1,...,xn‘1), jestlilZe

n
t.(X,)
8<ﬂ ik M it < A, kde tisla B< A volime tak, aby
i=1 féxi)

pavdépodobnosti chyb byly rovny pledepsanys Eislum.

V praxi to znamens, Ze diléme postupnd pozorovéni a po
n-tém se bud rozhodneme pro plfijeti jedné z hypotéz, nebo dé&-

Léme dalid (ne¢1)=-nt pozorovéni,
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Odlisnost sekveniniho a nesekveniniho pFistupu tkvi
viastné jiZ v jiné organizaci experimentu, PFi nesekvenininm
ptistupu experimentator zvoli rozsah vybéru (potet opakovéni
dil&ich experimentl) nezévisle na vysledku experimentu (ob-
vykle jeité pfed jeho zapoletim). PFi sekveninim ptistupu ne-
ni pledem stanoven rozsah vybd&ru, experimentétor se na zékla-
d& néhodného vybéru (x,,...,xk) rozhoduje, zda bude pokra-
tovat ve vybéru (dé&lat daldt pozorovéni) nebo zda mu informa-
ce ziskand 2z ji2 provedeného nihodného vybdru stali{ k rozhod-

nutt.

Je ztejmé, 2e rozsah vybdru N je v tomto pFfipadé né-
hodnd veliltina, je obecné funkci posloupnosti ndhodnych veli-

L]
¢in {xi} j=1 a lze pro né&j psat:

B (X
(1.5) N = -10{ n; TT- 1( i) # (B,A)} .
i=9 fo(X1)

Stanovit &ista B,A, plredepideme~li si pravdépodobnosti
chyb, je velmi obtiiné, v praxi vétiinou nemoiné, proto se

obvykle spokojujeme s aproximact. tisla B,A aproximujeme -

Cisly
(o) et egd s

kde oo , 3 jsou diny (1.1) resp. (1.2).

Vyhodou této aproximace je, Ze nezévisi na rozdéleni nbhod-
nych velilin a snadno se polité. Na druhé strané, jak uvidime
2z dal8ich uvah, vede ke zvétieni rozsahu vyb&ru N (vétiinou

nepodstatnému) .



Jev
{ } Kk f1(x1) .
pfij.l‘lo, Nsp = {B<1.1'7;rr1') < A, k ’,.oo,ﬂ”,
o o
i=1 fo(xi)

zdvisti jen na konelném poltu nbhodnych velilin X0 tudiz
niZenme psét (oznalime~L4 ¥on *® {pfij.uo, u'n} )

P(ptij. oH,, N=n/H, platy) = j. Jiﬂ f1(x1)d/u(x1)...d/p(xn)'
W

f J. TT 1(31) TT f (x,)d {w(x1)... d{u/(xn) s

v, =9 ¢ (xi) i=1

s ffTT folx)d@xg) e dp(xy) =

i=1

=B P(p?ij. Hyo N-nlno plati).

O0dtud ménme
[+ %]
(1.7) P(plij.ﬂolu1 plati) = Z:; P(pkij. Hyo N=n/H, plati):

S B P(phij. H /M, platd).
Podobnd dostaneame
(1.8) P(zu.nolu1 plati) = A P(zam. "ol"o plati).
JestliZe

(1.9) P(pkij. H1/H‘ plati) ¢ P(pfij.HOIH’ plati) = 1,

lze tyto nerovnosti plepsat nésledovné
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(110) g =« L i, AElol a v,
1= “

0dtud je vidét, Ze pouliti &isel B", A® misto B resp. A,
miZe vést ke z2vySent rozsahu vyb&éru N . Nyni se budeme za-
byvat ulohou, jak se zmé&ni pravdépodobnosti chyb. Oznalme si
® a /3' pravdépodobnosti chyb odpovidajict 8" o A'.
Vzhledem k (1.10) plati

pr s B , 1-4% 218
1= % 1=ol o ® oL

Jednoduchou upravou dostaneme

1.11 *E(1- g = &

( ) ok (1= 57) -y < =y

(1.12) /b’ﬁ—ﬂ—ﬁ- M) < L=,
1= 1=l

(1.13) Lefs @ L e p%

pti
tj. soulet pravdépodobnosti chyb se nezvét$i. Tedy napt. =

=/ = 0,1 plats

4 - -
< = %:-.} = 0,111 A% < 0,111

e g% E 0,2,

Nyni{ vyvstavé Fada problémi: jaké jsou vliastnosti tohoto
testu, zda existuji jiné sekvenini testy, jak porovniévat tes-
ty a podobné, Této problematice jsou vénovany dal${i Césti téch-
to skript.

Na zavértohoto paragrafu si uvedeme klasicky pFiklad.
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piiklad__1. Uvaiujme dGlohu testu hypotézy H  : "néhodné ve-
LiEina X =4 rozdélent N( .« ,1)" proti hypotdze Hy :"né-
hodné velilina X wmbé rozdélent N(/01,1)', Mo < (™ *
PoZadujeme, aby pravdépodobnosti chyb byly < a /3.

Plipomenme, 2e

2

n o t,(xy) n 0"
———— B QXD xi( .- ) ¢ n o
jmq folXy) {12-:1 (17 (% 2 } ‘
V nesekveninim pFfistupu volime {-( 1o "ﬁ ) ] + 1,

kde [y] oznaluje celou tast Eisla vy, hypotézu Hy pFij-

Z1(x- o) =

plati-li nerovnost opalné; u,_  Je

meme, jestlile

U1_°‘,J P

a ptijmene Ho'
100( 1= o) %=n1 kvantil pFisluiny standardizovanémsu normblnisu

rozdéleni.

V sekveninim plistupu na zékladé& vybéru x,,...,xn

ptijmeme hypotézu "o' jestlile

n
’

$ L f“.:_z_ 1
15.:1 WEUn T r')/“’1/“’0

pltijmeme hypotézu H1, jestlile

n 2 _ .2
2 (1a 128 ™~ "% 1 ,
g1 R == =) M= Y

jinak pokratujeme ve vybdru (déléme dald$ pozorovéni). Tento

sekvenind test lze snadno znézornit graficky(viz obr.t.1).



y oblast pFijett H1

b s}\\p}kr. .,V“\ﬂ
NN
o\ AN Po
NN
AN

N N
Y N

AN \

= N o :
\\§::;i\ : oblast pfijeti H_
N AN \\\\

\ \\ > ) .

N n

obr. &.1

Néhodnému vybdru X,,ee.X ptifadime bod (n, X.).
1 n {=1 i

Le2i~Li tento bod pod primkou

‘/wz_{wz
1 [-) 1
p(y =(ln L— & ) ——— )
° 1ot 2 1" (Y%
n
ptijimbme hypotézu Ho. Le24-l1 bod (n, x,) nad

ptimkou 2 2
p1(yl(ln1—;’£‘3— ’lfil_zi"o__n)__t__)'

ptijimbme hypotézu H1. Jinak pokraiujeme ve vybéru,
Nept. pFi (v = =1/4 = -, <=/ = 0,058 dostaneme uif-

tia testu s pevayms rozsahens vyb&ru oblast ia-itnuti l-l° H

n
-1/2
X, 8 -n/4 + n u :

22; i 0,942
kde n=41, UZijeme-l{ test navrieny Waldem, pFijmenme hypo-

tézu “o' jestliZe :;; x, & -'2,5 a pFijmenme H1 ’



n
jestiiZe i[; X, 8 2,5, jinak pokratujeme ve vybdru. Pozna-
=
aenejme, Ze hodnoty 2 2,5 jsou exaktni meze odpovidajict
&= 3= 0,058, Poutitim aproximace (1.10) dostaneme meze

1 2,788,

Vv sekvenint analyze tasto pracujeme se specidlnim typem
rozdéleni nazyvanym Dgrmoig-Koopmaniv_typ_rozdileni . Pro

hustotu tohoto rozdélent musi platit

(1.14) f(x;0)= c(@)exp {0(O)T(x)} M(x), xeEcR,, O €(9,8) ,

kde T(x) a h(x) jsou borelovské funkce zéyisejict pouze
na x, 0(8) a ¢C(8) jsou redlné funkce definované na

(9, @), D(8) je klesajict funkce, E nezdvisi na 0.

Mezi typy rozdétent spliujict (1.14) patki vEtdina bél-
né poutivanych rozdélent, napf. norablni, binomické, Poisso-

novo atd.
Valddv test pro H, : o= °o protd Hy @ o= 01 ’
0°< Oi mbd pro tento typ rozd¥leni tvar : na zbkladd ndhod-

ného vybdru (x,,...,xn) 2 rozdéleni (1.14)

a) ptijmeme H jestlile

ol

n
(1.15) M T(xi)i(ln B + n Ln(C(8,)/€(08,))) /(0(8,)=0(8,))

i=1

b) ptijmeme H jestliZe

1'

n
(1.16) 2:17(x1)3(ln A® n ln(C(OO)IC(°1)))/(0(91)'9(30))3

c) jinsk pokralujeme ve vybdru,.
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1.2 _obecnj_sekvenini_test

V této kapitole budeme vychbzet 2 nasledujicich pted-
pokladu.
Necht XqsXosees je posloupnost nezévislych stejnd rozdéle-
nych néhodnych velilin, jeji2 rozdéleni z8visi na neznémém
parametru 0 = (91,...,0k)l patFicim do n&jaké mno2iny o .
oznatme Po(.) a f(.38) pravdépodobnostni miru indukovanou
rozdélenim néhodnych velilin (xi} ;:1 resp. hustotu néhod-
né veliliny X, vzhledem k 6-konelné mife .,

UvaZujme Clohu testu nulové hypotézy

H : 0 ¢ W
o o

proti alternativni hypotéze

1’
kde w a3 W, jsou disjunktni podmnoliny 69.

oo co %0 '
Budii {81} j=1 7 {B:} j=1 * {81} jmqy Posloupnosti

borelovskych manoiin s vliastnostmi :

1) pro katdé {1 jsou mnoiliny 31,82,81 navzéjem dis~
junktni; '
2) ®'=s8,0u8u B) ,
1 o 1 2
B1xR SBZUBZUBZCR
: 1 o 1. oi
By_4x R = BUBL U By C R,
kde R1 je d-rozmérny eukleidovsky prostor a symbol x oz~

natuje kartézsky soulin.

Testem__S__hypotézy _H __proti hypotéze _H, budese ro-

zumdt pravidlo: je-Li{ (x1,...,xn) nédhodny vybé&r z rozdélenid
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1)  piijmeme H , festliZe (Xy,ceec,X)) 6 a:, a nepokradu-
jeme v nbhodnéa vybédru;

1

ne 8 nepokralu~

2) ptijaene Hyo jestliZe (x,,...,xn) e B

jeme v nhhodnéam vybédru;

3) pokratujeme v néhodném vyb¥ru (tj. od néhodného vybéru
(x,,...,xn) pfechézime k ndhodnému vybéru (x1,...,xn,
X,41)s kde posloupnosti mnolin {81} ;:1, [B:} ;:1,
{B}} ;:1 maji vyle popsané viastnosti, |

o0
Nékdy nazyvéme mnozinu (J B oblasti prijetd H , mno-
n=1

Oo
tinu (U 8! oblasti prijett H,. Body (xq,ece,x,)
n=1

patfici do R"=(B x R1 ) jsou neefektivni v tom smyslu,

n=1
3¢ je nevyuiijeme pti oviérfovani platnosti hypotéz nebo l{

n
(117) Py, 000X )€ B ; 0) + > P((Xg,eee,Xy)€ ag; 9) +

i=1

n
‘éi% P((x1r°°to‘i)€ B:; e)=1, pro n=1,2,...,
s

avi. 00

[\
JestliZe pro postoupnosti anoin {B‘} ;:1 ’ {B:J j=1”
{B}} §=1 existuje pfirozenéd tislo n takové, Ze

a‘ - Ri’ 1.1’..."‘-1’ B: v B:‘ = 'n

sluvime o testu s pevnyms _rozss

>

en vibdru (tj. jde o test ve

sayslu uvedeném napt. v [1] ). oOstatni testy nazyvime

gekvenini,
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Poznamenejme, 2e uvedeng vylezeni testu nezahrnuje tzv, néd-

hodnéné testy.
Test s pevaym rozsahem skon&i vidy pFijetim hypotézy "o

nebo H1. U sekveninich testld tomu tak byt nemusi,

0 testech, pro které platd

Lim P((x1,....,xn)e B; 8 =0 pro vi. 0s B
N9

Fikdme, Ze skonii_s_pravdépodobmosti 1.

Nyni si zavedeme n&kolik pojmli, se kterymi budeme v dal-
$im pracovat.
V sekvenéni analyze Zastéji neZ se silofunkci pracujeme s ope~
rain{ charakteristikou. Operaini charakteristika testu _$

- O er G G T AR AP AP G D GN Eb D Gb P A O o T G AP 6D B b 45 D » b B

hypotézy _H --EIESi-hZEQSQEQ--ﬂ1 se nagyvd funkce promé&nné
6, které uddvd pravddpodobnost pFijett hypotézy Ho' je-Lid
skuteins hodnota parametru 0. Oznalime-Li ji LS(G), aUule~-

me psdt :

(1.18) LS(O) z p(plrijets H, na z4kladé testu S ; 8) =

0

2 p( U {(Xgoeeerxde 8% 8) = 1 P((Kyse.en,X,)a830).
=1 im1
PFipomenme, 2e sila testu PS(B) je definovadna “.ko funkce
proménné © , kterd udavé pravdépodobnost zamitnuti hypotézy

or ti-

(1.19) PS(O) = P(zamitnut} H, na zdkladé testu S; 8) =

n
- 1
ié1 P«x1,...,xi)e By

; 9).

Ndhodnou velilinu



]
-l
(- ]
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(1.20) N=ain{n; (Xqpe0ee,X,) & 9: v 5; }

Jeji stlfedni hodnotu nazveme stled

a oznalime ES(N;O).

V angliltind se nékdy N nazyvd "stopping time"” nebot
nés udévé dobu,kdy méme ukonlit vybér, V tedtind obdobny ter-

min neexistuje.

Na zévér paragrafu sf uvedeme ndkolik testld pro Glohu
testu hypotézy "o PP =P, proti hypotéze H1 2P 2 Py,
0<py< Py<1 na zékladd nezdvislych nidhodnych velilin
XyoXoseoe s rozdélenin P(x1=1)-p, P(x1-0)=1-p. Pozna-
nenejme, 2e tyté2 testy tze pouiit_pro test hypotézy
Hozpépo proti H1:p‘p1.

Tato Uloha odpovidéd v praxi problému z kontroly jakosti. Sle-
dujeme u vyrobntiho procesu podil vadnych vyrobki p a chce-

me zjistit, zda P=p, nebo P=p, (popf. pop nebo p‘p1).

o

1. __Test_ s _pevnym_rozsahes vybiru, Experimentitor
2volt rozsah vybé&ru nsno a horni{ mez -« pro pravdépodob-

host chyby 1.druhu. Hypotézu Ho pfijme nebo zamitne, jestli-

n n
ie Z? X4 ik, resp. 23 x{> k, kde k je stanoveno
=1 no f=1
tak, aby P( 3: x‘> k; Ho)éd' « Test skonli s pravdépodob-
=1

nostyi 1 a pro operaini charakteristiku L1(p) pla_t$

n
o
L,(p) = 9(221 X45k;p) = Moo (K#P) .

(1.21) Kk -y /"
W, (k,p) = jZ p3(1-p) ) ( °) .

o =0 |
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2. Dvoustupnovy_test (podrobné&ji viz[9]). Volime

pevné rozsahy vyb&rd n, a n, a horni{ mez <« pro pravdé-

podobnost chyby 1.druhu. Provedeme vybér (x,,...,xn ).

n1 1 n1
Jestlile 2: )(,i s s, pltijimbme "o a jestlile 2: x{> b,
j=1 n, =1
prijimdme H,. Jestlite ac) X, &b, dEléme daldi vybér
i=1
(x ces,X ) (nezbvisly na (X,,eeepsX_ ))e
n1+1’ ’ n1+n2 ng+n, 1’ ’ ny
Prijimbme H_ , jestliZe 2. X, £ b, apFijinime Hyo
° i=1

n1+n2
jestlize 2: X;>be

=1
listla a<b jsou celd a stanovena tak, aby pravd&podobnost

chyby 1.drubhu byla men3i nebo rovna o« ., Jde o sekvenin$

test, ktery skonli s pravdépodobnosti 1. Navic platt
E(N;p) = n, + nz(Hn1(b;p) - ﬂn1(l;p))

A ny-d
. b -ie
L,(p) = Hn1(a.p) + f§a+1 (j )p (1-p) an(b jsp)e.

3. Useknuty sekvenini test ( v anglickém originéle:

curtailed-sampling test) : Volime pfirozend &isla ¢ a n .

°
Test je dén nésledujicim pravidlem: na zéklad& ndhodného vy~
n
b&ru (X ,eee,X ),n< n,, plijmeme H,, jestlile 321 X 4=¢
=
jinak pokratujeme ve vybé&ru; pti n=n prtijiméme H1, jestli-

o jinak.

No
le 2: Xy = c aptijimbme H
=1
Test skonZi s pravdé€podobnosti 1. Pro opera®ni charakterfsti-
ku L3(P) a sttedni rozsah vybéruy 53(“;9) plati :

c-1 n_~-d

Ly(p) = ). (:°) p (1-p) ,

d=o



(N30) by (noﬁ) ‘
EL(N;p - p
3t P dmced d
c=-1
n_=c#+l n_+1
’# o
1=-p d=0 d
4. Walddy_sekvenini test,
chyb 1. 8 2.druhu ( o resp. /3 ) .

gsestavime

ﬁ P(X,=1;p,) (91(1-%))
=1 P(X,=1;p,) Pl 1-p4)

e oznalme n A = 3, tn B = b,

Volime pravdipodobnosti

Podle obecného schematu

N
X4

2
j=1 (1-91 ) n
1-pq

Pak test popsany na str. 8

mé v tomto ptipadd tvar : na 28kladd néhodného vybdru

(x,,....,xn) ptijmeme H_, jestlile

n
&
s

x1 hb +ns ;

i=1
pfijmene H1, jestlile

)
X & h +ns
i=1 i s ’

a v obou ptipadech ukoniime vybér;
tujeme, jestlile

n
(1.22) hb +ns< Z:x«h +
j=1

v néhodném vybé&ru pokra-

Hodnoty hb,h. a s jsou definovény nasledovnid.
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py(1-p ) 91(1-90)

(1.23) h, = b/(lh 2 ), h, = 8/ (LN e )
90(1-91) 90(1-91)
1- (1-

(1.24) s = (n _22-) / (lnf-ll-tg—)- )
1-9‘ p°(1-p1)

kde b,a Jjsou urleny taz, aby byly splnény predpoklady
1-4 -
(obvykle klademe b=ln TéET 2 a=ln — viz (1.6)).

5. _ggg;gggz_!,ggg!_;!gg, Volime pravdépodobnosti
chyb 1. 8 2.druhu (o resp.s ) a ptirozené tisto n .
péléme postupné nahodny vybér XqoXppeoe o Pro (Xgqseees
...,xn), n<n, poutijeme pravidlo shodné s testem &.

PFi n=n, pfijunenme "o' jestlile

a ptijmeme H,, plati-Li nerovnost obrécend. Hodnoty b,a
jsou urteny tak, aby byly splnény pFedpoklady; Vv toato piti-

padé poladujeme navic, aby b<0< a.

6. Malduv test po_skupindch, Volime opét pravdépo-

dobnosti chyb 1. a 2.drubu ( & resp.p ) @ ptirozené tislo

k. Rozhodnuti o plijett jedné 2z hypotéz popt. pokratovéni ve

oro~
vybéru déléme vidy jen po Kk krocich, tj. po nNn.k=tém govbni

ptijmeme "o' jestlile
k

xi = hb +nks

i=1
atd.




Viastnostai testd 4.-6. se budeme zabyvat v kapitole 2.

Pokud se tyle srovniéni testl pFi danych pravddpodobnostech
chybnych rozhodnuti, potFebujeme pFi pouliti Waldova testu
nejaenii stlfedni polet pozorovéni. Nésledujici tabulka udévé
numerické porovnéni testid 1.-5. pro Po=0,01, p,=0,1; «x=0,2

test /3 E(N;0,01)
1 0,0985 22
2 0,0424 55,7
3 0,0985 19,8
4 0,0424 28,6
- 0,0985 14,3

1.3 VYlastnosti obecnych_sekveninich

testd

V tomto paragrafu si odvodime nékteré jednoduché viast-
nosti operaini charakteristiky a stfedniho rozsahu vybéru.

Budeme plitom vychézet z pfedpokladi uvedenych na z2alétku

ainulého paragrafu,

NejdFive se seznémime s obrates b¥2né pouZivanym v sek-

venini analyze. Necht Tn ™ Ta(Xqseee,X) Je statistika

zdvisejici na néhodnych velilindch Xqseee,X ., pak pro

distribulni funkci ndhodné veliliny TN' kde N je rozsah

vyb&ru, platt :

P(T"< t;0) = fi P(T"< t; N=n; 0) =
0o n=1
= nZ.1 j. 1 {Tn< t'(x1'ooo’:n)€ 8:\/ B:}
n

1EE f(xi;ﬂ)dfu(x1)...d/u(xn) ,
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kde I{A}] oznaluje indikétor mnoiiny A,

Déle

E(T,/H, PFij.;0) = ég; E(T\/N=n, H_ pFij.;0) .
. P(N=n/H_ pFij.;8) =

n
L) 'n('1"""’n)lz; f(xy; 0)d w(x,) euedw(x,)

=)
B
(P(H, pF.; @)1

Podobné méme pro stfedni hodnotu:

E(T,;8) = jf1s(rn 1 {Nsn}; @) =
n=
oo n
S & S;o g! T"(x1""'x");ch(x’;e)qM(x’)"'
nY "n eeedw(x)

1.1. Nésledujict tFi tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) test skonti{ s pravdépodobnosti 1 pro vs§. OG@;
b) lim P(N>n; 8) = 0 pro vé. 8¢ @ ;

neo
c) Ps(8) ¢+ L (8) =1 pro vi. 8¢ @ ,

kde PS(O) a LS(O) je stlofunkce resp. operalni charakte-
ristike (viz (1.18),(1.19)).

Dukaz. Ekvivalence plynou snadno z pFisludnych definic,
(1.17) a naésledujicich vztaho:

P(N=n;0) = P((Xy,eae,X )€ BD;8) + P((Xy,eee,X )eB);0)

P(N<+ 0 ) = Lim 2'_:‘ P(N=1i;8). a
neo {=1 ‘

Definujme



-2b-

[} » f(xil.o.) »
(1.25) li(O;O )= Ln - sJe=-U4 f(xi;e’)éo,f(xi;o )#0,
f(X1;° )
= 1 ,je=ld f(xi;o')-o-f(xi;e')
= - Lje-t4 f(xi;o’)to,f(xi;o”)-o
= 4o Sje=-11 f(xi,o')-o,f(xi,e")#o.
n
(1.26) 0, (9,0") = ‘21 2,(0,0")., ®

7 Jensenovy nerovnosti plyne

(1.27)  E(2,(9,0");8') &0 - E(zi(o',o"); 8), 21,.c0e,ne

Lesma 1.2, Pro kaidy test S a Libovolné O, 0¢0 splnu-

j4 operaini charakteristika Ls(O) a silofunkce PS(O)

nésledujici vztahy:

1.28 E @,0")} / prij. H_;0') = S .,
( ) (exp {Ou( )} 7 ety 09 ) L)
(1.29) E( au(9,0°)) 7 phij. H 30') Ps(o)

e CX ™Y ; B comesessmes—— e

pakaz, ZFejmd plati :

ECI(H, 9”1-}0&9(&"(0} ')} ; €) =

% f(xi;O.) n ,

- f ;o d oood =

2:-:1 Sao =1 #(x,;0) 1T.T1 (xq30 )dw(xq) e edpolxg)
n

- $(x,36 YA w(xy)eandw(x ) = P(pFI.H ;@) =
2_;:1 Sa° gy TOX4 )dw(x, (%, (p”j 0’9 )
n = Ls(O ).

Tvrzeni (1.28) nyni plyne z definice podaindéné stlfedni hodnoty.

vztah (1.29) Llze odvodit snalogicky. B
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Pro testy, které skonli s pravdépodobnosti 1

jednoznatné& urileny podninénymi sttednimi hodnotami v (1.28)

a (1.29).

Nyni obrétime pozornost k rozsahu vybéru N, pFipomenme
definici:

N = -1n{n;(x1,...,xn) € B: v B; } .

Tato ndhodns velidina je zitejmé markovsky tas (viz str. )
a tudi? lLze pro vypolet jeji stledni hodnoty vyufit Waldovych
rovnostd dokézanych v boplnku. Aplikact waldovych rovnosti 1

a 11 dostaneme nasledujict tvrzeni:

Necht XqsXpreoe jsou nezAvislé stejn& rozdé-
Lené ndhodné veliliny s rozdélenim zAvisejicim na parametru

8€ 0.

a) Necht statistika t(x,) a rozsah vybéru N (a,b ko=
neénd tisla) maji konelné stfedni hodnoty p#i hodnoté para-

metru O, pak

N
(1.30) E(N;0) - E(t(X,);8) = & 121 t(x,); 8

b) Necht jsou splnény pFedpoklady a), rozptyl statistiky

t(xi) je konelny a E(t(xi);ﬂ) = 0, pak
N

(1.31)  &(N,0). E(t3(x);0) = €2, t(x;))%0).
=1

Poznamenejme, fe tvrzeni lemmatu plati pro Libovolné ste-
tistiky t(xi) splaujict prfedpoklady. vztahy (1.30) a (1.3%)

ndm davaji ndvod pro vypolet stfedniho rozsahu vybé&ru,pokud



N
jsme schopni spoéita: E(t(x1);9) 8 5(2;; t(x‘);o)(resp.
E(tz(x1);0) ) E((£§1 t (x,»§o)). vétiinou neni{ problém
s vypoltenm e(t(x1);0) ? E(tz(x1);9), ale se zbylyami dvé-
ma stfednimi hodnotami (polet siitanchd je ndhodny).

tasto se spokojujeme jen s jejich aproximaci.
PoloZime=-Lli v (1.30) t(xi) = zi(o;o") a aproximujeme~L1

vhodné stfedni hodnotu na pravé strand (1.30), dostaneme

ndsledujict tvrzeni:

Vita_ 1,5, Necht E(12,(8;0")1;8) ¢ ¢+, E(N;0 )<+
kde z,(o',e") je definovano (1.25), @, 8¢ ® . Pak pro

Libovolny test S, ktery skonii s pravdépodobnosti 1, plati

/ ? / > ’ LS(O')
-E(N;0') E(Z,(0',087);07) 3 L () Ln -zsry- +
1-Ls(9') S
+ (1-Ls(0')) N —
1-L4(8")

Dikaz: PoloZime=-l1 v Lemmatu 1.4 t(xi) = Zi(O'; e“),

E(N;0 )E(Z,(8,0°);0 ) = E(Qy(0,07);0).
2 Jensenovy nerovnosti a Lemmatu 1.2 plyne

E(@,(0,0")/H, pFij.;0 )% tn E(exp(a, (0,8 )} /H, pFij.;8 )=

LS(O')
® (N —— .
Ls(o’)
Podobné /
' 'y 1y < 1-Ls(9’)
E 9,0 H P = c————
(QN( ) / 1 p j rd 9 ) tn 1-Ls(9')

Tvrzeni{ Lemmatu nyni vyplyne z té&chto nerovnosti a nasleduji-

ciho elementéarniho vztahu:
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e(nN(oﬁo”),d) = s(nN(oQo”)/uo pfij.;e’)p(no pFrij.;8 ) +

+ s(au(o',e”)/ﬂ1 pFij.;0 )P(H, prij.;o ). B

pigledek_1.6. Necht E(Z,(6,,0,);8)# 0 a koneiné pro
§20,1. Pak pro Libovolny test S s E(N;E)c+> , i=20,1,

a pravdépodobnostmi chyb men3ich nebo rovnych <« resp. 3

( A<1=o ) pro test H, @ 0 = Go proti Hy s e = 91(00491)
plat}

(1=ct ) Ln =L + o Ln 1L
(1.32) E(N; 8) = 1= 2 ,
5(21(90191)3 90)

3 ) 14
(1.33) E(Ns 91) . A Ln = + (1-48) n — .
5(21(90,91); 8,)

¢ obdriime

U4
bukazs PoloZime~li ve V&tE 1.5 8 = o, 9=0

Ls(8,)
L (8,)

(1.34) -s(u,oo)e(z1;oo)éu(e°)ln +

-t 7
1-1(9,)

+ (1-L(9°))ln
1-Ls(91)

2 ptedpokladli plyne
< <
(1.35) 1 - L (8) = , Ls(8y) =4
Jak snadno nahlédneme (vySetfenim derivaci), je funkce

o(x,y) = x tn 2+ (1-x) n ;;;

neklesajict v x pki pevném y (0< x2y< 1) a nerosbuci v y
pfi pevném x (0< xBy< 1). Tudii



(1.36) a(L(8), L(8,)) & (1=, L(9)) & g(1-,8 ).

Tvrzeni disledku plyne z (1.34-1.36). &

pusledek ném udévé dolnt hranici pro stfednt rozsah vy-
béru. Tato hranice neni obecnd dosaZitelnd. 2 avah v nisle-
dujici kapitole vyplyne, 3e v Fadé pripadl se vyrazy na pravé
a levé strand (1.32) resp. (1.33) Li3f jen nevyznamné. Naptk.
pro pfipad uvaiovany na str. 13 plati, 2e E(N; =1/4) =
= E(N; 1/4) = 20, zatimco pro pravé strany (1.32) a (1.33)
dostaneme 17. Poznamenejme, ie pro test zaloZeny na Neyman-
Personové lemmatu (pFi stejnych pravdépodobnostech chyb) je

rozsah vybéru n=é1.,

Pro informaci o distribuinté funkci rozsahu vybé&ru N

mohou poslouZit nésledujict nerovnosti:

P(N<n;9)3 0 nég( N,O),
2 1- ES.’!%&?. E(N;0) < ndE(N;0)+ 1&{-&;—6-?— ,
2 (n-E(N;0))° nE(N;0) s POk -

(n=-E(N;08)) 2 svar(N;9)

Prvai nerovnost je trivialni, druhé plyne z lebySevovy ne-

rovnosti a tfett z nerovnosti NEZn a

. 2 -2



1.4 _Kriterium optimality

Kazdy test Ho

eewo proti H1 :96&11 mUZeme cha-
rakterfzovat tfemi velilinami, a to pravdépodobnostmi chyb
1, a 2.druhu a stfednim rozsahen vyb&ru., Nejlasté&ji pti hleda-
ni vhodného testu vybiréme dv& 2 téchto velilin a klademe na
né podminky. Volime pak test, ktery je optimélni nebo aspon
“rozumny" v néjakém smyslu ve tiidé testl splnujicich tyto
podminky. Napf. poulijeme-li pro Ffelent ulohy test s pevnym
rozsahem, obvykle hledime test, ktery md nejmensi pr&vdépo-
dobnost chyby 2.drubu (tj. je optimalnt v tomto smystu) p_Fri
daném rozsahu vyb&ru a dané horni mezi pro paravdépodobnost
chyby 1.druhu. PF{ sekveninim pFistupu obvykle klademe pod-
minky na pravdipodobnosti chyb 1. a 2.druhu a hledéme test,
ktery bude mit nejmensi stfedni rozsah vyb&ru nebo se nebude

od tohoto testu pFilis Lisit.

Nyni ponékud odbotime. PFi sekveninim pFfistupu obvykle
ptedpokladame, ie mnoiiny d4p a Wi maji disjunktni uzévé-
ry (je-L1 0 c Rk, vzhledem k eukleidovské standardni topo-
logii). Bez tohoto doplnujiciho predpokladu bychom tot i pki
<, 3<1/2 jen velmi t&iko hledali test s po2adovanymi vlast-
nostmi. Na druhé stran& neni tento pFedpoktad ptilis omezuji-
cif. Napt.misto ulohy H_: 6 & 90 proti H, : 9>'9° uvaiuje~

0 1

me pti sekveninim pfistupu ualohu "o : 0 % 9° proti H1:9591,
01>‘0°, kde rozdil 91-90 bereme maly v z8vislosti na tom,

co povatujeme v daném pFipad& za “vyznamny rozdil".

Nyni zavedeme explicitné kriterium pro porovnini sek-

veninich testi. Oznalme Cf(cb,/3) tfidu testd pro ulohu



H, ¢ O€ @, proti Hy : Pcw, splnujicich:

a) test skonli{ s pravdépodobnosti 1 ;
b) 1-L4(9) 2  pro vi. 0w ;

c) LS(G) £n pro v§, Oﬁon.

Test s"e ?3( <, /0B ) nazveme eficientn&jii (vydatn&jgi) nel

test s € {(w,/3) namnotind @, c, jestlile

Es* (N;8) < ES(N,O). pro v8. 8 < 91.

Test s"e O(,s) nezveme_stejnomérnd eficientnim testenm

7, eJestlile

na_mnolind__ (4 1¢-

inf EG(N;8) = E _ (N;0) pro vi. © e@.,.
Set(<,n) S

Nejprve uvaiujme pFipad jednoduchych hypotéz, tj. H°:9-0°
proti H,:0=0,, 00#91. Fundamentadlni roli zde hraje test,
se kterym jsme se ji2 seznémili v uvodnim paragrafu, jde

o Walddy (sekvenini) test _(ozn, _S(bea)).. Je vymezen nisle-

dujicim rozhodovacim pravidlem : je-li (x1,....,xn) ndhodny

vyb&r z rozd&leni s hustotou f(x;8), pak

a) pftijmenme Ho a zastavujeme nhhodny vybér, jestlile

<
Q. (0,,8,) = b;

b) ptijmeme Hy @ zastavujeme nhhodny vybér, jestlile
Q. (0,,8,) £ a;

c) jinak pokralujeme v néhodném vybdru; Q. je déno (1.26).

Nékdy se tento test téZ nazyvd sekvenini test poméru pravdé-

podobnosti,
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Zdkladni tvrzend o existenci a tvaru eficientniho testu

pro H_: 8 = 90 proti H1 : 6 = 91 je nésledujici:

Necht {xi} ::1 je posloupnost nezadvislych na-
hodnych velitin s tymZ rozdélenim danym hustotou f(x ;)

0 ¢ @ (obsahujici aspon 2 body). Pak mezi viemi tesfy s
(sekveninimi i nesekveninimi) Hy 8 = Go proti Hy @ 9=91,
8,48, C # , které naleii do €(o,B) a pro které
es(u;oq)c 40 , 4=0,1, je Waldlv sekvenini test S(b,a)

stejnomdtné eficientni v bodech 90 a 91, tj.

E (N;8;)= .min E_(N;8;) 1=0,1.
s(b,a) i Setiws) S i
Konstanty b,a isou urleny tak, aby pravdé&podobnosti chyb

byly o resp. 3 .

Dikaz je velmi komplikovany, proto jej vynechéme. CtenaFr jed

miie najit napt. v[10] [1§ . 7

V pFtipadé sloZenych hypotéz obecnd& neexistuje stejnomé&rné
eficientni test. Existuji jen pro nékteré specielnt tvary hy-
potéz. Napt. pro ulohu tvaru Ho : 9 & Bo proti H1: ez 01,
g<:e°< 01< e lze dok&zat (za dosti silnych pfedpokladli o roz-~
déleni ndhodnych velilin )(_i - silné&j84ch ne2 pfi obdobné alo-~
ze o testech s pevnym rozsahes), %2e Waldiv test S(b,a) pro
: 8 £ 0

ulohu "o : 9 & Go proti H 1 je stejnomérné efi-

1
cientnim na (9,8).

Neexistuje-li stejnomérnd eficientni test pro ulohu

Ho : Geza% proti H1 - 8 e aﬁ (obdobné& jako u testld s pev-

nym rozsahem) Lze zvolit jiné kriterium optimality nebo hledat



«32-

’
eficientni test ve vhodné tFidé testd €(ow,B ) c C(x,s)
(napt. ve tFidé invariantnich ‘testl). Z jinych kriterit se
Zasto uvatuje test s €(ov,s8) minimalizujict bud

sup Es(N;O) nebo sup ES(N,O) ve tfidé testu
066 e w v

s € P(,A). Dalii moZné kriterium nabizej{ bayesovské me-
tody, podrobnd viz [5 ][12].

V poslednich letech byly navrieny také asymptotické efi-
cience jako analogie asymptotickych eficienct uiivanych pro
testy s pevnymi rozsahy (Hodges-Lehmanova eficience, Cher-
noffova eficience, Bahadurova eficience atd.). Zéroven byla
pro né dokézdna Fada tvrzeni a porovniny rizné sekvenini tes-

ty na zékladé téchto eficienci (viz[5],[6], [7]).

Kromé toho existuje Fada principl, jak zkontruovat
"rozuany"” test pro danou ulohu. Podrobné si osvétlime tyto

principy v kapitole 3.



2. waldiv sekvenini test

2.1 Zakladni vliastnosti

V celé kapitole budeme vychézet z pFfedpokladu, 2e
veliliny,
x1,x2,... jsou nezbvislé stejné& rozdélené x1 mé hustotu
f(x,0)(vzhledem k € =~ konelné mife w ), ec<(0,0) , Q<:§ .
Budeme se zabyvat vlastnostmi Waldova (sekveniniho) testu

s(b,a), =mocb<ac+o»® , pro test hypotézy H°:9=9° proti

Hy:0=0,, O $0,¢ (8,8) (definice viz (str.30 ).
ozntme
(2.1) P(pFij.H  na zdkl. s(b,a); 8,) =p

(2.2) P(pfij.ﬂ1 na zékl. S(b,a); Oo) =0l

V daliim budeme vétiinou psét Z1 a Q misto 21(90,61)

resp. Gn(90,01).

Poznamenejme, 2e Waldluv test S(b,a) nékdy téZ zadévame

nerovnostai
(2.3) b‘qn< " 031,2,... Y
Nejprve 8§ shrneme viastnosti testu odvozené v 1.1.

Leama 2.9%: Pro Waldiv sekvenlni test S(b,a) plati

(2.4) a £ Ln {5& b £ l"‘féz



' chyb _
oznatime-li o a ' pravdépodobnosti Y oresp. 2.drubu odpovi=
dajict testu S(lnyly , nd38 ),placts

, ' '}
“ixSe . A . B L

Nerovhost b <a i{mplikuje

lﬂé;<lﬂ 1%‘ » &‘1"# .

PFipomense, 2e hodnoty b,a obvykle aproximujeme hodnotami

(2.5) b® « n 14%;— resp. a" = n B .

oo

Vald ukézal, Ze poutitim testu S(ln o&— , ln L)
misto S(b,a) s vliastnostmi (2.1) a (2.2) se ivydi stledni

rozsah vybdru pki 0-0° ptibliZnd o

(ln q1(o°))/e(z,;o°) apti O = 01 o (ln q2(01))/E(Z1;D1),
kde q‘(Oo) s qz(ﬂo) jsou dény (2.42)resp.(2.43).

Nésledujici véta mb zdkladni vyznam, nebot tvrdi, e za
velami obecnych podminek Waldiv test nejen skonii s pravdépo-

dobnosti 1, ale mé koneinou momentovou vytvofujict funkci.

vits__2,2. Wecht
1(X159,) f(X4;0,)
(x130,) 1(X450,) ,
€ (6,0).

Pak test S(b,a), -w<b<O<a<+* , skonli s pravdipodob-

nostt 1,E(N*;0)< ¢+ @ pro lib. k>0 s 0&(9,0) a exis-

tuje Eislo t°(9)> 0 takové, 2e E (exp {t N}; )< ¢ o
pro vi. t =t (9).

Dikaz plyne z ViEty O 4, EZ



ptedpoklady pro 6 = Oo a 8 = 91 jsou splnény, jestlile

p( Wf(x1;e1) > 0; 8,)>0, 3§=0,1.
1'. o r 4 j ' 4 I 4

dta__2.3, Necht s(b,a) a s(b,a) jsou Waldovy testy

<

pro alohu H_ :8=8_  proti H,:020,. Necht L(8), P(8)
a C{e), 5(8) jsou odpovidajici operatni charakteristiky

a sily testu splnujict

(2.7) P(8,) > P (8)), ey > € (8.

Pak plati

¢

d S b< a £ a ’

kde aspon jedna nerovnost b £

’

a je ostra,

[T

b, a

(2.8) E(N;@) = E(N ;8) pro vi. B8€(8 ,8),

kde N a N° jsou rozsahy vyb&ru prislugné S(b,a) resp.

S(b°, a’). Je-li E(N;8) = +00 , je téz E(N;8) » +»

10
1c.

kaz.
%) Vzhledem k ptedpokladim nemile soulasné platit a=a’ ,b=b.

2) Predpoklédejme b&b, a'<a. Pak
{pfij. Hy na z4k L, S(b,a)} C {-pfij. Hy na 28kl. S(b, 5)}

é ,
P(8,) P(8,),
co2 je ve sporu s plfedpokladem véty
3) PFipad b>b, a'za nemiierastat z divodi obdobnych 2).

4) Pledpoklédejme b >b, a<a . Potom mime
QN <
E(e / pFije. Ho na 24kl. S(b,a); Go) =

< U /
S g(e "/ PFij. H_ na zékl. S(b , a');8&)-
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Odtud a 2 Leamatu 2.1 plyne

L8y ¢ L (8,)

(2.9) L( oo) LI( oo) o

Déle pro kaldé n pFirozené BDime

P(NErg@E P(N &n; o), 8<(9,9),
coZ implikuje

(2.10) P(N< 4+ ; @) € p(N'< +, 8), 0(9,8) .

Z (2.9) a (2.10) dostavéme spor s pFedpokladem (uiijeme fak-
tu, %e pro Llib.test 12P(N= +00; 8) + L(8) + P(8)). Tedy mu-
st platit b’sb< a<a , kde aspo;n jedna 2z neostrych ndovnost

je ostréa. 0dtud viak plyne

{n & n}sinsn} ,

coZ méd za nasledek:

n n
lim Z: P(Ngn;o) g lim Z: P(N'5 n; 9).
M- co n=1 Moo n=19

Posledni nerovnost je ekvivalentni s (2.8).

Jinymi slovy Véta 2.3 Fiké, 2e test S(b,a) je efi -
cientni ve tFfidé viech Waldovych teetd S(H, a') spliujicich

P(®,) 2 P'(eo), L(e,) g L'(91).

waldova testy s({b, a } . ), b.<a, n=1,2,..., pro

test hypotézy Hozﬂ = 90 proti H1:9 = 91, kterym budeme
rozumét test s rozhodovacim pravidlem : na za8klad& ndhodného

vybéru (X1,...,Xn)
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a) pltijmene "o s kontime s nbhodnymi vybérem, jestlile
e (0 ,0,) £b,

b) plijmeme Hy @ kontime s nadhodnym vybérem, jestlile
0,(8,,8,) & a,
¢) jinak pokralujeme v nbdhodném vybéru; G“(Go,01)' je

déno (1.26).

platd
(2.11) L(e,) & L(e,)
(2.12) P(8,) = P(0,).

Dukaz, Stalt ukdzat, Ze

(2.132) P(Ndn; W pFij.;Q)EP(NSn;H  pF1j.;@), n=1,2,...

(2.13b) P(Nén;H ij.;Ong(N‘n;H1 pFij.; 8,), n=1,2,...

1

bn <
Je-L1 e = 1, platt

(2.14)  P(N=n,pFij.H_;0 ) = P(M=n,pFij.H ; 0,) 2

R b
2 (1-e M P(N=n,pFij.H_; ®

v

) 0o .

Q

b a
Je=Lli e "> 1, Jje také e ", 1 a2 mine

(2.15) P(Nan,pfij.ﬂ1;0°) - P(uan,pfij.n1; 91) =

a
£(1- e ") P(N=n,pFij. H.; 8) &0,

b
(2.16) P(N>n;8_)=P(N>n;0,) £(1- e ")P(N>n; 8,) 5 0.



PF1 odvozend (2.16) se pouZiije faktu, e jev {n:'n} fmpli-~

kuje
[IT w8 b}
i=19 f(xi;oo)

Déle mUZeme psit

(2.17) P(N>nz0 ) + p(uin,pfu.uo;oo)o p(nin,prij.n1;eo) =

= P(N>n;01) + P(an,pfij.ﬂo;01) + P(Nﬁn,pfij.ﬂ1;0’x

Platnost vztahd (2.13) dokéZeme indukci. PFedpoklidejme, Ze

b|+1 £

(2.13) plati pro n=a, Je-li e =, pak platnost vztahu
(2.13a) pro n=a+1 plyne z indukiniho pFedpokladu a (2.14).
Je=L1 ob'+11, plyne vztah (2.13a) pro n=a+1 2 indukini-
ho ptedpokladu a (2.15-2.17).

Vztah (2.13b) lze dokézat obdobndé, &2

Lemma 2.4 lze p#‘ornulovat, pouiijeme-li pojmu nestranny
test (viz [ 1] str.248). Lemma tvrdi, %e Libovolny zobecné&ny
Waldiv test je nestranny a to jak pro test H, proti Hy s
tak pro test H1 proti Hoe PoZnamenejme, 2e¢ tvrzeni
lemmatu plati ¢ pro‘testy, které nemusi skoniit s pravdépo-
dobnostt 1.,

Nyni si ukéZeme, Ze pro Darmoisiv-Koopmanriv typ roz-
déleni (viz (1.14)) mé kaidy Waldiv test monotonni operal-

nY{ charakteristiku.

Vits 2,5, Necht {xi} ::1 je posloupnost nezdvislych
stejn¥ rozdélenych néhodnych veliZin s hustotou tva_ru (L%).
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pak lLibovolny zobecn&ny Waldiv test s( {bn, an} ::1 ) pro
alohu H :8 = 8, proti Hy:@ = 8,, 8,<0,, oo,e1<a(9,5)

a4 nerostouci opera&ni charakteristiku na intervalu (9,5).

pukaz, Na zékladé zobecnéného Waldova testu S( {bn"n} :;0
pro test H_:0 = O  proti H,:8 =8, 8, <8, pokratujeme

ve vyb&ru, jestlile

(2.18) ¢, < $§1 T(xi)é d .
kde
C(Go)
(2.19) c, = (bn + ntln c(91) ) / (0(91) - D(Oo))
c(eo) »
(2.20) dn = (an + nln C(01) ) / (0(91) - D(Bo)).

Zvolne nyni body 8'c 8" ¢ (9,5) Libovoln& a pevné, UkdZe~- i

me, 2e

(2.21) L(8') 2 L ( 8),

- an
kde LS(O) je operaini charakteristika testu S ({bn"n}n=1)

UvaZ2ujme nyni Gulohu testu hypotézy H;:G = g proti H;:O =
" % % 2
= 8 na zdkladé Waldova zobecn&ného testu S( {bn,an} n=1 )

tistla a: a b: jsou zvolena tak, aby kritickd nerovnost

testu byla tvaru (2.18). Podle Lemmatu 2.4 plati pro operat-
t
ni charakteristiku toho*%estu:

(2.22) L8’ ) & L®(e").

[ ) m ’ m
Z definice testd S({bn,an} n=1) @ S({b:,a: }n=1) plyne
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(2.23) L*(9) = L(®) pro 0¢€(9,8).
(2.21) nyni vyplyvé z (2.22) a (2.23). EA

Lze odvodit Ffadu daldich vliastnosti Wwaldova testu. Bez
dikazu si{ zde uvedeme nékteré 2z nich, Jestlile ndhodnd velili-
na 21(00,91) mb spojité rozdéleni prilfazujici kaildému nede~
generovanému intervalu kladnou pravdé&podobnost, pak pro dané
o, € (0,1) existuje¢ nanejvyd jeden Waldiuv test (podrobné
viz [25] ). D&le Waldiv test existuje (tj. konstanty b< a)
pro danéd o , B jestlile 0<et ¢3 <1,

2.2 Aproximace operalni_charakteristiky a_stledniho

Operainy charakteristiku pristugdnou Waldovu testu
S(b,a) obecné nelze vyjadtit pomoci néjaké ne pFilid sloliteé
funkce (toto plati dokonce i pro pfipad, 2e nédhodné veliliny
x‘ maji normadlni rozdéleni)., Proto bylo odvozeno n&kolik ty-
kterd je nejjednodudi. Aproximaci Page-Kempovu mile ltendtf
najit v knize [10] . Zde lze také nalézt informaci o moZnostd

urient exaktnich hodnot operalni charakteristiky.

Vyjdeme z Waldovy fundamentalni ifdentity (viz Doplnék) a
Veéty D.3. Na zéklad& té&chto vét si mlZieme zformulovat nésle-~

dujici tvrzeni:

véta 2.6. Necht E(exp{tz};e) <+o pro vé. t realnd

Rttt 4
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a vi. ®€ (8,8), b<oc<a, nechf plati (2.6). Pak existuje
redlnd funkce h(8) definované na (9,8), rovna nule jen

v bodé 8" , pro ktery E(Z,;O*) = 0 a takové, 2e

(2.24) E(exp{h(e)en}; 8) =1 pro vi. 8<(8,8),
kde @, je definovana (1:26).

llejmé

(2.25) h(eo) = 1 h(91) = -1,

2 definice podminéné stredni hodnoty plyne

(2.26)  E(exp{h(@)a,};8) = E(exp [h(B)ay ]}/ H  pFij.; 0).

P(H, PFij.;8) + ECexp(h(®)ay}/ Hy pFij.; 8)P(H pFij.0%

Podminéné stfedni hodnoty na pravé stran& aproximujeme nasle-

dovné:

(2.27) ECexp{n(®)ay} /H_ pFij.;8) ¥ exp{n(8)b} ,

(2.28) E(exp{h(G)QN} /H1 pfije.;8) = exp{h(&)a} .

Znaménko aproximace = mlieme nahradit rovnosti, jestliie

@ mG2e nabyt jen hodnot b nebo a .

Nyni 2z (2.26-2.28) dostédvéme aproximaci pro operalni charakte-
ristiku (za uvedenych pfedpokladi jde o test skonlict{ s prav-
-dépodobnosti 1) :

h(@)a

o =] - e
(2.29) L.(®) Ls(8) h(8) 5. h(e)a ,E(2430)#0.
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Je=L1 5(11;9') = 0, neobdriime timto postupem Z8dnou apro-

ximaci pro LS(O*). Je=li h(8) spojitéd v okoli bodu e

a ruznd od nuly v tomto okoli (pak Lim « h(e) = 0), muleme
6 6

LS(O”) aproximovat niésledovné:

1 - eh(g)a - _a
] eh( B)b_eh( b)a a~-b °

(2.30) Ls(e*) ¥ ts(e*) = lia
8> 8

Tyto aproximace jsou na jednu stranu vélice jednoduché, na
druhou stranu jsou dobré jen tehdy, neli3i-l1 se od sebe pti-
Li§ vyrazy na pravych a levych stranach (2.27) a (2.28).
Chceme~-l1 vypolitat aproximace pti daném rozdéleni, musime spo-

titat h(8), To uriime jako nenulové FeSeni rovnice

(2.31) E(exp{h(0)z,} ;8) = 1
(viz véta 0,.3).

V nékterych pFipadech Lze tuto rovnici snadno Fre3it jako

naptf. u normédlniho rozdéleni. U jinych Lze Fedit jen numeric-
ky (co? je pripad binomického rozdéleni). Nzkdy se v tomto pt¥i-
padé postupuje tak, 2e volime hodnoty h a hledéme k nim
pFisludné © tak, aby h = h(8) .

Nyni si odvodime aproximaci pro prumérny rozsah vybéru
ES(N;B). Vyjdeme 2z Lemmatu 1.4 a pouZijeme Waldovy aproxima-~
ce pro operalni charakteristiku. Plredpoklédejme, 2e plati (2.6)
a 0c¢< IE(Z1;D)l< 400, ‘Pak podle Véty 2.2 je E(N;8) < +o0

a8 podle Lemmatu 1.4 plat

E(GN;O)

E(Z1;9)

(2.32) Ec(N;8) =



Navic méme

(2.33) E(QN;O) = E(QNIHo prij.;o0). P(Ho pfij.;n8) +

+ E(QNIH1 ptij.;8) P(H1 pFij.;®).

Podmin&né stfedni hodnoty na pravé strané aproximujeme nésle-

dovné:
(2.34) E(QylH, pFije;®) s b
(2.35) E(QylH, pFi].;0) T a.

Nyni z (2.32 = 2.35) obdriime nésledujici aproximaci pro

E(N;0)
~ A Ls( e)b*(1-‘-s(g))a
(2.36) ES(N;O) = E(N;B) = =
E(Z1;9)
L.(8)bs(1-L (8)
T B(N;0) = s(9bx1-L5(8)) s ., E(2,;8)40,

E(Z,;8)

A
kde L1 (8) je déno (2.c9). Je-Ud e(z1;e’) = 0, pak za
dodateZného pFedpokladu 0<E(25;8%) < +%@ , plati(viz
Leama 1.4):

E(q:;a’)

ss(n;s*) = , E(z1;e“) = 0.

E(ZE;O')
‘Postupujeme-L1 obdobn& jako pti E(Z,;8) $ 0, dostaneme apro-
ximaci

Lg(8")bZe(1-1 (8")) a°

(2.37) E_(N;0%) = 3(N;9’) a
S e(ig;e*)

—

5(11;9”) = 0
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YV bodech @6 = 00,91 dosthvéme nésledujici aproximace (navic

sproximujeme b,a hodnotami (n Téﬁr resp. in 1;? ) ¢

1-a )In xZ + wln 14
(2.38) Eg(N;0.) ¥ ) - = ,
' E(Z1;O°)

1=43
ln 14?7 + (1=3) n ~

(2.39) Eg(N;0,) = .
E(Z1;01)

Vzhledem k Disledku 1.6 (str. 27 ) jsou hodnoty na pravych
strandch rovny dolnim mezim pro E(N;Go) resp. E(N;91).
Jsou=l{ tedy aproximace adekvétni, jsou E(N;Oo) a E(N;91)

prakticky rovny dolnim mezim.

Paragraf uzavieme tvrzenim o operalni charakteristikce
a stfednim rozsahu vybdru, na z4kladé kterych miieme usuzovat

na adekvétnost &i neadekvétnost Waldovy aproximace.
Véta__2.,7. Nechl jsou splnény pledpoklady V&ty 2.6. Pak

pro operalnd charakteristiku Ls(O) Waldova testu S(b,a),
b<0<a, plati

1 - eah(O) <
(240 o Ty £ (o)

¢ 1= ay(e) (¥

Lon(e) _ a,(9) o

-, h(8)> 0
ah(8) (8)>
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4 - 2M(0) p <
qz(O)ebh(o) - eah(O)
, 1_q1(9) eah(G)
= . , h(8)< 0,
ebh(O) - q1(0)e'b(°)
kde

(2.42) q,(0) : inf {y eCexp{n(®)2) /exp{n(8)2,} & %; 8)) ,
<y <4®

(2.43) q,(8) ; sup.gy E(exp{h(O)l,}/exp{h(G)z& 2 %; )} .
<Yy <

DGkazs Predpoklédejme h(8)>0, @ pevné. Oznalime-li

<0

Fy(y;8) = Z P(cxp{(ﬂu_rb)h(ﬂ)} £ y,N=n;0),

Fo(y;0) = 2. P(exp{(Q,_,-a)h(0)} 3 y,N=n;0),
n=1

auZeme psit
E( exp{h(ﬂ)en}/ ngb;ﬂ) =

= g exp{h(0)(Qy_o+2)}/ Zy = b=y _4;8) =

+o0

= PN { IO LIF P {_?_ﬁ_) 4 Fyys ®)

bh
S e " q,(0).
Podobné dostaneme

ah( 8)

E(exp{h(O)QN} /QN:Q;O) s e qZ(O).

odtud pro v8. B8E€ (_O_,O)Vh(B)} 0, mbme




b~
ay(9) Ln(@) < E(eh(o)‘m / a  bse) & .bh(8)

h(e)a

£ ECe N

eah(O) ah( 8)

<
/ Qnia;ﬂ) = q,(0) e
Z téchto dvou nerovnosti a z (2.26) ji%2 snadno plyne (2.40).
Je=li h(®) < 0, pak uvedeny postup aplikujeme na Walduv
test S(~-a,-ab) zaloZeny na =Zg. Nerovnosti (2.42) dokéie-~-
me obdobné.,

PoloZime-li b = | Téﬁr , a ® |(n 15?— , obdriime

nerovhosti:

oL (1=cb=s) S (o) & Uik =8)a1(8)
(1-d) (198) ax(8,) - o8 P (1= (1-8) = @ ay(8,)
(1=-o= 1- 8,y) -
/3 A) $ e & Bl1= o, aq(08) =3 )

(1-@(1'/3)Q2(°1)-d//a (1'00(1'ﬂ)' 04/001(91)

Z tvrzeni véty plyne, 2e Waldova aproximace operalni charak-

teristiky je adekvétni, jestliZe funkce q1(9), qz(O) se li-
$1 mélo od 1.

Véta_ 2,8, Nechl jsou splnény predpoklady Véty 2.6. Pak

pro stledni rozsah vyb&ru E(N;0) Waldova testu S(b,a)
b<0<a plati:

(b + ag(8)) L(8) + a(1-L(8))
E(Z1;9)

(2.44) & E(N;0) &

. b L(8) ¢+ (a + q.(8))(1-L(8))
E(Z1;O)

kde
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(2.45) a.(8) = int E(Z,4r / Z, 5 -r; 8),
3 1 1
r>0
(2.46) q,(8) = igFOE(z1-r /2, g r; 8).

P&i E(z1;9)< 0 plati opainé nerovnosti.

Je-li E(2,;0%) =0 pro 8% (9,8), pak

(2.47) b2 1L(8%) + a%(1-L(8™) £ ¢n;e%
e(zf;e)
{(b2+2ba(8%) +a(8") L(0%)+(a’+2aq,(8%) +a,(8™) .

A

A

. (1-Le™) ) (e(zize™) T,

kde

(2.48) qS(G) = sup 5(21 + r)2 / Z1 E -r; 8),
r>0

(2.49) qé(O) = sug E((Z.'-r)2 / Z1 2 r; 8).
r>

Dukaz. Nejprve pFedpokladejme E(Z1;9) $# 0. Ze vztahu

P(b<a < a; 8) =1

N=1
plyne
2 £ .0 = - < .
b2€( 0, /0, ¥b;8) =b+E[ (2 +(8y_,=b)) /ZSb=ay o ; 8]

£ b 4+ az(8),

S E(Q,/a 22;8) < a + a,(8).

N
Vztah (2.44) nyni plyn_e 2 (1.30).

Je-1Li E(Z1;9’) = 0 pak z b¢<0O< a plyne

2 & 2,. &£ . T 2
b = E(ay/a,5b;e%) = E((ay=b) /@Néb;e”) +
< ” 2
+ 2b E[(QN-b)/QN-b;e ]+ be & qs(e*)+2b q3(9*)+b2,
2 < 2 <
a = E(QN/QN 4 a; 9*) = q6(9*)+ 2a qk(B”)+ az.

Vztah (2.47) nyni vyplyvd z té&chto nerovnosti a (1.31). A



2s3.___PEiklady

1« Necht X; Jsou nezdvislé stejn& rozd&lené nadhodné ve-
Li¢iny 8 rozdélenim

P(Xg = 1) =p, P(X;=0) =1-p, 0fpk1,
kde p je parametr. UvaZujme Glohu Hozptpo proti H1:p=
= Pys Po< Pqe S takoveuto Glohou se miZeme napf. setkat
pFi kontrole jakosti vyrobku, které mohou byt vadné nebo

dobré, p oznaluje podil vadnych,

Nejprve se zabyvejme hraniZnimd ptipady.
Jestlile P, = 0¢< Py< 1, pak na zékladé waldova testu
S(b,a) po i-tém (i< n) kroku pfijmeme Hy, Jestlile Xs=1,
jinak pokraiujeme ve vybéru; pfi no-té- kroku ptij-
meme H1, jestliZe xn°=1 Q@ pfijmeme Ho, jestliZe xn°=0;
N, Je nejmensi celé Eislo vétidi nebo rovné b/ln(1-p1).
PFY danych £ , 4 aproximujeme b hodnotou b* = tng
@ 28 a lze vzit Libovolné &islo vatif nes ln(1-p1).
Jestlile poﬂo, p1=1, Pak na z&kladé Wwaldova testu prij-

meme Ho’ je-Li x1-o, a ptijmenme H1, Je-Li x1=1.

Waldiv test pro pfipad 0<’po< p1<1byl sestaven v 1,2
(viz str, 20), pPpro b<c< O0<a existuje &islo t.(p)>0
takové, Ze E(exp{tN};p) <+ pro vi. t<t (p) a vi,

pe(0,1). Operaini charakteristika L(p) je klesajici

na (0,1).
Déle plati
p, h 1=p, h
E(exp{hl,(po,p1)};p)=p(51) +(1-p)(1:313 , Odpdq,
0 o
1-p Ps(1=p_)
1 1 ()
E(2,(Py,P)iP)=ln o= 4+ p Ln - , 0fpH4
1\ PorPy) 3 T, P UT=P,7
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E(Z,(p,,Py)38) = 0

1-p P
E(25(p,,py);8) = (Un 1——-)(ln p—;)
1-p 1(1-90)

kde s = (Lln T__-) / (n 5. (T<5,T ).
)

Tedy momentovd vytvoFujici funkce néhodné velitiny 21(p°,p1)
existuje a je konefnd pro v8. ped0,1> avi, h reélns.
Funkci h(p), kterou potfebujeme k vypoltu aproximace ope~

ratni charakteristiky, najdeme jako FeXent rovnice

Py h( p) 1-p h(p)
9(3:) + (1-p) (T-_) = 1.

Rovnici telime numericky. N&kdy téZ volime razné hodnoty h |
8 k nim hleddme p tak,aby rovnice platila. Z véty o impli-
citni funkci (viz napf. [14]) plyne, e funkce h(p) Je kle-
sajici a md derivace v3ech F&dl pro pe€(0,1), Jje tudiz spo-
jitd v bod® p=s. Operaini charakteristiku miieme aproximo-

vat nésledovné:

. 1 - eh(pP)a
Ls(p) = eh( p)b_eh( p)*i pro pé( 0I1)l p¢s
= :F%? pro p=s.

Aproximace pro stfedni rozsah vyb&ru mi& tvar:

A
‘A L b + (1-L
Ec(N;p) = Aifp) (1-Ls(pde pro pe(0,1), pts,
91(1-9 )
in T———+ p lﬁ ——TT———T
[+
ab in i
= - 2 pro p=s,
Py

tn -T:;T
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kde s je déno (1.24).

Pro binomické rozddleni existuji tabulky exaktnich hodnot
operalni charakteristiky a stfedniho rozsahu vyb&ru (napk.
(10] ). v nhsledujici tabulce si uvedeme exaktni a aproxima-
tivni hodnoty (waldovy) pro operaini charakteristiku a stted-
ni rozsah v}béru pro pfipad, %e hodnoty (a,b,po,p1) jsou

vézény nasledujicimi vztahy

P 1-p P
.8%1 ln-.1. = «b , ln_°=3/2[n-l,
0 P 0

col je spln&no napt. pti p°=0,5 ’ p1=0,708; asz=b=2,957.

Tabulka 1
A A
P L(p) L(p) E(N,p) E(N;p)
22'883383283883882=8=========..==I=383888.388388828
0,45 0,9868 0,9853 23,16 22,00
0,50 0,9456 0,9424 31,83 30,08
0,60 0,4953 0,5000 51,63 48,17
6,70 0,0432 0,0492 31,85 30,65

2. (Pokralovéni piFikladu 1., str.48). PFipomenme si kritic-
kou nerovnost Waldova testu S(b,a) pro tento pripad:
f -/uz n 2_ 2
L "~ o 1
(bﬂ»%—-o N) e < Z X, <(a+ n) — .
M~ M g=q 2 7“1 "%

Je-L1 b<0<a, existuje to(/W)>0 takoveé, Ze

E(et";f0)< +% pro vi. tsto(pU) a vi, puik1. Operailni
charakteristika LQ«/) je klesajict.
Déle platd

E( exp{h Z,((ﬂo,(w,)} 3 w)

- 2 /L =2
exp{——-—((u1 (u{’) h(h=- f‘ﬁ((u/“é(w(“;
1 Co

h,fueak1 ,
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*4
E(Zy(uyomy) 3 0) = (y=pg) (=L,  wenr',
“4*
E(Z4(pprp4) 3 w) = 0 pro w3 —2
2 2 . Ca%%
E(Z (o) 5w) = (g =) pro M= — 2
(42w
h(w) = (.11_:(’% .

a _ (9%

= _F‘- ) /‘J- —T'- 4
A ' - ot Rt
E(N; w) = b L)+ a(1 (‘I:'S,&‘/)“{), , /wf _.2._1 0

() (= —— )

a-_.ﬁb ’ (“’IW-T{U_O._
. M)

kde a' = a/(/u1-fub), b = b/(/w1 '/“3)-
Podobné& jako u pFfedchoziho prikladu jsou zn&my {1 pro ten-
to pripad exaktni hodnoty L) .

V nésledujici tabulce &.2 jsou uvedeny exaktni a aproxima-

tivni{ hodnoty L(/u) a E(N;/ﬂ) pro b = -2,5, a = 7,5



Tabulka 2
A A
e L(a) L(w) EN EN
B EE S EE E EE EEE S EE S E R R EESSNESES SIS ITTLRTISIERS
-1,00 1,000 1,000 3,37 2,50
-0,75 1,000 1,000 4,39 3,33
-0,50 0,999 0,999 6,43 4,99
-0,25 0,986 0,983 11,97 9,32
0,00 0,724 0,750 25,17 18,75
0,25 0,211 0,282 23,16 18,73
0,50 0,046 0,082 15,41 13,36
0,75 0,009 0,024 10,91 9,69
1,00 0,002 0,007 8,35 7,43

o0

3. Necht {x,} .., Je posloupnost nezévislych stejné

rozdélenych ndhodnych velilin s N( v, G’z). Uvaiujme ulohu
2 2 2 2 2 2

testovat H,: (4 =G’° proti 81: 6 = €qr 0<s’°<e"<+ao .

Nejprve ptedpoklidejme Vot z2némé. Kriticksd nerovnost Waldova

testu S(b,a) mé& tvar:

n
hb “ns < Z(xi-(w)2<h. +ns,

=1
kde
2Un(6,/6)
2b 28 - 170
(2.50) by *—g—=2 , M —T=z =TT -
6 - 65 ¢s -€5 e =€

PF{ b<cODca je E(ct"; GZ) pro t‘to( 6‘2), tg( 5’2)>0.
Operalni charakteristika je klesajici. Momentovd vytvofuji-

ci funkce 21(33,63) je kone&né a funkce h(c;z) vyhovu~-

je rovnici

2
h(6°)
2 2
2 1 -(GO/ 8'1)

€ = —= ~ —— .
6 2= gh( &)




2 ln(61/cb)

Funkce h(s’z) = 0 pro 6 = —% - .
& = 6

pAle plati

2 2y, .2y - 2, =2_ =2y_
5(21(601 6'1), b ) = 1/2 o (Glo G’1) ln —Go 4

2, .2 2 2 2, ©1
E(25(cS, 65)5 6°) = 2 Ln"(—=) -
1*%°o0 1 go c - &

0dtud ji2 snadno vypotteme aproximaci pro L( 62) a

podle (2.29-30) resp. (2.36~37).

Nyni uvaiujme pfipad w nezndméhp. Pak miieme poulit

nasledujiciho postupu. Zavedenme si nové ndhodné veliliny
i

2x. -4 x

vy, = 3=l J i+ 21,2, 000
i(1+1)

jsou nezavislé stejné rozdé&lené N(O, 62) a plat}

n n+1
2 _ o oy2 oz .
(2.51) 2; Yy = g; (X4=Xp4q) 70 Xpeq = w7 z: Xje

Nyni mUleme testovat hypotézu H 6 =6 proti

na 24kladé sekveniniho testu s kritickou nerovnosti

n

+GS<ZY2<ha+ns,

h .
b =1 1

kde hb,h a s jsou definovény (2.50).

?(mhov”G et for febuin i
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at test, kterymé pro n« n, rozhodovaci pravid-
lo shodné s Wwaldovym testem S(b,a) a v no-tén kroku se
rozhodneme pro jednu z hypotéz, ptitem: ptedpokladéme
P(N>n_,8)> 0 pro né¢jaké @e (8,8). Pravidla pro rozhodnu-
ti v no-tél kroku mohou byt ruzné. Jedno moiné pravidlo je

uvedeno v pFfikladu na str. - Nikdy se n_ = nazyvd doba

Ic

seknuti. Test S (b,a) pouiivéme, pokud méme dén maxi-
o
mélné mo2ny rozsah vybéru (napit. cena experimentu je vysoks,

potet pokusnych objektli je omezen, atd.). Pro praktické ulely

se doporluje volit n, = 3 max (E(N;Oo), E(N;91)), kde

E(N;Oo) a E(N;91) jsou definovany (2.36). Potom je ve
vEtsiné pripadd p(uéno, 8,) 1, 1=0,1.

Nyni si odvodime aproximaci pro pravd&podobnosti chyb

1. a 2.druhu pro test Sh (b,a) s nasledujicim pravidlenm
0
pro no-ty krok:

a) pltijmeme H,» Jestlile %‘ s 0;
)

jestlize > 0.
17 %,

b) ptijmeme H

Oznatlme Ly (8) a L(8) operaini charakteristiky pFislus-

)
né S, (b,a) resp. S(b,a) a oznalme En (N;8) a E(N;8)
o o

odpovidajici stfednt{ rozsahy vybéru. Pak plati

n

(2.52) L_(9) = p(Qa,2b;08)+ zi P(b< @ .,<a,...,bca < a,
No 1 ns1 1 n-1

Q. £ b; 8) +
+ P(b<aga, i=1,...,n -1,b<a £ 0;60),

o]
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n°-1

(2.53) Eno(N;G) = 221 n P(N=n;8) + n, P(N=n°;9).

Pro nepfilid velka n, lze najit navod pro vypotlet aproxi-
maci pro (9) a E_ (N;8) v Clanku [10]l . Pro n, dosta-

o
telné velkd plati

L(®)-P(0<a_< a;a)éLn (G)éL(D)+P(b<Qn £0;0) .
(] (o] (o]

Je-L1 0‘<var(z1;6)< +0 , plyne z Berry-Essenovy véty

(viz napf. 19] pro n_ o

(o]
e(2,;0
(2.54) IP(0<a, <a) <P< "o L )_..) +
Vﬁ var(z1,9)

'@(‘ﬁ'—g’m kLol IS
var(z1;9) °

<.Vr-;; E(Z,;90)
Vvar(z1;9)

-1/2
o ).

(2.55) | P( b<a_ £ o0;8) -
(o]

§( b-n_ 5(21;9)>
+
Vjar(l1;9)rc

odtud pak dostivame ptibliZnou horni a dolni mez pro Ln(e).
0

"

o(n

Specialné plati

q;; 5(11,9 ) b-no E(Z 81)
VVar(z1; @ Vn, var(z 13 91f )

Lno(et‘):L(e“)*@('

a=- 9 - H
o (o) E-L(B,) WP Sl el PLL °’

o é Vh var(Z,;® ) VCEr(Z1; o)

kde ob& nerovnosti (vzhledem k (2.54-2.55)) plati pouze
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pFiblitné. Pokud se tyle E_ (N;0), plati
¢
E, (N;8) & min(n_, E(N;0)).
o
Nyni obratime pozornost k testu po skupindch. Waldovynm
testes_po_skupindch (ozn. S(b,a,{n;} 5., )) budeme rozu-
mét test s nisledujicim rozhodovacim pravidlem: na zékladé

k
ndhodného vybéru (x,,....,xn: ), n: = Z:

n
juq 17

a) prijmeme H_, jestlite a % p,
"y

jestlide @ £ a,
g

b) ptijmenme H1,

¢) jinak pokralujeme v ndhodném vybéru (tj. ptidavame dal-
§ich LT néhodnych velifin X pesecy X ).
nk+1 nk+1

Jinymi slovy v tomto pfipad& nedé&léme rozhodnuti po

kaZdém pozorovéni, ale a2 po dal3ich ny e 0Oznalme

K=nin{k ; a Lf (b)) .
"

Cislo K nazyvéme potlebny polet_skupin a E(K;8) stledni
(primé&rny) polet_skupin, Nejlast&ji pracujeme s n =u,
k=1,2,... <« Tento pFfipad budeme nadédle uvaiovat., Za pfed-
pokladu b< 0< a test skonti s pravdépodobnosti 1 a

E(etK; 8) je konelnd pro t v okoli 0. Stfedni polet po-

zorovéni je roven m.E(K;8) a platt
E(N;8) § m E(K;8) pro 0¢€(9,8),

kde E(N;8) je stfedni rozsah vybé&ru pfisluiny S(b,a).
bale lze dokézat pro operalni charakteristiku L*(8) nasle-

dujici! nerovnosti:
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1 - 1(8,) + L(8,) 21 - "o, + L*(e,).

Pro vypolet hodnoty jak operatni charskteristiky, tak stfed-

niho pottu skupin lze ulit Waldovu aproximaci. V tomto pti-

padé je viak velmi hrubd.




3. Sekvenini testy pro sloiené hypotézy

Necht {xi} §s1 je posloupnost nezdvislych stejn& roz-
délenych ndhodnych velilin,K X, mé rozdélent dané hustotou
f(x;8) (vzhledem k n&jaké © ~konelné mife w),6 0€¢0,6
je borelovskéd podanoiina ﬁk. UvaZiujme Glohu testu hypotézy
Hozﬂé &Jo proti H1:9 € a-,, wo’ o.)1 C@, wo' (..)1 majt dis~
junktnd uzévéry, aspon jedna z mnoiin obsahuje vice ne: jeden
bod. Jak bylo fefeno v 1.4 obecné& neexistuje stejnomérnd efi-

cientni test ve sayslu definice na str. 30.

Existuje nékolik metod konstrukce sekveninich testu pro
pltipad sloZenych alternativ (zahrnujeme té: ptipad tzv. ru-
$§ivych parametri). Vétiina metod je analogi{ metod uZivanych
pti nesekveninim plistupu a jejich zédkladem je Waldiv test
pro pltipad jednoduchych hypotéz. Metody uvedené v té&chto skrip-
tech jsou tohoto typu. Z jinych metod uvedme postup pro z2iské-
n{ sekveniniho testu se silou 1 zaloieny na zékonu iterované-

ho logaritmu (podobn& viz napf. [18] ).

Pro vétiinu testl ziskanych metodami popsanymai v této ka-
(o -]

pitole testové statistiky {Qn} jiz nejsou soultea ne-

n=1
zévislych velidin/nhhodnych ani netvoli martingal a tudiz je
problém dokdzat, 2e test skon&4 s pravdépodobnosti 1 a dald}
viastnosti. V Fad& konkrétnich pfipadd (jak uvidime)lze viak

viastnosti odvodit.
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Metody konstrukce sekvenénich testy jsou jednak obecné
(princip véhovych funkci) jednak metody pro nékteré typy hy-
potéz (invariantni testy, testy podilem vérohodnosti, Sobel-
Waldtiv test,atd.)

Mame-Lli ulohu tzv. jednostrannych hypotéz tj. Ho:eéﬂo

proti H :9%9

1 47 90< e obvykle pouZivame \Yalduv test pro

1°

[ . ] -
ulohu HO:B-GO proti H_, :68=8

1 1°

Je-li f(x,8) Darmois-Koopmaniv typ rozdéleni (viz.
str. 14 ) pak pro Ulohu H_:8=8_  proti H1:|e-eo|é § ,3>0
dédno, pouZivéme Sobel-Waldiv test (viz 3.4 ), ktery je kombi-

naci dvou Waldovych testu. Jinak pro tuto ulohu pou2ivime

princip védZienych funkci.

V nésledujicich paragrafech se budeme zabyvat jednotli-
vymi metodami. Vzhledem k tomu, 2e pFi konstrukcich testly bu-

deme vychdzet z Waldova testu, budeme u vétiiny testl uvéadét
O

n=1 a kritické

jen posloupnost testovych statistik {a ]

nerovnosti. Dale u statistiky Qn budeme uvadét definici jen

v bodech, kde hustoty nédhodného vektoru (x1,...,xn) pRi

Ho a H1 jsou nenulové, v ostatnich bodech definujeme ob-

dobné& jako v (1.25-26). Pfipomenme, ie ptijeti jedné z hypo-

téz vidy znamend ukonieniy vybéru,

3.2 Princip_véhovych funkci

Pfedpokladejme, Ze {xi} 521 je posloupnost nezavis-~

lych stejn& rozdélenych nadhodnych veliéin, X m4d hustotu

f(x;8), © G@CRK, (0] je borelovskd mnoZina. UvaZujme obecnou




Glohu testu hypotézy H_ :0€@  proti H,sW€ i, woranc® |

Wy = 8.
Wald navrhl nésledujici metodu konstrukce sekveniniho
testu (nazyvanou princip_vahovych_funkci). Zvolime pravdépo-

dobnosti miry Wor Y4 definované na borelovskych podmnoli-

( v této souvislosti se W a W4

nédch W o respe. w o

1
nazyvaji vahové_funkce). Definujeme nové hustoty pro (Xqpeee,

cssy Xn) ptedpisenm

(3.1) fon(x1,...,xn) = ;§b 1o f(xi;e)d uo(e)
n
(3.2) f1n(x1,...,xn) = ‘ih J:E f(xi;G)d u1(9).

Tyto hustoty obecné& neodpovidaji rozdéleni n-tice nezdvis-

Lych nahodnych velifin. Definujme

f1n(x1,oo.’xn)

fon(XqreeerXy)

(3.3) a® = (n

Pro Fefeni na%i ulohy Llze pouiit modifikaci Waloova testu:

na zakladé (x1,...,xn)

1IN

pfijmeme H jestliZe Q b,

2 a,

ol

Ix 3%

ptijmeme jestlile Q

jinak pokralujeme ve vybéru,
kde b< a jsou dané konstanty. Test budeme znadit S(b,a,
uo,u1).

Pro rozsah vyb&ru N plati:

N = min {_n; Qzé(b,a)} .
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pokud se tyle viastnosti tohoto testu, obecn& nebylo dokazéno,

3¢ test skonli s pravdépodobnosti 1. Skoné&i-Li viak -test

s pravdépodobnosti 1, pak pfi po2adavku
S P(pfij.Ho pii S(b,a,uo,u1);9)du1(9)§/3 ’
w
1

p(pFijoHy PP s(b,a,uo,u1);e)duo(0)§°0 ,
wo

kde oO<x+f <1, plati (viz(1.10))

tn y2- £ b, 'aélnli—ﬂ—-.

podoLné jukn u Waldova testu muieme b, aproximovat

Ln TéEU resp. Ln =L .

ok
pokud se tyte volby w,  a ¥q, zvolime bud L P pevné
(podle okolnosti vyblivajicégg konkrétni ulohy), nebo hledame
u: a u: ve t*idé viech pravdépodobnostnich mér definovanych
na borelovskych podnnoiinéch GJO respe 601 (popfe néjakeé

podtiide) tak, aby stfedni rozsah vyb&ru byl pii daném b,a
% ”®

minimélni. N&kdy se uloha vhodné volby w, a L formuluje
nasledovné: hledéme u: a u: s viastnosti
inf sup P(pfije H pfi S(b,a,w_,¥ ); 8) =
0 o’ 1
'o"1 8 € Q)1

= sup P( pfij. H pti S(b,a,u:,u:); 8) ,

o
9ew1

inf sup P(pfij. H,y pfi S(b,a,v ,u1);9) =
'o"‘l Oé% °

= sup P( pPij. Hy PpFi s(b,a,u:,u’;); e) .

8 € W
0

Refent v obecném ptipadé neexistuje. Lze je najit ve speciel-

nich ptipadech, a i to je velmi obtiiné.
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Tento princip lze také pouiit v pFipadd, 2e X, 4 hus-
totu tvaru f(x;G,}v), 0 e @CRk, Vol Fc R" a mame ulohu:
H°:9=Oo proti H1:9=91. Pak volime pravdé&podobnostni miru
w na borelovskych podmnoiinach [ a pouzijeme test typové

shodny s pFedchozim se statistikou

#«
n

n
f(x;:;6,, d

n
;‘T;l;f(xi;%,r)du(r)

Touto metodou lze dosp&t nap¥f. k tzv. sekveninimu t-testu

(viz str,. 86),

né veliliny s rozdélenin N(fu,1). M&jme ulohu HO: pu=(ug
proti H1=ﬁU= (Mé + & nebo p0= ﬂ% -3 . Zvolime=-Lli
(W= %) = uy, 02w,21, bude test zaloien na statistikach

n
e: = -3%2 ln[u1 exp {'ig(x,ﬂ(%) J } +
n
+(1-u1) exp{ig" (xi-(‘%) s } ] -

NepFrikléddéme-Lli vEt3i vyznam jedné 2 hodnot (M%- J ’(ub*é”

volime u1 = 1/2.

3.3 Sekvenini_invariantni_test
Zékladni idea sekveninich invariantnich testl se shodu-
je s nesekveninimi invariantnimi testy, tj. je-lLi uloha

o testovdni hypotéz invariantni vi&i jistym zobrazenim na-

hodnych veliZin (X,,...,X ), hledsme vhodny test ve tFids




testly, které jsou invariantni vuli témto zobrazenim. Pod-

robné se Lze s teorii invariantnich testl seznamit napt.

v(16],[15],

Pripomenme si zakladni pojmy.

Nechf {xi} _;1 je posloupnost nezdvislych stejné rozdéle-

nych ndhodnych velitin, X, ma hustotu f(x;@), 8el .

1

Necht g je prosté zobrazeni z £ na £ , kde X
je mnofina vi.moZnych hodnot nahodné veliliny X, a necht
6 je grupa takovych zobrazeni g.

grupé_zobrazeni__6, jestliZe pro kazdé e a kaideé

ge G existuje 0'6@ takové,ze

P /
(3.5) S f(x;B)d(w(x)= J f(x;08 )d-(x)
<
9(x)<y x<y pro sk.vs. y realna
Zobrazeni g(8) =0 se nazyvad indukované zobrazeni;inauko- '

Ulohu testu HO:GGCOO proti H1:9€C«J nazveme invariantni

vuéi grupé__6, jestlize 5

8@ =0 , jw) = W, §(w)=w

Test S ; Zinami o 11 % :
Test vymezeny mnNoZinami {B"'ai’ai}iﬂ (viz defestr.15 )

nazveme invariantni_vuli grupé 6 , jestliZe pro vi. n pii-

rozend a vi., g€G plati:

(x1r--'lxn)€Bn & (g(x1)l'.'lg(xn)) € Bn

(x1l"°lxn)€ Brjl = (9(x1)10'-'9(xn)) € Bg » 3=0,1.
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Zobrazent T _ definované na X x...x X nazveme maximalni
nx

n
invariantou vali_grupé 6, jestlize

Tn(g(x1)l"°Ig(xn)) = Tﬂ(x1'...’xn) pro vs.

(x1,....,xn)

a jestlile
Tn(‘1l'-°'lxn) = Tn(y1""'7n)
implikuje existenci zobrazeni g€ 6 takového,ile

g(xi) = 71 i=1'.-oo'no

véta_ 3.1, Necht {Tn} :;1 je posloupnost maximédlnich in-

variant vi&¢i grupé zobrazeni 6.

Test S je invariantni vu¢i grupé zobrazeni 6 pravé,

kdyZ lze mnoiiny Bn,B:,BJ vyjédFit pomoct T, n31,2,...
oUkaz Llze najit napt. v[15],[1d.

JestliZe pFi nesekveninims pFfistupu hledéme testovou sta-

tistiku pro aulohu Hozeeiuo protid H1:9 eéﬁ invariantni

vadi grupé zobrazeni 6 , vyjdeme z podilu hustot odpovida-

jicich rozdélent maximélni invarianty Tn pii H1 2 Ho.

JestliZe platt

(3.6) e W @ A(8) = A
(3.7) 8¢ W <wm> A(8) = A,

kde A(@) je maximélni invarianta va&i 6(tj.A(9(8))=2(8)
pro v, G€6 avi. 0€M@ , A(8) = A (G,) =) existen-
ci g€6 takového, 2e g(e8) = é), pak zminény podil hus-

tot vede k stejnomérnd nejsilnéjdimu invariantnimu testu.
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Nyni se obratile.k sekveninimu feieni problému.
Necht {xi} ;:1 je posloupnost nezdvislych stejnd rozdé-
lenych nahodnych velitin, X md hustotu f(x,8), 066 .
Necht {f(x,D),Ocsa} je invariantni vati grupé zobrazeni 6.
Uvatujme ulohu HO:G € <Uo proti H1:9 € Gﬁ takovou, e
plats (3.6) a (3.7). Sloiené hypotézy se tedy daji vyjadrit
jako jednoduché oviema v novych parametrech. MGZeme tedy pfi
Feéeni alohy vyjit z waldova testu pro ulohu jednoduchych
hypotéz, jestlize misto rozdéleni n-tice ndhodnych velitin
vezmeme rozdélent maximalni invarianty Tn (va&i grupé
obrazeni G). presnéji, poloime

hn(Tn; A 1)

(3.8) a, = tn ,
hn(Tn; AO)

kde hn(t s A ) je hustota rozdéleni T pii hodnoté maxi-
salni invarianty A(8) va&i 6 rovng A .
Sekvenini test SI(b,a) pro nat&i ulohu je pak dan ptedpisen:

po n-tém kroku

A

ptijmeme Ho' jestlile Q, b;
pfijmeme Hyo jestliie | Q, z a;

jinak pokraltujeme ve vybéru.

Tento test se nazyvh Waldiy_invariantni test.

Stejny test lze pou2it 1 pro ulohu H;: As 20 proti

H1: 2‘%.11’ A, < A g

Mime-li ptedepsény pravdépodobnosti chybnych rozhodnuti po-
uiijeme pro hodnoty b,a aproximace shodné s aproximaci
ulivanou pro waldiv test (viz str. 346 ).

Obecné o tomto testu nebylo dok&dzéno, zda konii s pravdépo-
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dobnosti 1 (T nenipbecnd souttem nezadvislych ndhodnych ve-

Li¢in) . Vlastnosti testu byly odvozeny jen pro nékteré spe-

cielni pfipady.

PFiklad, Chceme testovat H : ez £ gs proti H,: ¢ 2
z Cf, Sg <G$ v rozdéleni N(w, 62), kde w a 62 jsou

nezniémé parametry. TFida hustot {f(;;(w, 62), -00< W< ¢ @,
62> o} , kde

f(x; w, Gz) =(2T 62)-1/2 exp{- L%ifgli}

je invariantny vi&i grup® 6 tvofent zobrazenimi

g(x) = x + ¢, - 0w ¢ < $00

Rovné: nade Uloha je invariantni vudi této grupé zobrazeni.

indukované zobrazeni ma tvar
S((w, €8 = (w+ ¢, €9,

Maximbdlni invarianty vi¢i 6 jsou

Tn(x1’lo.’xn) = (X1‘X2, XZ'Xs,...,Xn_1-Xn) n=2'3'..- .

Hustota Tn md tvar

2y -
(3.9) hn( t1'ooo,tn_1 ;6 ) -

_h-1
. (2T &%) n~1/2 exp{—

vn-1(t1""'tn-1)}
[ 4
26°

kde

_ =23 .
Vn_1(t1,...,tn_1) =n iZ1((n“'|)ti*.no tn-1-(t1+000

s(i=1)t,_,))°.

Primym vypoltem lLze ovélit platnost vztahu



-67~-
2
(3.10) vn_1(Tn(x1,...,xn)) = 21(:( =x)
1=
_ L
kde x_ = n P
n &y

-

maximadlni invarianta vaii jndukované grupé G je
2
A, 68 = €%

po dosazent (3.9.-10) do (3.8) méme

= (n=1) Ln Jig + 1/72( ¢~2% - Zi (x -X )2, n%2.
n 61 ° i=1

Test nyni provedeme podle obecného schematu.

Statistiku Qn Lze plepsat nasledovné:

n
=1 ~2 2., = _y 32 61
A A T i L

Zi jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliliny s konec-

nou msomentovou vytvofujici funkci. Tudiz prisluiny test

Sl(b,a) @4 viastnosti shodné s vlastnostmi Waldova testu.

3.4 Sobel-Walduv te st

oo
Predpok Lédejme, 2e {xi} §=1 je posloupnost nezévis-
Lych stejné rozdélenych ndhodnych velidin s rozdé&lenim Darmois-
Koopmanova typu (definice vis str. 14 ), uvaiujme nejprve

Glohu diskriminace mezi tfemi hypotézami 1.9 = 91, H,:0=0

2 2’

30 84 < 8,° 85,

PFipomenme, %e pti nesekveninim ptistupu vétiinou pouiijeme

3.0 = 9 oie (Q’ 6)’ 1=1'2'3.

test:
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£
) 3 1.

n
a) prijmeme H,, jestlile > T(X,
{=1

A

n
b) prijmeme H,, jestliie T <2§ T(X,) T ;
2 pl i n

n -——
c) optijueme H,, jestliie ié% T(X;) 5T,

kde Tozsah vyb&ru n, fn a T jsou &isla spliujic

n ‘ >
P(ZT(xi)‘In591)‘1'9y1l

i=1
n
P( T, < ;21 XD eT, 58, F1 - 2,

N
PO T(X)>T, 58, 21 - 3,

i=1

i }é, }3 jsou dény.

(ozn, S(b1,b2,a1,az)) pro ulohu H1:G = 91 versus H_:0 =
= 92 versus H3:9 = 93, ktery je vymezen nasjedujicim pra-

vidlem: na zékladé ndhodného vybéru (x1,...,xn)

a) pfijmeme H1 s jestlite pftijmeme H na zakladée

1
Waldova testu 81(b1,a1) ;

b) pfijmeme HZ s jestliZe H2 pfijmeme na z&4kladé wal-

dovych testdy S,(b,y,a,) a Sz(bz,az);

c) pfijmeme H3 s jestliie pFijmeme H

3
na zékladé S,(b,,a,),

d) jinak pokralujeme ve vybéru.

Test 81(b1,a1), b1< a,, Jje Walduv test pro H,:8=8, proti
H2:9=92 a Sz(bz,az), b, < 3, Waldliv test pro Glohu

H2:9=92 proti H3:9803.




e

vV dal3im budeme pouZivat zkrdceného znaceni : § = S(b1,b2,

31'32), 31 = S1(b1,a1), S2 = Sz(bz,az) a dile oznalime

c(9...)
(3.11 ) Q. = ln —3*1 i= 1,2,
) c(ej)
(3.12) Py = D(8,,, ) - 0(8)) j=1,2.

Pak lLlze #ici, Ze podle Sobel-waldova testu po n-tém kroku

a) pfijmeme H1 , jestliie
n
b.,-n q
L
Lorx £,
i=1 1
b) pfijmeme H, , jestlize
a,-n q n b,- n q
1 1_<_Z < 2 2
112y oa(x,) f At
Py i=1 ! P2

c) pfijmeme H3 , jestlize

n a,- n q
2oT(xy) A2,
i=1 2

d) jinak pokralujeme ve vybéru,

Odtud je vidét, 2e je rozumné piedpokladat

(3.13) 12 i
- ——— —— N
ot 4 M4 -
pz p1 ob,Laslt pfi]c 3
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Test je graficky zndzorn&n na obr.&.2. Do grafu postupnd vy-

n
néd3ime body (éZ% T(xi)'")‘ Leii~-li pod primkou i, pfi-

jiméme H1, le2i-li mezi primkami u: ‘a "2' prijimaame

H le2i-li nad pFimkou u; s Prijiméme HS' jinak pokra-

2'
tujeme ve vybéru.

Oznalme Ps&#ij. u1;0), Psyfij. H1;9) pravdépodobnosti piti-
jeti hypoteézy H1 pfi pouZiti testu S resp. Si' i=1,2,.

Z vymezeni Sobel-Wwaldova testu s je vidét, ie

(3.14) Ps(pFij. H ;8) = ps1(prij.u1;e) pro vi.0€(8,8),

(3.15) Ps(pFij. HS;B) P (pFij.H3;9) pro v§.8 €(g,8).

2

Daldi viastnosti testu jsou uvedeny v nasledujict vété:

Véta 3.2. Nechtl b;< 0<a,, i=1,2 pro vi.e«(8,d),
necht plati (3.13) a

q qQ
(3.16) P(T(x1)<.51 ; 8)>0, P(T(x1)>—3;9)>'0 pro v§&,

p
1 e e(g,ﬁ).

Pak pro kaidé¢ 08¢ (8,8) existuje t,(8) >0 takové,Ze pro
vs. této(e) je E(etN;9)< + oo (N ozn. rozsah vybé&ru pri

S) a tedy

(3.17) P (pFij.H, ;0) + Ps(PFi3uH,;8) 4P (pFij.H,;8) = 1

pro v8. 8e(g,8).

Didle plati

(3.18) Pg(pfij. H,;8,) + Ps(PFijut,;8,) + Ps(pPijuig;8,) > 1.

Dukaz. Prvni tvrzeni plyne z Véty 0.5, (3.17) je jeho disled~

kem. K dikazu (3.18) pouzijeme vlastnosti testy s a S

1 2
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(3.14), (3.15).
Ps1(pfij. H1; 92) + Ps1(pfij. HZ; 91) 1,

Psz(pfij. H2; 93) + Psz(pfij. Hys 92) 1.

Vhodnou kombinaci té&chto vztahu s (3.17) pro 8 = 62 obdrii-
me (3.18).

Z (3.14-15) a faktu, Ze test S, skonti s pravdépodob-

nosti 1 , méme

(3.19) Ps(pfij. HZ;O) = Psz(piij. HZ;B) - Ps1(pF1j. H1;9)
€ (8,8

Z Waldovych aproximaci pro operaéni charakteristiku tes-

ta S, a S2 a (3.14), (3.15), (3.19) dostaneme nésledujici

aproximace:

a1h1(6) 1
(3.20) P (pFij. H,; 8) & UG a2 JE(T(X,) ;08¢
e - e . Q1
TRy
a2h2(9) ;
. . ~ e = -
(3.21) Ps(pFij. H,; 8) NG ) bz“z(ET
e - e
a,h.(8)
e '’ =1 E(T(X,);8)¢f i i=1,2
a h,(8) L) B 1/ * “FT" Tle
. eazhz(e) ,
(3.22) P(PFij. Hy; 8) &1 - —

(el :52"2(57 ’

e

€(T(x,);0) B2t
2



kde h,(0) o h,(8) jsou funkce spliujict
hj(a) $#0 E(T(x1);°) $ -qj/pj ji=1,2,

hj(G) = 0 E(T(X’);O) = -qjlpj j=1,2,

h.(o o, T(X
ECe j( )(qj pj ( 1)); ) = 1.

PFipomenme, 3e

b
.

(3.23)  hy(e,) = hy(8y,q) = -1, i=1,2.

Nyni se zabyvejme ulohou stanovit &isla b1,b2,a1,a2, poia-

dujeme-~Li

(3.24) P (pFij. Hy 3 ej)é 1- X, i=1,2,3,

kde 73, 7%' 73 jsou dand &isla ( 73+ 23+‘}3 < 2). Podob~-
né jako u Waldova testu se spokojujeme s aproximaci. 2 (3.20-

3.23) plyne

P.(pFij H-O)'Q"."'
s\Plil. Hys 6, p 5,
e - e
a -a
2 1
: . o ~ @ - 1 -e - 1
Ps(phj' HZ' 92) = a, bz -a, -b1
e - e e - e
~ 1-e-bz
Ps(f'ij. HS; 93) = _.2 —_‘rz- .
e - e

O0dtud a 2z (3.24)(nahradime=_i g.rovnosti) obdriime aproximaci
pro &isla bisby,a,,a,
75§

- 7

(3.25) b:( S) = n




]
—
3

- 7

E ' 4

ln

kde g je Libovolné &islo naletejicti do intervalu (lax(0,73+
+ 7%-1), min( 7&,1- 73)). Aproximace &isel b1,b2,a1,a2
‘neni urtena jednoznatné&., Doporuiuje se volit S ptibliZiné

ze stfedu intervalu moZnych hodnot.

oOznatme N,N,,N, rozsahy vyb&ru odpovidajici testum
S,S1,S2 a déle N: rozsah vybéru testu S:(b1,+¢b) pro

dlohu H.:0=@. proti H_:8=8, a N5 rozsah vybéru S;(-w,az)

1 1 2 2 2
pro ulohu ~H2:9=92 proti H3:0=93. Pak plat{

max(N,,N,) ENE -in(N:,N;)

(3.29) .ax(e(u1;e),e(uz;e))ée(u;e)é-in(s(u:;e),e(u;;e)),
@ €(98,0).

Lepit aproximaci pro E(N;8) mileme obdriet jen ve specibl-

nich pfipadech.

Uvaiujme nyni{ ulohu testovat hypotézu H::9=0° proti
alternativé H::IB-BOIQ 5, >0 (pti splnéni pFedpokladi uve-
denych na zalétku paragrafu). PFi sestaveni testu vyjdeme ze
Sabel-Waldova testu s(b1,b2,a1,a2) pro ulohu H,:8=8 - 3,
jestlize

H,:0=0_, :0=0_+ 5 . Potom prijimbdme H"

H3 o’



n

a,- n q b,-n q
1 1 ¢ Z T(xi) & 2 - 2 ,
91 i=1 2
plijimdme u:, jestlize
n n
b, = ngq a,- nh q

Z: T(xi)é L L nebo Z: T(x‘i)r2 2 5 2 ’
i=1 Py §=1 2

jinak pokralujeme ve vybé&ru.
Obvykle poZadujeme, aby konstanty b,,b,,a,,a, splnovaly

x. Z 1-
P(Fij. HY; 8) & 1=

(3.30) inf P (pFij.H};@) 21-p5 |,
G,IG-QOIQS

kde o, 3 jsou dané Eisla. Vztah je splnén pro test
S(b1,b2,a1,az), jestlile
i wt.o ¥ Z2 q-
P(pFij.H ;8 =3d) 1-A8 .

o0
i=1
rozdélenych ndhodnych velilin s rozdélenim N(¢U,1). Testu-

PFiklad, Necht {xi}

je posloupnost nezadvislych stejné

jeme hypotézu H::(W= v, proti H::I(w- 12 8,0>0 dané,
ptilemi poZadujeme
P(PFij. H3;8 ) = 1-o

P(pFij. H ;8 - J) 2 1-o

1"
P(pFije. H1;9°+ J)

i

1- o,
0<o <2/3,

Sobel-walduv test S(‘32'31a‘31,a2) je pak dan pravidlenm:
na zékladé (X,,e..,X ) pFijmeme n: , jestlite
n

Iié%(xi'(ug)l

pFijimame H: , jestlize
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jinak pokralujeme ve vybéru.

Polotme-li  §=d/2 v (3.25-3.28) (§ e (max (0,20 =1),¢)

dostaneme
”® N - 1=
-b1(¢42) = a2(¢/2) =ln = 2
» . - 1=0dl/2
-bz(GC/Z) = 81(06/2) = ln—o-‘—- .

NapF. pti (W =0, §= 0,1, =o0,05, §=0,025, pak

-b3(0,025) = a3(0,025) = 3,376

-b;(o,OZS) = a:(0,0ZS) = 2,9704.
Tedy H: ptijmeme, jestlile

n
l Z; (x5= )| € -14,852 + 0,5 n,
13

a pfijmenme R jestliie

11
n >
I1L:(xi-(u3)| = 18,188 + 0,5 n,

jinak pokratujeme ve vybéru. Ze vztahu (3.29) a 2 waldovych
aproximaci pro E(Ni;e), E(N:;B) dostaneme “aproximativni®

nerovnosti.

661,4 & E(N;-0,1) £ 727,5
561 2 E(N;O) $ 769
1080,5 & E(N;0,1) %£1269,6 .

PFi pouiiti testu s pevnym rozsahem dostaneme n g 1299,5.



Necht {x

i=1 a {Y } §=1 jsou nez&vislé posloup-

nosti nezadvislych ndhodnych velilin, )(_i a Yi maji hustotu

Darmois-Koopmanova typu tj. hustotu

f(x,¢)
respe.

f(y; 7)

c(§)exp{T(x)0(f)} h(x)  x<E, §<(@,0)

c(m )exp{T(y)o(7 )} h(y) y €€, 7¢(8,8),

0(.) Jje rostouci funkce. Testujeme hypotézu H : § <M proti
H1: §>7. Takto formulované hypotézy v3ak nesplnuji poZadavek,

aby mnoiiny parametri odpovidajici H a H

o 1 mély disjunktni

uzdvér., Proto od té&chto hypotéz pifejdeme k H;,H' formulova-

1
nym nite, které ui tento po2adavek splnuji. Postupujeme néasle-

dovné, Sestavime

n
i=1 f(Xi,Bo)f(Yi;91)

n
= é;%(T(xi)'T(Yi))(°(91)'°(90))'

o 1
‘nyni{ vezmenme H;:D(Q )-D(f )2 £ a H1:D(§ )=0( 7 )¢ e, kde

kde ©6_ = min( § »N), @, = max( § »7). la nové hypotézy

£>0 volime podle toho, co povaiujeme za vyznamny rozdil,

Pro test té&chto hypotéz pouiijeme Walduv test zaloieny na

{‘ n.1 , kde 8 a2 8, splnuji D(8,)-0(8 ) = € . Tedy

na zékladé x1,....,xn, 71,...,Yn ptijmenme H;, jestlile

n
2. (T(xy) = T(r)E S b;
i=1

ptijmeme H;, jestliZe




n
i}‘:1(T(x,)-r(wr,))a 2 o

jinak pfechézime od x1,...,xn, Y.’,...,Yn k x1,...,xn§1,

Yireeor¥nsn,

kde b,a jsou dané konstanty.

Viastnosti tohoto testu lze snadno ziskat z tvrzeni v kapi-
tole 2.

uvedeny postup konstrukce testu Lze utit i pro jiné typy roz-
déleni, oviem volba hypotéz H ~a H; bude obecné& zaviset

na tvaru rozdé&leni.

(-]

piiklad. Necht {x,} > a {v.} jsou nezévislé

------- i=1 i’ i=1
posloupnosti nezadvislych nahodnych velidin s alternativnim
rozdélenim s parametry Py respe. Poe Chceme testovat hypo-

tézu Hozp1<p2 proti H1:p1>p2.

V praxi odpovida tato Uloha problému 2 kontroly jakosti.
sledujeme podil zmetkd u dvou vyrobnich procesu (produkuji-
cich ty? vyrobek). Chceme vybrat proces s meniim podilem zmet-

kG. V angli&ting je tento problém nazyvan ‘'double dichotomie"”.

Podle obecného schematu sestavime

n
8.(1-8 )
Q. =Z (x5=Y) tn ( 9o ).
i=1 90(1-91)
91(1-00)
Zvolime €>0 a poloiime £= N ————,
90(1-91)

Test bude mit tvar (b,a déno): na zakladd X,,...,X.,

Y1’0..'Yn

ptijmeme u; , jestlite
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>
(X; = Y,)E & b;
AN i ;

pfijmeme H1, jestlile

n
2 ®

jinak pokralujeme ve vybéru.

Pro tento test Lze vypolitat pfesné hodnoty jak operaé¢-

ni charakteristiky tak stfedniho rozsahu vyb&ru (p*i danych

b<a), jak vyplyne z naésledujicich Gvah.

Jestlile
n
O (X=¥.) =h ( h cele &islo),
i=1
n+1
pak ) (X;=¥,) mbZe nabyt jen jednu ze tFi hcdnot
i

h+1. Oznalime-li N rozsah vyb&ru, pak pFijet} n;

valentnt s
N
- L%
i:/_:"(x‘.-v‘.) = b

a pFijetd n; je ekvivalentni s

)
(X,=v,) = a%
j=p 10 ’
kde
a% = al/t pro a/t celé
=[a/e] + 1 jinak

b® =[b/e]) ;

[.] oznaluje celou ¥ast &4isla.

h=1,h,

je ekvi-

Postupujeme~-li stejn& jako p*i odvozeni Waldovy aproxi-

mace pro operaini charakteristiku (viz str. 41 ), dostaneme




(3.31)  L(py,p,) = P(PFij. Hi3Py,P)) = ,
! o”™1 ‘*h(p1ppz) b*h(p1,92)
-e

p1+pzl
»*
8
a¥%-b” 1 72’
kde h(pq,P-) splnuje
h(p.',pz) + 0 p1#pz
E( exp {h(D1pPZ) (x."'Y‘)} H 91,92) = 1.
primym vypoltem obdriime
p,(1-p,)
h(py,pp) = L0 21 91#92,
p,(1-p,)
1 2
a tedy
”
(92(1'91))a 1
Pyl 1-P;) )
L(pq,P,) = — . p.#P,
Potadujeme-=Li nynt
sup P( ptij. H;; PysP)) 21 - ’

p1lpze H'O

sup P(pFij. Hy; Py,py &1 -85
. 15 Pq-P2
91192‘ H1

o, B dany, od+p<1 dostaneme po dosazeni do (3.31)

(3.32) AN

"1 tn T-a:b- .

o
.
N

(3.33)




Zde jsme poulili faktu, Ze funkce L(pi,pz) jako funkce pro-
92(1-91)

adnné u = m

je klesajici.
Za a* a2 b* pak volime nejmen3i resp. nejvétidi &islo

splnujici (3.32) resp. (3.33).

Pokud se tyle stfedniho rozsahu vyb&ru mame (z 1.Waldovy
rovnosti) :
a*(1-1(p,,p,)) + b*(p,,p,)
1772 1272

(92-91)

E(";p1lpz) = 91*92’

-a*p™

N 25,(7-p,) P1¥P2-

3.6 Sekvenéni test godilen vérohodnost$

Vyjdeme 2 pfedpokladi uvedenych na za&atku 3.1.

Sekvenini test podilem v&rohodnosti je analogii testu podilenm

vérohodnosti pFi nesekven&nim pFistupu (viz napf. [26] ). Podle

ni vezmeme za testovou statistiku (pFi pevném rozsahu vybéru

rovném n)
n
sup TT f(x,;0)

Qc “ﬁ i=1

n
sup TT f(xi;e)
° ‘“ﬁ i=1

(3.34) °n = n

’

ptilem: malé hodnoty °n odpovidaji platnosti "o' velké
hodno ty en odpovidaji platnosti H1. Tiato postupea lze
ziskat napt, F-statistiku pro Ulohu testu platnosti Lineérnit
hypotézy v Linedrnim modelu. Poznamenejme, Ze¢ zmindény nesek-

venini test mé nékoli variant (napt. misto Q, vezaeme

2)
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ekveninim_testem podilea

vérohodnosti budeme rozumét test

0

o0
zaloteny na posloupnosti statistik {a} _.  danych (3.34)

s kritickmi nerovnostmi.

bn< Qn< a. o N=1,2,ces .
V takovéts obecné podobé Lze té2ko odvodit né&jaké vlastnosti.
Nebyl vypracovdn ani postup pro ziskéni aproximaci pFi poia-

dévcich na pravdépodobnosti chybnych rozhodnuti.

Bartlett (41 a cox[8lvysetFili vliastnosti tohoto tes-

tu v nadsledujicim specidlnim piFipadé.

Necht {xi} ;:1 je posloupnost nezdvislych stejné& roz-
délenych nadhodnych velitin, x, mé hustotu f(x; 61,92)/

8, € (91,61), 8, (92,62), vyhovujici nasledujicim podminkam:

3
P} lnf(x;91,92)

1) existujt sk.je. parcidlni derivace 3.Fadu

el 2037
j=0,1,2,3 pro v3. Qie(e.,O.) i=1,2¢;

2) existuje funkce g(x) takovéa,ie

k
3 Llnf(x;6,,8,)
} | £ a(x) 20,000,k

9e) 9k k=1,2,3

A

E(g(x);91192) = ¢, 916(21161)o 926(22162) ’

kde C je konstanta nezidvisejici na 01,92.



UvaZujme Ulohu H°:91=91O proti H1:91=911, 910< 911,

kde rozdil 911-910 je maly. Potom testové statistika Q.
ma tvar:

n $(X.36..,8,)

. s ’
Q, = 2: tn 7172 0 n=1,2,4..
i=1 f(xi;g‘lO’an)
A

kde Q2n je maximéln& vérohodny odhad parametru 92 na

z4klad& ndhodného vybéru (x1,...,xn). sekveniny test s kri-
tickymi nerovnostami

bn< Qn< a_ s N=1,2,e00
oo
oznalime L({bn,an} n=1 ).

Bartlett a Cox odvodili tvrzeni o tomto testu pouzitim limit-
nich viastnosti maximdlné& vérohodnych odhadt a né&kolikandsob-
nym pouitim Taylorova rozvoje (ponbné viz['SJ,EH)J).
Odvozeni vlastnosti v3ak plati jen pro malé 911-010. 0dtud
plyne doporuleni pro praxi pouzivat test pro ngno, kde
n°¥(011-010)". AutoFi ukhdzali, %e pFi pofadavku, aby prav-
dépodobnosti chyb 1. a 2.druhu byly mens$i nebo rovny o resp.

A , lze obdriet nasledujici aproximace b®, a® pro hodno-

n’” n
ty b,as
" _
bn = ¢, ln - s
. _ . -4
ln = Cn n ol »
12(8, ,8,)
6;1" ] - . 1n:jn — — ,
108, ,08, )1(8, ,8,)
2
g Un f(xi}eo’l)
1(91’2) = =€ ( ’ e, ,7 ),
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kde 61n a 62n jsou maximalnd vérohodné odhady parametru
@, a 8, na 24kladé ndhodného vybéru (x1,...,xn).

pale plati, Ze pro kaZdé €>0 existuje m takové, Ze pro

>
. m=a
vl o

00
P(test L( {bn,an} n=q ) skon&d )> 1= ¢,

kde index m oznaluje, ie s ovéfovanim kritické nerovnos_ti

zatneme a2 pki vybéru (21,...,X.). Aproxisace operaéni cha-

rakteristiky a stfedniho rozsahu wbé&ru testu L( {b:,a:} :;,)
se shoduje s aproximacemi pro walduv test S(ln Té%r,Ln li@- )
pro ulohu H°:9=910 proti H1:9=911, kde © je stfednt
hodnota norméalniho rozdélent s rozptylem

(3.35) Al = 1(82,82)

2
1(92,92)1(91,91)- I (81,92)

(viz str.5U).

K odvozeni zmindnych vlastnosti bylo poutito nasleduji-

cich tvrzeni (plynoucich 2 pfedpokladu) :

a) pro katdé £ > 0 a §>0 existuje n_  takove, le
2
pro v8. n n,
P( existuji maximadlné vérohodné odhady 6 (-

1in’ " 2n
- A
splnujict |91n - Gil< £, i=1,2; 91,02) > 1-¢& ;

b) I(Oi,Oj) je spojitou funkct Bi,Bj;
e,.+8
- - ~ _ 11 10 -1/2
c) Q, ((911 910) 1(91'91)"(°1n —_— ))(1+0p(n »,

pro n9oo , kde 0 (n-1/2) oznaluje:

"y 3 3 ¥

- -1/2
Yo = 0g(n ) &  ©0 k70 n nén_

+1IZI >

P(IY, n z K)< b .



A
d)  Vn(8,, - 9,) =4 asymptoticky N(0,A?), kde A2 je

déno (3.35).

Z c) je vidét, 3e test pro na%i ulohu bychom mohli té;
zaloiit na maximbdlng vérohodnych odhadech, tj. test by mé&l

kritickou nerovnost:

.. +6
" A 11 710
Bp < (944-0,9)1(0,,0,)n(0, -

.




4. sekvenini testy odpovidajict nékterym klasickyms

testum

vV paragrafech 4.,2.~4.4 jsSou uvedeny sekvenini analogie
nejznam&j8ich klasickych testu - t-testu, F-testu, testu

o korelaénim koeficientu.

V paragrefu 4.5 jsou uvedeny dva nejuzivanéjsi neparamet-
rické sekvenini testy - sekvenéni znaménkovy a sekven&ni jed-

novybérovy Wilcoxonlv test.
Posledni paragraf se tyks sekveninich testl 2ivotnosti.

viechny testy uvedené v této kapitole mji nélolik spolei-
nych viastnosti. Uvedeme si je zde prehledné a nebudeme je jiZ
uvaddét v jednotlivych paragrafech. Testy skonii s pravdépodob-
nosty 1, krom& testu uvedeného v 4.4 jsou viechny testy zadany
kritickymi nerovnostmi; potadujeme=-Li, aby pravdépodobnosti
chybnych rozhodnuti byly shora omezeny tisly ob resp.ﬁ(o(,'k

+A< 1), Lze hodnoty b,a aproximovat obvyklym zplUsobem tje.
tn ’F-_w resp. n ils

oU

Poznamene jme, e sekvenini anajogie nesekveninich testu

nejsou dany jednoznalné.
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4.2 Sekveninj t-test

Necht {xi} ;21 je posloupnost nezadvislych stejné roz-
délenych nshodnych veliZin s rozdélenim N(w, 6%) ,
- 00 (W< 400, 62> 0 jsou neznémé parametry. UvaZiujme uUlohu
HO:(W/6 = A4 protsi H1:(u46 = 11, Ay € 11.

t-testu
K sekveninimu testu (jednostrannému) pro tuto Gulohu Lze

dospét dvéma zplsoby (sekvenéni invariantni test, princip va-

hovych funkci).

Nejprve sestavime test na zadkladé metody popsané v 3.3
(sekvenni invariantni testy). Nade Uloha je invariantni vu-

¢i zméné méFfitka, tj. vu&i grupé 6 zobrazeni tvaru:

g(x) = g(cx), c>0.
Indukované zobrazeni g mé& tvar :
-9_((“/: 6’2) = ( C(‘U, c2 62)0 c>0,

a maximalni invarianta viu&i grup& G indukovanych zobrazent
je
A, 6%) = wie .

Maximdlni invarianta vu&i grupé 6 (zaloiend na nahodnych

velilinach x1,...,xn)
Tn(x1,...,xn) = (x1/|xnl,...,xn/|xnl)

mé hustotu tvaru

400 n (zw -)6)2
h (Myseeesu;A) = (27 6% "2 j zn-1exp{-§: LI }éz=
i1 26

(o]
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N, _n/2 2, 2.y & 2
=(2Tr ui) exp{- 2LL2§¥-1} Szn-1eXP {i——gaxl-} dz,
i=
s
kde - °°<Ui<+°° » i 1,...,“"'1’ un = t 1’
n n
(6u1) v, =) W Z ’“2=Z (2, HVE L
= = 18 =

podle schematu pro sestaveni sekveniniho invariantniho

testu obdrZime testoveé statistiky

. 2
_ 2 2. "V
(4.2) Qn - "'( 21 - Ao) -—2———" +
2
400 (z= A.v,)
X 2" exp {- Azlfn } dz
#00 (z- v
S 2" exp {- zgn } dz
o

kde v je dano (4.1) a kriticke nerovnosti

b« @ < a , n=2,3,..., b<a.

(ozn. T(b,a)). Stejny test lze pouZit pro dal3i{ ulohy,

A1' AQ<A1‘

i
z

napf. H;= (A6 = A, proti H;: 6

K tému: testu mGieme dospdt i na zdkladé principu véhovych

funkci. PoloZime=~Li pro i=1,2

ow (w, 6°) _
i'kac;(w et =26 . K6 <k
= 0 jinak,

dostaneme podle (3.3)



(4.3)

k n
S LT {- 12'1“‘- 7\16)2/ 2 62} d6

-1
= Ln k - .
k
S G'""exp{Z(x-Ae)/zez d6 F
-1 i=1
|
Pak plat} !
k¢&l. Qn,k = Q..

kde Gn je déno (4.2). Tedy rovné&Z dospivéme k sekveninimu

t-testu. Poznamenejme, %e v literatuife se né&kdy sekveninim

t-testem nazyvéd test zaloZeny na posloupnog ti statistik

n

S‘ exp{ Z x-7\16 ) /26‘2} de

G: = ln 2 - sN=2,%e0 o
+ 0o n
X exp { Z: - aos )2 / 2 52} dé
0 i=1

Pro vypotet en lze pouit nasledujici vyjadieni:

- _hn 2_ .2 n 1 1 2 .2
q, = - % A= 2+ n {n(.‘,, 305 ATV o+ A v, V2.

[ ((n+1)/2) n+1 1 .2 2
" Y 3/2' 2 -
M (n/2) =2 7 A5 o)




g
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11

- tn{n(3, 3/ 3 22D A, v VT [((n+1) /S)

M(n/2)

wngt s, 32 B

kde

(4.64) M(oo,?v;z) = Z F(Mj) r(r)- .Z..J.. ’ z?-zo, w>0,*0,
520 [(g+3) (e ) 3

+00 w -1
-x -
M) = S e X dx, >0,

Funkce M( o, }»,z) je tabelovana napir. v [20] . Nemédme-Li
k dispozisi tudulky, pmU3eme pouzit nasledujici aproximaci {(vy-

plyvajici ze stirlingovy formule):

: 2 1 2
ST R TP S NP XS RHE

J 2.2
A V_tVen+ AJV v
- A 44n+ A v + n tn LA 10+ o 2Ly .
o on > =
' A v _+tVen+ ATV
on on
’ - - ] s g -
Pro ulohu Ho.(uUG 20 proti H1.lﬂU/ Aolg 3 ’

§>0 dano pouzijeme tzv. dvoustranny sekvenini t-test. Budeme

jim rozumét test ( ozn. T'(b,a)) s kritickymi nevovnostmi

b < Jn< a ’ Nn=2,3,ce«
kde 121(",--( (w°+6)>')2}]dy
4 00
1 J y """ exp{- ! (x:=( - 5)y) ) +exp -———21
QI =ln'2' o [ { ;;Z i=1 1 (Wo ‘ } { 2y

n



M( o, ;2) je déno (4.4).

Pro provedeni testu lze vyuiit bud tabulek funkce
M( o, 2 52) v [20] nebo tabulek hodnot 2z, které jsou Fele-

nim rovnice

1 5222 ) - 52n
V4

L=lnﬂ(g,?,—2

kde L,n,J jeldano (viz [22]).

4.3 Sekvenéni F-test

Sekvenini F-test si vyloZime jen pro zakladni hypotézu
jednoduchého tfidéni. Sekvenéni F-test pro zakladni hypotézy
dvoj_ného t*id&n{d i dal&ich modell analyzy rozptylu (se stej-
nym poltem pozorovani v kaidé podtfidé) ma podobny tvar (pod-
robné viz [10]).

Necht {(x11,..,xki)} j=9 1Je posloupnost nezadvislych

2

k-rozmé&rnych nahodnych vektord s rozdélenim N(w, € Ik)’

kde W = ((uﬁ,...,(uki ’ 52> 0 jsou neznameé paraletry, Ik

je jednotkovd matice k x k. Uvalujme Glohu Hy: 6 (1 ﬂ?
=1

2 . 1 . -2 2

25, (@ j)::ﬁ(wj' proti  Hy: 6 259/"3 e A

ao <3$. K testu této hypotézy pouZijeme sekvenéni F-test,

ktery je dan nasledujicimi kritickymi nerovnostmi:

(4.5) b< a, < a, n=2,3,...




2
n A;, Q
n, ,2_ ,2 kn=1 k=1, 1 “ny o
(4.6) ;. = -=( A3= 3 + n ‘n(-z—- o =T TR )

L ka=1 k-1 | n Ro A
n

kde M( o, ,2) je dano (4.4) a

K tomuto testu Lze dospét metodou vyloZenou v 3.3. Poznamenej-

me, e statistika q je az na konstantu rovna F-statistice

n

I I - L Jp—
u?ivaneé pro test hypoteézy Ho: Wi = ﬂﬁ i=1,...,k v modelu

jednodehého tFidéni pii nesekven&nim pfistupu (v kazdé pod-
tfidé je pravé n pozorovani).

Statistika Q@ je rostouci funkci q., tudiz sekvenéni

Fn

F-test lze zadat téz nerovnostmi

(4.7) a,< 9, < G, n>1 ,

kde g, a q, IJsou tedeni rovnic QFn(gn) = b, QFn(aB) = a,

tj. po n-tém kroku pfijimame Ho, jestliZe a, £ Q.- ptiji-

mime Hyo jestlite a 2 En, jinak pokralujeme ve vybéru.

Aproximativni hodnoty pro g, 2 q jsou uvedeny v tabulce.

n



Tabulka aproximaci pro q, 23 6“ je=L1 9\°=0, 21=k,ab=ﬂ=0,05
SN . D S - SN S - S - B [N
an - 0.0038 0.0523 0.0826 0.1053 0.1207
k= an - 15,307 2.394 1.385 1.016 0.8254
cecmcce———— 8 e N 1" FURRU: ¢ SRR 4 SIS § S
q, 0.1351 0.1453 0.1549 0.1836 0.1980 0.2282
k=2 ay 0.7102 0.6446 0.5776 0.4392 0.3825 0.2967
SN | PRy SR SUIUNUNVUY. NI S 8 e ———aleo
qn  0.2701 0.3313  0.3412 0.3397 0.3347 0.3312
k= an - 2.469 1.337 0.9730 0.7920 0.6871
SN 1 DU - SN R |\ SO ¢~ JEUURRY - | SR | S
an
k=5 0.3255 0.3221 0.3177 0.3031 0.2940 0.2725
q, 0.6255 0.5651 0.5273 0.4250 0.3791 0.3022

K provedeni testu lze vyjit z nerovnosti (4.7) a pouiit
({(4.5)

ro
tabulkup q, 2 q nebo vyjit z nerovnostifa pouzit tabulky

n

funkce M( o, o¢,2)N v [20 ].

PFi provadéni konkrétniho testu je tfeba si uv&domit, Ze pfi

n-tém kroku realijzujeme k=-tici nezdvislych pozorovani x1n,...,
ceer Xppns xin ma rozdélenft N((uq, 52),
Zavérem poznamenejme, 2e obdobné& jako sekvenéni t-test

i sekvenini F-test md nékolik variant (viz napt. [1(ﬂ).




4.4 Sekventni test o korelainim koeficientu

Necht {(X;, Yi)} ;;1 je posloupnost nezavislych néhod-

nych vektoru s dvourozmé&rnym normalnia rozdélenim s hustotou:

2)1/2)-1 .

f(x,y; ("11 (‘Uzl 611 621‘0) = (2 7r6.1 62(1" f

1 - ™1 2 (y= () }
. - 2 + ’
exp{ 2(1- fz) [ 521 f 61 63 7352 ]

kde =coCu< +0, = @M, < 40, 6$>0, 5§>o, 1< @<,
jsou neznamé parametry. Uvaziujme ulohu Hozf)= Po proti
Hy: €=, -1< ?°<'?1 < 1. Uloha je invariantni vu&i grupé

zobrazeni tvaru:

o(x,y) = (cyx+c’y, coy + _c'z)' ,  ©i>0, meecc, < oo ,i=1,2.

Metodou popsanou v 3.3 lze dospét k sekveninimu testu inva-
riantnimu viEi zminénym zobrazenim. Tento test je dan kritic-

kymi nerovnostmi

(6.8) b< Q§n< a, n=3,4,c..,
kde
1- ¢ 1- e,r
(6.9) P ﬂzﬂ Ln ; -(n - %) ln o ¢1r"
? 1-@6 fo'n
1+ ¢, ¢
11 1n
F( n-1/2; ——2-—)
+ Un i 34 ! 5
1 c;rn

F( %I'ZI n-1/2; )

B, o o£2) D INICLS) [t +5) /:'(0"”) 2 , %>0,>0,
j=o () (o) M('+3) Y w0, 0¢z<n,

‘o
MO AL L ,

> T




n n n
) - - o2 v 12y =1/2
v Z,(xi xn)(vi-vn)(g(xj X ) ?:'.(\rk 7)2) ,
=1 ji=1 k=1
> 3
7 =1 T o1
x = - x Py Y S - Yc.
n n i=1 i q n i=1 i

Poznamenejme, ie " je vybérovy korelalni koeficient a an

je Llogaritmus podilu hustot "n pii H1 a H . Lze ukazat,

e th je rostouci funkci rn @ 2e kritické nerovnosti

(4.8) jsou ekvivalentni nerovnostenm
(4.9) j_'n<rn<Fn, n=3,4,...

kde r a Fn jsou te3enim rovnic:

an(fn) = b an(Fn) = a.

P#1 provédéni testu lze vyjit z kritickych nerovnosti

(4.8) a pouZit tabulek funkce F(ol,o’,l’52) v [20] nebo muze-

me vyjit z nerovnosti (4.9) a hodnoty rn @ r, aproximovat

nédsledovné ( r r_ nejsou tabelovany):

m’ n
2
1-
by,
=fo
2
1~
F:=r;°+%(-1:ln——r;-a),
1-05

’
i
A}

= Po + ?1
2 2
- §, 102 RS

>
n
N
-2
-b
'
°
N’
L
-—h
LJ
o
A
7~
-
b
'
)
(o]
~
b
L]
-
o
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o]
Necht {xi} =1 je posloupnost nezavislych stejné
rozdélenych nahodnych velitin, xi ma spojitou distribuini

funkci F(x- 8), = 00<B8 <+o0 je neznamy parametr, F(x)

Sekveninim znaménkovym testem se obvykle rozumi jakykoli
sekvenini test, pifi jehoZ konstrukeci vychazime z testové sta-

tistiky pro (nesekvenini) znaménkovy test, tj. 2
n
+ _ 2
(4.10) st = £§1 1 {x, o} .

je symetricks kolem nuly, tj. F(x) = 1-F(=-x) pro v8. Xx .
E Podobné je tomu u dalSich sekveniénich nepkametrickych testl.
Oba testy zde uvedené (sekvenini znaménkovy a sekvenini{ jedno-
vybérovy Wwilcoxontv) jsou zalozeny na prisludnych nesekvent-

§ nich statistikach, aviak zplUsoby konstrukce sekveninich testu

na zakladé té&chto statistik jsou odlisne.

Sekvenéni znaménkovy test. Uvazujme ulohu testovat hy-

\%

potézu H_ : 8 $0 proti H, : 828, 6,>0 splaue

F(91) >1/2. Pozadujeme, aby pravdépodobnosti chyb 1. a 2.
druhu byly mendi nebo rovny oL resp. /3 . Oznacime F(91)=
= Py Test je dan nasledujicim rozhodovacim pravidlem : na

z4kladé nadhodného vybéru (X1,...,Xn) pfijmeme H_, jestli-

-

zZe

<

p
+ 1
n tn 2(1-p1) + s ln-T:E; b ,

prijmeme H1, jestlize
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Pq

+ 2
n in 2(1-p1) +s_n T:F? £

a,

jinak pokradujeme ve vybéru, kde Cisla b< a jsou volena
tak, aby byly splnény poZadavky na pravdépodobnosti chybnych

rozhodnuti (lze je aproximovat Ln f%z resp. Ln %ié ). PO~

psany test je shodny s Waldovym testem pro ulohu H:: p(9)51/2

proti H1:p(9)gF(9°) na z&4kladé posloupnosti nezavislych n&-

[}

=17

2

hpdnych veli&in {1 {x; & 0} ] P(x; 2 0; 8) = p(8).

Sekven&ni_jednovyb&rovy Wilcoxonuv_test. Uvazujme ulohu

testovat hypotézu H_ : 8 =0 proti Hy : je| 2 8 8.>0

17 1
dano. PoZadujeme, aby pravdépodobnost chyby 1.druhu byla mens:
nebo rovna danému o~ a aby rozsah vybéru nepfekrocil dané prfi

rozené ¢islo M. Pifri sestavovini testu vyjdeme z (nesekvencni

Wilcoxonovy jednovybérove statistiky

n
+ _ + >
wn-iz-; Ry, I {x; =0} ,

kde RT

in e potadi |Xil mezi |x1|,...,|xnl. Test je dan

nadsledujicim rozhodovacim pravidlem: na zakladé ndhodného vy- .

béru (x1,...,xn) pfijmeme H1, jestlize

liv

1wt = 174 n(n+1)t 2 2( o M) V1/24n(ne1)(2n41)

n <M,

prijmeme H1, jestliZe

1 = 174n(n+1) 1< 2C M) V1724 n(ne1)(2n41)

a >

n M,

jinak pokralujeme ve vybéru, hodnoty z{<,M) jsou uréeny ta



-3¢

ni

Q7=
aby pravdé&podobnost chyby 1.druhu byla men$i nebo rovna o .

Uvedeny test patifi mezi tzv. useknuté sekvenini testy. Hodnoty

z(o,,m) pro néktera oL a M jsou uvedeny v tabulce,

Tabulka hodnot z (& ,M)

\\Q\ 10 15 20 25 30 40 50 60
X Ncmmmam ————— e cccccemm———a———— eccmm——— ccemm————
0,01 2,55 2,711 2,81 2,90 2,93 3,00 3,05 3,06
0,02 2,43 2,59 2,67 2,70 2,73 2,82 2,88 2,92
0,05 2,20 2,37 2,40 2,44 2,50 2,56 2,59 2,62
0,10 2,02 2,10 2,20 2,22 2,26 2,33 2,37 2,39

PFi praktickém vypoltu lLze pouzit nasledujici rekurentni

vzorec: n
+ +
= > =
W= Wyt g;; I {X, + X, 0} , N=2,3,e0e
Poznamenejme, Z2e
E(w'; W) = 1/4 n(n+1)
n” o

var ('K ) = 1726 n(n+1)(2041) .

prednost{ obou uvedenych testud je jednoduchy popis i nu-

merické provedeni.

4.6 Sekvenini testy_ zivotnosti

PFi sledovani 2Zivotnosti vyrobk( vychazime obvykle 2 pred=~
pokladu, ze rozdéleni Zivotnosti vyrobku (tj. doby od uvedeni

do provozu do poruchy) je

(4.11) f(t,a) = ae Y, t 2o,

= 0 , t <o,

(1)
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kde A>0 je neznémy parametr

Jedna z Eastych Uloh je testovat hypotézu Ho: 2 &

20 proti

Myt A& 21, 0« A°< A1< +oo , ptitemi poZadujeme, aby

pravdépodobnosti chyb 1¥ a 2.druhu byly men$i nebo rovny da-
(ot acl)

nym Eislam ol resp. O\—< Existuje nékolik sekveninich postu-

pUu pro tuto ulohu.

Zde se zminime o dvou (tzv. zamitacim a nezamitacim),

Pri 529139219-2253292 je experiment organizovan nadsledov-
né. Zvolime M prfirozené a uvedeme soulasné do provozu M
vyrobkl. Jakmile se jeden vyrobek poroucha, nahradime ho no-
vym ( tedy neustale sledujeme M vyrobkl). PFedpoklads se,

2e rozdéleni 3ivotnosti jednotlivych vyrobky mé tvar (4.10)

@ poruchy nastévaji nezavisle. Oznaéme Yi dobu i-té poru-

chy 4=1,2,... Sdruiené rozdélenj Y1,...,Yn ma& tvar

(M.ﬂ)“ e-M AYn

’

(4.12) h(Yqrecea,y i 2)
O<y,<y,¢ ... <Y, <t o,
= jinak,
Test zaloZime na podilu hustot (4.12) pfri A =‘21 a A= AO,
tj. na statistice

hn(Y1,....,Yn; )1)

Qn = Ln =
ho (Y greee, Y ; Ag)
- 21 \
= n ln 'i'o- + M( AO- 21, Yn P n=1’2’3'oo- .

Test je dan nasledujicim pravidlem : po n-té poruie pfijmeme

H jestliZe

0’

2 - -1 A3 - -1
Myn"‘(ao 21) an +(20 A") nln-—,
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prijmeme H1, jestlize

< _ -1 143 - -1 Ao
"Yn—(ﬁo 31) Ln—z-'f(ﬂo 5\1) ntn—ﬁ,

jinak porouchany vyrobek nahradime novym. (Modnoty Ln f%zl ’
ln %Eé jsou aproximativni.) N&hodné veliliny Yer YoV,
Y3-Yz,... jsou nezdvislé stejné rozdélené, tudii vlastnosti
testu jsou shodné s vlastnostmi Waldova testu uvedenémx kapito-

le 2.

Ndhodna velidina

2 -
Ny = min{n; tn —-;‘::- + N Yn( Ay )\1)¢(Ln '1'/35?,' ln 1—0‘4 )}

oznaluje pocet poruch do ukonéeni postupu (na rozdil od difi-
véjSich pfipadiu, kdy N byl rozsah vybéru)s Potet vyrobkl
potfebnych k pokusu je ™M + N1 - 1 a celkova doba trvani po-

kusu YN1'

du jako u zamitacicho postupu. Zaineme se sledovanim ¥ vy-
robk4d, ale porouchané jiZz nenahrazujeme novymi. TakZe po n-

té poruse (néh) sledujeme M-n vyrobkl. Oznaime Yi dobu

S PR o,
i e e & e

i-té poruchy. SdruZené rozdéleni dob poruch (Y1,...,Yn) mé

hustotu (ném);

n

n
(4.13) g, (yq,eceryy) ?-é—:meXD{-".Z?,’yi-(H-n)ﬂyn}
i=

0« Y1< Y 5¢u.. <Yn

jinak . K

L]
o

Tvar hustoty vyplyne z nasledujicich vztahl (ozn. Ti - dobu

poruchy i-tého vyrobku, 1=1,...,M):

AT, T
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P(Y1< y"’.'.'Yn( Yn;/'\) = M(M-")...(M-n*‘l) -

. P(T1<y1, T2< yz,..,Tn<'yn, Tn+k> Yne k=1,...,M=n) =

=AYy = Ay (M-n)

) e ’ 0« y1<72<.-.<yn<ao,

n
. M! -
R [ - e
i=1
Vyjdeme~-li p¥i konstrukci testu z logaritmu podilu hustot
(4.13) pri A= 21 a A= A dospéjeme k testu: po n-teé

)
poruSe (n< M) prijmeme Ho' jestlize

n
z; Yi-(H-n)Yn = ( Ao- 21)-1(ln f%z + n Ln -;% ),
i=1 »

pfijmeme H1, jestlize
n
Z: Yi-(M-n)Yn $ ( 20- 21)-1(ln 1;? + n Ln -%%% ),
i=1

jinak pokracujeme ve sledovani poruch,

Po poruSe viech M vyrobk(l pfijmeme Ho’ jestlize

M A

2 - -1 1
Z Y‘i = ( 9\0 ﬁ:|) M Ln -A—o ’
i=1

jinak pfijmeme H

Lze ukézat, 3e pro M dostateins velkd (M >3 sup E(NZ;A ),
A>o

Nz-poéet poruch do ukontent postupu), se operalni charakteris-

tika a stfedni potet poﬁfh(do ukon&eni postupu) Lisi nevyznamné

od odpovidajicich veli&in pro zamjtaci postup.

PFi srovndvani obou postupl dospéjeme k té&mto zavérim:




stot

1)
2)

3)
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e
stfedni doba trvani pokusﬂymenéi u zamitaciho postupu;
stfedni polet vyrobkl pottebnych k pokusu je mensdi

u nezamitaciho postupu;

stfedni doba trvani pokusu u nezamitaciho postupu, za-
Eindme~-li s #M>1 vyrobky, je men3i neZ u zamitaciho

s M= 1,




5. Sekvenini odhady

SESzpzsfzsz=zcs
5.1 Uveod

Budii ixil ::1 posloupnost nezévislych stejné rozdé-
lenych ndhodnych veli&in, X; s hustotou f(x;@), 8€ (8,8),

8@ je neznémy parametr.

Podobné jako v teorii odhadu pki nesekveninim pfistupu

uvaiujeme i p*i sekvenénim pfistupu Ulohy o bodovém a inter-

valovém odhadu parametru 6.

PFi Uloze o sekveninim bodovém odhadu vyjdeme z dvojné
(- -}

posloupnosti {On, Yn} n=1s Kkde 8 = 8 (X,,...,X ) je bo-
dovy odhad parametru © pfi pevném rozsahu vybéru (rovném n)
a P, = Yn(x1,...,xn) je statistika udévajici rozhodovact
pravidlo pro ukonéeni vybéru, ?n nabyvé pouze hodnot 0 a 1;
je=Li ?n = 1, wukonlime vybér, je-li Yn = 0 pokralujeme

ve vybdru. Sekvenlnim_bodovym _odhadem_pro parametr 8 budeme

rozumét
9" = GN(X1'....’XN)'
kde
(501) N = .in{n; Yn(x1'o-o’xn) = 1} )

PFi Uloze o sekveninim intervalovém odhadu vyjdeme 2z foj-

né posloupnosti {Ln'un' Yn} » kde Ln=Ln(x1,...,xn) a Un=

=un(x1,...,xn) jsou statistiky u2ivané pri Gloze intervalového
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odhadu p*i pevném rozsahu vybéru, P = vn(x1,...,xn) je
pravidlo pro ukonéeni vybéru s viastnostmi vyse popsanymi.

intervalovym_odhadem pro parametr 6 budeme rozumét

[ L7,

ekventnis

interval
(Ly(XqreoeesXy)s UplXqpeaerXy)) o

kde N je daéno (S5.1).

gBudeme Fikat, %e sekvenini intervalovy odhad (LN'UN) pro pa-

rametr @ m& koeficient spolehlivosti (hladinu) 1-o , jestli-
ze
(5.2) P(BE (Ly,Uy)30) = 1= & .

Poznamenejme, fehadhodns velitina N je rozsah vybéru.

sekvenini bodové a intervalové odhady pouiivéme v rfadé
uloh, které neumime Ffe3it na zdkladé odhadl nesekveninich, napt.
hiedame intervalovy odhad dané délky s danym koeficientem spo-
Lehlivosti nebo bodovy odhad s rozptylem mendim nebo rovnym da-
néau tislu pro stfedni hodnotu normalniho rozdéleni s neznémys
rozptylem. Sekvenini odhady téi pouiivéme, méme-Li jen Chstelné
znalosti o rozdéleni ndhodnych velilin X4 (napf. konelnost

somentu) .

Je nutno *fici, 2e zatim neni vypracovani teorie sekveninich
odhadli v té mife jako u nesekveninich. Pokud se tyfe metody vol-
by statistik Qn,Ln,Un obvykle pouiijeme statistiky u2ivané
pti nesekveninim ptistupu. Definice qn obvykle vyplyne 2z po-
3adavky ulohy. Vyvstava viak problém s vySetfovénim vlastnostt
sekvenénich odhadﬁ,popi.srozdélonidnéﬁodné velitiny N. Lze

vétiinou odvodit jen "pFibliiné"” vlastnosti v tom smysliu, Ze
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uvaiujeme posloupnost ndhodnych velilin ozn. {N.] :;1 a vy~

§ettujeme Limitnt chovéni jak N. tak 8, , LN , UN pro

|m> co .

Nejstar$i préce spadajici do této problematiky napsal
Stein f21], ktery navrhl dvoustupnovou metodu konstrukce in-
tervalového odhadu dané délky s danym koeficientem spolehli-
vosti pro stfedni hodnotu hor-tlniho rozdéleni s neznémys

rozptylem (podobné& viz napt.[18] str. 531).

V nésledujicich dvou paragrafech se budeme zabyvat dvé-
ma typy uloh 2 teorie odhadu, které Llze usp&iné Fedit na

2bkladé sekveniniho pitistupu.

5.2 Sekvenini
Nejprve si dokéZeme modifikaci Rao-Cramérovy véty pro

sekvenini odhady.

Budii {xi} :;1 posloupnost nezévislych stejn& rozdé-
lenych nédhodnych velidin, X, mé hustotu f(x,8) (vzhl,

k 6-kon.mite ™), ©€(8,8), vyhovujici potadavkim:

a) mnotina M = {x;f(x;8)> 0} nezaévisi na e;

b) pro sk.v8. x€M (vzhl.k M )ex.kone&né parcidlni deri-

vace f'(x,8) = éii%fgl- 3

¢c) pro vi. ©8€(8,8) platt :

S ¢ (xs0)d 0;
; (x;8) (W(X)

1(8) = § %{%%afﬂlli d (( x)

je konelny a kladny.

d) integrél




A
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Tyto podminky se shoduji s podminkami uvaiovanymi pro klasic-
kou Rao=-Cramérovu vétu. Nékdy se nazyvajit podminkami regula-

ritye.

uvedené poZadavky. Nech{ 8, e sekvenéni bodovy odhad para-
metru @ s vlastnostmi:

1) s(es;e) < 4 oo pro vé. 8¢ (e,8);

2) existuje derivace funkce b(8) = E(GN;G) pro vS$.

0ec(8,8);
n

3) —“ S.ooj g 1 f(X G)d(\u(x1)oo-d{ul(‘n) =
i=
n
gg 8, T:T f(x;;0)dw(x,) aced(xp)

pro vi. ©€(8,08).

Necht E(N;B) < + oo a existuje «>0 takové, ie jev {N>n}
implikuje ,
n f (Xi;ﬂ)
|<ob} pro vé. ©€(8,8) .

|
i i=1 f(xi;e)
Pak plati

' 2
(5.3) E(( 8, - e(en;e))z;e) b (8 .

[ 4

v

pukaz je podobny dukazu klLasické (nesekvenini) Rao-Cramérovy

véty.

Z ptedpokladli véty plyne

b'(g) = Z S...SQ TTf(X Q)d(ut(x")...d(ul(;n) =
N=n
- n t' (x,;;8)
= r‘Z_1 S..-S Gn Z o TTf(X,l,Q)d(@U(x")...d(ul(x ) =
' N=n )= :
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Ze Schwarzovy nerovnosti a

[

f (X,;;6)

(5.4) E(_*TT'LUT" ;0 =0 i=1,2,e0., 0ee(e,B)
jl
méme
N #(x.;8) :
(5.5) (b (9))2 = E{[(GN-E(ON;G)) 2 :. ] ; 9} £
j= i’
< N f(x,;8) 2
= E[(ON-E(ON,O))Z;QJ E[' Z; Y ) 9] .

Vzhledem k pFedpokladim véty a (5.4) jsou splnény pFedpoklady

Waldovy rovnosti I1 a tudii

t

yot(x,;0) 2 ]

€(( ) m-i,)— 5 )= E(N;0)1(0),  6€(0,0)

j=1

4
Odtud a z (5.5) plyne tvrzeni véty. y
Disledek. Za predpokladu véty 5.1 plati .
2 > 6 8) 2 V
©(0y-9)%50) 2 pmigierey - ;

UvaZiujme nyni (za pFfedpokladi uvedenych na zaiadtku 1.1)
ndsledujici Ulohu bodového odhadu pro danou posloupnost bodo-
o0
vych odhadu {On} n=1’ 9n=9n(x1,...,xn), parametru 8
a dané tislo ¢>0: najit prirozené &islo n, (rozsah vy-

b&ru) tak, aby

HA
N

(5.6) E((e, - 8)%; 8)
L]

V nékterych pripadech takoveé ng, lze stanovit. Ve vé&t&iné
pfipadi to viak neni moiné, nebol toto no z4visti na odha-

dovaném parametru @ nebo na dalich nezndaych parametrech.
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pak je pkirozené od potadavku (5.6) pfejit k pozadavku

-1 .2 2
2 5 c2,

(5.7) n

kde si je statistika takova, Ze

srz‘ -n E((en-e)z;e) -3 0 pro n99 sk.je

Tuto ulohu muZeme Fedit na zakladé sekvenénich bodovych od-
hadd. Pro dané c¢c> 0 definujeme pravidlo 4% pro ukonceni

vybéru ndsledovné:

n
-
3
(7]

A

V]

?n(x1,...,xn) c , N=1,2,c00

]|
o
3
w

c o n=1’2'...

tj. pro rozsah vybéru N(c) plati :

-1 SZ £ CZ}

N(c) = min {n; n n

7a sekven&ni bodovy odhad parametru © pak vezmeme QN(c)‘
V nasledujici vétd si zformulujeme néktere vliastnosti odhadu

] ) a rozddlent N(c).

N(c

Véta 5.2 : Predpokladejme, Ze posloupnost statistik

0o 2 had - 2 _ 2
{an} n=1 a {sn} n=1’ en-gn(x1""lxn)l sn = sn(x1'“.'fxn)’

mad viastnosti:

n
1) ﬁ(Bn-G) =i§:1 Z_i 7717' A + 0(1) skeje pro ns , A>0,

Zi jsou nezavislé stejné rozdélené nadhodné velifiny

s E(Zi;Q) =0, Var(Zi;B) = 1;
2) s§> 0 sk.j., n=1,2, si—» A2> 0 skejeo Pro ne»oo .

N

E s: 0 pro v8. n, D < 4 oc,

Pak plati :
a) N(e) < + % skaje, E N(c) <+ o pro vi. ¢>0,

N(c) cz—a A2 sk.jo Pro c= 0;
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b) ON(c)—" 0 sk.jo pPro c¢= 0,
VN(¢c) (GN(c) - 8) md pro c—» 0 asymptoticky normédlni

rozdéleni s parametry O a Az.

Dukaz : Platnost N(c)< +oc0 sk.j. plyne bezprostfedné 2z defi-

nice N(c) a pFedpokladi véty.

Dale plati
E N(c) = Z1 P(N(c)> m) =ZP(s.> cVa') =
A=

m=1

oo
£ ZEs:l'zc"éoc"’Z nlc 400 -
n=1 =1

Z nerovnosti

2 < 2 < N 2
Sn(ey - N(e) ¢ 2 RCETET SN o) -1

a z ptedpokladu 2) plyne

2

c” N(c) = AZ

sk.j. Pro c= 0.

b) z a) plyne N(c) —po sk.j. pro c—s 0. Z pfedpokladu 1)
a ze silného zadkona velkych Eisel plyne

On—> 0 skeje pro n= «< ,
coZ spolu s N(c) -»e sk.j. pro ¢ 0 ‘inplikuje ON(C)-—> e

ro o3 0 _pro c¢c= O
sk.jo¥2 pfedpokladu 1) a z N(c)m Sk.j« plyne podle Véty

Viile.7.1 v [19]druha East wrzeni b).

Lze tedy Fici, %e uvedeny sekvenini postup skonii s prav-
dépodobnosti 1 a ziskany sekvenini bodovy odhad ON(c) je

konsistentni pro c¢=—» O a splnuje (5.2) v Llimité.
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neadrni odhad v na zékladé vybéru (x,,...,xn)).

pefinujme

. - 2
N(¢c) = min {n, n~1 Sh

[ 1)

¢} .
pak jsou splnény predpoklady véty a plati Yﬁ(c)—-ezu'sk.j.

pro c=» 0 a (‘YN(c) -w) UN(c) m& pro c— 0 rozdé&lent
N(O, ¢?).

5.3 sekven&ni_intervalové odhady dané_dalky

Necht jspu splnény ptedpoklady uvedené ns zatétku S.1.
Uvaiujeme nyni Glohu konstruovat sekven&ni intervalovy odhad
pro parametr © dané délky 2d(d>0 dané) s danym koefi-

cientem spolehlivosti 1-d .

Predpokladejme, 2e statistiky Ln a Un' N=1,2,ee., Maji

viastnosti:

(5.7) L, = Ln(X1,...,Xn)< U, = un(x1,...,xn), skeojoj

(5.8) \(E(un-n.n)—-n Ui_s2 Ao sk.jo Pro naec A>0;

(5.9) Vﬁ(Ln-G) -2 A= Uy A— 0, sk.j. pro n-e , kde

. je standardizovany soulet nezidvislych stejné
rozdélenych néhodnych velilin s koneinym druhys mo-

mentem .,
Definujme nyni pravidlo pro ukonienf vyb&ru nésledovné:

(5.10) N(d) = wmin{n; U -L_ % 2d} , d>0
Za hledany sekvenéni interval vezmenme

(tycays Ynay) -

Tento interval ma délku mensi nebo rovnou 2d. Daldt viast-
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nosti si zformulujeme jako vétu pfti daldim pledpokladu:

(5.11) N&dhodné veliliny {N(d)dz; d>0} jsou stejnomdrné

integrovatelné,

Véta 5.3 . 2a vy$e uvedenych ptedpokladly plati:

a) N(d)< +00 Skejo, E N(d)< +o00 pro v. d>0, N(d)

je nerostouci funkce d, Lim N(d) = +0° sk.j.,
d» 0
Lim E N(d) = + o ;
d» 0
2 2 2 .
b) ;lrou(d)d = Uyl w2 A, skdje,
lim E N(d)d2 = uZ"_.U2 Al ;
d= 0

) Lim P(L ¢ g sy ) = Q-
¢ d-?o N( d) N( d)

3) 2 pltedpokladu (5.11) a definice N(d) plyne, Ze N(d)<#oo
skejo, E N(d)< +° a monotonie N(d).

2 phedpokladi (5.7.-5.8) a definice N(d) plyne Lim N(d)=+
sk.j. Posledni tvrzeni v a) plyne z monotonie N(gy.oa li-N(dF;
= 4+ 00 skojo * 0
b Z definice N(d) fglxne

NCa) (Up gy~ g)) 22 INCd) o VN NG 10U gy o1ty 1)
Vzhledem ke tvrzeni a) plati (N(d)w pro de 0),

INCDY(Uy(g)=tn(a)) = 2 Yi-awz As SKede pro d3 O,
N(d)-1(U - - L - )""’ 2 u - A' 3koj- pro d=> 0.
V N(d)-1 = “N(d)-1 1-ot/ 2
Tudiz plati 1.%4st tvrzeni b), tj.

dIN(d) — u1_¢,2A, skeje pro d=> O.

odtud a 2z predpokladu (5.8)vyplyne platnost druhé Casti tvrze-
ni b)o
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c) VyuZitim ptedpokladu (5e7.25.9)(5.11) obdr2ime :

Lim P(Ly gy $ 94 Uncay ) ©

ds 0
= Lim P(YN(A)(L -9) £ 0 SIN(d)(u -8)) =
- (YN (Ly( gy N( d)

= Lim P( 12 1§ U,y )
s 0 N( d) 1-a/2

Vzhledem k tomu, Ze Z_ je standardizovany soulet nezévislych
stejné rozdé&lenych nadhodnych veliéin s koneénym rozptylem
a N(d)>o ske.j. pfi d= 0, plati podle Véty VIII.7.1.

v [19] [

<
tim P( 12 | = u,_ ) =1 =d &
i 0 N(d) 1=0/2

Tedy ¢) plati.

Tvrzeni a) véty mimo jine tika, 2e sgkvenéni postup piti daném
d bude ukonien s pravdépodobnosti 1 a 3e pfi d» O roste
rozsah vyb&ru N(d) nade viechny meze. Tvrzend b) Fika, Ze
rozsah radové roste stejné rychle jako 52. Posledni tvrzent
Fika, Ze pravdépodobnost, Ze interval spolehlivosti pokryje

skuteinou hodnotu parametru 8 je v Limité rovna 1=al

0o

Priklad: Necht {xi} j=q e posloupnost nezavislych stejné
rozdélenych nahodnych veliZin s rozdélenim N( w, €%, w650
neznéme. Chceme zkonstruovat interval spolehlivosti pro o

s délkou men3i1 nebo rovnou 2d(d > 0) a koeficientem spolehli-

vosti 1 =-o . V souhlase s nesekvenénim pifistupenm poloiué

s_u _ S_ U,
bn = X ~ . }:LIZ ’ ungxn*nr‘qﬂz ’
n n
kde ii n
= _ 1 2 _ _1 712 4 1
BRI R = Tk B sn‘m-z (X3=Xg)" *+ 7
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Definujeme-Lli pravidlo o ukonteni vybé&ru ptedpisem
£
N(d) = min{n; s u,_ ., / V7 2 d} ,
ad po!adovan?ysekvenéni interval spolehlivosti tvar:

(-X-N(d)-sﬂ(d)u‘l-&/z ,'N(d ’ -X-N(d)+ sN(d)u1-d'/2 /VN(d)) -

Nyni ovéfime splnéni predpokladl V&ty 5.3. Ze silného 2é&kona
velkych Eisel plyne

2

S - 6

a Skej. pro n-o00 .

Toto spolu s definict Ln a Un jmplikuje spln&ni pltedpokla-
di (5.7.-5.9). Pokud se ty&e pFedpokladu (5.11), stati doké-
zat, 2e
2 2 -
(5.12) Lim E N(d)d® I{N(d)d“> m} =0
M=y ®

stejnomé&rné pro 0<dc« do.

2tejmé& plati

(5.13) E N(d)d? 1{N(d)dZ> m} = 2, P(N(d)> K)d® .
=2
k>md

7 definice N(d) a z lebydevovy nerovnosti mame:

- < 4 4 -4 -2 £
P(N(d)> k) = P( 8, u, o p,>d Vk) SE s uy oo d " k==
£ ¢ a4 k7Y,

kde C je konstanta nezévisejici ani na d ani k. VyuZili

jsme zde faktu, fe (k=1)(s, - {-) c? ma ;2 rozdéleni o k-1

stupnich volnosti. Dosadime-li tento odhad do (5.13), obdrZime

e N(d)d? 1{N(d)d®> m} = ¢ Z’az 2 k"2 scat.,
kom

odtud jiZ plyne (5.12) a tedy tvrzeni Véty 5.3 v tomto pfipa-
dé plati.

ho
ri
Po
Le
ie

uj
Le

t

I B of
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V této kapitole jsou dok&zana tvrzeni pravdépodobnostni-
ho charakteru, ktera nejsou obsaiena v b&inych ulebnicich teo-
rie pravdépodobnosti a kters jsou potiebns v sekvenini analyze.
Pozornost je soustifedé&na na Wwaldovy rovnosti, které jsou dus-
Ledkem jedné obecné véty o martingalech. Stoji za poviimnuti,
3e Wald dokazal tyto nerovnosti pro ulely sekvenini analyzy,

ale pozdéji nasly $iré1 uplatnéni.

Budi: ([l ,AR,P) pravdépodobnostni prostor, kde AL je
uplny separabilni metricky prostor, St je 6 -algebra bore-
Lovskych podmnoZin JL . Budi? r] reslns pFimka a B sys-
tém borelovskych podmnolin R}, Budiz Xx : (n,A) — (R1.,@)
nahodna velicina s konecnou stfedni hodnotou E X(tj.SlXIdP<°°L
V dal%im budeme zna&it symbolem 6(X1,...,xn) minimdlnd S -

algebru generovanou nidhodnymi velidinami x1,...,xn.

PFipomenme si definici stifedni hodnoty. Necht X je €-
algebra podmnoZin 1 , pro kterou plati KcAhA. Oznalme P

zuzent pravdépodobnostni miry P na X. Podminénou stfednit

K-mdFitelnou funkci sptﬁujici (az na Pltekviv.) vztah

S E(XIK)dPx =S X dpP pro vi. E€ X
E E

Specielnd, je-li T: (N ,AR) — (R',E£) nahodna velitina




(¥&cB) s distribulni tunkct F_ , rozumime podminédnou_stfed-

T
ni_hodnotou _E(X|T=t) _nahodne veliliny _Xx_ _pii_ _T=t funkci

proménné t splnujict

§Ee(xiTet)ar(t) = § x ap pro vi. Fef .
F {TeF)
Budii {?n} :;1 a {Sn} :_.1 posloupnosti € -~algeber

resp. nhkhodnych velitin takovych, Ze ‘3’1 & ‘5'2 € .... cRa

sn md konelnou sttednt hodnotu a je ?n-néi‘itelnt, N=1,2.ece

Oznaime %= G’({?’n} ';1) sinimélni ¢g-algebru vytvokfenou

{?n} :;1. Posloupnost {(sn, ?n) }:;1 nazyvéme martingal,
jestlile
E(Snl ?'j) = Sj skejo pPro vi. n>j.

PEiklad. Necht {xi} ,;1 je posloupnost nezévislych nahodnych

n

veliin snulovymi stfednimi hodnotami. Poloime s_ =3 Xx,.
i

Necht ?n je ¢ -algebra indukovani néhodnymi velilinami

XqpeooasX ( ti. 3‘-"‘ = €(X,,e.e,X,)). Pak posloupnost

{(sn, ?'n )); n:1 tvofi martingal. Uvédomme si, %e 6(x1,...xn)

6’(51,...,sn).

Priklad, Necht {xi} ;;1 je posloupnost nezdvislych néhod-
, s g - ' oo
nych velilin s E xi = 1. Pak posloupnost {(Dn, ?:n) n=1}'

n
kde Dn = .l ]1x1, ?n' = G(x1,...,xn), tvofy martingal.
1=

Budii {?-;} ::1 neklesajici posloupnost G-algeber
?n c A a %, je minimdlni 6-algebra vytvofena {?A} :___1.
Ndhodnou veli&inu T definovanou na (/1 A s hodnotami v

7C u{+0} (7 0znatuje mnozinu viech pfirozenych Eisel) nazveme
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markovsky &as_vzhledem k 15;} ::1 , jestlize {7 £ n}€-3;

pro vi. né€ nU(*”}(nebo ekvivalentné {T = n} € ?n).

[
n=1

(N ,AR)—> (R1,B). Budiz 8 ¢ #. Definujme

Pfiklad, Budii {sn} posloupnost nahodnych velilin,

S
n

T = min'{n; Sp¢€ B} ’
pak T je markovsky &as vzhledem k ﬁ;;} ::1, ?; = :(51,...,

-.-,Sn).

o0 . :
vita_ 0.1, Necht posloupnost {(Sﬂ,?ﬂ)}":=1 je martingal,

T markovsky &as vzhledem k {3%} :11 s kone&nou stfedni hod-

notou. Necht jev f{7> n} implikuje

{E(ISM_1 - s, II?'n) éaL} sk.j. Pro vi. n.

Pak
EISTl< + o0 a E S = E S

DUkaz. Oznat¢ime=-L1i

§1 = Is1|l §2 = ls1l+isz-s1l'-oo'

1S 141S,=8 1% cue + 1S,=S, 41

~ N
3
|

platid
(0.1) st E €, asp g f
(0‘2) fn <= §n+1 '£‘ cee e

UkidZeme, 2e E St Je koneénéa.

7 piedpokladl véty a definice martingalu postupné dostaneme:

o0

Els ] 2 Efg= 2 e §, 1{1r=nl)

n=1
= Els 11 {T=1} + e(|s1|+|sz-s1|) 1{T1=2}) + ...
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ElS

,!

+ g( lsz-s1

EIS,] + 5[1{T>1}g(|sz-s1|| 20 SN

+

eE[1 {T>n-1} E(IS,=S,_q 1 F)) + oo §

A

o0
EIS,] + o 2, P(T>n=1).
1 n=1

| 1 {132}) + ... #E(IS =S _,11{TEn}p...

Poslednt vyraz je kone&ny vzhledem k pfedpokladu ET < + o

8 EIS1| < + 0 ., Tim jsme dokézali prvni tvrzeni.

Pokud se tyée druhého tvrzeni plat

(p.3) E S, = § Sy dP + S s; dP.
{T2n} {r> n}

2 konelnosti E ST a8 ET plyne

(D.4) lim S ST dp = 0.

N0 {T>n}

Pro n >j

E(s, 1i1=31/ %) = 1 {1=5} e(s/ F)) =

= 1{1=j} E(sn/ ?'j) 1 {T=j} Sj, Skejo

0dtud dostéavéme
n

SSdP=; {TS $ dP=Z S s_dp =

{tén} T =j) j=1 {T=p} "

= {Tfn} s, dp = Ssn dp - (T§n}s" dp =

(0.5) = ES, -{T5 }sn dp
>n

Nyni 2 (D.1-2) obdriime




nA

(0.6) S Is tdp 5 gn dp = S f; dp.
(T>n} {T>n} {T>n}

Posledni vyraz na pravé stran& konverguje k nule pro n9e

a druhé tvrzeni véty nyni plyns z (0.3-0.6). P2

Jako disledek dostaneme Waldovy rovnosti:

Waldova rovnost 1. Necht {xi} ::1 je posloupnost neza-
vislych stejné rozd&lenych ndhodnych veliiin s koneinou stifed-
ni hodnotou. Necht T je markovsky Zas vzhledem k {6(x1,...,

cee, Xn)} :;1 a md koneinou st¥fedni hodnotu. Pak

m
w
"

ET. EX,,

kde

Poznamka. Pokud existuje k pitirozené takové, e P(T=k)=1
je tvrzeni véty elementarni (stFfedni hodnota soultu nezavis-
lych ndhodnych velf&in je rovna soultu stfednich hodnot).

2de viak tvrzeni rikd, 2e stfedni hodnota soultu néhodného
podtu nezdvislych stejnd rozdélenych n8hodnych velilin je rov-

na stfedni hodnoté& jednoho s&itance vynadsobené stfedni hodno-

tou poltu séitancu.’

[ . [ w
Dikaz_Waldovy rovmosti__I_: zfejmé {v , €(x,,...x)} .,

tvofi martingal.

E('Yn+1-yn|‘Y1’...’Yn) = E('Sn ‘Sn-Ex1|Ix1,..-.,xn) =

+1

E(an+1-EX1IIX1,...,Xn) = EIXn+ -EX1| = 2E|X1| < +00

1
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Potom podle tvrzeni Véty 0.1 plati

(0.7) EY,=EY, =0

a tedy

©
]

m
-<
L]

S (S;-TEX,)dP = ES -ET.EX A

T<+to !
Necht jsou splnény predpoklady Waldovy
rovnosti 1. Necht E X; =0, EX, <+ a necht existuje
oL takové, ie jev {T>n} implikuje {|5n|<dh} S.je Pro

vi. n., Pak

var S, = E T var x1,

Poznamka, Pfedpoklad, %2e {T>n} implikuje {Isn|<ac} Seje

o0
znamend, 2e T indikuje vystup posloupnos_ti {Sn} n=1

Z omezené mnoiiny.

n n 1 °
oo
Primym vypoltem ovétime, Ze {(Yn, 6(11,...,xn))}n=1 tvoii

martingal.

Dale plati
E(SZIY Y )=s2 42 E(S X IS S ) +
n 12°°°°% 'n-1 n-1 n-1"n'"12°°°*"n-1
2. 2 2
+ = 3 -
B(X 1 Sqpeee,S,q) =87 +25s _ EX +E xe =
- o2 2
Spoq * E X .

Tudi®
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2 e 2

Nyni ov&Fime spln&ni pledpokladid vEty D.1. Jev {T >n}

jmplikuje
- rA 2ile. . P
ECIY g~ 1Vqreeer ) = ECIS,, ,=Sp EXTHSysecne,S,) =
t ex% e+ e(x2 Is s )+2 E(X_ s IS $.) =
1 n+1'717°°*’“n n+l "n'v17°°°*’"n

2 < 2
2 ElX1 + ZISnIELX1I = 2 E X1 + 2 d:E|X1| skejo

TudiZ podle Véty D.1 méme

Nafe tvrzeni nyni plyne obdobn& jako Waldova rovnost 1 z (Da?e
»

priklad. Necht {x.} ;:1 je posloupnost nezavislych néhod-

nych veli&in s rozdélenim P(xi=1) = P(x1=-1) = 1/2.

Necht
n
T=ain{n; ¥ x.4(-2,0},
i=1

kde a e€Tl. Pak

waldova_fundamentdlni_identita, Necht {xi} ;:1 je posloup-
nost nezdvislych stejné rozdé&lenych ndhodnych veli&in takovych,
e 1% ?(t1) = E exp {t1 x1} < ¢ oo pro né&jakeé t1¢ R1.

) - J
Necht T je markovsky fas vzhledem k {6(!1,...,Xn)} n=1
8 ET € + o0 a takovy, 2e existuje o >0 s viBtnosti: jev

n
{T>n} dmplikuje jev {I'iZ:1 X4 506} sk.jo Potom

T.
E(exp{t1 .Z% xi} (‘f(t1))'T) = 1.
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Dikaz, Pololme
- n

Y, = exp {t1 12-:1 "1} (gt

Posloupnost {(Yn, (1 (21,....,xn))} :;1 tvoti martingal,

nebot
n=-1

E(Y 1XqseaeesrX,_)=exp{t, 1}:"1 x} £ exp{tyx } (gt )T =y,
skeje

Déle n+1

e(lvm,-vnlI:t,,...,)("_1)-=(of(t1))""s(|ex-p{t1 125'1 9
N

1& X} 11Xgp00e,Xy) =

> x"} (lexp{t.' X141} (lf(t1))-1 “11k

(‘f(t1))-1 - exp {t,
= (9t ))™" exp {t, i

=1

Vzhledem k predpokladim na3i vity jev {T>n} dmplikuje, Ze
3e posledni vyraz je sk.j. shora omezen konstantou. Z véty

0.1 plyne tvrzeni, které jsme m&li dokdzat. B

Je-Lli Y(t) = € exp {t x1} < +o pro vi. teR' plyne
existence bodu t1 $ 0 s viastnostt 1€ ?(t1) < ¢ 00 z véty
D.3 (str. 122).

PRiklad. WNecht {xi} ;:1 je posloupnost nezdvislych nahod-

nych velitin s normélnim rozdélenim N((w,ez). Pak

2
\f(t) = exp {-;— 6% + t,w}
a rovné se 1 pro t=0 a t= - 35% .
Platy tedy napt.

E exp{--z-g Z Xi} =1,

i=1
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kde T je markovsky tas vzhledem k {5(x1,...,xn)} :;1 splnu-

jici ptedpoklady Waldovy fundamentalni identity.

Nyni si odvodime né&kolik viastnosti momentové vytvofuji-
¢t funkce g(t) = E etx, t:eR1, které jsou uiitelné pthi

aglikaci Waldovy fundamentaini identity.

Budiz 'q(t) = E exp{t x} < + oo prec t=b,=b;

b>0. Pak plati:

a) q(t) je kone&nd pro v3. t e {-b,b> ;

b) g(t) je spojité a8 konvexni na . <-b ,b> ;

2) y(t) ma konvexni spojité derivace vSech f4d0 na
(~b,b); _

47 s1x1T¢ + pro vi. rE1, sf»(")(()) =€ x'.

DUkai a) 1feimée platd

- an W o ar

pro ltifb, x&R'.

: |
ty ¢ fy e!b x)
fFunkcc na prave strané je integrovateln?, = .

elblx)

max( 1, < ¢+ o ’

tedy i gty < +oo " pro vi. te<-b,b> .
b) Ztejmé. |

c) staii najit integrovatelnou majorantu pro r-tou par-

cidlni derivaci funkce et‘ vzhledem k t v kaidém in-
tervalu <-a,a>, O<acb.

vztah
RICSEIN OO FTLERE

implikuje

Ix)" et*pyet*(p-a)”" e(b")"fr!(b-a)'rebx pro x>0; tec-a,a>

T1M etxgr!etx(b-a)" e'(b")"érg(b'ﬂ)-re'bxpro x<0,t € <~-8,3>.
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Funke r1(b-a)"" ¢™®* 4o integrovatelns vzhledem k x pFi

pevném r. Tvrzeni c) nyni dyne z Vity 109 04 ],

d) Plyne bezprostiednd z dikazu ¢).

Vet 9,3 Budiz (t) = E e <4 pro vi. tanr',

P(X<0)>0, P(X>0)<0. Pak plati:

‘8)  je-l4 EX$0, existuje pravé jeden bod t #0 takovy, e
$(t,) = 1;
b) je-li EX =0, ¢(t) =1 jmplikuje t = O.

Dukazs UkdZeme si, Ze

(0.8) lim ‘P(t) = 400
td o f
Z P(X>0)>0 plyne existence &ista £5>0 takového,2e

P(X>E)> 0. Aplikact Rarkovovy nerovnosti dostaneme pro t>0

0<P(x>) = p(etX, ot ) & ¢y) otE |

Odtud a 2 faktu, Ze lim ctts +e0 plyne (D.8) pro taoce
tdee

Tvrzeni pro t+ <~ lze odvodit obdobné.

Funkce (t) je spojitd konvexni, mé koneiné derivace viech
t4du, plati pro ni (0.8) a 1((0) = E X. Odtud ji% plyne
tvrzeni vity., B2

Za pledpokladu VEty D.3 z platnosti (0) =€ x = 0

plyne, %2e funkce ¢(t) nabyvé minimums v bodé t =0
a q(O) = 1,

Je-li 0<E X = y'(0), plyne z Vity 0.3 , 2e funkce

Y(t) rostouct v bodé t=0 a bod t,40 s viastnosts r(to)=1
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je t < 0. obdobn& 0>EX = ¢(0) implikuje, %e funkce y(t)
je klesajici v bodé t=0 a pro bod t°=0 S viastnostt
q(t3=1 plati t°> 0.

Na zévér si dokdZeme dvé tvrzeni tykajici se kone&nosti
momentové vytvofujici funkce Y(t) wmarkovského Zasu pro
t§t°, t,> 0. Prvni vita se tyksé pfipadu,.kdy markovsky &as
je doba 1.vysfupu 2 omezené borelovské mnoZiny. Druhd véta se
tyka ptipadu, kdy markovsky tas je doba 1.vystupu z borelovskeé

mnoZiny, kterd4 semini s tasenm.

Véta_ _D.4, Necht {xi} ;;1 je posloupnost neziévislych stej-

né rozdélenych ndhodnych veli&in takovych, e P(xi#0)> 0.

Necht B je omezena borelovsksd mnoiina obsahujici 0 a necht

T = nin{n;ig,; x;¢8} .

o0
n=1

a Y(t) = E exp{tT}] je funkce koneins v nékterém intervalu

Pak T je markovsky &as vzhledem k {6(x1,...,xn)}

(-oo,to), t°>0 a tedy ET < 400 pro vi. rZ1.

Dukaz. StaZi dokézat jen 2.%4st tvrzeni. Oznaime

d = sup {x-y; x,yeB} .

a) Nejprve ptedpokladejme, 2e
P(IX1IS d =p<i1,

tj. Z'_‘:;‘u miie s kladnou pravdépodobnosti opustit mnofinu B8
jedni:-kroke-.
Pak platt

P(T2k)=P(s € B, 1855k-1)%p(x € B,1x,|< dpeee,lX,_ql<d)=

= P(X,€ B) pk=2,
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Tudi2

y(t) $ Z otk p(T8k) & P(X,€ B) P
k=1

N

Z.(pet)k < + o
k=1

pro pet< 1. Tim jsme dokézali tvrzeni véty pro pitipad a).

b) Z pFfedpokladl véty plyne existence &isla D>0 takového,
Ze aspon jedna z pravdépodobnosti P(xi‘ -D), P(xi> D)
~je kladné. Prédpokladejme, Ze P(xi>o) = q>0.

Pak pro m = [g] + 1, kde [.] oznatuje celou tast,

[ ]
P X.>d) 2 p(wip X,>0) = q"> 0.
(9 F g0

Definujme si nyni néhodné veliliny
n

_{
X5

Tyto nové néhodné veliliny jsou nezévislé, stejnd rozdélené,
maji konelnou stfedni hodnotu a P(Ix:|> d) >0. Poulijeme-Lli
nyni postup a), dostaneme
'f.(t) = E exp {t T"} ¢ ¢+
n
pro P(IX:I>'d) ete 1, kde T = min {n; iZ:x: € 8} .
=1

2Fejmé T = T"a o tedy ¢(t) je koneZns v n&jakém okoli nuly.
a

PFiklgd. Necht {xi} ;:1 je posloupnost nezévislych stejné

rozdélenych néhodnych velilin s konetnou stfedni hodnotou a
n
T = main {n; 12'1 xi¢(b,.)}' -0 b <0< a <+ o0
=
pak je y(t) = E etT koneénd v okoli 0, ET< +oo a

T
ET.EX, = E ( 2, Xg) e
j=1
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priklad. Necht {x,} .0, je posloupnost nezévislych nihod-
nych velilin s rozdélenim P(xiﬂ) = P(xi8-1) = 1/2 s

T = -m[n; '§1 "‘1’ 0} .

Pak oo
[ J -~ .
ET = Z P(T‘k) =14 Z P(ﬁ X1> 0),j=1,...,k°1)= toe,
k=u k=1 =9
' b2 ’
X, =1, E X, = 1
joq | R R ¢
E X = 0,

i

vita..Ds3. Necht {x.] ::1 je posloupnost nezévislych stej-

né rozdé&lenych ndhodnych veli&in takovych, Ze

P(x1-c1< 0)>0, P(x1-c2>0) > 0.
definujme
n .
T = min {n; Z xi4(b1+nc1,a1+nc1) u(b2+nc,,az+ncz)} ,
i=1

kde b,<0 <a; j=1,2, ¢,<c, jsou reblnd tisla. Pak T
je markovsky tas vzhledem k {6(x1,...,xn)} :31 a Y(t) =
= E exp {t T} je funkce kone&nd v n&kterém invervalu (-0,

to) ’ t°> 0 a tedy E 17¢ 4 00 pro v$. r2q.

DUkaz: Vzhledem k dikazu VE&ty D.4 stalf pFredpokladat, Ze

'(0.9) max P(|x1-ci|< ‘1"’1 ) =p<c1 .
i=1,2
Zvolme Eislo Po> 0 takové, Ze Po¥pP < 1. Pak existuje pfi-

rozené ¥islo n_ takové, Ze pro vi. nzno plat}
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(0.10) Bax(P(Xy=cy> + by-a,+ n(c,-c,)),
P(x1-cz< 01-b2 - nOcz-c1))) = Py o
Lze psét pro klno

k=n
(001,) {T) k}CU U (A:(i".-o'i’)uAi(i1'.o'1\’))l
V'O ﬂ.osi1 oes "' sk

kde
- .
A:(11'...’i, ) .5j2 1:(xj-c1)€(b1’.1)' .‘ﬂo,ﬂ°+1,..-,i1-1,
=

L)
Z(Xj-cz)e(bz,lz), ..i1'..ooiiz‘1'oo. }
i=1

a
A:( 11,...,'l-,) = {j;(xj-cz)e (bz,az), l-1,...,41-1;

a
Z(Xj‘c1)€(b1,l1), as= "1"000"'2-1;... } .
i=1

Z (0.9.710) plyne (viz dakaz viéty D.4) existence ko tako-
vého, 2e¢ pro vi. kzko platt

. < £
P(AL(Hseeesty) & POIX =g 1% ayob, Ix,mc | & a,-by, ...

cee Ix1_1-c1l§a1-b’, Xy, = €3> by-a, + i, (c,~¢c,),

1

v k=¥ +1-n
lx11*1 -c2| & ‘2'“2 ces ) § Po P o .

Podobné ménme

P(‘E(11'ooo'iv )) ‘ p: pk-v #1-"0 P

col spolu s (D.11)implikuje

k=1 . _ -pti- k=1_°2"Ng
r 5 Po pk="*1"" - 2(pa*py) " P .
V&g

P(Tok) & 2

pro k€k . Dikaz nyni dokoniime obdobné jako ve V&té D.4. %
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Errata

mis to m a by t
1611 klesajici funkce rostouci funkce
165 x ,0)), kde Xp4q)) s Jestlife (Xy,eee,X )aB,
kde
6 D oP(xy=1;p,) o P(Xy5p4)
20 Q ITT.____ Qn = [T ——————
i=1 P(x1813p°) i=1 P(X,5p,)
24 (1.28) doplnit Ly (8°)40
(1.29) doplnit ps(s')ro
251316 (a,b konelns Eisla) 0
255 metru 8, pak metru 6, 2Bn§“;=1 jsou omezené
(sup wxu € K n=1,.e.,0), pak
xeB
n -
10 .o £ .
30 Es.(N;B)< Es(N,B) 'pro Es*‘"'a s ES(N,S) pro v, 66 G,,
vé. Bco, pFitem? aspon,pro jedno 6 & 0,

plati nerovnost ostri

S Mg A TN I T RIS

301 test poméru

CTA St 7 N, n,
T 965 n<n n<n,
97 v tabulce N m
109° £ .y = oo X, \ —>
N( ¢) N(¢) et |
105 8 e (0,8 » 8€(8, 8 pro vi. n phrir.




