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Klasické testováńı hypotéz

Necht’ X1, ...,Xn je náhodný výběr (kde n ∈ N).
Xi má hustotu f vzhledem k nějaké σ−konečné ḿı̌re µ.

H0 : f = f0 proti H1 : f = f1

kde f0 a f1 jsou dané hustoty.

P(zam. H0|H0 plat́ı) = α. (prst chyby 1 druhu)

P(nezam. H0|H1 plat́ı) = β. (prst chyby 2 druhu)
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Neyman-Pearsonova věta

Věta (Neyman-Pearsonova)

Necht’ P0 a P1 jsou pravděpodobnostńı rozděleńı odpov́ıdaj́ıćı hodnotám
parametr̊u θ0 a θ1. Předpokládejme, že P0 a P1 maj́ı hustoty f0 a f1
vzhledem k nějaké σ−konečné ḿı̌re µ.

1 Pro testováńı

H0 : θX = θ0 proti H1 : θX = θ1 (1)

na hladině α ∈ (0, 1) existuje k ≥ 0 a funkce ϕ takové, že

Eθ0ϕ(X) = α, kde (2)

ϕ(x) =

{
1 pro f1(x) > kf0(x),

0 pro f1(x) < kf0(x).
(3)

2 Jestli test splňuje (2), (3), potom je to nejsilněǰśı test (1) na
hladině α.

3 Jestli ϕ je nejsilněǰśı test (1) na hladině α, potom pro nějaké k ≥ 0
je splněná (3) µ-sj.
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Waldův sekvenčńı postup

Zvolme prst chyby 1 druhu (α) a prst chyby 2 druhu (β) tak aby
α+ β < 1.

Děláme postupně náhodný výběr X1,X2,X3, ...

Na základě náhodného výběru X1, ...,Xn uděláme následuj́ıćı
rozhodnuti:

1 Jestli
n∏

i=1

f1(Xi )
f0(Xi )

≤ B, potom nezaḿıtáme H0.

2 Jestli
n∏

i=1

f1(Xi )
f0(Xi )

≥ A, potom zaḿıtáme H0.

3 Jestli B <
n∏

i=1

f1(Xi )
f0(Xi )

< A, potom pokračujeme v náhodném výběru (tj.

budeme pracovat s náhodným výběrem X1, ...,Xn+1).

Č́ısla B < A voĺıme tak, aby pravděpodobnosti chyb byly rovny
p̌redepsaným č́ısl̊um.

Rozsah výběru lze definovat následovně:

N = min

{
n :

n∏
i=1

f1(Xi )

f0(Xi )
/∈ (B,A)

}
.
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Aproximace

Č́ısla B,A jsou zadany implicitně (v praxi témě̌r nikdy nenajděte), ale lze
je aproximovat následovně:

B∗ =
β

1− α
A∗ =

1− β

α
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Př́ıklad (nesekvenčńı p̌ŕıstup)

Necht’ µ0, µ1 ∈ R: µ0 < µ1. Uvažujme následuj́ıćı hypotézu a alternativu:

H0 : X má N(µ0, 1) rozděleńı,

H1 : X má N(µ1, 1) rozděleńı.

Požadujeme, aby pravděpodobnosti chyb byly α a β.
V nesekvenčńım p̌ŕıstupu H0 zaḿıtneme, pokud

1√
n

n∑
i=1

(Xi − µ0) ≥ u1−α.
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Př́ıklad (sekvenčńı p̌ŕıstup)

Testová statistika:

n∏
i=1

f1(Xi )

f0(Xi )
=

n∏
i=1

exp

[
(Xi − µ0)

2

2
− (Xi − µ1)

2

2

]
= ...

... = exp

[
n∑

i=1

Xi (µ1 − µ0) +
n

2
(µ2

0 − µ2
1)

]
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Př́ıklad (sekvenčńı p̌ŕıstup)

V sekvenčńım p̌ŕıstupu na základě výběru X1, ...,Xn

1 Nezaḿıtáme hypotézu H0, jestliže

exp

[
n∑

i=1

Xi (µ1 − µ0) +
n

2
(µ2

0 − µ2
1)

]
≤ β

1− α
.

2 Zaḿıtáme hypotézu H0, jestliže

exp

[
n∑

i=1

Xi (µ1 − µ0) +
n

2
(µ2

0 − µ2
1)

]
≥ 1− β

α
.

3 Jinak pokračujeme ve výběru (tj. děláme daľśı pozorováńı).
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Př́ıklad (sekvenčńı p̌ŕıstup)

V sekvenčńım p̌ŕıstupu na základě výběru X1, ...,Xn

1 Nezaḿıtáme hypotézu H0, jestliže

n∑
i=1

Xi ≤
1

µ1 − µ0

(
log

(
β

1− α

)
+

n

2
(µ2

1 − µ2
0)

)
2 Zaḿıtáme hypotézu H0, jestliže

n∑
i=1

Xi ≥
1

µ1 − µ0

(
log

(
1− β

α

)
+

n

2
(µ2

1 − µ2
0)

)
3 Jinak pokračujeme ve výběru (tj. děláme daľśı pozorováńı).

Aibat Kossumov



Př́ıklad (geom. interpretace sekvenčńıho p̌ŕıstupu)

Náhodnému výběru p̌rǐrad́ıme bod

(
n,

n∑
i=1

Xi

)
.

Pokud bod

(
n,

n∑
i=1

Xi

)
lež́ı pod p̌ŕımkou

p0 : y =
1

µ1 − µ0

(
log

(
β

1− α

)
+

n

2
(µ2

1 − µ2
0)

)
.

Pokud bod

(
n,

n∑
i=1

Xi

)
lež́ı nad p̌ŕımkou

p0 : y =
1

µ1 − µ0

(
log

(
1− β

α

)
+

n

2
(µ2

1 − µ2
0)

)
.

Jinak pokračujeme ve výběru (tj. děláme daľśı pozorováńı).
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Obecný sekvenčńı p̌ŕıstup

Necht’ {Xi}∞i=1 je iid posloupnost náhodných veličin, jejiž rozděleńı záviśı
na neznámém parametru θ = (θ1, ..., θk)

T ∈ Θ ⊆ Rk . Uvažujme úlohu
testu nulové hypotézy

H0 : θ ∈ Θ0 proti H1 : θ ∈ Θ1,

kde

Θ0 ⊂ Θ,

Θ1 ⊂ Θ,

Θ1 ∪Θ0 = Θ,

Θ1 ∩Θ0 = ∅.
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Obecný sekvenčni p̌ŕıstup

Necht’ (X1, ...,Xn) je náhodný výběr z rozděleńı Pθ, potom

1 nezaḿıtáme H0, jestliže (X1, ...,Xn) ∈ B0
n a nepokračujeme v

náhodném výběru.

2 zaḿıtáme H0, jestliže (X1, ...,Xn) ∈ B1
n a nepokračujeme v

náhodném výběru.

3 pokračujeme v náhodném výběru (tj. od náhodného výběru
(X1, ...,Xn) p̌recháźıme k náhodnému výběru (X1, ...,Xn+1)).

Všimněme si, že pro ∀θ ∈ Θ a ∀n ∈ N plat́ı:

Pθ((X1, ...,Xn) ∈ Bn)+
n∑

i=1

Pθ((X1, ...,Xi ) ∈ B0
i )+

n∑
i=1

Pθ((X1, ...,Xi ) ∈ B1
i ) = 1
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Charakterizace testu, který skonč́ı s pravděpodobnosti 1

Věta

Následuj́ıćı ťri tvrzeńı jsou ekvivalentńı

1 test skonč́ı s pravděpobnost́ı 1 pro všechna θ ∈ Θ.

2 lim
n→∞

Pθ(N > n) = 0 ∀θ ∈ Θ

3 PS(θ) + LS(θ) = 1 ∀θ ∈ Θ
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Kriterium optimality

Věta

Necht’ {Xi}∞i=1 je posloupnost nezávislých náhodných veličin s hustotou
fθ(x), kde θ ∈ Θ (obsahuj́ıćı alespoň dva body). Pak mezi všemi testy S
(sekvenčńımi i nesekvenčńımi)

H0 : θ = θ0 proti H1 : θ = θ1, kde θ0 ̸= θ1 ∈ Θ

které nálež́ı do C(α, β) a pro které plat́ı ES
θi
(N) < ∞ pro i ∈ {0, 1}.

Potom je Wald̊uv test S(b, a) stejnoměrně eficientńı v bodech θ0, θ1, tj.

ES(b,a)
θi

(N) = min
S∈C(α,β)

ES
θi (N) pro i ∈ {1, 2}.

Konstanty a, b jsou určeny tak, aby pravděpodobnosti chyb byli α resp. β.
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