Prostorové modelovani, prostorova statistika 2 (NSTP154)
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1. Uvod

Tato pfedniska navazuje na prednésku Prostorové modelovdni, prostorovd statistika 1 (NSTP005), kterd
se skladala ze t¥1 ¢asti: bodové procesy, geostatistika a prostorové modely na miizi. Kazda z téchto t¥i ¢asti
bude rozsifena o dalsi partie. U bodovych procesii se budeme vice zabyvat jednak kétovanymi a jednak
nehomogennimi bodovymi procesy. Dale budou vysvétleny pokrocilejsi statistické postupy pro bodové
procesy dané hustotou vzhledem k Poissonovu procesu (maximélni vérohodnost, parametrické fitovani
modelu, diagnostika a testovan{ hypotéz). V geostatistice bude rozsifeni 14tky sméfovat k hierarchickym
modeltim prostorovych dat a uziti bayesovského pristupu.

Budeme pouzivat nékteré pojmy, znaceni a tvrzeni, které se objevuji v ué¢ebnim textu [5] k pfedchozi
prednasce.

2. Kétované bodové procesy

2.1 Zakladni definice

Kdétovany bodovy proces dostaneme z bodového procesu, pokud kazdému bodu pfifadime urcitou veli¢inu
(tzv. kétu).

Definice 1. Uvazujme Gplny separabilni metricky prostor M, kterému budeme tikat prostor kot (mark
space), jeho pfislusnou borelovskou o-algebru oznaéime jako 9. Definujme prostor lokalné koneénych
podmnozin R? x M jako Np = {tp C R x M : (B x M) < 0o VB € B}, kde 1 (B x L) oznacuje pocet
bodt& mnoziny ¢ N (B x L), B € B, L € M. Na N lze zavést o-algebru néasledovné: Noy = o{{¢) €
N (B x L) = m},m € No, B € B, L € M}. Kotovany bodovy proces (marked point process) ¥ je
méfitelné zobrazeni ¥ : (Q, A, P) — (N, Non), kde (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pro kazdy
kétovany bodovy proces mizeme uvazovat prislusny nekdtovany bodovy proces (unmarked point process)
nebo také podkladovy proces (ground process) ® vztahem ®(B) = ¥(B x M), B € B%.

Pozndmka: V cestiné se nékdy pouziva misto slova kdta oznaceni znacka a mluvi se o znackovanych
bodovych procesech.

Kétovany bodovy proces je ndhodnd lokalné koneénd mnozina bodi v R?, které jsou opatieny
nahodnymi kétami z prostoru M. Jedna se vlastné o bodovy proces na prostoru R? x M takovy, ze
®(B) = V(B x M) < oo pro kazdé B € Bd. Je tieba si uvédomit, Ze ne kazdy bodovy proces na
R? x M je kétovany bodovy proces. Napiiklad kdy# za prostor két vezmeme M = R a budeme uvazovat
stacionarni Poissontiv bodovy proces na R¥*! (posledni slozka odpovida kété) s kladnou intenzitou, tak
pro ten je poéet bodit v mnoziné B x M (B € B4, |B| > 0) skoro jisté nekone¢ny.

Nekdtovany bodovy proces ® dostaneme z procesu ¥, pokud zapomeneme na kéty a bereme do
avahy pouze polohy bodt. Mohlo by se stat, Ze nami definovany kétovany bodovy proces bude obsahovat
(X, M) a (X, Ms), kde X € R? a M; # M> jsou dvé rtizné kéty z prostoru M. Pak by proces ® nebyl
jednoduchy (bod X by byl po¢itan dvakrét). Proto budeme vzdy predpokladat, ze ®({x}) < 1 pro kazdé
r € R

Alternativné by slo kétovany bodovy proces definovat jako lokalné koneénou ndhodnou miru ¥ na
R? x M splijici ¥(B x M) < oo pro kazdé B € Bd. D4 se ukézat, ze kazd4 lokalné kone¢nd mira je
koneénym nebo spocetnym souc¢tem Diracovych mér a jednotlivé atomy mohou byt oc¢islovany méfitelnym
zpisobem ([8], Lemma 3.1.3), tj.

T (R x M)
i=1
Nékdy bude pro nas vyhodné této skutecnosti vyuzit a budeme na kétovany bodovy proces nahlizet jako
na kone¢nou nebo spocetnou posloupnost ¥ = {(X;, M;)}.
Prostor k6t mtize byt celkem komplikovany, casto se vSak vyskytuji diskrétni nebo kategorické kéty.

Pokud je M konecna mnozina, mizeme jeji prvky bez Gjmy na obecnosti oéislovat 1,..., k.
Definice 2. Kétovany bodovy proces ¥ s prostorem két M = {1,..., k} oznacujeme jako vicerozmérny

bodovy proces (multitype point process, multivariate point process). Lze na néj pohlizet jako na k-tici
bodovych procesti na R%: ¥ = (®4,...,®;), kde ®; = {X : (X,i) € U}, i=1,...,k.

Pozndmka: Pokud chceme zduraznit pocet slozek, mluvime o k-rozmérném bodovém procesu (specialné
dvourozmérném, trojrozmérném atd.).



Definice 3. Pro kétovany bodovy proces ¥ definujeme prdzdné pravdépodobnosti (void probabilities)
jako P(¥(A) = 0), A € B x M.

Véta 1. Rozdéleni kétovaného bodového procesu je jednoznacné urceno prazdnymi pravdépodobnostmi.

Diikaz: Zakladni mySlenka je stejnd jako pfi diikazu této véty pro bodové procesy (véta 2 v [5]). Detaily
lze nalézt napi. v [6], kapitola 4.

O

Stacionarni kétované bodové procesy jsou takové, jejichz rozdéleni je invariantni viici transformacim,
které posunou body procesu, ale zanechaji kéty nezménény. Podobné rozdéleni izotropnich kétovanych
bodovych procesti se nezméni po rotaci bodii kolem pocatku v R? a zachovani két.

Definice 4. Rekneme, Ze kétovany bodovy proces W je staciondrni (stationary), jestlize rozdéleni
U4y={(X+y M):(X,M) e ¥} je stejné jako rozdéleni ¥ pro libovolné y € RY. Kétovany bodovy
proces ¥ je izotropni (isotropic), jestlize rozdéleni O¥ = {(OX, M) : (X, M) € ¥} a ¥ maji stejné
rozdéleni pro libovolnou rotaci O kolem pocatku.

Pozndmka: Pokud je U stacionarni (izotropni) kétovany bodovy proces, potom i p¥islusny nekdtovany
bodovy proces ® je staciondrni (izotropni). Intenzitou staciondrniho kétovaného bodového procesu pak
rozumime intenzitu bodového procesu ®.

Podobné jako pro nekétované bodové procesy lze pro kétované bodové procesy zavést miru intenzity,
momentové miry vyssich fadi nebo Palmovo rozdéleni. Analogicky plati Campbellova a Campbellova-
Meckeho véta.

Definice 5. Mira intenzity (intensity measure) kétovaného bodového procesu ¥ je definovana predpisem
Ay(BxL)=E¥(BxL), BeB LeMm,

neboli Ay (B x L) je stiedni pocet bodil procesu v mnoziné B, které maji kétu v mnoziné L.

Lemma 2. Je-li ¥ stacionarni kétovany bodovy proces s konecnou a kladnou intenzitou A, pak existuje
(jednoznacné uréend) pravdépodobnostni mira A, na M tak, Ze mira intenzity procesu ¥ m4 tvar

Ag(B x L) = NB|Ao(L), BeB? Lem. (2)

Diikaz: Pro kazdou L € 9 uvazujme miru py, (B) = Ay (B x L). Z pfedpokladu stacionarity plyne, Ze je to
transla¢né invariantni mira na R?, a proto je nasobkem Lebesgueovy miry: ur(B) = Az|B|. Polozime-li
A (L) = )‘TL, tak snadno nahlédneme, ze A, je pravdépodobnostni mira, kterd spliiuje (2).

O

Definice 6. Pravdépodobnostni mira A, z lemmatu 2 se nazyvé staciondrni rozdéleni kot (stationary
mark distribution). Nahodny element M, v prostoru M (méFitelné zobrazeni z (Q2,.4,P) do (M, IM))
s rozdélenim A, budeme nazyvat typickd kdta (typical mark).

Véta 3. (Campbellova véta prvniho fadu pro staciondrni kétované procesy) Necht ¥ je staciondrni
kétovany bodovy proces a h je nezaporna méiitelns funkce na R% x M. Pak plati

IE( > h(X,M):/\/Rd /M h(z,m) Ao(dm) dz.

X,M)ev

Diikaz: Pro indikatory plyne dokazovand rovnost z (2). Zbytek diikazu probiha standardnim postupem
teorie miry.

O

Definice 7. Pro kétovany bodovy proces ¥ je momentovd mira n-tého fadu (n-th order marked moment
measure) ddna vztahem

Mé:n)(A xC)=E Z 1(x,,...X0) €A (M. M )eC), A€ (BHY™, C € m"
(X1,My),....,(Xn,Mn)€EY



a faktoridlni momentovd mira n-tého vddu (n-th order factorial moment measure) vztahem

n # n T
oy (AxC)=E Z L(xy, Xa)eA (M, ec), A€ (BY™, Cemn,
(X1, M) (Xn, M) €T

kde symbol 27& znamend, ze se sCitd pouze pres n-tice navzajem riznych dvojic. Existuje-li hustota
)\S; ) faktorialni momentové miry asl,n), pak se nazyva soucinovd hustota n-tého fdidu (n-th order product

density).

Véta 4. (Campbellova véta n-tého Fddu) Necht U je kétovany bodovy proces a h je nezdporna méfitelna
funkce na (R?)"™ x (M)™. Pak plati

£
E Z h(X1,..., Xn, My,..., My) =
(X1,M1),....(Xn,Mp)EY

= / h(xla' <oy L,y M, - "7mn) asl;n)(d(xla' <oy Ly, M, .- amn))
(Rd)"XM"

Diikaz: Probihé standardnim postupem teorie miry.

O

Pro pevné Ly, Ly € 9M je ziejmé mira a‘(l,z)(- x - x L1 x Lg) absolutné spojitd vzhledem k mife
a®@ (. x ). Pokud pfedpokladdme, ze o(? je o-kone¢nd mira, pak (pro pevné Li, Lo € 9M) existuje
Radonova-Nikodymova hustota Py, ,(L1 X L2). Podobné jako u zavedeni Palmova rozdéleni muzeme
uvazovat regularni verzi, tj. takovou, Ze pro pevné x1, 2o € R? je P, ., (- x -) pravdépodobnostni mira.

Tvrzeni 5. Necht ¥ je kétovany bodovy proces takovy, Ze nekdtovany bodovy ® mé o-konecnou
faktorialni momentovou miru druhého ¥adu. Potom existuje markovské jadro (z1,72) + Py s, z (R? x
R% B x BY) do (M x M, I x M) takové, Ze

Oé,(llz)(Bl X Bz X L1 X L2) = /B 5 Paclacg(Ll X L2) 04(2)(d($1,$2)),
1X D52

B1,Bs € B, Ly, Ly € M, kde a® (B x By) = a‘(l,z)(Bl X Bg x M x M) je faktoridlni momentova mira
druhého fadu nekétovaného bodového procesu .

Diikaz: Tvrzeni plyne z véty o existenci regularni verze ndhodné pravdépodobnostni miry ([3], véta 8.9).

O

Definice 8. Rozdéleni P,,,, z tvrzeni 5 oznacujeme jako dvoubodové rozdéleni kot (two-point mark
distribution) v bodech x1, o € R, 11 # xo.

Pozndmka: Dvoubodové rozdéleni két muzeme interpretovat jako rozdéleni két v bodech z; a x5 za
podminky, Zze x; a z2 jsou body procesu. Pokud je ¥ stacionarni a izotropni, zavisi rozd€leni Py, , jen
na vzdélenosti r = ||z1 —22|| bodd 21 a 2. V tom pFipadé budeme misto Pz, psat P,,.. Stfedni hodnotu
vzhledem k P,, budeme znacit E,,.

Definice 9. Necht ¥ je kétovany bodovy proces s mirou intenzity Ay. Definujeme kdtovanou Cam-
pbellovu miru (marked Campbell measure) predpisem

Cy(BxLxU)=E Z 1y x,m,9)eBxLxu]
(X,M)ew

=Eljge¥(B x L), BeB' LeM U Ny

a redukovanou kdtovanou Campbellovu miru (reduced marked Campbell measure) vztahem

Cy(Bx LxU)=E Z Lix 0\ (X0 eBxixu)s B E€BY, LeM, U Ny
(X,M)eW



Tvrzeni 6. Necht U je kétovany bodovy proces takovy, Ze nekdtovany bodovy proces ma o-konecnou
miru intenzity A(-) = Ag(- x M). Potom existuje markovské jadro (x,m) — P z (R? x M, B x M)
do (N, Non) takové, ze

Cy(BxLxU)= / P™U) Ay (d(z,m)), BB LecM U Ngpy.
BxL
Analogicky existuje markovské jadro x +— Pi™ takové, Ze

Cy(BxLxU)= / P™U) Ay(d(z,m)), BeBY LeM Ue Ny
BxL

Diikaz: Opét 1ze vyuzit vétu o existenci regularni verze ndhodné pravdépodobnostni miry ([3], véta 8.9).
Cely dikaz lze také nalézt v [1], kap. 12 nebo [6], kap. 7.
O

Definice 10. Rozdéleni P! z tvrzeni 6 se nazyva Palmovo rozdéleni (Palm distribution) kétovaného
bodového procesu ¥ v bodé z s kétou m. Rozdéleni P\ je redukované Palmovo rozdélent (reduced Palm
distribution) procesu ¥ v bodé x s kétou m.

Pozndamka: Palmovo rozdéleni PJ" pro kétovany bodovy proces lze interpretovat jako podminéné rozdéleni
kétovaného bodového procesu za podminky, Ze x je bodem procesu a jeho kéta je m. Pro redukované
Palmovo rozdéleni bod z s kétou m nezapocitavame.

Véta 7. (Campbellova-Meckeho véta pro kétované bodové procesy) Pro kétovany bodovy proces ¥
a libovolnou nezapornou méfitelnou funkci h plati:

E Z X,M,\I/)_/NM /M /Rd h(x, m, 1)) Cy (dz, dm, di))

(X, M)ew
/ /Rd /NM z,m, ) B (dy) Ay (dz, dm)

E(X%eq’hXM\I'\{XM /NM/ /R (z,m, ) Cy (dz, dm, dv)
= [ L[ pmw P Augar,am).

Dikaz: Pomoci standardnich argumentt teorie miry.

O

Pro stacionarni kétované bodové procesy staci obdobné jako u stacionarnich nekétovanych bodovych
procest uvazovat Palmovo rozdéleni v poc¢atku a vyuzit invarianci viéi posunuti bodd (pii zachovéni

két), tj. Pm(U) = Pm(u z), PU) = P™(U — ), kde U —x = {¢p —x : ¢eu} U € Nop, € R4

x o

Symbolem E™ (resp. E™) budeme znagit stiedni hodnotu vzhledem k P (resp. P.™).

Véta 8. (Campbellova-Meckeho véta pro staciondrni kétované bodové procesy) Pro staciondrni kétovany
bodovy proces ¥ a libovolnou nezapornou méfitelnou funkci h plati:

E > h(X, M) //Rd/NM (z,m, 9 + x) P™(de) da Ao(dm)

(X,M)e¥

E Y (X, MU\ {(X,M)}) //R/NM (z,m, 1 + ) P™(dep) dz Ay (dm).

(X,M)eT

Dikaz: Pomoci standardnich argumentt teorie miry.



Nékdy muze byt vyhodnéjsi podminovat tim, Ze v daném misté je bod procesu ne se specifikovanou
kotou ale s kétou, kterd lezi v uréité mnoziné.

Definice 11. Necht U je stacionarni kétovany bodovy proces s intenzitou 0 < A < oo a stacionarnim
rozdélenim két A,. M&jme L € M s A,(L) > 0. Definujeme Palmovo rozdéleni vzhledem k mnoZiné kot

L vztahem A, (dm)
L _ m o\am
P! (L{)—/LPO ) ue

Obdobné zavedeme redukované Palmovo rozdélent vzhledem k mnoZiné kot L jako

P;L(u)zépgm(u)%, U € Ngp.

Pozndmka: Rozdéleni PL mtizeme interpretovat jako podminéné rozdéleni kétovaného bodového procesu
za podminky, Ze v pocatku lezi bod procesu, kter§ ma kétu z mnoziny L. U rozdéleni P:F tento bod
v pocatku nezapocitavame. Stiedni hodnotu vzhledem k P (resp. P,L) budeme znacit EL (resp. E!F).
Alternativni definice P” je na cvieni.

2.2 Modely koétovani

Definici Poissonova bodového procesu lze piirozené pouzit pro obecnéjsi prostory nez R?. V kontextu
kétovanych bodov§ch procesu budeme uvazovat Poissontiv proces na R? x M, pii¢emz musime zajistit,
ze pocet nekétovanych bodd v omezené mnoziné je konecny.

Definice 12. Necht Ay je diftzni mira na R? x M takova, Ze Ay(B x M) < oo pro kazdé B € BY.
Kétovany bodovy proces ¥ splitujici podminky

(i) ¥(A) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem Ay (A) pro kazdé A € BE x M,

(ii) ¥(A1),...,¥(A,) jsou nezavislé pro kazdé n € N a A;, ..., A, € B¢ x M po dvou disjunktni,
nazyvame Poissontv kotovany bodovy proces s mirou intenzity Ay.
Pozndmka: Nekétovany bodovy proces ® je Poissontiv bodovy proces na RY s mirou intenzity A(-) =

Pozndmka: Je-li M konefnd mnozina, feknéme {1,...,k}, mluvime o Poissonové vicerozmérném bo-
dovém procesu ¥ = (®q,...,P;). V tom pifipadé pfimo z definice plyne, Ze vSechny podprocesy ®;,
i=1,...,k, tvoii nezavislé Poissonovy bodové procesy na R?.

Jiny zpisob, kterak lze obdrzet Poissontiv kétovany bodovy proces, vychazi z tzv. nezavislého koé-
tovani. V tuto chvili se bude hodit reprezentovat kétovany bodovy proces pomoci (1).

Definice 13. Kétovany bodovy proces ¥ = {(X;, M;)} se nazyva nezdvisle kdtovany (independently
marked), pokud nadhodné kéty {M;} jsou nezavislé stejné rozdélené a nezavislé s nekétovanym bodovym
procesem ® = {X;}. Rozdéleni A, két {M,;} se nazyva rozdéleni kot (mark distribution) kétovaného
bodového procesu V.

Véta 9. Necht ¥ je nezdvisle kétovany bodovy proces s rozdélenim két A,. Potom jeho mira intenzity
je

Ay(B x U) = A(B)A,(U), BeB Uecm,
kde A je mira intenzity nekdtovaného bodového procesu ®. Pokud je U staciondrni, tak rozdéleni kit
splyva se stacionarnim rozdélenim kot z definice 6.
Diikaz: Ozna¢me 7 = U(R? x M) = ®(RY). Pro Be BYaU € M je

T k
Au(BxU)=E> dx,uyBxU)= > E|lp_y Y 6x,.a1)(BxU)
i=1 keNoU{oo} i=1
k k
= Z ZEl[T:kll[xieB,MieU] = Z ZEl[T:k]l[xieB]El[MieU]
keNoU{oo} i=1 keNoU{oo} i=1

= ). AU)E

k€NgU{oo}

= A (U)ED(B) = A(B)A,(U).

k
-y > 0x,(B)
1=1




Pro staciondrni kétovany bodovy proces je A(B) = A|B|. Z (2) tak plyne, Ze stacionarni rozdéleni két
splyva s rozdélenim két.

O

Véta 10. Uvazujme nezavisle kétovany bodovy proces ¥ takovy, Ze pfislusny nekétovany bodovy proces
® je Poissoniiv bodovy proces na R?. Potom ¥ je Poissoniiv kétovany bodovy proces.

Diikaz: Prézdné pravdépodobnosti Poissonova kétovaného bodového procesu jsou exp{—Ag(A)}, A €
B x M. Opét oznacime 7 = U(R? x M) = ®(R?) a spoéteme prazdné pravdépodobnosti procesu ¥:

PU(A)=0)= > B(r=knk,[(X;,M) ¢ 4]

kENgU{oo}

k
> Bl [] Lixanea
keNoU{oo} =1

k
> El_n]] /M Li(x,,m)ga) No(dm)
=1

keNgU{oo}

=E[] / Lix,,m)ga) Mo(dm)
i=17M

= EH (]_ - /M 1[(Xi,m)6A] Ao(dm)) .
i=1

Nyni staci vyuzit toho, ze pro Poissontiv bodovy proces na R? plati (viz cviceni)

B ] 100 - ew{- [ - s@) A}

Xecd

pro libovolnou méfitelnou funkci f : R¢ — [0, 1]. Dostaneme

P =0 =ep{~ [ [ Lmen dofam) Ataa)}.

coz je podle véty 9 pfesné exp{—Ag(A)}. Z véty 1 pak plyne, ze ¥ mé stejné rozdéleni jako Poissontiv
kétovany bodovy proces.

O

Predchozi véta tiké, Ze aplikovanim nezéavislého kétovani na Poissontiv bodovy proces obdrzime
Poissontiv kétovany bodovy proces. Ne kazdy Poissontiv kétovany bodovy proces lze vsak ziskat timto
postupem. Podle véty 9 ma vysledny proces miru intenzity soucinového tvaru. Poissonovy kdétované
bodové procesy s obecnou mirou intenzity nedostaneme nezavislym kétovanim. Piislusny nekétovany
bodovy proces je sice stale Poissontiv, ale koty mohou obecné zaviset na polohach. Ovsem ve staciondrnim
pfipadé tomu tak neni.

Tvrzeni 11. Staciondrni Poissonuv kétovany bodovy proces je nezavisle kétovany.

Diikaz: [8], Theorem 3.5.8.
O

Nezavislé kotovani dava nejjednodussi model pro kétované bodové procesy: kéty jsou nezavislé na
polohéch a nezavislé navzajem mezi sebou. U vicerozmérnych bodovych procesti mtzeme uvazovat jiny
model, ktery vyznamné vyuziva nezavislost.

Definice 14. Vicerozmérny bodovy proces ¥ = (¥4, ..., Py) splituje model ndhodné superpozice (ran-
dom superposition model), jestlize podprocesy @1, ..., Py jsou nezivislé.

Nezavislé kétovani a ndhodna superpozice jsou obecné odlisné, ale splyvaji pro stacionarni Poissontiv
vicerozmérny bodovy proces (tvrzeni 11).

Jeden z moznych pfistupd, ktery pripousti zavislé koty, je geostatistické kdtovani.

7



Definice 15. Nechf ® je bodovy proces na R? a {M(z) : * € R?} je nahodné pole s hodnotami
v prostoru két M, které je nezévislé s ®. Potom ¥ = {(X, M (X)) : X € ®} je kétovany bodovy proces
s geostatistickym kdtovdnim (geostatistical marking) nebo také s externim kdotovdanim (external marking).
Nékdy se také pouziva oznaceni model ndhodného pole (random field model).

Prostorové korelace v ndhodném poli {M(z) : = € R?} zpiisobuji korelovanost két procesu V.
I kdyz je model ndhodného pole vhodny v fadé aplikaci, tak pfedpoklad nezavislosti két na polohach je
celkem omezujici pro redlné pouziti. V literatuie je popsano nékolik specidlnich modelti, které pripoustéji
zéavislosti mezi kétami a polohami. Stale se vsak jedna o rozvijejici se oblast prostorového modelovani,
ktera nabizi moznosti ke zkoumani a novym myslenkam.

Jako ptiklad situace, kdy jsou kéty zévislé na polohéch, uvedme tzv. zkonstruované koty (construc-
ted marks). Ty jsou vytvofeny urc¢itym mechanismem z danych nekétovanych bodt. Konstrukce obvykle
odrazi geometrické rozmisténi bodi. Nejjednodussim prikladem muze byt vzdalenost bodu procesu k nej-
blizsimu sousedu: M (X) = d(X, ®\{X}), nebo pocet dalsich bodi procesu ve vzdalenosti mensi nez dané
bunék Dirichletovy nebo Voronoiovy mozaiky.

Jiné trida modeld s kétami zavislymi na polohach se mize ziskat kotovanim zdvislym na intenzite
(intensity-dependent marking), p¥iklad bude na cvideni.

2.3 Vicerozmérné bodové procesy

V této podkapitole se budeme vénovat procestim s kvalitativnimi kétami. Pro urcitost budeme predpokla-
dat, ze prostor két je M = {1, ..., k}. Vicerozmérny bodovy proces byl zaveden v definici 2. Omezime se
na stacionarni pfipad a definujeme zakladni ¢iselné a funkcionéalni popisné charakteristiky, které zachycuji
prostorové aspekty kot.

Uvazujme tedy staciondrni vicerozmérny proces ¥ = (®q,...,®;). Bodové procesy ®; jsou rovnéz
stacionarni a oznac¢me jejich intenzity \;, + = 1,...,k. Nekétovany bodovy proces & = Ule@i ma
intenzitu A = Zle Ai. Stacionédrni rozdéleni két A, je atomickd mira na M, oznaéme p; = A,({i})
pravdépodobnost kéty i. Podle (2) je E®;(B) = Ag(B X {i}) = Ap;|B|, a tudiz intenzita podprocesu ®;
spliiuje \; = Ap;. Pravdépodobnost kéty i je dana podilem intenzity \; a celkové intenzity .

Nejprve zavedeme t¥i ¢iselné charakteristiky. Prvni dvé jsou uréeny obecné pro k-rozmérné bodové
procesy, posledni je definovana pro dvourozmérné bodové procesy.

Definice 16. Necht D; je vzdalenost od pocatku k nejblizsimu bodu procesu ®;. Dvourozmérny index
agregace (bivariate aggregation index) nebo také dvourozmérny Clarkiv-Evansiv index (bivariate Clark-
Fvans indez) je definovan jako

d(\jwa)"/

d
CE;; = E'D., 4,je{l,... k).
J F(l/d) o VAR 17]6{ I I }

Pozndmka: Index udava podil stiedni vzdalenosti typického bodu s kétou 7 k nejblizsSimu bodu procesu
s kétou j u zadaného procesu ku stejné veli¢iné pro Poissoniiv vicerozmérny bodovy proces se stejnymi
intenzitami. To znamen4, ze pro Poissontv vicerozmérny bodovy proces je CE;; = 1. Hodnoty CE;; > 1
indikuji odpuzovani mezi body s kétami ¢ a j, zatimco hodnoty CE;; < 1 ukazuji na jejich pritahovani.
V pfipadé i = j dostavame index agregace bodového procesu ®;.

Definice 17. Uvazujme body nekétovaného procesu ® a oznacme i-ty nejblizsi bod procesu od pocatku
jako Z;. Index miseni (mingling index) bere do tivahy p nejblizsich sousedii typického bodu a udavi
stiedni podil téch, které jsou odlisného typu. Je definovan jako

N S
M, = ];Eo Y Loz,
=1

kde M (o) oznacuje kétu pocatku (neboli (o, M(0)) € ¥) a M(Z;) oznaluje kétu bodu Z; (neboli
Pozndmka: Jestlize kolem typického bodu jsou spiSe body s odlisnou kétou, pak index miseni nabyva
velkych hodnot. Naopak v pfipadé, Zze body s riznymi kétami maji tendenci se od sebe distancovat,
nabyva index malych hodnot.



Definice 18. Uvazujme staciondrni dvourozmérny bodovy proces (tj. k = 2). Symbolem p;; oznacme
pravdépodobnost, Ze typicky bod procesu ma kétu ¢ a jeho nejblizsi soused ma kétu j:

pij = PM(M (o) =i, M(Z1) = j), i,j=1,2.

o

Déle oznac¢me symbolem p.; pravdépodobnost, Ze nejblizsi soused typického bodu mé kétu j:
pj=PMM(Z) =j), j=1.2

Ziejmé plati p.; = p1;+p2; a pi = pi1 +pi2. Dvourozmérny koeficient segregace (coefficient of segregation)
je definovan jako

P12 + P21
pip-2 + p2pa

Pozndmka: Koeficient segregace mtize nabyvat hodnot z intervalu [—1, 1]. Jestlize jsou kéty nezavislé,
pak S = 0. Pokud mé nejblizsi soused typického bodu vzdy stejnou kétu jako typicky bod procesu,
potom pi12 = po; = 0 a S = 1. Naopak jestlize ma nejblizsi soused vzdy jinou kétu nez typicky bod, pak
p11 = pa2 = 0 a S < 0. P¥itom miniméln{ S = —1 je dosaZeno pro p; = p; = 1/2.

S=1-

Nyni definujeme zakladni funkcionalni charakteristiky pro stacionarni vicerozmérné bodové procesy.
Necht D;(z) = d(z, ®;) znadi vzdalenost bodu z k nejbliz§imu bodu procesu s kétou i. Necht D(z) =
d(z, ®) znadi vzdalenost bodu z k nejbliz§imu bodu procesu s libovolnou kétou.

Definice 19. K7iZovd distribucnd funkce vzddlenosti nejblizsiho souseda (cross nearest neighbour distance
distribution function) nebo také kiiZovd G-funkce je ddna vztahem

Gij(r) = P¥(Dj(0) <7), r>0.
Kondenzovanou G-funkci definujeme predpisem

Gi.(r)=P¥(D(o) <), r>0.
Poznamka: Kiizova G-funkce je distribuc¢ni funkce vzdalenosti bodu s kétou i k nejbliz§imu sousedu
s kétou j. Kondenzovana G-funkce piedstavuje distribuc¢ni funkci vzdalenosti bodu s kétou ¢ k nejblizsimu
bodu procesu s jakoukoli kétou.

Definice 20. Definujeme kiiZovou J-funkci (cross J-function) pfedpisem

1—Gy(r)

Jij(r) = Wa

r>0:F;(r) <1,

kde F(r) je kontaktni distribuéni funkce bodového procesu ®;. Dale zavedeme kondenzovanou J-funkci
vztahem
- 1-— Gi.(T‘)

Ji.(r) = >0:F(r) <1,

1-F(r) 7
kde F(r) je kontaktni distribu¢ni funkce nekétovaného bodového procesu ®.

Pro stacionarni Poissontv vicerozmérny bodovy proces je G;j(r) = 1 — e~ Nwar? Gi(r) =1-
e war’ 4 proto Jij(r) =1 a J;.(r) = 1. To, ze kifzova J-funkce je konstantné rovna 1 plati obecnéji za
pfedpokladu modelu ndhodné superpozice. Pokud jsou totiz podprocesy ®; a ®; nezavislé, pak G;;(r) =
Fj(?‘) a Jij(T) =1.

Definice 21. Necht J(r) je J-funkce bodového procesu ®. Definujeme I-funkci (I-function) vztahem
k
I(r) =Y pidu(r) = J(r).
i=1

Za ptredpokladu modelu ndhodné superpozice je I-funkce identicky rovna nule. Odchylky od nulové
funkce ukazuji na pritazlivé nebo odpudivé vazby mezi body rtzného typu.
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Definice 22. KtiZovou redukovanou momentovou miru druhého fdadu (cross second order reduced mo-
ment measure) definujeme pomoci vztahu

\Kij(B) =Ej®;(B), BeB,
kde \; je intenzita podprocesu ®;. Déle definujeme krfiZovou K -funkci (cross K -function) jako
K;;(r) = Kij(b(o,7)), 72>0.
Podobné zadefinujeme kondenzovanou redukovanou momentovou miru druhého rddu predpisem
M\KCi.(B) =E"®(B), BeB?

a kondenzovanou K -funkci jako

K;.(r) = Ki.(b(o,7)), r>0.
Pozndmka: Znamena to, ze A\;K;;(r) pfedstavuje stfedni poéet bodi s kétou j umisténgch v kouli o po-
loméru r a stfedu v typickém bodé s kétou . Pro i« = j dostaneme K-funkci podprocesu ®;. Podobné
AK;.(r) oznacuje stfedni podet bodt (s libovolnou kétou) v kouli o poloméru r a stfedu v typickém bodé

s kétou 4, pritom stfed nezapocitavame. Kondenzovanou K-funkci mizeme dostat z kiizovych K-funkci
pomoci vztahu

k
AKl(’I’) = Z )\jKij (T)
j=1
Véta 12. Necht existuje soucinovd hustota druhého fadu )\Sl,z ) stacionarniho vicerozmérného bodového
procesu V. Krizova redukovana momentova mira druhého fadu je symetricka ve smyslu
K:U(B) = K:ji(—B), Be Bd.
Pro kiizovou K -funkci pak specialné plati

Kij(’l’) = Kji(’l’), T Z 0.

Dikaz: Pripomenime, Ze pro stacionarni bodovy proces @ s intenzitou A lze redukovanou momentovou
miru druhého fadu zavést alternativnim zptsobem:

# lixeay_XxeB]

MC(B) =E g —_

(B) AA| ’
X,Yed

kde A € B¢ je libovolna mnozina s kladnou Lebesgueovou mirou. Podobnym zpiisobem (viz cviceni) se
pomoci Campbellovy-Meckeho véty pro staciondrni kétované bodové procesy (véta 8) ukéze, ze

# lixeay-xeB
)\jK:ij (B) =E Z Wv
X€d;,YED, v

coz 1ze pomoci Campbellovy véty (véta 4) pfepsat do tvaru

71 (2)
Kij(B) = 1, =z = (dx, dy),
J( ) /\1/\]|A| /]%d /]Rd [e€Ay—z€B] % ( t y)

kde ag) (B1xBsg) = ozfpz) (B1xBax{i} x{j}). Pfedpokladdme, Ze existuje souc¢inova hustota )\sz) (z,9,%,7),

oznacme ji zkracend )\1(-?)(:10, y). Ze stacionarity mame, ze /\EJQ-)(,T, y) = )\1(-32-) (x — y) je funkci rozdilu  — y.

10



Z definice faktoridlni momentové miry druhého fadu ziejmé plyne, zZe aEJQ-)(Bl X Bg) = Oégf)(Bz x B1), a

proto )\Z(-?)(:zr, y) = A§12-) (y, x), neboli )\Z(-?) (u) = /\ﬁ)(—u). S vyuzitim tohoto zjisténi ziskavame

1 (2)
Kij(B) = —— 1, _eeBIA; dzd
J( ) )\i)\j|A| /]Rd /]Rd [z€Ay—z€B] % (& —y)dedy
= 41 (2)
Lizca weBIN;; dxd
)\1/\J|A| ,/]Rd /Rd [z€A,u€B] % ( u) rau

: @) 1 / @)
i A /]Rd /]Rd [z€A,ueB]\j; (u) dz du oy s i (u) du

Podobnou tpravou dojdeme k tomu, ze

N @
’Cﬂ( B) = /\i/\j|A| /Rd /Rd 1[z€A,y7xefB])‘ji (w y) dzr dy

1 ) 1 / )
NN Al 1 A dzdu = A2 du.
)\i)\j|A| /Rd /l%d [z€Aue Bl (u) T du XN /g i (u) U

O

. N S o v 2 s , .
Definice 23. Necht existuje soufinové hustota druhého fadu /\SI,) stacionarniho vicerozmérného bodo-

vého procesu ¥. Opét budeme zkracené psat )\1(-32-) (x,y) = )\Sl,z ) (x,y,1,7). Definujeme ki‘iZovou pdrovou

korelaéni funkci (cross pair correlation function) pfedpisem

A (x,y)
9ij(®,y) = T)\J
Ze stacionarity plyne, Ze g;;(z,y) = ¢ij(z —y) je funkei x — y. Pokud je ¥ navic izotropni, tak g;;(x,y) =
9i3 ([lx = yll) je funkef ||z — y]|.
Pozndmka: Pro i = j dostavame parovou korela¢ni funkci podprocesu ®;. Kifizovou parovou korela¢ni
funkci je pfirozené mozné definovat i pro nestacionarni vicerozmérné bodové procesy.

Véta 13. Pro stacionarni a izotropni vicerozmérny bodovy proces je kiizova parova korelacni funkce
symetrické: g;;(r) = g;:(r). Déale plati nasledujici vztah mezi kiizovou parovou korela¢ni funkci a kifzovou
K-funkci:

Diikaz: Je analogicky dikazu vztahu mezi parovou korelaéni funkei a K-funkei pro bodové procesy (véta
15 v [5]). V ditkazu véty 12 jsme vlastné ukdzali, Zze kiizova parové korela¢ni funkce je hustotou kiizové
redukované momentové miry druhého fadu:

/Cji(B):/Bg(u)du.

To s vyuzitim izotropie a polarni dekompozice Lebesgueovy miry vede na

Ky (r) = /b( ol du = / oas®g(s) ds.

Pro analyzu zavislosti mezi kvalitativnimi kétami se pouziva také nasledujici funkce.

Definice 24. Uvazujme dvoubodové rozdéleni két P,, vicerozmérného bodového procesu ¥. Potom

pij(2,y) = Poy({i} x {j}), =,y € R,

se nazyvé spojovact funkce kot (mark connection function). Pro staciondrni a izotropni ¥ je p;;(z,y)
funkci r = ||z — y||, mizeme tak psat

pij(r) = Por({i} X {]}, r > 0.
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Pozndmka: Spojovaci funkei két p;;(r) staciondrniho a izotropniho vicerozmérného bodového procesu
miizeme interpretovat jako podminénou pravdépodobnost, ze dva body ve vzdalenosti r maji kéty ¢ a j
za podminky, Ze jde o body procesu.

Lemma 14. Necht existuje sou¢inova hustota druhého fadu /\SI?) stacionarniho vicerozmérného bodového
procesu ¥. Potom
(2

kde X?(z,) = Y8 S8 AP (29,1, 5) je soucinova hustiota druhého Fadu podkladového bodového
procesu @ a g(x,y) je parova korelacni funkce procesu .

Diikaz: Prvni rovnost plyne jednodusSe porovnanim vyjadieni faktoridlni momentové miry druhé radu
pomoci soucinové hustoty druhého fadu

o (B x B x (i x ) = [ [ AP dedy
Bo B1
a pomoci dvoubodového rozdéleni két (definice 8)

o (B x By x (i) x (1D = [ [ pii(e @) doa.
Bs B1
Druhé rovnost je pfepis pomoci definice parové korela¢ni funkce a vztahu p; = A\;/A.

V pripadé nezavislého kétovani jsou vsechny spojovaci funkce kot konstantni. Konkrétné plati
pii(r) = pi,  pij(r) = 2pipj proi # j.
Oproti tomu pro model ndhodné superpozice je

A7gi(r)
k
Zj:l /\?gj(r) +2 Zl§j<l§k AjAL

kde g;(r) je parova korela¢éni funkce podprocesu ;.

pii(r) = . pij(r) = 2pip; proi # j,

2.4 Procesy s kvantitativnimi kétami

Nyni pfejdeme od kvalitativnich két ke kvantitativnim. Budeme predpokladat, Ze prostor két je M = R.
V celé podkapitole bude ¥ stacionarni kétovany bodovy proces s intenzitou A a se staciondrnim rozdé-
lenim két A,. Prislusny nekétovany bodovy proces jako obvykle znac¢ime ®. Opét definujeme zdkladni
Ciselné a funkcionalni popisné charakteristiky. Samozifejmé mizeme pouzit bézné pouzivané charakte-
ristiky k tomu, abychom popsali stacionarni rozdéleni két. Pokud je M, typicka kéta procesu ¥, pak
napi. F(t) = Ao((—00,t]) je jeji distribuéni funkce, EM, = [, m A,(dm) je stiedni typicka kéta a var M,
je rozptyl typické koty.

Definice 25. Mira soudtu kdt (mark-sum measure) je definovdna jako

S(B)= > Mlxep, BeB”
(X,M)evw

Pozndmka: Pokud jsou kéty nezaporné, jedna se o stacionarni ndhodnou miru na R?. Jeji intenzita je
As = ES([0,1]%) = AEM,,

jak plyne z véty 3 s h(z,m) = m1jc(o1)4-

Definice 26. Definujeme indez disperze souctu kot (index of mark-sum dispersion) jako

var S(B)

IMD = — )
N B[EM,’
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kde B je néjaka testovaci mnozina, napf. koule o poloméru r. Tento index udava podil rozptylu souctu
két v mnoziné B a odpovidajici stfedni hodnoty.

Definice 27. Necht Z; je bod procesu @, ktery je nejblize poc¢atku. Index soucinu kot nejblizsich sousedi
(nearest-neighbour mark product index) je dan jako

Eg M (0)M(Z1)

NMP =
(EM,)? ’

kde M (o) je kéta pocdatku a M (Z;) je kéta bodu Z1, tj. (0, M(0)) € ¥ a (Z1, M (7)) € ¥.

Poznamka: Hodnoty NMP > 1 indikuji, Ze stfedni hodnota soucinu két typického bodu a jeho nejblizsiho
souseda je vétsi nez soucin stfednich két, coz znamena, ze mezi body ptisobi vzajemna stimulace. Jestlize
jsou koty typického bodu a nejbliz§iho souseda nezavislé, pak NMP = 1. Hodnoty NMP < 1 ukazuji na
vzajemnou inhibici mezi nejbliz§imi sousedy.

V nasledujicim budeme navic uvazovat, ze ¥ je izotropni kétovany bodovy proces.

Definice 28. Pro méfitelnou funkei f : R xR — R zavedme faktorialnd momentovou miru druhého vdadu
prislusnou funkci f vztahem

£
agcz) (B1 x By) =E Z J(My, M2)1x, e, XseB,]-
(Xl,ﬂfl),(XQ,Afz)e‘I’

Predpokladejme, Ze existuje hustota /\(702)(:1:, y) této miry vzhledem k Lebesgueové mife. Ze stacionarity
a izotropie plyne, Ze )\gcz) (x,y) = /\;2)(Hx —yl|) je funkei ||z — y||. Za pFedpokladu, ze existuje i souc¢inova

hustota druhého ¥adu A®) procesu ® definujme nenormalizovanou f-korelacni funkci kot (non-normalised
f-mark correlation function)

ky(r) = @)’ r>0: 22 (r) > 0.

Polozime-li

s = [ [ Smsma) Ao(am) Aofams)

a pokud c; # 0, dostaneme f-korelacni funkci kot (f-mark correlation function)

Pozndmka: Nenormalizovanéd f-korelacéni funkce két mize nabyvat libovolnych nezapornych hodnot,
oznaceni ,korelacni funkce“ je proto ponékud zavadéjici.

Interpretace nenormalizované f-korela¢ni funkce két bude jasnéjsi z nasledujiciho lemmatu.

Lemma 15. Necht ¥ je staciondrni a izotropni kétovany bodovy proces. Ozna¢me M (o) kétu pocdatku
a M(r) kdtu libovolného bodu ve vzdalenosti r od pocdtku. Nenormalizovand f-korela¢ni funkci kdt
splnuje

kf(r) = Eor f(M(0), M(r)), 7>0.
Diikaz: Staci rozepsat a(f2) podle Campbellovy véty druhého fadu (véta 4) a vyuzit tvrzeni 5. Podrobnosti
nechdvdme na cviceni.

O

Funkce k¢(r) tak vlastné predstavuje stfedni hodnotu funkce f két dvojice bodit procesu, které jsou
ve vzajemné vzdédlenosti r. Rovnéz je vidét, Ze normalizace ¢y je volena tak, aby ky(r) byla rovna 1,
kdykoli jsou kéty ve vzdalenosti r nezavislé. Specialni volbou funkce f se ziskaji rtizné charakteristiky
druhého fadu kétovaného bodového procesu. Uvedeme piehled nejcastéji pouzivanych.
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Definice 29. Pokud je stfedni typicka kéta nenulovd, tak definujeme korelacni funkci kot (mark corre-

lation function) pfedpisem

Eor M (0)M(r)
(EMo)>

tj. jde o ky(r) s f(mi,m2) = mims. V piipadé nenulové stfedni typické kéty zavedeme r-funkci kot
(r-mark function) jako

kmm('r) = r >0,

Eor M
km('f‘) = — El (0(0)7
neboli kp,.(r) = kr(r) s f(m1,me) = ma.

Variogram kot (mark variogram) definujeme pfedpisem

r >0,

1
Ym(r) = §E0T(M(O) - M(r))*, r>0,
neboli v, (r) = kys(r) s f(mi,me) = 3(m1 — ma)? Volbou f(m1,ms) = my dostavéme E-funkci (E-
function)

E(r)=E,-M(o), r>0.
Déle definujeme V -funkei (V -function) jako
V(r) = E,.(M(0) — E(r))?, r>0.

Pozndmka: Funkce E(r) udavé stfedni kétu bodu, pro ktery existuje jiny bod procesu ve vzdalenosti r.
Pokud jsou polohy a kdty zavislé, tak existence jiného bodu ve vzdalenosti » mtize ovlivnit velikost kéty
daného bodu. Znormovéanim stfedni typickou kétou dostaneme funkei ky,.(r).

2.5 Odhady charakteristik

Budeme predpokladat, ze pozorujeme kétovany bodovy proces ¥ v omezeném okné W & Bg. Odhady
charakteristik kétovanych bodovych procest jsou vétSinou bud pfimocaré z definice, nebo sta¢i vhodné
modifikovat odhady, které se pouzivaji u bodovych procesi.

Napriklad pro kfizovou G-funkci a kondenzovanou G-funkci tak mtizeme pouzit Kaplantv-Meiertv

odhad:
Gy =1~ [ (1~ HE S a Znnl < d0)),
<

e #{X €d;:¢;(X)>s,c(X) > s}

_— H{X € B, : o(X) = 5,e(X) < o(X)}
GZ‘(T)‘I‘H(I‘ X € e(X) > 5,0(X) > 5 >

s<r

kde ¢(x) = d(z, 0W) je vzdalenost bodu x od hranice okna, e;(z) = d(x, ®; \ {z}) je vzdalenost bodu x
k nejblizs§imu bodu procesu @; a e(z) = d(z, ® \ {z}) je vzdalenost bodu z k nejblizsimu bodu procesu
(bez ohledu na kétu).

Odhad kifzové a kondenzované K-funkce uvedeme ve tvaru s translacni korekci (jiné korekce na
okrajové efekty by Sly rovnéz pouzit):

= 1 # Ljx—vy<r]

Kij(T‘) = = Z — N
Aidj Xew, Wy ed;nw wn(W+X-Y)|

= 1 Ljx—vy<r]

Ki.(’f') = == Z — .
XX xco, iy vearm WD W+ X —Y)|

Piitom pfirozeny nestranny odhad intenzity podprocesu ®; je A; = o, (W)/|W|. Vsimnéte si, ze takto
definovany odhad kiizové K-funkce splituje f(;(r) = f(;(r)

Na z&vér se jesté vénujme odhadu (nenormalizované) f-korela¢ni funkce két. Jadrovy odhad hustoty
faktoridlni momentové miry druhého radu ptislusné funkci f ma tvar

2 7 f(M(X), MY)) k(I X =Y —7)
Ap(r) = Z ogrd= I IWn(W+X -Y)|

X, yeenw
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zatimco jadrovy odhad souc¢inové hustoty druhého fadu je

X(?)(T) _ Z’é k(| X =Y —1)
oW ogri=twn (W + X -Y)|’

kde kp je zvolend jadrova funkce se Sifkou pasma b. Nenormalizovanou f-korelacni funkci két tak mazeme
odhadnout jako

AP (r
rf(r) = /f\( ), r >0,
A@) ()
a f-korela¢ni funkei két jako
@(T) = Kf,gr), r >0,
Cr
kde 1
xS M(X),M(Y)).
G=gare > TMX),MEY))

X, Yeenw

2.6 Testy nezavislosti

Statisticka analyza kétovaného bodového procesu vétsinou zacind testovanim hypotézy, zda lze kéty
povazovat za nezavislé. Pokud ano, tak mtzeme pouzit metody vyvinuté pro nezavisld data. Nejprve
se tedy budeme vénovat testovani nezavislosti két. Poté zminime moznosti testovani nezavislosti két na
polohéch. Ze vSeho nejdiiv ale vysvétlime obecné myslenku simulaénich (Monte Carlo) testt.

Dejme tomu, ze chceme testovat hypotézu Ho, ze data odpovidaji danému modelu. Uvazujme né-
jakou vhodnou statistiku 7', jejiz odhad na zdkladé dat oznacime T. Provedeme M simulaci z modelu
platného za Hy a z kazdé simulacem odhadneme statistiku 7. Odhady T1, .. TM usporadame podle
velikosti od nejmensiho k nejvétsimu, ¢imz dostaneme poradkové statistiky T(l) < <L T( M)~ Za nulové
hypotézy jsou T a Tl, e ,TM nezavislé a stejné rozdélené, proto ze symetrie je pravdépodobnost, ze T
bude mensi nez T(q) rovna q/(M +1). Chceme-li testovat hypotézu Hy na hlading vyznamnosti «, uréime
takové q, pro které plati

__ %
M+ 1

Hypotézu pak zamitame, jestlize 7' ¢ [T(q), T(M,q+1)].

V bodovych procesech se spise pracuje s funkcionalnimi charakteristikami nez s ¢iselnymi. Mé&jme
néjakou funkcionédlni charakteristiku S(r). Pro pevné r, které je nezévisle na datech pfedem zvolené,
miZeme provést vySe popsany Monte Carlo test s volbou T' = S(r). Tim ale vyuZzivdme jen zlomek
informace, kterou nam davé odhad S(r). Uvazujme odhad S(r) na intervalu [0, s], kde s > 0 je pfedem
zvolend konstanta. Odhad S(r) ziskany z dat ozna¢ime 5'(7“) a odhady spoctené z M simulaci oznacime
S1(r), ..., Sy (r). Predpokladejme, Ze za nulové hypotézy zname teoreticky funkéni predpis pro S(r) =
So(r). Uréime maximélni odchylky, o které se odhady lisi od teoretické funkce:

D = sup |S’(7°)—So(r)|, D; = sup |5’i(r)—50(7°)|, 1=1,...,M.

0<r<s 0<r<s

Hodnoty Dy, ..., Dy sefadime podle velikosti, ¢imz dostaneme potradkové statistiky D1y < D) < -+ <
D(pry- Nulovou hypotézu zamitame, jestlize D > Dpr_q41), kde hodnota ¢ je volena podle poZzadované
hladiny testu: a = %—H' Tomuto postupu se k& simultdnni Monte Carlo test (simultaneous Monte
Carlo test). Testovani si miZeme ptedstavit také tak, ze zkonstruujeme pas o Sifce 2D(p7_q41) kolem
funkce So(r) a pokud S(r) lezi mimo tento pas pro néjaké r € [0,s], tak hypotézu zamitneme. Jind
moznost je misto supremalni vzdélenosti uvazovat integralni. Pro data a pro kazdou simulaci ur¢ime
integralni ¢tvercové odchylky od teoretické funkce:

D= /08(5'(7“) — So(r))*dr, D; = / o(r)?dr, i=1,..., M.

Nulovou hypotézu zamitame, jestlize D > Dpr_441), kde hodnota ¢ je volena podle pozadované hladiny
testu: o = i,
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Nyni se miizeme dostat k testovani nezévislosti két. Uvazujme nejprve dvourozmérny bodovy proces

U = (P, P2). Nulovd hypotéza nezavislosti kit se d& chdpat dvéma zptisoby:
1. nezavislé kétovani — bodim bodového procesu @ jsou nezavisle ndhodné prifazeny kéty 1 nebo 2,
2. ndhodné superpozice (sloZeni) — dva nezéavislé bodové procesy ®; a @5 tvoii dvourozmérny bodovy
proces.
Prvni situace je ptiklad aposteriorniho kdtovdni (marking a posteriori) — popisujeme, jak vznikly kéty
podminéné pii danych polohach bodi. Prikladem mohou byt stromy v lese, které jsou nakazeny néjakou
nemoci nebo zni¢eny vétrem (kdta 1) nebo nejsou (kéta 2). V druhém piipadé jde o apriorni kdtovdni
(marking a priori) — kétovany bodovy proces je vytvofen uréitym mechanismem.

Pro testovani hypotézy, ze ¥ je nezavisle kétovany bodovy proces se pouziva metoda nahodného pre-
rozdélent (random reallocation). Zafixujeme polohy pozorovanych bod a vytvofime nové kéty ndhodnym
zpermutovanim pozorovanych. Téchto permutaci vygenerujeme celkem M a provedeme simultanni Monte
Carlo test. Za hypotézy nezavislého kétovani plati:

kde K(r), g(r), G(r) a J(r) jsou funkciondlni charakteristiky nekétovaného bodového procesu ®. Proto
se jako vhodné popisné charakteristika jevi napf. S(r) = K;.(r) — K(r), pak totiz So(r) = 0.

Chceme-li testovat hypotézu ndhodné superpozice procest ®; a ®,, mizeme pouzit metodu ndhod-
ného posunuti (random shift). Polohy bodt s kétou 1 zafixujeme a vygenerujeme M realizaci podprocesu
P, tak, ze vSechny jeho body soucasné ndhodné posuneme o vektor s pfedem zvolenou délkou R > 0.
Z kazdé takto vzniklé realizace dvourozmérného bodového procesu spoéitdme odhad charakteristiky S(r)
a aplikujeme simultanni Monte Carlo test. Jako funkci S(r) muzeme pouzit nékterou z kiizovych funk-
cionalnich charakteristik. Za hypotézy ndhodného slozeni plati:

Kia(r) = war?,
g12(r) =1,
G12(T) = FQ(T),
J12(T) =1.

V piipadé procesu s kvantitativnimi kétami mtizeme hypotézu nezavislého kétovani opét testovat
pomoci metody nahodného prerozdéleni. Jako testova statistika se hodi nékterd z f-korelacnich funkci
két. Pro stacionarni a izotropni nezavisle kétované bodové procesy je ky(r) = 1.

Na zavér této podkapitoly uvedeme dva testy nezavislosti kot a poloh v kétovanych bodovych proce-
sech s kvantitativnimi kétami. V pfipadé nezavislosti lze vySetfovat kéty a polohy zvlast, coz zjednodusuje
statistickou analyzu.

Prvni test pochézi z ¢lanku [7] a je zaloZen na faktu, Ze pro staciondrni a izotropni kétovany bodovy
proces s geostatistickym kétovanim jsou funkce E(r) a V(r) konstantni. Pokud se odhady téchto funkci
z dat vyrazné odliSuji od konstantni funkce, svédéi to proti hypotéze nezévislosti két a poloh. Pokud
dodefinujeme E(0) = EM, a V(0) = var M,, pak mizeme provést simultdnni Monte Carlo test s S(r) =
E(r) — E(0) nebo S(r) = V(r) — V(0), pfitom Sy(r) = 0.

I druhy test je zalozen na Monte Carlo testovani. Byl navrzen v ¢lanku [2]. Mé&jme realizaci ¢ =
{(z1,m1),..., (xn, my)} kétovaného bodového procesu ¥ pozorovaného v okné W. Pfedpokladejme, Ze
data jsou uspofdddna v jistém pevném potadi. Necht 6(z;) = d(z;, {Tit1,...,2n}), i = 1,...,n, znad
vzdalenost bodu z; k nejbliz§imu bodu procesu s vysSsim indexem. Pro dané r > 0 vybereme ty body,
pro které d(x;) < r. Podet takto vybranych bodd ozna¢me n,.. Je doporuceno volit  malé v porovnani se
vzdalenostmi nejblizsich sousedii. Protoze vybér bodl nezavisi na kdtach, za nulové hypotézy by primeér
két n, vybranych bodé mél byt blizko primeéru jakychkoli jinych n, kdét vybranych z celkového poctu
n. Oproti tomu, pokud je hodnota kéty zavisla na pritomnosti bodd v blizkém okoli, tak prameéry kot
bodti vybranych podle zavedeného kritéria a vybranych nahodné se budou vyznamné lisit. Vygenerujeme
M rtznych ndhodnych vybéri két o rozsahu n,. a pro kazdy uréime priamér. Samotny test pak probihéa
stejné jako u klasického Monte Carlo testu (za T bereme pramér n, két).
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3. Nehomogenni bodové procesy

3.1 Nekonecné bodové procesy

Pro bodové procesy na R? jsme v [5] definovali nékolik zakladnich popisnych charakteristik. Prevazna
vétsina z nich byla uréena pro stacionarni bodové procesy. Pro nestacionarni bodové procesy jsme zavedli
funkeci intenzity jako zédkladni charakteristiku uréenou pro popis vlastnosti prvniho fadu. Z charakteristik
druhého fadu pro nestacionarni bodové procesy jsme definovali souc¢inovou hustotu a parovou korelacni
funkci. Pro specidlni tfidu procest, kterda pripousti nekonstantni funkci intenzity, ale vyzaduje, aby
charakteristiky druhého fadu byly invariantni vici posunutim, mtzeme definovat K-funkci zobecnénim
vztahu L
7 lixen | x-v|<r]
AK(r) =E _ =
( ) )szeq) )\| B| ’

kde B € B? je libovoln4 s kladnou a kone¢nou Lebesgueovou mirou.
Definice 30. Necht ® je bodovy proces s funkei intenzity A. Pfedpokladejme, Ze

1 # lixeBy—xea d
Komon() = 51 2 “S0oaw) - A€

nezavisi na volbé B € B% s kladnou a kone¢nou Lebesgueovou mirou (0 < |B| < 00). Potom se ® nazyva
po pievdZeni funkci intenzity slabé staciondrni (second order intensity reweighted stationary) bodovy
proces. Pro takovyto proces mizeme zavést K-funkci

Kinhom(r) = Icinhom(b(ov 7‘))

Pozndmka: Prava strana je dobfe definovéna, protoze A(X) > 0 s.j. pro viechna X € ®.

Véta 16. Kazdy stacionarni bodovy proces ® je po prevazeni funkci intenzity slabé stacionarni a plati
Kinhom (A4) = K(A), kde K je redukovand momentova mira druhého ¥ddu procesu ®.

Diikaz: Pro pevné A € B¢ uvazujme miru

+
v(B) =E Z lixepy-xea)
X,Yed

Ze stacionarity ® plyne, Ze v je translaéné invariantni, a proto je to ndsobek Lebesgueovy miry: v(B) =
Ba|B|. Navic je funkce intenzity procesu ® konstantni, coz znamen4, Ze

’Cinhom (A) -

nezévisi na volbé B.
O

Kromé vSech stacionarnich bodovych procestu patii mezi piiklady po prevazeni funkci intenzity
slabé stacionarnich bodovych procesii vSechny nehomogenni Poissonovy procesy s funkei intenzity (viz
cviceni) nebo bodové procesy obdrzené nezavislym ztencenim stacionarniho bodového procesu s kone¢nou
intenzitou (viz cviceni).

Podobné jako ve stacionarnim pfipadé existuje vztah mezi K-funkci a parovou korela¢ni funkci
bodového procesu.

Véta 17. Necht ® je bodovy proces na R? takovy, ze existuje parova korelac¢ni funkce a je invariantni
vi¢i posunutim, tj. g(z,y) = g(y — x). Potom ® je po pievézeni funkci intenzity slabé staciondrni a

Kinhom(A) = / g(u)du, Ae B
A
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Drikaz: Postupné z Campbellovy véty, definice soucinové hustoty a definice parové korela¢ni funkce do-
staneme

1 1[z€B. —z€A] 1 1[xeB —z€A]
Kinnom (A :_//_ry o®(dz.d :_//+A<2> v.y)ded
rom(4) = 1 AN@)A () (dr.dy) = 15 NoNy)  oy)drdy

1
= E//l[wEB,y—mEA]g(Iay) dedy, A€ B

Protoze g(z,y) = g(y — ), mame po provedeni substituce u = y — x pozadovany vztah:

1
Icinhom(A) = E//l[zeB,ueA]g(u) drdu = /Ag(u) du.

Vidime, Ze Kinhom(A) nezéavisi na volbé B.

O

Prikladem nestacionarniho bodového procesu s translacné invariantni parovou korela¢ni funkci je
log-gaussovsky Coxtiv proces definovany pomoci gaussovského ndhodného pole s nekonstantni stfedni
hodnotou a translac¢né invariantni kovarian¢ni funkci. Tento bodovy proces je proto po pfevazeni funkci
intenzity slabé stacionarni.

Diisledek 18. Necht' ® je bodovy proces na R? takovy, Ze existuje parova korela¢ni funkce a je invariantni

vii¢i posunutim a rotacim, tj. g(z,y) = g(||ly — z||). Potom

i/nhom (’f‘) .

g(r) = pog

Dikaz: Z véty 17 plyne
Kinhom(r) = / g(u) du.
b(o,r)

S vyuzitim izotropie a sférickych soutfadnic tak mame

O

Odhad funkce Kiphom(r) z dat 1ze provést stejnymi postupy jako pfi odhadu K-funkee pro stacionarni
procesy, napt. transla¢né korigovany odhad méa tvar

Kinhom (r) = Z;ﬁ - 1y x—yi<n
xyconw AXAX)W N (W +X —Y)|

kde 5\(90) je odhad funkce intenzity v bodé . Oproti tomu transla¢né korigovany odhad parové korela¢ni
funkce by (v pfipadé izotropie) vypadal

TR

o e AOA) WA (W + X —Y)|

Po prevazeni funkci intenzity slabé stacionarni bodové procesy tvoii jednu tiidu nestacionarnich
bodovych procesti. Jind konstrukce, kterd vede na nestacionarni bodové procesy, je zalozena na nezavislém
ztenceni. V zimnim semestru jsme méli vétu, kterd tika, ze nezavislym ztencenim Poissonova bodového
procesu s funkci intenzity A dostaneme opét Poissontiv bodovy proces, jehoZ funkce intenzity je pA, kde
funkce p urcuje pravdépodobnost odebrani bodu.
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3.2 Konec¢né bodové procesy

U konecénych bodovych procesii nemuzeme mluvit o stacionarité. Pro kone¢né bodové procesy definované
na omezené mnoziné B € B m4 ale smysl se ptat, jestli je funkce intenzity konstantni na B (tj. jestli je
proces homogenni).

V této podkapitole budeme uvazovat konecné bodové procesy s hustotou p vzhledem k jednot-
kovému Poissonovu bodovému procesu na B € Bg. Existuji rizné zptisoby, jak obdrzet modely pro
nehomogennich bodové vzorky. Zde zminime ¢tyii mozné ptistupy. Prvni spoc¢iva v zavedeni nehomogen-
nich interakci prvniho fddu u markovskych bodovych procesti. Dalsi pristupy jsou zalozeny na operacich,
které z homogenniho procesu vyrobi nehomogenni bodovy proces: nezavislé ztenceni, lokalni skalovani
a transformace.

Pro markovské bodové procesy vime z Hammersleyho-Cliffordovy-Ripleyho-Kellyho véty ([5], véta
21), Ze hustota ma tvar

ple) =[] 9®).

S
kde g je interakéni funkce. Hodnota g(f) slouzi jako normujici konstanta. Volbou g(v) = B(x) pro
= {z} ag(yh) =1pro 9| > 2, dostdvame Poissontiv bodovy proces na B s funkci intenzity §(z). Jednd
se tak o pfipad, kdy nehomogenita je zptisobena nekonstantnimi interakcemi prvniho fadu. Tento druh
nehomogenity mtzeme samoziejmé vnést i do procest s interakcemi vyssich fadi, napf. nehomogenni
Straussuv proces mé hustotu

p(e) = a [] By =),

rEP

kde sr(9) = Xz yyce Lo<le-yl<R)-

Pro nezavislé ztencovani homogenniho bodového procesu mame danu méfitelnou funkci p : B —
[0,1] a ndhodné veli¢iny U;, které jsou nezavislé s rovnomérnym rozdélenim na (0,1) a nezivislé na
bodovém procesu. Ztenceny bodovy proces je pak tvofen pouze témi body X; bodového procesu, pro
které U; < p(X;). Pokud ptivodni bodovy proces mél intenzitu A na mnoziné B, tak ztenceny bodovy
proces mé funkei intenzity Ap(z), z € B.

Lokalni skalovani
Ozna¢me H = (H°,..., H%) vektor k-rozmérnych Hausdorffovych mér v R%. Pro ¢ > 0 uvazujme pieska-
lovanou k-rozmérnou Hausdorffovu miru (k = 0,...,d)
HE(A) = H*(c71A) = ¢ *H*(A), A e B
Polozme H, = (H?, ..., HY).

Definice 31. Necht ® je koneény bodovy proces s hustotou p vzhledem k jednotkovému Poissonovu
bodovému procesu na B € Bg. Piedpokladejme, ze p(p) x g(p, H), kde funkce g je invariantni viiéi
métitku, tj. g(cp, H.) = g(p, H) pro kazdé ¢ € Ny a ¢ > 0. Dale uvazujme funkei ¢ : R? — Rt
a zobecnéme pieskalovanou k-rozmérnou Hausdorffovu miru (k =0, ..., d), pficemz znaceni ponechdme
stejné jako v pripadé konstantniho c,

H;f(A):/c(u)—ka(du), Ac B,
A

opét polozme H, = (H?, ... HY). Piedpokladejme, ze existuji kladné konstanty c; a co tak, ze 0 < ¢; <
c(u) < ¢g pro kazdé u € B. Pokud je funkce g(p, H.) integrovatelnd vzhledem k rozdéleni II. Poissonova
bodového procesu s mirou intenzity H¢ na B, tak definujeme lokdlné skdlovany (locally scaled) bodovy
proces ®. na B se skalovaci funkci ¢ a s vzorovym procesem ® jako koneény bodovy proces s hustotou

P (p) o glp, He)

vzhledem k II..
Pozndmka: Hustota procesu @, vzhledem k rozdéleni jednotkového Poissonova bodového procesu na B
je

pete) = exp { = [ fetw — 1 ) | T] )50

rEP
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Klasické pfiklady homogennich bodovych procestt maji hustotu invariantni vii¢i méfitku, a tak je
muZeme volit jako vzorovy proces ®. Napiiklad pro Strausstv proces je

g(p, H) = 5H°(¢)72{,,y}g¢ 1[0<H1<[m,y1)sm,
kde [z, y] je tsecka s koncovymi body z a y. Lokélné skalovany Straussiiv proces @, pak m4 hustotu
PO () x fPBIAE (@)

kde sgg)(go) = Z{%y}ga ljo<H1([z,y])<R)- Jedna nasimulovana realizace takového bodového procesu je na

obrazku 1.

> 00
e

Obrazek 1. Realizace lokalné skdlovaného Straussova bodového procesu v okné [0, 2] x [0, 1]. Skalovaci
funkce je tvaru ¢(x,y) =1 pro0 <z <1lac(z,y) = V2 pro 1 < z < 2. Parametry modelu jsou 3 = 200,
v=0,3a R=0,1. Z celkového poctu 279 bodi lezi v levé ¢asti okna ([0,1] x [0,1]) 186 bodt a v pravé
¢asti okna ([1,2] x [0, 1]) 93 bodd.

Transformace

Véta 19. Necht ® je kone¢ny bodovy proces s hustotou p vzhledem k jednotkovému Poissonovu bodo-
vému procesu na oteviené mnoziné B € B3. Necht A € BE je oteviend a h : B — A je reguldrni a prosté
zobrazeni. Ozna¢me h~! inverzni zobrazeni k h a Jj,-1 jeho jakobidn. Potom h(®) = {h(X) : X € ®}
je kone¢ny bodovy proces, jehoz hustota vzhledem k jednotkovému Poissonovu bodovému procesu na A

ma tvar

pr(®) = p(h (@) BT Jna (),

kde h™ () = {h™'(y) : y € ¢}
Diikaz: Pouzitim véty o transformaci dostaneme

i = 1
P(h(®)eU)=e lB‘ZE/B'"/B1[{h(””l)7“"’1(“)}61]]1)({“’""x”})dxl"'dI"
n=0 "
B = 1 B ) n
=S [ [ e ) b ) T )
n=0 " i=1
1
— ¢~ 14l =/ ... |1 o yn D dyy - dy,
€ ;n'/A /A sy rer)Pa({y, - yn}) dyr -+ - dyn,

kde ¢leny pro n = 0 jsou 1gep(9) a Ligey)pn(0).
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Dusledek 20. Necht ® je markovsky bodovy proces vzhledem k relaci ~. Jeho hustotu vzhledem
k jednotkovému Poissonovu bodovému procesu na B € B¢ miizeme vyjadfFit pomoci interakéni funkce g

takto:
ple) = ] 9(¥)-

PCeo

Necht h : B — A je reguldrni a prosté zobrazeni. Potom h(®) = {h(X) : X € ®} je markovsky bodovy
proces vzhledem k indukované relaci ~},, ktera je definovana tak, ze

Y1 ~n Y2 <= b y) ~ B (y2), v, ye € A

Navic hustota bodového procesu h(®) vzhledem k jednotkovému Poissonovu bodovému procesu na A €
B¢ ma tvar

pu(e) = [T an(¥),

PCe
kde gy, je interakcni funkce dana piedpisem
g(0)elAI-171, Y =10,
gn(¥) = 9(h (W) Jh-2(y), ¥ ={y},
g(h™(¥)), Y] > 2.

Drikaz: Tvar hustoty plyne z véty 19, zbyva ovérit, Ze gp, je interakéni funkce vzhledem k relaci ~p. Aby
1) nebyla klika, musi byt || > 2. V tom ptipadé ale gn(v)) = g(h™1(¥))) = 1, protoze h~(3)) neni klika
vzhledem k ~.

O

Vsimnéme si, Ze transformaci vznika nehomogenita v interakcich prvniho fadu. Interakéni struktura
vy$sich tadt ziistala zachovana z ptivodniho procesu ®.

Priklad: Uvazujme A = B = (0,1)¢ a pfedpoklddejme, Ze chceme nehomogenitu prvniho fadu mit
popsanu funkci n(y), y € A. Pokud jsme schopni najit reguldrni a prostou funkci h takovou, zZe n(y) =
Jn-1(y), potom podle dusledku 20 je h(®) markovsky bodovy proces s hustotou

pn(e) = [Inw) [I 9@

yEP PYCh=1(p)
Z véty o transformaci plyne, zZe

/ Jues(y)dy = |B],
A

proto v naSem piipadé funkce 7(y) musi spliovat [, n(y) dy = 1. Specialné se podivejme na pripad, kdy
nehomogenita je pfidédna nezdvisle v kazdé slozce (n(y) = n1(y1) - - na(ya)) a je exponencidlniho tvaru:

0,0 .
m(u)_{—eeil pro0; 0, c(0,1), i=1,....d,
1 pro 6; =0,

kde 0 = (01,...,04) € R? je vektor realnych parametrii. To znamend, ze

d
n(y) = a(0) exp {Z 9iyz} ;

kde a(f) = a1(01) - - - @q(04) je normujici konstanta, pfitom

0; )
a;(0;) = q %i-1 pro 0; # 0, i=1,...,d.
1 pro 91 = 0,
Potom h(z) = (h1(x1), ..., ha(zq)), kde
Llog(1 + (e — 1)v) pro 6; #0 ;
. = 0; v ’ - e .
hi(v) {1 o g, 0 V€O i=1....d 3)
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Lehce se ovéri, ze skuteéné plati n(y) = Jp-1(y). Pokud ® je Straussiiv proces s hustotou

p(@):aﬁww) H 71[0<sz\|§R]7
{z.y}Ce

pak transformovany proces h(®) ma hustotu

pr(p) = aB¥A Hn H A=t @ -r— 1wl

yep {z,y}Ce

Ukéazky realizaci transformovaného Straussova procesu jsou na obrazku 2.

Ad . O 3. :.. .’ hd [ ] .
’O:‘o’... e ° ° o‘:.‘ ® e
".: .. o. .o’.:O o o .0 o : . * : P : 00.....°J

Obrazek 2. Vlevo je zndzornéna realizace Straussova bodového procesu s parametry 3 = 200, v = 0,2
a R = 0,05 v rovinném okné jednotkového obsahu. Kazdy bod je transformovan pomoci funkce dané
predpisem (3). Vyslednd realizace pro volbu §; =5 a 63 = 0 je na obrazku uprostied a pro volbu 6; = 3
a 2 = —3 je na obrazku vpravo.

Obecnéji lze transformaci h uvazovat mezi k-rozmérnymi diferencovatelnymi varietami v R? (viz

[9])-

3.3 Odhad parametri modelu

Ze statistické analyzy bodovych procest jsme se doposud vénovali pouze odhadim popisnych charak-
teristik. V kapitole o kétovanych bodovych procesech jsme pak narazili na testovani hypotéz. Princip
simulac¢nich testti lze stejné dobfe pouzit pro testovani hypotézy, ze pozorovany vzorek odpovida jistému
modelu bodového procesu (napiiklad, ze data tvofi Poissontv proces).

Dalsi statistickou tlohou je vybrat vhodny model, ktery popisuje nase data. Dejme tomu, Ze rozdéleni
procesu ® je parametrizovano vektorem 6 nezndmych parametri. Nasim cilem je najit odhad vektoru 6
na zakladé realizace procesu ® v omezeném okné W € BY.

Metoda minimalniho kontrastu

V nékolika mélo pfipadech je teoreticky tvar néjaké popisné charakteristiky S(r) znadmy a lze ho vyjadiit
jako funkci parametrtt modelu: S(r) = Sy(r). P¥ikladem jsou popisné charakteristiky Poissonova procesu
nebo napfiklad parova korela¢ni funkce stacionarniho Neymanova-Scottové procesu, o které vime, ze
spliiuje

g(x) —1+—/ y—2z)dy, =R

kde )\, je intenzita rodicovského procesu a p je hustota bodii shluku. Pokud m4 funkce p parametricky
tvar (jako napf. u Thomasova nebo Matérnova shlukového procesu), tak mame g(x) vyjadienu jako funkci
parametri modelu. Odhad parametra 6 pak muzeme hledat analogicky jako u metody momentu tak, Ze
polozime odhad S (r) ziskany z dat roven teoretické funkci. Resenim soustavy rovnic Sp(r) = S (r), kde r
nabyva nékolika riznych hodnot, dostaneme odhad 6. Pokud je 6 k-rozmérny vektor, potiebujeme vzit
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alespoii k rtiznych hodnot r, aby soustava Sy(r) = (A r) mohla mit jednozna¢né feseni. Vhodnéjsi se ale
zda hledat 6, které budeme minimalizovat odchylku S(r) od Sy(r) pfes néjaky interval [a, b]. Definujme

D(H):/ab

kde 0 < a < b a p,g > 0 jsou zvolené konstanty a w(r) je zvolend vdhova funkce. Odhad 6 pak
dostaneme minimalizaci funkce D(6). Tato metoda se nazyva metoda minimdlniho kontrastu (method of
minimum contrast). Pokud nezndme analytické vyjadieni Sy (r), miZeme pro pevné § nezndmou hodnotu
aproximovat pomoci mnoha simulaci z modelu. V knihovné spatstat je pro odhad parametri metodou
minimdalniho kontrastu (s vdhovou funkei identicky rovnou jedné) k dispozici funkce mincontrast, ve které
jsou parametry p a ¢ prednastaveny na hodnoty p = 2 a ¢ = 1/4 (samoziejmé je mozné toto nastaveni
zménit). Pokud za popisnou charakteristiku S(r) zvolime K-funkci, umoziuje spatstat hledat odhady
metodou minimalniho kontrastu pro nékteré konkrétni parametrické modely bodovych procesti pomoci
specidlnich funkei Igep.estK (log-gaussovsky Coxtiv proces), matclust.estK (Matérntiv shlukovy proces) a
thomas.estK (Thomastiv proces).

p

5'(7“)‘1 — So(r)?| w(r)dr,

Metoda maximalni vérohodnosti

Jiny pfistup je zaloZen na maximalni vérohodnosti. Pfedpokladejme, ze ® je konecny bodovy proces
s hustotou p vzhledem k rozdéleni II jednotkového Poissonova procesu na omezené mnoziné B € B,
pritom p(p) = pe(p) je parametrizovina vektorem 6 nezndmych parametri. Pro jednoduchost uvazujme,
Ze okno pozorovani W splyva s B. Maximalné vérohodny odhad # se obdrzi maximalizaci vérohodnostni
funkce L(6) = pa(p), kde ¢ je pozorovand realizace procesu ®. Casto je vyhodnéjsi maximalizovat
logaritmus vérohodnostni funkce, tj. 1(f) = log L(#). Tvar vérohodnostni funkce je zndmy pro Poissontiv
proces s funkci intenzity Ag, plati

10) = [W| — /W Ao(z) dz + ) log Ag(x).

TEP

V homogennim p¥ipadé (Ag(z) = A) je tato funkce maximalizovéna pro A = o(W)/|W/|. Pro nehomo-
genni Poissontiv proces neni vyjadieni maximélné vérohodného odhadu analyticky zvladnutelné a musime
pristoupit k numerickym algoritmtim (napf¥. Newtonova-Raphsonova metoda) pro maximalizaci vérohod-
nostni funkce.

Pro jiné procesy nez Poissoniiv je normujici konstanta vétsinou dana komplikovanym integralem,
ktery neni mozné spocitat explicitné. V tom ptipadé se daji pouzit Monte Carlo metody. Necht hustota
bodového procesu mé tvar pg(p) = hg(p)/co, kde hg je znadmé funkce a ¢y = Ehy(Pp) je nezndmd
normujici konstanta (®p je Poissontv proces na B s jednotkovou intenzitou). Potom 1(0) = log hg(¢) —
log cp. Vyhodnéjsi bude maximalizovat pomeér vérohodnosti vzhledem k néjakému pevnému parametru
902

po(¥) ho () co
1(0) — 1(Bo) = log = log —log —
Po, (‘P) hGO((p) 090
Pro prvni ¢len zname analytické vyjadieni, zatimco druhy mutzeme aproximovat metodami MCMC.
Pomeér normujicich konstant lze totiz rozepsat

%—%/he(%)ﬂ(d@_/%%(j)n(d@

- [ Ggmtamtan = [ 728 (@0 B2

kde IIg, je rozdéleni bodového procesu @ s hustotou pg, (neboli skuteény parametr je 6p). P¥itom pfed-
pokladdme, ze kdyZ hg,(¢) = 0, tak i hg(p) = 0, a vyuzivdme tmluvu 0/0 = 1. Existuji rizné MCMC
algoritmy pro generovani procesu s rozdélenim Ilp,. Ty jsou zaloZeny na konstrukci markovského retézce
{<I>(")}, jehoz limitni rozdéleni je ddno hustotou pg, vzhledem k rozd€leni II bodového procesu ®p. Po-

kud stredni hodnotu E,?:((?) nahradime pomoci vybérového primeéru, dostaneme aproximaci pomeéru
(0]
logaritmickych vérohodnosti

ho(
lgo,n(0) = log he

1 — <I><1
“vel 5 el

0
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o které se hovoti jako o importance sampling aprozimaci (importance sampling approzimation). Maxima-
lizace lg, »(0), pro kterou se pouzivaji obvyklé numerické postupy, ddva MCMC aproximaci 6,, maximalné
vérohodného odhadu 6 parametru #. Tato aproximace je pouZitelnd, pokud 6y je blizko 6. Jako 6 se
vétsinou voli hruby odhad ziskany néjakou jednodussi ale méné efektivni metodou. Celou proceduru lze

iterativné opakovat. Existuji alternativni aproximace jako napf. bridge sampling nebo path sampling,
podrobnéji viz [4], kap. 8.2.4. a 8.2.5.

Metoda maximalni pseudovérohodnosti

Protoze vérohodnostni funkce je ¢asto komplikovana, je jina strategie odhadovani parametrd modelu
zalozena na nahrazeni vérohodnostni funkce néjakou jeji aproximaci.

Definice 32. Nechf ® je koneény bodovy proces na B € Bg s Papangelouovou podminénou intenzitou
Xy (2, ¢), kde 6 je vektor neznamych parametrt. Méjme danu realizaci ¢ procesu v okné pozorovani W,
o kterém predpokladdme, Ze splyva s B. Definujeme pseudovérohodnost (pseudolikelihood) vztahem

PLO) = exp { W~ [ Nyt ar ) [ 2o (o))

TEP

Hodnota, kterd maximalizuje PL(#), je odhad metodou mazimdini pseudovérohodnosti (mazimum pseu-
dolikelihood estimator = MPLE) vektoru 6 nezndmych parametr.

Pozndmka: Pro Poissontiv bodovy proces je \*(z, ) = A(x) a pseudovérohodnost je identicka s vérohod-
nosti.

Priklad: Strausstiv proces ma Papangelouovu podminénou intenzitu A*(x, p) = pyte@e) kde t r(x, @) =
Zyew Ljo<|jz—y|<r]- Nezndmé parametry jsou 3 > 0,0 <y < 1a R > 0. Logaritmus pseudovérohodnosti
Straussova procesu je

log PL(3, 7, R) = |W| - /W G179 dz + 3 (log B+ talr, o \ {2}) log7)

TEP

=|W|- / By = ®2) da + (W) log B + 25 k() log 7,
w

kde §R(‘P) = Z{z,y}gapl[kl\z—yl\gR]- Polozime-li derivace podle § a podle v rovny nule, dostaneme
rovnice

(W) =ﬁ/ ytR(E9) 4,
w

25r(p) = ﬁ/ tr(z, @)y ") dz.
w

Takacsova-Fikselova metoda

Pii metodé maximélni vérohodnosti fesime soustavu rovnic I'(¢) = 0. U metody momenti zase mame
soustavu Sp(r) — S(r) = 0. Oba tyto pFistupy se daji zahrnout pod pojem odhadovacich rovnic.

Definice 33. Necht (0, ®) je funkce takova, ze pro kazdé 0 je Epy)(6, @) = 0, kde Ey znadi stiedni
hodnotu vzhledem k rozdéleni procesu ® parametrizovaného 6. Pro danou realizaci ¢ uvazujme rovnici
(0, ) = 0, kterou nazveme nestrannou odhadovaci rovnici (unbiased estimating equation). Jako odhad
parametru 6 na zakladé realizace ¢ vezmeme feseni 0 soustavy nestrannych odhadovacich rovnic, kterou
obdrzime rtznou volbou funkei .

Kromé metody momentt a maximalni vérohodnosti (¢éi pseudovérohodnosti) je dalsim pirikladem od-
hadovacich rovnic pro modely bodovych procesii Takacsova-Fikselova metoda. Ta je zalozena na identité
obsahujici podminénou intenzitu. Proto se nejprve vénujme definici a zdkladnim vlastnostem podminéné
intenzity.

Definice 34. Nechf ® je bodovy proces na R? s rozdélenim II. Pfedpokladejme, ze redukovana Cam-
pbellova mira C' je absolutné spojité vzhledem k souc¢inu d-rozmérné Lebesgueovy miry a miry II. Potom
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pfislusna Radonova-Nikodymova derivace A* se nazyva podminénd intenzita (conditional intensity) pro-
cesu ®. Znamené to, ze plati

C' (B xU) = /B /u N (x, ) TI(dyp) dz = /BE)\*(:Z:, D)1lgcydr, BeBY UeN (4)

Pokud @ je Poissoniiv bodovy proces s funkei intenzity A(z), tak ze vztahu

C'(BxU) = / PL(U) A(dz)

B x
a ze Slivnyakovy véty P! =1II ([5], tvrzeni 12) mame

CY(B x U) = T(U)A(B) = TI(U) / Az) dz.
B

Zjistujeme tak, Ze podminéna intenzita Poissonova procesu je rovna funkci intenzity.

Pro stacionarni bodovy proces ® je redukovanad Campbellova mira invariantni va¢i posunutim
(tj. C'(B x U) = C'((B + y) x (U + y)) pro kazdé y € R?), a proto, pokud existuje podminéna in-
tenzita, tak splituje A\*(z, p) = A*(z + y, ¢ + v).

Pokud ¢ mé podminénou intenzitu, tak standardnim postupem teorie miry z (4) dostaneme

E> WX, ®\{X}) = / Eh(z, ®)\* (2, ®) dz (5)

Xed R

pro libovolnou nezapornou méfitelnou funkei i na R% x /. Tento vztah se nékdy oznacuje jako Georgiiho-
Nguyenova-Zessinova identita (Georgii-Nguyen-Zessin identity).

Existuje-li funkce intenzity A(z) bodového procesu ®, mizeme levou stranu rovnosti (5) prepsat
z Campbellovy-Meckeho véty jako

E> WX, ®\{X}) = / E! h(z, ®)A(z) dz. (6)

Xed R

Porovnanim pravych (5) a (6) vidime, Ze pro libovolnou nezdpornou méfitelnou funkci g na R? x N plati
pro s.v. x € R? splitujici A(x) > 0 nasledujici vztah

A (z, D)
A)

neboli \*(z, ®)/\(z) je Radonova-Nikodymova derivace miry P! vzhledem k II. Heuristicky tak lze
podminénou intenzitu chapat jako podminénou pravdépodobnost, ze proces ® ma bod v infinitezimalnim
okoli bodu x za podminky, Ze zndme polohy bodt procesu mimo toto okoli.

Pro stacionarni bodovy proces s intenzitou A piejde Georgiiho-Nguyenova-Zessinova identita pomoci
Campbellovy-Meckeho véty na

E!zg(xvq)) =E g(Ia¢)7 (7)

)\/ ELh(z, ® + x)dz = / Eh(z, ®)A*(0,® — z) dx.
R Rd

Volbou h(z, ) = g(¢ — z), kde g je nezdpornd méfitelnd funkce na A, dostaneme stacionarni verzi
vztahu (7), ta tvrdi, Ze pro s.v. x € R? je

AELg(®) = EX*(0, ® — 2)g(® — ). (8)

V pripadé, kdy @ je koneény bodovy proces s hustotou p, definujeme Papangelouovu podminénou
intenzitu vztahem (definice 27 v [5])

A (z, ) :M, o €Ny :p(p) >0, 2 € R

p(»)
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Pokud p(p) = 0, dodefinujeme Papangelouovu podminénou intenzitu nulou.

Véta 21. Necht @ je koneény bodovy proces s hustotou p vzhledem k rozdéleni jednotkového Poissonova
bodového procesu ®p na mnoziné B € Bi. Potom podminéna intenzita procesu ® existuje a je rovna
Papangelouové podminéné intenzité s.v.

Drikaz: Potfebujeme ukazat, Ze pro libovolnou méritelnou nezapornou funkci h plati

_ N CIR G
E);h(X,Q\{X})_/RdEh( , ) (@) dz.

Vyuzijeme-li toho, ze ® ma hustotu p vzhledem k rozdéleni procesu @ p, tak mizeme tento vztah prepsat
do tvaru

Ep(0r) 3 h(X.2p\ (X)) = [ Eh(.@p)p(@p U (o)) do.
Xedp Re

ktery zjednodusime zavedenim funkce g(z, ) = p(¢ U {x})h(x, p) na

E Y g(X,@p\{X})z/RdIEg(x,q)p)dx. 9)

Xedp

Vzhledem k tomu, Ze podminén4 intenzita Poissonova procesu ®p je identicky rovna 1 na B a g(x, ¢) = 0
pro z ¢ B, tak (9) neni nic jiného nez Georgiiho-Nguyenova-Zessinova identita pro Poissoniv bodovy
proces ®p.

O

Nyni se miizeme vratit k popisu Takacsovy-Fikselovy metody. Predpokladejme, Ze zndme paramet-
ricky tvar podminéné intenzity A} (x, ) procesu ®. Definujeme-li

w.e) = Y b\ (o) - [ b o) do

rzEPNW

pro libovolné zvolenou funkci h, pak podle Georgiiho-Nguyenovy-Zessinovy identity je Eqtp (6, ®) = 0.
Odhad parametru 6 dostaneme feSenim nestrannych odhadovacich rovnic 95 (6, ) = 0. Podobné jako u
metody minimélniho kontrastu, mizeme zvolit vice funkci h, nez je pocet neznamych parametria. Pokud
napriklad zvolime k funkci hq, ..., hi, muzeme hledat takové 0, které minimalizuje

k
Z 1/1}“ (67 (p)Z
=1

U nékterych pfirozenych voleb funkci h nemusime byt schopni vyjadfit 1, (0, ¢) z pozorovani ¢
v omezeném okné W. Problémy totiz mohou zptsobovat okrajové efekty. Potom se ¢asto nabizi misto
Ui (0, ¢) vzit odhad 1/3;1(9, ©), ktery uvazuje korekce na okrajové efekty. Napiiklad v p¥ipadé stacionar-
niho bodového procesu je u volby h(z, ) = ©(b(x,r))1[zew) stfedni hodnota prvniho ¢lenu v ¢ (6, @),
neboli leva strana identity (5), rovna A?|W|K (r). Prvni ¢len v (6, ¢) nejsme schopni spocitat pouze z
informace v okné W, a tak ho nahradime tfeba pomoci transla¢né korigovaného odhadu K-funkce.
U stacionarnich bodovych procestt miizeme odhad parametri zalozit na vztahu (8). Vhodné specidlni
volby funkce ¢ jsou naptiklad tyto (r > 0 je dané):
1. g(¢) = p(b(o, 7)), pak na levé strané (8) mame A2 K (r),
2. 9(©) = Lipnv(o,r)=0)/ A" (0, ), pak na pravé strané (8) dostavame 1 — F'(r),
3. g(p) = (b0, 7))/ (0, ¢), pak prava strana (8) je konstanta Awyr?.

Priklad: Uvazujme Straussiv proces a predpokladejme, ze parametr R je znamy. Nasim cilem je najit
odhad parametri 6 = (3,). Volba hy(z,¢) = 1 dava

Un, (0, 0) = (W) — 6/ ,YtR(I#P) d.

w
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Volbou ha(z, @) = tr(x, ) dostaneme

Uny (6, 0) = 2sr(p) — 6/W tr(z, )y ") da.

Vsimnéme si, zZe jsme ziskali stejnou soustavu dvou rovnici o dvou nezndmych jako u metody maximélni
pseudovérohodnosti. Reseni této soustavy se musi hledat numericky. Uvédomime-li si, Ze tg(x, ¢) nabyva
pouze nezapornych celociselnych hodnot, a polozime-li

My =/ 1ii(z,p)=k1dz, Kk € Ny,
w

pak ma nasSe soustava tvar
o0
p(W) =5 A m,
k=0

2sr(p) =p Z EyFmy.
k=0

3.4 Diagnostika modelu

K ovéfeni zvoleného modelu miZeme pouzit Monte Carlo testy. Pokud jsme schopni simulovat z nami
zvoleného modelu, pak pro kazdou nasimulovanou realizaci spoc¢teme néjakou popisnou charakteristiku
a porovname ji se stejnou charakteristikou odhadnutou z dat. Jestlize je model urcen spravné, neméla
by charakteristika odhadnutd z dat vykazovat velké odlisnosti. Problémy tohoto pfistupu se zacnou
projevovat u obecnéjsich nehomogennich bodovych procesti, kde bychom potfebovali vhodnou popisnou
charakteristiku.

Podivejme se nyni, jak se d& v situaci bodovych procesti vyuzit zobecnéni rezidui z klasickyjch
regresnich linedrnich modeld. Obecné jsou rezidua rozdilem pozorovanych hodnot a hodnot ziskanych
podle zvoleného modelu. Jestlize je model spravny, méla by byt rezidua kolem nuly.

Definice 35. Necht ® je bodovy proces s podminénou intenzitou A\*. Pro nezdpornou méfitelnou funkei
h definujme h-vdZenou inovaci (h-weighted innovation) jako znaménkovou ndhodnou miru

In(B)= Y h(X,@\{X})—/Bh(:z:,{))/\*(x,q))dx.

XedénB

Piedpokladejme, ze podminénd intenzita A\j(x, ) zévisi na parametru 6. Dale pfedpokladejme, Ze
jsme nasli odhad 6 (napf. nékterou metodou z minulé podkapitoly) na zdkladé pozorovéni procesu v okné
W € B4. Potom odhad podminéné intenzity je /\z(a:, ©). U definice inovaci pfipoustime, Ze funkce h zavisi
na 6.

Definice 36. Znaménkovou ndhodnou miru

Ru(B)= 3 hy(X,®\ {X}) - /B i, BN (2, @) da

XednB

nazveme h-vdZenou rezidudlni mirou (h-weighted residual measure).

Podle Georgiiho-Nguyenovy-Zessinovy identity je EI,(B) = 0 pro kazdé B. Proto pokud je model
spravny, mély by se hodnoty Rj(B) pohybovat kolem nuly (obecné vSak ER}, (B) nemusi byt rovno
nule). Oblasti s extrémnimi hodnotami Rj(B) indikuji oblasti odchyleni od zvoleného modelu. Mezi
specidlni volby h pat¥i h = 1 (hrubd (raw) inovace), h = 1/\* (inverzni (inverse) inovace nebo také
koty exponencidlni energie (exponential energy marks)) a h = 1/v/A* (Pearsonova inovace). Rezidua
pro tyto tfi volby umoziiuje spocitat funkce residuals.ppm v knihovné spatstat. Pro h = 1 je R1(B) =
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-/ B )\* (z,®) dz, tedy mira R; je ddna rozdilem miry s atomy v bodech procesu a miry s hustotou
)\ P (:1: D) vzhledem k Lebesgueové mife.

Priklad: Uvazujme stacionarni Poissontiv bodovy proces s intenzitou A, kterou na zakladé pozorovani v
okné W odhadneme jako ®(W)/|W|. Potom (pokud ®(W') > 0)

Ry(B) = &(B) - @(W)%,
Ryyx-(B) = |W|% 1B,
Ry, yx-(B) = &(B) % B %)

D4 se ukédzat (viz cvifeni), ze stfedni hodnoty téchto tii h-vaZenych rezidudlnich mér jsou nula. Také si
miizeme vSimnout, Ze Ry (W) = Ri/x-(W) = R, 5=(W) = 0. To odpovidé situaci v klasické linedrni
regresi, kdy soucet vSech rezidui je roven nule.

Pro grafické znazornéni rezidui je vhodné provést vyhlazeni pomoci jadrové funkce.

Definice 37. Necht k je pravdépodobnostni hustota na R?. Realizaci bodového procesu ® pozorujeme v
okné W € B¢ a mame sestrojeny odhad 6 parametru 6. Definujeme vyhlazené rezidudlni pole (smoothed
residual field) vztahem

S(x) = e(a) /W K( — y) Ra(dy),
kde

je korekce na okrajové efekty.

Pozndmka: Pro h =1 je

S@)=c@) Y ke—Y)-clx) / k(e — y) N (. ) d.
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