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1 Náhodná posloupnost

Bude fixován pravděpodobnostńı prostor (Ω,F ,P) a uváž́ıme posloupnost reálných náhodných veličin
{Xn, n ∈ N}, tj. měřitelných zobrazeńı Xn : (Ω,F) → (R,B), kde B = B(R) je borelovská σ-algebra
prostoru R.

Definice 1.1. Posloupnost X1, X2, . . . náhodných veličin se nazývá náhodná posloupnost.

Označme RN množinu posloupnost́ı reálných č́ısel. Náhodná posloupnost vytvář́ı zobrazeńı X : Ω →
RN definované jako

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . . ), ω ∈ Ω. (1)

Nab́ıźı se otázka, jestli je toto zobrazeńı nějakým zp̊usobem měřitelné.

Definice 1.2. Jsou-li (Sn,Sn) měřitelné prostory, definujeme součinovou σ-algebru
∞⊗
n=1
Sn podmnožin

součinového prostoru
∞

×
n=1

Sn jako

S = σ{A1 ×A2 × · · · ×An × Sn+1 × Sn+2 × · · · : Ak ∈ Sk, n ∈ N}.

Množina tvaru A1 ×A2 × · · · ×An × Sn+1 × Sn+2 × · · · se nazývá měřitelný válec s konečně rozměrnou

podstavou. Pokud Sn = S a Sn = S pro každé n ∈ N, použ́ıváme značeńı SN =
∞

×
n=1

Sn a SN =
∞⊗
n=1
Sn.

V naš́ı situaci máme Sn = R a Sn = B.

Tvrzeńı 1.1. Je-li X1, X2, . . . náhodná posloupnost, pak zobrazeńı X definované v (1) je měřitelné ve
smyslu X : (Ω,F)→ (RN,BN).

D̊ukaz. Použijeme-li definici 1.2 pro Sn = R a Sn = B, stač́ı ověřit, že F = [X ∈ A1 × A2 × · · · × An ×
R×R× · · · ] ∈ F pro libovolné A1, . . . , An ∈ B a n ∈ N. Plat́ı ale F =

⋂n
k=1[Xk ∈ Ak], a tak F ∈ F .

Z prostoru RN lze přirozeným zp̊usobem učinit metrický prostor.

Definice 1.3. Definujme vzdálenost reálných posloupnost́ı x = (x1, x2, . . . ) a y = (y1, y2, . . . ) jako

d(x, y) =

∞∑
n=1

|xn − yn| ∧ 1

2n
,

kde a ∧ b = min{a, b}.

Poznámka: Všimněme si, že řada v definici metriky d je vždy konvergentńı a plat́ı d(x, y) ≤ 1.

Tvrzeńı 1.2. Plat́ı následuj́ıćı:
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(a) d je metrika,

(b) posloupnost xn = (xn1 , x
n
2 , . . . ) ∈ RN konverguje pro n → ∞ k posloupnosti x = (x1, x2, . . . ) ∈ RN

v metrice d právě tehdy, když xnj −→n→∞xj pro každé j ∈ N,

(c) (RN, d) je separabilńı úplný metrický prostor,

(d)
∞

×
n=1

[an, bn] je kompaktńı podmnožina RN pro −∞ < an ≤ bn <∞.

D̊ukaz. (a), (b), (c) na cvičeńı,
(d) bez újmy na obecnosti předpokládejme [an, bn] = [0, 1]. Uváž́ıme posloupnost xn = (xn1 , x

n
2 , . . . )

bod̊u v [0, 1]N. Protože x11, x
2
1, . . . je posloupnost reálných č́ısel v kompaktńım intervalu [0, 1], existuje jej́ı

podposloupnost x
n(1,1)
1 , x

n(1,2)
1 , . . . , x

n(1,k)
1 , . . . , která pro k → ∞ konverguje k x1 ∈ [0, 1]. Dále existuje

podposloupnost {n(2, k), k ∈ N} vybraná z posloupnosti {n(1, k), k ∈ N} taková, že x
n(2,k)
2 −→

k→∞
x2 ∈

[0, 1]. Indukćı postupně zkonstruujeme

x
n(1,1)
1 , x

n(1,2)
1 , . . . , x

n(1,k)
1 , . . . −→

k→∞
x1 ∈ [0, 1],

x
n(2,1)
2 , x

n(2,2)
2 , . . . , x

n(2,k)
2 , . . . −→

k→∞
x2 ∈ [0, 1],

...

x
n(`,1)
` , x

n(`,2)
` , . . . , x

n(`,k)
` , . . . −→

k→∞
x` ∈ [0, 1],

...

tak, že {n(`+1, k), k ∈ N} je posloupnost vybraná z posloupnosti {n(`, k), k ∈ N}. Diagonálńı posloupnost
{n(k, k), k ∈ N} je vybranou posloupnost́ı každé posloupnosti {n(`, k), k ∈ N}. Odsud pro libovolné ` ∈ N
máme

x
n(k,k)
` −→

k→∞
x`,

a tak podle části b) konverguje xn(k,k) = (x
n(k,k)
1 , x

n(k,k)
2 , . . . ) podle metriky d při k → ∞ k posloup-

nosti x = (x1, x2, . . . ) ∈ [0, 1]N. T́ım jsme dokázali požadovanou kompaktnost. Použili jsme metodu
diagonálńıho Hellyova výběru.

Nyńı se pod́ıvejme, jak vypadá σ-algebra BN.

Věta 1.3. Plat́ı BN = B(RN), neboli

σ{A1 × · · · ×An × R× · · · : A1, . . . , An ∈ B, n ∈ N} = σ{U : U ⊆ RN otevřená množina}.

D̊ukaz. Inkluze BN ⊆ B(RN) je zřejmá. Stač́ı tedy ukázat, že každá otevřená množina U ⊆ RN lež́ı
v σ-algebře BN. Pro každé x ∈ U existuje δx > 0 tak, že U =

⋃
x∈U B(x, δx), kde B(x, δx) = {y :

d(y, x) < δx} je otevřená koule v prostoru RN o poloměru δx. Metrický prostor RN je separabilńı (tvrzeńı
1.2), a tak můžeme z otevřeného pokryt́ı U vybrat spočetné (Lindelöfova věta), č́ımž dostaneme U =⋃∞
k=1B(xk, δxk

), kde xk ∈ U . K dokončeńı d̊ukazu stač́ı ukázat, že B(x, δ) ∈ BN pro x ∈ RN a δ > 0. Pro
pevné x ∈ RN je zobrazeńı y 7→

∑∞
j=1 2−j(|xj − yj | ∧ 1) měřitelné vzhledem k BN, a proto B(x, δ) = {y ∈

RN :
∑∞
j=1 2−j(|xj − yj | ∧ 1) < δ} ∈ BN.

Definice 1.4. Necht’ E je metrický prostor. Zobrazeńı X : (Ω,F)→ (E,B(E)) budeme nazývat náhodná
veličina s hodnotami v E.

Důsledek 1.4. Náhodná posloupnost X = (X1, X2, . . . ) je náhodná veličina s hodnotami v RN.

D̊ukaz. Plyne z věty 1.3 společně s tvrzeńım 1.1.

Existuj́ı některé netriviálńı pod-σ-algebry σ-algebry BN, se kterými se ještě setkáme.
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Definice 1.5. Zobrazeńı p : RN → RN se nazývá konečná permutace (řádu n), když existuje n ∈ N
a permutace (k1, . . . , kn) prvk̊u množiny {1, . . . , n} tak, že

p(x1, . . . , xn, xn+1, . . . ) = (xk1 , . . . , xkn , xn+1, . . . ), (x1, x2, . . . ) ∈ RN.

Definice 1.6. Zobrazeńı s : RN → RN dané předpisem

s(x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ), (x1, x2, . . . ) ∈ RN,

se nazývá posunut́ı.

Definice 1.7. Množina T ∈ B(RN) se nazývá terminálńı, když plat́ı implikace

x = (x1, x2, . . . ) ∈ T, y = (y1, y2, . . . ) ∈ RN : yk = xk pro všechna k ∈ N až na konečně mnoho ⇒ y ∈ T.

Řekneme, že T ∈ B(RN) je n-terminálńı, pokud plat́ı

x = (x1, x2, . . . ) ∈ T, y = (y1, y2, . . . ) ∈ RN : yk = xk pro k > n ⇒ y ∈ T.

Definice 1.8. Označ́ıme následuj́ıćı systémy množin:

• n-symetrické množiny: Sn = {S ∈ B(RN) : p(S) = S pro každou konečnou permutaci p řádu n},

• symetrické množiny: S = {S ∈ B(RN) : p(S) = S pro každou konečnou permutaci p},

• množiny invariantńı v̊uči posunut́ı: I = {I ∈ B(RN) : s−1I = I},

• n-terminálńı množiny: Tn = {T ∈ B(RN) : T n-terminálńı}.

• terminálńı množiny: T = {T ∈ B(RN) : T terminálńı}.

Tvrzeńı 1.5. (a) Konečná permutace p : RN → RN je homeomorfismus.

(b) Posunut́ı s je spojité zobrazeńı.

(c) Množina T ∈ B(RN) je n-terminálńı právě tehdy, když existuje Tn ∈ B(RN) tak, že T = Rn × Tn.

(d) Systémy I, T a S jsou σ-algebry takové, že I ⊂ Tn ⊂ Sn pro každé n ∈ N, a proto I ⊂ T ⊂ S.
Všechny uvedené inkluze jsou ostré.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Náhodná posloupnost X = (X1, X2, . . . ) je podle d̊usledku 1.4 náhodná veličina s hodnotami v RN

a má tedy rozděleńı pravděpodobnosti.

Definice 1.9. Bud’ X : (Ω,F) → (E,B(E)) náhodná veličina s hodnotami v metrickém prostoru E.
Necht’ P(E) znač́ı systém borelovských pravděpodobnostńıch měr na E. Definujeme PX(B) = P(X ∈ B)
pro B ∈ B(E). Pak PX ∈ P(E) se nazývá rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X.

Rozděleńı náhodné posloupnosti X = (X1, X2, . . . ) je tedy pravděpodobnostńı mı́ra PX na B(RN)
definována jako PX(B) = P((X1, X2, . . . ) ∈ B) pro B ∈ B(RN). Dále nás bude zaj́ımat, č́ım je rozděleńı
náhodné posloupnosti určeno.

Definice 1.10. Řekneme, že množina B ∈ B(RN) je konečně rozměrná, jestliže existuj́ı n ∈ N a Bn ∈
B(Rn) tak, že B = Bn × RN.

Tvrzeńı 1.6. Označme A systém konečně rozměrných množin z B(RN). Tento systém tvoř́ı algebru,
která generuje B(RN), tedy pro jej́ı σ-obal plat́ı σ(A) = B(RN).

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Věta 1.7. Rozděleńı náhodné posloupnosti X = (X1, X2, . . . ) je jednoznačně určeno t́ım, že zadáme
rozděleńı všech náhodných vektor̊u (X1, X2, . . . , Xn), n ∈ N.
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D̊ukaz. Máme ověřit, že jsou-li X = (X1, X2, . . . ) a Y = (Y1, Y2, . . . ) dvě náhodné posloupnosti takové, že
P(X1,...,Xn) = P(Y1,...,Yn) pro každé n ∈ N, pak PX = PY . Bud’ B = Bn ×RN konečně rozměrná množina,
pak

PX(B) = P(X ∈ B) = P((X1, . . . , Xn) ∈ Bn) = P((Y1, . . . , Yn) ∈ B) = P(Y ∈ B) = PY (B).

Mı́ry PX a PY splývaj́ı na algebře A konečně rozměrných množin, která podle tvrzeńı 1.6 generuje
σ-algebru B(RN). Podle věty o rozš́ı̌reńı mı́ry tak je PX = PY na B(RN).

Principiálńı problém: Předeṕı̌seme konečně rozměrná rozděleńı pravděpodobnosti Pn ∈ P(Rn) pro
n ∈ N. Kdy existuje náhodná posloupnost X = (X1, X2, . . . ) taková, že P(X1,...,Xn) = Pn pro každé
n ∈ N?

Nutnou podmı́nku nalezneme snadno.

Definice 1.11. Řekneme, že {Pn ∈ P(Rn), n ∈ N} je konzistentńı systém rozděleńı pravděpodobnosti,
když Pn+1(Bn×R) = Pn(Bn), Bn ∈ B(Rn), n ∈ N, tj. Pn je marginálńı rozděleńı Pn+1 pro každé n ∈ N.

Rozděleńı Pn ∈ P(Rn) je jednoznačně určenou svou distribučńı funkćı

Fn(x1, . . . , xn) = Pn
(
(−∞, x1]× · · · × (−∞, xn]

)
, (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Lehce tak dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.8. Systém {Pn ∈ P(Rn), n ∈ N} je konzistentńı právě tehdy, když

lim
xn+1→∞

Fn+1(x1, . . . , xn, xn+1) = Fn(x1, . . . , xn) pro (x1, . . . , xn) ∈ Rn a n ∈ N,

kde Fn označuje distribučńı funkci mı́ry Pn.

Je zřejmé, že v principiálńım problému muśı být {Pn, n ∈ N} konzistentńı systém. Tato podmı́nka, a to
netriviálně, je také postačuj́ıćı. Následuj́ıćı dvě věty jsou speciálńım př́ıpadem Daniellovy-Kolmogorovovy
věty.

Věta 1.9. (Daniellova věta) Ke každému konzistentńımu systému {Pn ∈ P(Rn), n ∈ N} existuje
náhodná posloupnost X = (X1, X2, . . . ) taková, že P(X1,...,Xn) = Pn pro každé n ∈ N.

Věta 1.10. Ke každému konzistentńımu systému {Pn ∈ P(Rn), n ∈ N} existuje jediná borelovská
pravděpodobnostńı mı́ra P definovaná na RN taková, že

P (Bn × RN) = Pn(Bn), Bn ∈ B(Rn), n ∈ N. (2)

Větu 1.10 dokážeme v závěru kapitoly. Věta 1.9 je d̊usledkem věty 1.10.

D̊ukaz. (věty 1.9) K danému konzistentńımu systému {Pn ∈ P(Rn), n ∈ N} podle věty 1.10 existuje
P ∈ P(RN) tak, že plat́ı (2). Položme (Ω,F ,P) = (RN,B(RN), P ) a X = id. Projekce Xn : RN → R,
n ∈ N, definované jako

Xn(x1, . . . , xn, xn+1, . . . ) = xn pro (x1, x2, . . . ) ∈ RN,

jsou spojité, a tud́ıž měřitelné ve smyslu (RN,B(RN))→ (R,B). Urč́ıme rozděleńı vektoru (X1, . . . , Xn):

P(X1,...,Xn)(Bn) = P((X1, . . . , Xn) ∈ Bn) = P(X ∈ Bn × RN) = P (Bn × RN) = Pn(Bn), Bn ∈ B(Rn).

Náhodná posloupnost X = (X1, X2, . . . ) má požadované vlastnosti.

Definice 1.12. Jsou-li Q1, . . . , Qn mı́ry v P(R), pak Q =
n⊗
k=1

Qk označuje jedinou pravděpodobnostńı

mı́ru v P(Rn) takovou, že Q(
n

×
k=1

Bk) = Q1(B1) · · ·Qn(Bn) pro B1, . . . , Bn ∈ B(R). Tato mı́ra se nazývá

součin měr Q1, . . . , Qn.
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Tvrzeńı 1.11. Náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé právě tehdy, když P(X1,...,Xn) =
n⊗
k=1

PXk
.

D̊ukaz. Viz TP1.

Je okamžitě patrné, že pro posloupnost rozděleńı Qk ∈ P(R) je systém {Pn =
n⊗
k=1

Qk, n ∈ N} konzis-

tentńı. Věta 1.10 zńı nyńı následovně.

Věta 1.12. Pro každou posloupnost Qk ∈ P(R) existuje jediná pravděpodobnostńı mı́ra P ∈ P(RN)
taková, že

P (Bn × RN) =

(
n⊗
k=1

Qk

)
(Bn), Bn ∈ B(Rn), n ∈ N.

Větu 1.9 můžeme potom vyslovit následovně.

Věta 1.13. Pro každou posloupnost Qk ∈ P(R) existuje posloupnost nezávislých náhodných veličin X =

(X1, X2, . . . ) taková, že PXk
= Qk, k ∈ N, a PX =

∞⊗
k=1

Qk.

D̊ukaz. Uváž́ıme konzistentńı systém {Pn =
n⊗
k=1

Qk, n ∈ N}. Podle věty 1.9 existuje náhodná posloupnost

X = (X1, X2, . . . ) taková, že P(X1,...,Xn) = Pn =
n⊗
k=1

Qk, n ∈ N. Odsud PXk
= Qk pro každé k ∈ N

a náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé pro každé n ∈ N podle tvrzeńı 1.11. Náhodné veličiny

X1, X2, . . . jsou tedy nezávislé a maj́ı předepsaná jednorozměrná rozděleńı Qk. Rovnost PX =
∞⊗
k=1

Qk

okamžitě plyne z P(X1,...,Xn) =
n⊗
k=1

Qk, n ∈ N, nebot’
∞⊗
k=1

Qk je jednoznačně určená pravděpodobnostńı

mı́ra splňuj́ıćı( ∞⊗
k=1

Qk

)
(B1 ×B2 × · · · ×Bn × R× · · · ) = Q1(B1) · · ·Qn(Bn) =

(
n⊗
k=1

Qk

)
(B1 × · · · ×Bn)

pro libovolný měřitelný válec B1 ×B2 × · · · ×Bn × R× · · · s konečně rozměrnou podstavou.

Tedy předeṕı̌seme-li jednorozměrná rozděleńı Qk, vždy existuje posloupnost nezávislých náhodných
veličin Xk, které maj́ı rozděleńı Qk. To nám poskytuje matematický model pro posloupnost bernoulli-
ovských pokus̊u s pravděpodobnost́ı úspěchu p ∈ [0, 1]. Rozděleńı Qk jsou alternativńı s parametrem p.
Je-li p = 1/2, můžeme si poradit snadněji.

Definice 1.13. Dvojkový rozvoj č́ısla x ∈ (0, 1] je posloupnost x1, x2, . . . nul a jedniček taková, že v ńı
nalezneme nekonečně mnoho jedniček a

x =

∞∑
k=1

xk
2k
.

Dvojkový rozvoj č́ısla 0 je posloupnost nul.

Tvrzeńı 1.14. Je-li X náhodná veličina, která má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1] a

X(ω) =

∞∑
k=1

Xk(ω)

2k
(3)

je jej́ı dvojkový rozvoj, pak X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých náhodných veličin s alternativńım
rozděleńım s parametrem 1/2.

Obráceně uvažujeme-li posloupnost nezávislých náhodných veličin s alternativńım rozděleńım s para-
metrem 1/2 a definujeme X vztahem (3), potom X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1].

D̊ukaz. Na cvičeńı.
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Budeme se zabývat několika významnými typy náhodných posloupnost́ı, které popisuj́ı náhodný pohyb
částice v časech n = 1, 2, . . .

Definice 1.14. Řekneme, že náhodná posloupnost X = (X1, X2, . . . ) je

• iid, pokud náhodné veličiny Xj , j ∈ N, jsou nezávislé a stejně rozdělené,

• n-symetrická, pokud rozděleńı (X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . ) a (Xk1 , . . . , Xkn , Xn+1, . . . ) jsou stejná pro
každou konečnou permutaci (k1, . . . , kn) řádu n ∈ N,

• symetrická, pokud je n-symetrická pro každé n ∈ N,

• stacionárńı, pokud rozděleńı (X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . ) a (Xn+1, Xn+2, . . . ) jsou stejná pro každé
n ∈ N.

Př́ıklady a vztahy mezi těmito typy jsou přenechány na cvičeńı. Daľśımi d̊uležitými typy jsou mar-
kovské řetězce (přednáška Náhodné procesy 1) a martingaly, kterým se budeme podrobněji věnovat
v daľśıch kapitolách.

Na závěr této kapitoly uved’me chyběj́ıćı d̊ukaz věty 1.10.

D̊ukaz. (věty 1.10) Mějme konzistentńı systém {Pn ∈ P(Rn), n ∈ N}. Vztahem (2) definujeme konečně
aditivńı pravděpodobnost P na algebře A ⊂ B(RN) konečně rozměrných množin.

Je třeba ověřit, že definice je korektńı. Pokud bychom měli konečně rozměrnou množinu vyjádřenou
dvěma zp̊usoby jako Bn × RN = Bm × RN, kde Bn ∈ B(Rn), Bm ∈ B(Rm) a m > n, pak muśı být
Bm = Bn × Rm−n a z konzistence plyne, že Pm(Bm) = Pm(Bn × Rm−n) = Pn(Bn).

Dále ověř́ıme, že P je konečně aditivńı pravděpodobnost na A. K tomu si povšimneme, že jsou-li A, B
dvě konečně rozměrné množiny, pak existuj́ı n ∈ N a An, Bn ∈ B(Rn) tak, že A = An×RN a B = Bn×RN.
Pro A a B disjunktńı jsou zřejmě An a Bn disjunktńı a plat́ı A ∪B = (An ∪Bn)× RN. Odtud máme

P (A ∪B) = Pn(An ∪Bn) = Pn(An) + Pn(Bn) = P (A) + P (B).

Zbývá ukázat, že P je σ-aditivńı pravděpodobnost na algebře A, pak totiž podle věty o rozš́ı̌reńı
mı́ry existuje právě jedna pravděpodobnostńı mı́ra P̄ na σ-algebře σ(A), která je rozš́ı̌reńım P . Tvrzeńı
1.6 ř́ıká, že algebra A generuje B(RN). Rozš́ı̌reńı P̄ je proto definováno na B(RN) a má vlastnosti, které
požaduje zněńı věty.

Mějme An = Bnkn × RN množiny v A takové, že A1 ⊇ A2 ⊇ · · · a ∩∞n=1A
n = ∅ (zkráceně ṕı̌seme

An ↘ ∅). Dı́ky monotonii posloupnosti An můžeme předpokládat, že množiny Bnkn ∈ B(Rkn) jsou takové,

že k1 < k2 < · · · . Zvolme ε > 0 libovolně. Pro každé n ∈ N je mı́ra Pkn ∈ P(Rkn) těsná. To znamená,
že existuje kompaktńı množina Kn ⊆ Bnkn tak, že Pkn(Bnkn \K

n) < ε/2n. Vyrob́ıme konečně rozměrné

množiny Cn = Kn × RN ∈ A. Z konstrukce plyne, že Cn ⊆ An, a tedy ∩∞n=1C
n = ∅.

Tvrd́ıme, že lze nalézt m ∈ N, pro které ∩mn=1C
n = ∅. Sporem předpokládejme, že ∩mn=1C

n 6= ∅ pro
všechna m ∈ N. Pak existuj́ı posloupnosti xm = (xm1 , x

m
2 , . . . ) ∈ RN tak, že (xm1 , . . . , x

m
kn

) ∈ Kn pro

n = 1, . . . ,m. Máme posloupnost {xm,m ∈ N} v RN takovou, že každá z posloupnost́ı (x1` , x
2
` , . . . ) je

omezená v R. Podle části d) tvrzeńı 1.2 má posloupnost {xm,m ∈ N} hromadný bod x ∈ RN. Snadno
vid́ıme, že x ∈ ∩∞n=1C

n, což je hledaný spor.
Necht’ m ∈ N je takové, že ∩mn=1C

n = ∅. Nyńı poč́ıtejme

P (Am) = P (Am \ ∩mn=1C
n) ≤

m∑
n=1

P (An \ Cn) =

m∑
n=1

Pkn(Bnkn \K
n) <

m∑
n=1

ε

2n
< ε.

Využili jsme toho, že Am \ ∩mn=1C
n ⊆ ∪mn=1(An \ Cn). Máme tedy P (An) ≤ P (Am) < ε pro n ≥ m, což

vede na P (An)↘ 0 pro n→∞.
Jsou-li Ã1, Ã2, · · · ∈ A po dvou disjunktńı takové, že ∪∞k=1Ã

k ∈ A, pak An = ∪∞k=nÃk ∈ A pro n ∈ N
a An ↘ ∅. Již jsme dokázali, že P (An) ↘ 0 při n → ∞. Z tohoto faktu a konečné aditivity P můžeme
vyvodit, že

P

( ∞⋃
k=1

Ãk

)
= P

(
n−1⋃
k=1

Ãk

)
+ P (An) =

n−1∑
k=1

P (Ãk) + P (An) −→
n→∞

∞∑
k=1

P (Ãk).

Dokázali jsme požadovanou σ-aditivitu P , č́ımž je d̊ukaz hotov.
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2 Markovské časy, filtrace a martingaly

Uvažujeme-li náhodnou posloupnost X = (X1, X2, . . . ) jako model náhodného pohybu částice v časech
t = 1, 2, . . . , pak události, které se částici přihod́ı či nepřihod́ı do času n, jsou shromážděny v σ-algebře
Fn = σ(X1, . . . , Xn) = {[(X1, . . . , Xn) ∈ Bn], Bn ∈ Bn} a všechny události v σ-algebře F∞ = σ(X) =
{[X ∈ B], B ∈ B(RN)}.

Tvrzeńı 2.1. Plat́ı σ(X) = σ (∪∞n=1σ(X1, . . . , Xn)).

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Definice 2.1. Bud’ (Ω,F) měřitelný prostor a F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ F neklesaj́ıćı posloupnost σ-algeber.
Ř́ıkáme, že (Fn) je filtrace. Znač́ıme F∞ = σ(∪∞n=1Fn).

Je-li X = (X1, X2, . . . ) posloupnost náhodných veličin definovaných na (Ω,F) a (Fn) filtrace taková,
že σ(X1, . . . , Xn) ⊆ Fn pro každé n ∈ N, ř́ıkáme, že posloupnost (Xn) je adaptována na filtraci (Fn) nebo
také, že je Fn-adaptovaná.

Je-li σ(X1, . . . , Xn) = Fn pro každé n ∈ N, ř́ıkáme, že (Fn) je kanonická filtrace posloupnosti X =
(X1, X2, . . . ).

Tvrzeńı 2.2. Necht’ X = (X1, X2, . . . ) je náhodná posloupnost a S = (S1, S2, . . . ) je posloupnost jejich
částečných součt̊u, tj. Sn =

∑n
k=1Xk. Potom X a S maj́ı stejnou kanonickou filtraci, tj. σ(X) = σ(S).

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Pohyb částice zaznamenává některé významné události.

Definice 2.2. Necht’ X = (X1, X2, . . . ) je náhodná posloupnost a B ∈ B. Označ́ıme TB(ω) = min{n :
Xn(ω) ∈ B}, přičemž pokládáme min ∅ = ∞, a TB nazveme čas prvńıho vstupu posloupnosti X do
množiny B.

Povšimněme si, že

[TB ≤ n] =

n⋃
k=1

[Xk ∈ B] ∈ σ(X1, . . . , Xn), n ∈ N.

Definice 2.3. Zobrazeńı T : Ω→ N∪{∞} se nazývá markovský čas filtrace (Fn) nebo také Fn-markovský
čas, když [T ≤ n] ∈ Fn pro každé n ∈ N.

Je-li X = (X1, X2, . . . ) náhodná posloupnost, pak T : Ω → N ∪ {∞} se nazývá markovský čas
posloupnosti X, když [T ≤ n] ∈ σ(X1, . . . , Xn) pro každé n ∈ N neboli T je markovský čas kanonické
filtrace.

Čas TB prvńıho vstupu posloupnosti X do B ∈ B je markovský čas této posloupnosti, nebot’ [TB ≤
n] ∈ σ(X1, . . . , Xn) pro každé n ∈ N. Tento markovský čas je náhodná veličina, která nepřináš́ı žádnou
informaci o chováńı posloupnosti X po čase TB .

Hledáme vhodnou definici σ-algebry událost́ı náhodné posloupnosti X do markovského času T .

Definice 2.4. Bud’ (Fn) filtrace a T jej́ı markovský čas. Znač́ıme

FT = {F ∈ F∞ : F ∩ [T ≤ n] ∈ Fn ∀n ∈ N}.

Jedná se o σ-algebru, kterou nazýváme σ-algebra událost́ı do času T .
Je-li X = (X1, X2, . . . ) náhodná posloupnost a T jej́ı markovský čas, budeme o σ-algebře

FT = {F ∈ σ(X) : F ∩ [T ≤ n] ∈ σ(X1, . . . , Xn) ∀n ∈ N}

mluvit také jako o historii posloupnosti X do času T .

V okamžiku T (ω) <∞ se částice nalézá v bodě XT (ω)(ω). Pro ω ∈ Ω budeme značit

XT (ω) =

{
XT (ω)(ω) pro T (ω) <∞,
0 pro T (ω) =∞.
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Tvrzeńı 2.3. Necht’ (Fn) je filtrace. Pak T je Fn-markovský čas právě tehdy, když [T = n] ∈ Fn pro
každé n ∈ N. Dále plat́ı, že

FT = {F ∈ F∞ : F ∩ [T = n] ∈ Fn ∀n ∈ N}.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Tvrzeńı 2.4. (kalkul pro markovské časy) Necht’ (Fn) je filtrace a S, T jsou Fn-markovské časy.
Potom

a) T a XT jsou FT -měřitelné náhodné veličiny,

b) S ∧ T , S ∨ T a S + T jsou Fn-markovské časy,

c) T ∧ n je Fn-měřitelná náhodná veličina pro každé n ∈ N,

d) F ∈ FS ⇒ F ∩ [S ≤ T ] ∈ FT ,

e) S ≤ T ⇒ FS ⊆ FT ,

f) [S ≤ T ], [S = T ] ∈ FS ∩ FT ,

g) FS ∩ FT = FS∧T .

D̊ukaz. a), b), c) Na cvičeńı.
d) Podle tvrzeńı 2.3 máme ukázat, že F ∈ FS ⇒ F ∩ [S ≤ T ] ∩ [T = n] ∈ Fn pro každé n ∈ N:

F ∩ [S ≤ T ] ∩ [T = n] = F ∩ [S ≤ n] ∩ [T = n] ∈ Fn ∩ Fn = Fn.

e) Podle části d) S ≤ T a F ∈ FS implikuje, že F = F ∩ [S ≤ T ] ∈ FT .
f) Podle d) je [S ≤ T ] = Ω∩ [S ≤ T ] ∈ FT . Polož́ıme-li λ = S∧T , pak se jedná o markovský čas podle

b), a tedy FS∧T -měřitelnou náhodnou veličinu podle a). Protože FS∧T ⊆ FT podle e), zjǐst’ujeme, že λ
je FT -měřitelná náhodná veličina, tud́ıž [S ≥ T ] = [λ = T ] ∈ FT . Celkem máme [S ≤ T ], [S ≥ T ] ∈ FT ,
a proto také [S = T ] = [S ≤ T ] ∩ [S ≥ T ] ∈ FT . Ze symetrie jsou jevy [S ≤ T ], [S ≥ T ], [S = T ] také
v FS .

g) Podle e) je FS∧T ⊆ FS ∩ FT . Mějme F ∈ FS ∩ FT , pak

F ∩ [S ∧ T ≤ n] = (F ∩ [T ≤ S] ∩ [T ≤ n]) ∪ (F ∩ [S ≤ T ] ∩ [S ≤ n]).

Z části f) dostaneme, že F ∩ [T ≤ S] ∈ FT a F ∩ [S ≤ T ] ∈ FS , a proto F ∩ [T ≤ S] ∩ [T ≤ n] ∈ Fn
a F ∩ [S ≤ T ] ∩ [S ≤ n] ∈ Fn, což dává F ∩ [S ∧ T ≤ n] ∈ Fn pro libovolné n ∈ N neboli F ∈ FS∧T .

Tvrzeńı 2.5. a) Necht’ T je Fn-markovský čas a λ : Ω→ N∪ {∞} je FT -měřitelná náhodná veličina
taková, že λ ≥ T . Pak λ je Fn-markovský čas.

b) Mějme náhodnou posloupnost X = (X1, X2, . . . ) a T jej́ı markovský čas. Pro B ∈ B definujme
λ = min{k > T : Xk ∈ B}, jde o čas prvńıho vstupu do množiny B po čase T . Potom λ je
markovský čas posloupnosti X.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Definice 2.5. Necht’ X1, X2, . . . je iid náhodná posloupnost. Posloupnost součt̊u Sn =
∑n
k=1Xk se

nazývá náhodná procházka (s krokem Xn).

Věta 2.6. (silná markovská vlastnost náhodné procházky) Bud’ Sn =
∑n
k=1Xk náhodná procházka

a T <∞ s.j. jej́ı markovský čas. Označme Rk = ST+k − ST pro k ∈ N. Pak (R1, R2, . . . )
d
= (S1, S2, . . . )

a posloupnost (R1, R2, . . . ) je nezávislá se σ-algebrou FT .
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D̊ukaz. Mějme n ∈ N, F ∈ FT a B ∈ Bn. Pak

P([(R1, . . . , Rn) ∈ B] ∩ F ) =

∞∑
k=1

P([(R1, . . . , Rn) ∈ B, T = k] ∩ F )

=

∞∑
k=1

P([(Sk+1 − Sk, . . . , Sk+n − Sk) ∈ B] ∩ [T = k] ∩ F )

=

∞∑
k=1

P((Sk+1 − Sk, . . . , Sk+n − Sk) ∈ B) · P([T = k] ∩ F )

= P((S1, . . . , Sn) ∈ B) ·
∞∑
k=1

P([T = k] ∩ F ) = P((S1, . . . , Sn) ∈ B) · P(F ).

Volbou F = Ω dostaneme P((R1, . . . , Rn) ∈ B) = P((S1, . . . , Sn) ∈ B) pro každé n ∈ N a B ∈ Bn, což
podle věty 1.7 znamená, že se rovnaj́ı rozděleńı posloupnost́ı (R1, R2, . . . ) a (S1, S2, . . . ). Dále t́ım pádem
máme P([(R1, . . . , Rn) ∈ B] ∩ F ) = P((R1, . . . , Rn) ∈ B) · P(F ), takže (R1, . . . , Rn) a FT jsou nezávislé
pro libovolné n ∈ N, a to je ekvivalentńı nezávislosti (R1, R2, . . . ) a FT .

Tvrzeńı 2.7. (stacionarita vzhledem k markovskému času) Necht’ (X1, X2, . . . ) je iid náhodná

posloupnost a T je markovský čas této posloupnosti takový, že T < ∞ s.j. Pak (XT+1, XT+2, . . . )
d
=

(X1, X2, . . . ) a posloupnost (XT+1, XT+2, . . . ) je nezávislá se σ-algebrou FT .

D̊ukaz. Obdobně jako v d̊ukazu věty 2.6 vezměme libovolné n ∈ N, F ∈ FT a B ∈ Bn. Pak

P([(XT+1, . . . , XT+n) ∈ B] ∩ F ) =

∞∑
k=1

P([(XT+1, . . . , XT+n) ∈ B] ∩ F ∩ [T = k])

=

∞∑
k=1

P([(Xk+1, . . . , Xk+n) ∈ B])P(F ∩ [T = k])

= P([(X1, . . . , Xn) ∈ B])

∞∑
k=1

P(F ∩ [T = k])

= P([(X1, . . . , Xn) ∈ B])P(F ).

Volbou F = Ω dostáváme P([(XT+1, . . . , XT+n) ∈ B]) = P([(X1, . . . , Xn) ∈ B]), a proto také

P([(XT+1, . . . , XT+n) ∈ B] ∩ F ) = P([(XT+1, . . . , XT+n) ∈ B])P(F ).

Tvrzeńı 2.8. Necht’ (X1, X2, . . . ) je iid náhodná posloupnost taková, že P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1/2.

Je-li T markovský čas této posloupnosti splňuj́ıćı T < ∞ s.j., pak (X1, . . . , XT ,−XT+1,−XT+2, . . . )
d
=

(X1, X2, . . . ).

D̊ukaz. Náhodná posloupnost (X1, . . . , XT , 0, . . . ) je FT -měřitelná, nebot’ pro libovolnou množinu B ∈
B(RN) a n ∈ N je

[(X1, . . . , XT , 0, . . . ) ∈ B] ∩ [T = n] = [(X1, . . . , Xn, 0, . . . ) ∈ B] ∩ [T = n] ∈ Fn,

a tak [(X1, . . . , XT , 0, . . . ) ∈ B] ∈ FT podle tvrzeńı 2.3. Náhodné posloupnosti (0, . . . , 0, XT+1, XT+2, . . . )
a (0, . . . , 0,−XT+1,−XT+2, . . . ) maj́ı stejná rozděleńı a podle tvrzeńı 2.7 jsou nezávislé na FT . Proto
náhodné posloupnosti

(X1, X2, . . . ) = (X1, . . . , XT , 0, . . . ) + (0, . . . , 0, XT+1, XT+2, . . . )

a
(X1, . . . , XT ,−XT+1,−XT+2, . . . ) = (X1, . . . , XT , 0, . . . ) + (0, . . . , 0,−XT+1,−XT+2, . . . ),

které jsou vyjádřeny součty dvou nezávislých posloupnost́ı, maj́ı stejná rozděleńı.
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Definice 2.6. Necht’ X1, X2, . . . je iid náhodná posloupnost taková, že P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1/2.
Př́ıslušnou náhodnou procházku (Sn) nazýváme diskrétńı symetrická náhodná procházka.

Tvrzeńı 2.9. (princip reflexe) Necht’ (Sn) je diskrétńı symetrická náhodná procházka. Uvažujme mar-
kovský čas T prvńıho vstupu náhodné procházky do množiny {a}, kde a ∈ N. Označ́ıme Srk = 2Sk∧T −Sk,
k ∈ N. Pak (Sr1 , S

r
2 , . . . ) má stejné rozděleńı jako (S1, S2, . . . ).

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Tvrzeńı 2.10. (maxima diskrétńı symetrické náhodné procházky) Pro diskrétńı symetrickou
náhodnou procházku (Sn) označme Mn = maxk=1,...,n Sk, n ∈ N. Uvažujme markovský čas T prvńıho
vstupu náhodné procházky do množiny {a}, kde a ∈ N. Pak

P(T ≤ n) = P(Mn ≥ a) = 2P(Sn ≥ a)− P(Sn = a) a lim
n→∞

P(Mn ≥ a) = 1.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Definice 2.7. Pro H : (Ω,F) → (E,B(E)) zavád́ıme σ-algebru generovanou H jako σ(H) = {[H ∈
B], B ∈ B(E)}. Jde o nejmenš́ı pod-σ-algebru A ⊆ F takovou, že H : (Ω,A)→ (E,B(E)).

Definice 2.8. Mějme H : (Ω,F) → (E,B(E)) a T : Ω → R̄. Ř́ıkáme, že T je H-měřitelná náhodná
veličina, když T : (Ω, σ(H))→ (R̄, B̄), tj. σ(T ) ⊆ σ(H).

Tvrzeńı 2.11. Náhodná veličina T je H-měřitelná právě tehdy, když existuje f : (E,B(E)) → (R̄, B̄)
tak, že T = f(H).

D̊ukaz. Viz TP1.

Je-li T markovský čas, pak obecně plat́ı σ(T ) ⊂ FT . Pro př́ıklad, kdy je tato inkluze ostrá, stač́ı
uvažovat T = n pro nějaké n ∈ N takové, že Fn je netriviálńı σ-algebra. Pak σ(T ) = {∅,Ω} ⊂ Fn = FT .

Dř́ıve, než budeme definovat martingal, si připomeneme definici a vlastnosti podmı́něné středńı hod-
noty. Ṕı̌seme-li X ∈ L1(F), máme na mysli, že X je náhodná veličina definovaná na (Ω,F ,P) a taková,
že E|X| < ∞. Pro σ-algebru G ⊆ F budeme symbolem Y ∈ L1(G) chápat, že Y je náhodná veličina na
(Ω,G,P|G) a E|Y | <∞.

Definice 2.9. Necht’ X ∈ L1(F) a G ⊆ F je σ-algebra. Náhodná veličina EGX = E[X|G] ∈ L1(G) se
nazývá podmı́něná středńı hodnota X vzhledem ke G (za podmı́nky G), když pro každou G ∈ G plat́ı∫

G

X dP =

∫
G

EGX dP.

Podmı́něná středńı hodnota EGX je určena s.j. jednoznačně.

Tvrzeńı 2.12. (kalkul pro podmı́něnou středńı hodnotu) Pro X,Y ∈ L1(F) a pod-σ-algebru
G ⊆ F plat́ı

a) EG(aX + bY + c) = aEGX + bEGY + c s.j. pro a, b, c ∈ R,

b) X ≤ Y s.j. ⇒ EGX ≤ EGY s.j.,

c) h : R→ R konvexńı, h(X) ∈ L1(F) ⇒ h(EGX) ≤ EGh(X) s.j.,

d) Y G-měřitelná náhodná veličina, X · Y ∈ L1(F) ⇒ EGXY = Y ·EGX s.j. (spec. X G-měřitelná ⇒
EGX = X s.j.),

e) D ⊆ F pod-σ-algebra taková, že D a σ(X)∨G jsou nezávislé ⇒ E[X|G ∨D] = E[X|G] s.j. (značeńı:
A ∨ B = σ(A ∪ B)),

f) D ⊆ G pod-σ-algebra ⇒ EDEGX = EGEDX = EDX s.j. (spec. E(EGX) = EX),

g) (X, IG)
d
= (Y, IG) ∀G ∈ G ⇒ E[X|G] = E[Y |G] s.j.

D̊ukaz. Viz TP1.
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Můžeme také podmiňovat náhodnou veličinou H s hodnotami v metrickém prostoru E, tj. tedy také
náhodnou posloupnost́ı H = (H1, H2, . . . ). Pro X ∈ L1(F) je E[X|H] = E[X|σ(H)] podmı́něná středńı
hodnota X za podmı́nky H. Je určena s.j. jednoznačně podmı́nkami E[X|H] je integrovatelná H-měřitelná
náhodná veličina a

∫
[H∈B]

X dP =
∫
[H∈B]

E[X|H] dP pro všechna B ∈ B(E). Podle tvrzeńı 2.11 existuje

borelovská funkce f : E → R tak, že E[X|H] = f(H). Znač́ıme f(h) = E[X|H = h] podmı́něnou středńı
hodnotu X za podmı́nky H = h.

Důležité pro nás budou následuj́ıćı dvě vlastnosti.

Tvrzeńı 2.13. Necht’ X je náhodná veličina s hodnotami v metrickém prostoru E1, Y je náhodná veličina
s hodnotami v metrickém prostoru E2 a g : E1×E2 → R je borelovská funkce taková, že g(X,Y ) ∈ L1(F).

(i) Když Z ∈ L1(F) a (Y,Z) a X jsou nezávislé, pak E[Z|X,Y ] = E[Z|Y ].

(ii) Když X a Y jsou nezávislé, pak E[g(X,Y )|X = x] = Eg(x, Y ) pro PX-s.v. x ∈ E1.

D̊ukaz. Viz TP1.

Při studiu martingalových diferenćı budeme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.14. Pro X ∈ L2(F) a σ-algebru G ⊂ F plat́ı

(i) EGX ∈ L2(G), E(X − EGX)2 = EX2 − (EGX)2,

(ii) E(X − EGX)Y = 0 pro Y ∈ L2(G),

(iii) E(X − EGX)2 = minY ∈L2(G) E(X − Y )2.

D̊ukaz. Viz TP1.

Zobrazeńı EG : L2(F)→ L2(G) je projekčńı operátor v Hilbertově prostoru L2. Označ́ıme-li L2-normu

‖X‖ =
√
EX2, pak X −Y = (X −EGX) + (EGX −Y ) je podle části (ii) rozklad na dva kolmé sč́ıtance a

‖X − Y ‖2 = ‖X − EGX‖2 + ‖EGX − Y ‖2 ≥ ‖X − EGX‖2,

přičemž rovnost nastává pro Y = EGX.
Podstatně vylepš́ıme pravidlo f) v tvrzeńı 2.12 pro iterované podmiňováńı.

Tvrzeńı 2.15. Necht’ (Fn) je filtrace, S, T jsou jej́ı markovské časy a Z ∈ L1(F). Pak

(i) implikace S ≤ T ⇒ EFSZ = EFS∧TZ plat́ı s.j.,

(ii) EFSEFTZ = EFTEFSZ = EFS∧TZ s.j.

D̊ukaz. (i) Máme dokázat, že existuje N ∈ F s P(N) = 0 tak, že pro ω /∈ N plat́ı S(ω) ≤ T (ω) ⇒
(EFSZ)(ω) = (EFS∧TZ)(ω). Jinými slovy chceme, aby 1[S≤T ]EFSZ = 1[S≤T ]EFS∧TZ s.j. Protože
podle tvrzeńı 2.4 je 1[S≤T ] ∈ FS∧T ⊆ FS , vzhledem k části d) tvrzeńı 2.12 potřebujeme ověřit
EFS1[S≤T ]Z = EFS∧T 1[S≤T ]Z, což znamená dokázat∫

F∩[S ≤T ]

Z dP =

∫
F∩[S ≤T ]

EFS∧TZ dP

pro F ∈ FS . To ale plyne z definice podmı́něné středńı hodnoty a toho, že F ∩ [S ≤ T ] ∈ FT ∩FS =
FS∧T podle tvrzeńı 2.4.

(ii) Máme dokázat, že EFS∧TZ = EFSEFTZ neboli
∫
F
EFS∧TZ dP =

∫
F
EFTZ dP pro F ∈ FS . Mějme

libovolné F ∈ FS . Pak podle (i) je∫
F∩[S ≤T ]

EFS∧TZ dP =

∫
F∩[S ≤T ]

EFSZ dP =

∫
F∩[S ≤T ]

Z dP =

∫
F∩[S ≤T ]

EFTZ dP.

Prvńı rovnost plyne z (i), daľśı dvě z toho, že F ∩ [S ≤ T ] ∈ FS a F ∩ [S ≤ T ] ∈ FT , což máme
z části d) tvrzeńı 2.4. Dále podle (i) je∫

F∩[T<S]
EFS∧TZ dP =

∫
F∩[T<S]

EFTZ dP.
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Podstatná je také spojitost E[X | G] v obou argumentech.

Tvrzeńı 2.16. Necht’ Xn, X ∈ L1(F) a Gn,G jsou pod-σ-algebry F .

a) (spojitost v L1): E|Xn −X| −→
n→∞

0 ⇒ E|EGXn − EGX| −→
n→∞

0,

b) (spojitost v L2): E|Xn −X|2 −→
n→∞

0 ⇒ E|EGXn − EGX|2 −→
n→∞

0,

c) (stejnoměrná integrovatelnost): je-li posloupnost (Xn) stejnoměrně integrovatelná, pak posloupnost
E[Xn | Gn] je stejnoměrně integrovatelná,

d) (věta o monotónńı konvergenci): 0 ≤ Xn ↗ X s.j. ⇒ 0 ≤ EGXn ↗ EGX s.j.,

e) (podmı́něné Fatouovo lemma): Xn ≥ 0, X = lim infn→∞Xn ∈ L1 ⇒ 0 ≤ EGX ≤ lim infn→∞ EGXn

s.j.,

f) (věta o integrovatelné majorantě): |Xn| ≤ Y ∈ L1(F), Xn
s.j.−→
n→∞

X ⇒ E|EGXn − EGX| −→
n→∞

0

a EGXn
s.j.−→
n→∞

EGX.

D̊ukaz. a) Z části c) tvrzeńı 2.12 (Jensenova nerovnost) plyne |EGXn − EGX| ≤ EG |Xn − X|. Nyńı
stač́ı jen aplikovat středńı hodnotu na obě strany nerovnosti.

b) Opět podle Jensenovy nerovnosti máme |EGXn − EGX|2 ≤ EG |Xn − X|2, z čehož aplikováńım
středńı hodnoty na obě strany dostáváme spojitost v L2

c) Necht’ Yn = E[Xn | Gn]. Pak z Jensenovy nerovnosti máme |Yn| ≤ EGn |Xn| a pro pravděpodobnost
Gn-měřitelného jevu [|Yn| ≥ c] dostaneme

P(|Yn| ≥ c) ≤ c−1
∫
[|Yn|≥c]

|Yn|dP ≤ c−1
∫
[|Yn|≥c]

EGn |Xn| ≤ c−1 sup
n∈N

E|Xn|.

Tud́ıž P(|Yn| ≥ c) −→
c→∞

0 stejnoměrně v n. Dále opět z Jensenovy nerovnosti je∫
[|Yn|≥c]

|Yn|dP ≤
∫
[|Yn|≥c]

EGn |Xn|dP =

∫
[|Yn|≥c]

|Xn|dP.

Protože Xn maj́ı stejně absolutně spojité integrály, jde pravá strana k nule pro c→∞ stejnoměrně
v n.

d) viz TP1.

e) Aplikujeme část d) na monotónńı posloupnost 0 ≤ infk≥nXk ↗ X a źıskáme 0 ≤ EG infk≥nXk ↗
EGX. Jelikož EG infk≥nXk ≤ infk≥n EGXk, máme EGX ≤ lim infn→∞ EGXn.

f) Posloupnosti Y ±Xn jsou nezáporné a podle části e) je

EG(Y ±X) ≤ EGY + lim inf
n→∞

EG ±Xn,

což po odečteńı EGY dává ±EGX ≤ ± lim infn→∞ EGXn neboli EGX ≤ lim infn→∞ EGXn a EGX ≥
lim supn→∞ EGXn. Dohromady tedy

EGX ≤ lim inf
n→∞

EGXn ≤ lim sup
n→∞

EGXn ≤ EGX

a všechny nerovnosti muśı být rovnostmi. T́ım jsme ukázali, že EGXn
s.j.−→
n→∞

EGX.

Stejnoměrná integrovatelnost (Xn) a konvergence s.j. implikuj́ı konvergenci v L1. Pak z části a)
plyne i konvergence podmı́něných středńıch hodnot v L1.
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Nyńı již můžeme definovat pojem martingalové posloupnosti náhodných veličin.

Definice 2.10. Bud’ X = (X1, X2, . . . ) posloupnost integrovatelných náhodných veličin adaptovaná na
filtraci (Fn). Řekneme, že posloupnost X je (Fn)-martingal, když

E[Xn+1 | Fn] = Xn s.j. pro n ∈ N. (4)

Plat́ı-li
E[Xn+1 | X1, X2, . . . , Xn] = Xn s.j. pro n ∈ N, (5)

tj. když X je σ(X1, . . . , Xn)-martingal, ř́ıkáme, že posloupnost X je martingal.
Je-li v (4) resp. (5) nerovnost ≥, ř́ıkáme, že posloupnost X je (Fn)-submartingal resp. submartingal.
Je-li v (4) resp. (5) nerovnost ≤, ř́ıkáme, že posloupnost X je (Fn)-supermartingal resp. supermar-

tingal.

Z definice plyne, že martingal má konstantńı středńı hodnotu. Pro submartingal je EXn neklesaj́ıćı
posloupnost, zat́ımco pro supermartingal je nerostoućı.

Povšimněme si, že

(4)⇐⇒ E[Xn | Fk] = Xk pro k ≤ n,
(5)⇐⇒ E[Xn | X1, . . . , Xk] = Xk pro k ≤ n.

Stač́ı použ́ıt část b) tvrzeńı 2.12:

E[Xn | Fk] = EFkEFk+1 · · ·EFn−1Xn = Xk.

Podobné ekvivalence plat́ı pro submartingal a supermartingal.

Tvrzeńı 2.17. (stabilita martingalové vlastnosti)

(i) Je-li náhodná posloupnost X1, X2, . . . Fn-martingal, pak je také Gn-martingal pro každou filtraci Gn
splňuj́ıćı σ(X1, . . . , Xn) ⊆ Gn ⊆ Fn. Speciálně každý Fn-martingal je martingal.

(ii) Necht’ X1, X2, . . . je Fn-martingal a D je σ-algebra, která je nezávislá s F∞. Pak X1, X2, . . . je
(Fn ∨ D)-martingal.

D̊ukaz. (i) Podle tvrzeńı 2.12f) je E[Xn+1 | Gn] = EGnEFnXn+1 = EGnXn = Xn.

(ii) Podle tvrzeńı 2.12e) je E[Xn+1 | Fn ∨ D] = E[Xn+1 | Fn] = Xn.

Obdobná tvrzeńı plat́ı pro submartingaly a supermartingaly.
Závažné př́ıklady martingal̊u jsou poskytovány pomoćı součt̊u či součin̊u nezávislých náhodných

veličin.

Tvrzeńı 2.18. Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých integrovatelných náhodných veličin. Označme
Sn =

∑n
j=1Xj.

a) Je-li EXn = 0, pak Sn je martingal. Je-li EXn ≥ 0, pak Sn je submartingal. Je-li EXn ≤ 0, pak Sn
je supermartingal.

b) Pokud Xn ∈ L2, EXn = 0 a EX2
n = σ2, potom Mn = S2

n − nσ2 je martingal.

c) Jestlǐze EXn = 1, pak Zn =
∏n
j=1Xj je martingal.

d) Pokud P(Xn = −1) = q a P(Xn = 1) = p, kde q = 1−p a p ∈ (0, 1), pak Yn = (q/p)Sn je martingal.

D̊ukaz. a) Stač́ı si uvědomit, že

E[Sn+1 | S1, . . . , Sn] = E[Sn+1 | X1, . . . , Xn] = E[Sn +Xn+1 | X1, . . . , Xn] = Sn + EXn+1.

13



b) V tomto př́ıpadě máme

E[S2
n+1 | S1, . . . , Sn] = E[(Sn +Xn+1)2 | X1, . . . , Xn] = S2

n + 2SnEXn+1 + EX2
n+1 = S2

n + σ2,

a proto

E[Mn+1 | S1, . . . , Sn] = E[S2
n+1 | S1, . . . , Sn]− (n+ 1)σ2 = S2

n − nσ2 = Mn,

tj. Mn je σ(S1, . . . , Sn)-martingal. Vzhledem k tomu, že

σ(M1, . . . ,Mn) = σ(S2
1 , . . . , S

2
n) ⊆ σ(S1, . . . , Sn) = σ(X1, . . . , Xn),

je Mn také martingal podle tvrzeńı 2.17.

c), d) Na cvičeńı.

Nyńı dokážeme tvrzeńı o submartingalech.

Tvrzeńı 2.19. (i) Bud’ X1, X2, . . . Fn-martingal a g : R→ R konvexńı funkce taková, že g(Xn) ∈ L1.
Pak g(X1), g(X2), . . . je Fn-submartingal.

(ii) Je-li X1, X2, . . . Fn-submartingal a g : R→ R konvexńı a neklesaj́ıćı funkce taková, že g(Xn) ∈ L1.
Pak g(X1), g(X2), . . . je Fn-submartingal.

D̊ukaz. Podle předpoklad̊u je posloupnost g(Xn) Fn-adaptovaná a integrovatelná. Z Jensenovy nerovnosti
máme

E[g(Xn+1) | Fn] ≥ g(E[Xn+1 | Fn]).

Využit́ım martingalové resp. submartingalové vlastnosti dostaneme v př́ıpadě (i)

E[g(Xn+1) | Fn] ≥ g(E[Xn+1 | Fn]) = g(Xn) s.j.

a v př́ıpadě (ii)
E[g(Xn+1) | Fn] ≥ g(E[Xn+1 | Fn]) ≥ g(Xn) s.j.

Poznámka: Speciálně pro Xn submartingal je X+
n submartingal. Pro Xn martingal a p ≥ 1 je |Xn|p

submartingal.

Z části a) tvrzeńı 2.18 v́ıme, že náhodná procházka Sn s centrovanými kroky je martingal. Proto je
S2
n submartingal a podle př́ıkladu b) z tvrzeńı 2.18 se dá rozložit na martingal a rostoućı posloupnost:
S2
n = Mn + nσ2. Podobný rozklad lze provést pro každý submartingal.

Definice 2.11. Bud’ (Fn) filtrace. Posloupnost I1, I2, . . . náhodných veličin je Fn-predikovatelná, pokud
In je Fn−1-měřitelná pro každé n ∈ N, přičemž pokládáme F0 = {∅,Ω}.

Poznámka: Každý Fn-predikovatelný Fn-martingal Mn je konstantńı s.j. Muśı totiž platit Mn = E[Mn+1 |
Fn] = Mn+1 s.j.

Věta 2.20. (Doob̊uv rozklad) Necht’ Sn je Fn-submartingal. Pak existuje Fn-martingal Mn a neklesaj́ıćı
Fn-predikovatelná posloupnost In taková, že Sn = Mn+In. Sč́ıtanci Mn a In jsou určeny s.j. jednoznačně
při dodatečné podmı́nce I1 = 0.

D̊ukaz. Označme diference Dn posloupnosti Sn jako D1 = S1 a Dn+1 = Sn+1 − Sn pro n ∈ N. Ze
submartingalové vlastnosti ihned vid́ıme, že EFnDn+1 ≥ 0 s.j. Položme Z1 = 0 a Zn+1 = (EFnDn+1)+ pro
n ∈ N. Potom Zn+1 = EFnDn+1 s.j. a Zn je Fn-predikovatelná posloupnost. Dále definujme Yn = Dn−Zn,
n ∈ N. Nyńı přejdeme ke kumulativńım součt̊um a zavedeme

Mn =

n∑
k=1

Yk, In =

n∑
k=1

Zk, Sn =

n∑
k=1

Dk =

n∑
k=1

Yk +

n∑
k=1

Zk = Mn + In.
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Vı́me, že I1 = Z1 = 0 a In+1 =
∑n+1
k=1 Zk je Fn-měřitelná pro n ∈ N. Tedy In je Fn-predikovatelná

posloupnost, která je nav́ıc neklesaj́ıćı, protože Zn ≥ 0. Náhodná posloupnost Mn = Sn − In je Fn-
adaptovaná, nebot’ se jedná o rozd́ıl adaptované a predikovatelné posloupnosti. Nav́ıc je také integrova-
telná. Ověř́ıme, že splňuje martingalovou vlastnost:

EFn(Mn+1 −Mn) = EFnYn+1 = EFn(Dn+1 − EF
n

Dn+1) = EFnDn+1 − EF
n

Dn+1 = 0 s.j.,

tedy EFnMn+1 = Mn s.j. a Mn je Fn-martingal. T́ım jsme našli hledaný rozklad Sn = Mn + In na
Fn-martingal a neklesaj́ıćı Fn-predikovatelnou posloupnost.

Abychom ukázali jednoznačnost, předpokládejme dva rozklady Sn = Mn + In = Nn + Jn. Pak
M̄n = Mn − Nn = Jn − In je Fn-martingal a zároveň Fn-predikovatelná posloupnost. Podle poznámky
před větou tak muśı j́ıt o konstantńı posloupnost s.j. Při podmı́nce I1 = J1 = 0 je tato konstanta nula,
a tak Mn = Nn a In = Jn s.j.

Definice 2.12. Posloupnost In z Doobova rozkladu se nazývá kompenzátor submartingalu Sn.

Tvrzeńı 2.21. (Martingalové diference L2-martingalu jsou ortogonálńı v L2) Necht’ Mn je Fn-martingal
takový, že Mn ∈ L2 pro n ∈ N. Označ́ıme D1 = M1 a Dn+1 = Mn+1−Mn pro n ∈ N. Potom EDnDm = 0
pro m 6= n, a tud́ı̌z EM2

n =
∑n
j=1 ED2

j a varMn =
∑n
j=1 varDj.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

3 Věty o zastaveńı a maximálńı nerovnosti

Stopping problém: Mějme martingal X1, X2, . . . a posloupnost T1 ≤ T2 ≤ · · · jeho markovských
čas̊u. Uvažujme posloupnost XT1

, XT2
, . . . danou zastaveńım martingalu v těchto markovských časech.

Dostaneme t́ımto opět martingal?
V situaci T1 ≤ T2 ≤ · · · ≤ K <∞ je odpověd’ kladná.

Věta 3.1. Necht’ X1, X2, . . . je Fn-martingal a S, T jsou Fn-markovské časy takové, že S ≤ T ≤ K <∞
pro nějaké K ∈ N. Pak XS , XT ∈ L1 a

EFSXT = XS s.j.

Pokud je X1, X2, . . . Fn-submartingal, pak máme nerovnost

EFSXT ≥ XS s.j.

D̊ukaz. Tvrzeńı budeme dokazovat pro submartingal. Integrovatelnost XS a XT plyne z jednoduchého
odhadu

|XT | ≤ max
j=1,...,K

|Xj | ≤
K∑
j=1

|Xj | ∈ L1.

Předpokládejme nejprve T − S ≤ 1. Pro F ∈ FS plat́ı∫
F

(XT −XS) dP =

K−1∑
j=1

∫
F∩[S=j]∩[T>j]

(Xj+1 −Xj) dP ≥ 0,

protože H = F ∩ [S = j] ∩ [T > j] ∈ Fj .
V obecném př́ıpadě spoj́ıme S a T konečným řetězem markovských čas̊u Vj = (S + j) ∧ T , pro které

plat́ı Vj+1 − Vj ≤ 1 a S = V0 ≤ V1 ≤ · · · ≤ VK = T . Iterovaným použit́ım již dokázané části tvrzeńı pak
dostaneme

EFSXT = EFV0EFV1 · · ·EFVK−1XT ≥ EFV0EFV1 · · ·EFVK−2XVK−1
≥ · · · ≥ EFV0XV1

≥ XS .

Důsledek 3.2. (věta o zastaveńı = optional stopping theorem) Necht’ X = (X1, X2, . . . ) je Fn-martingal
(resp. Fn-submartingal) a T je Fn-markovský čas. Zastaveńım posloupnosti X v čase T dostaneme
náhodnou posloupnost XT = (XT∧1, XT∧2, . . . ), která je Fn-martingal (resp. Fn-submartingal).
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D̊ukaz. Náhodné veličiny XT∧k jsou FT∧k-měřitelné (tvrzeńı 2.4a), a tud́ıž také Fk-měřitelné (FT∧k ⊆ Fk
podle tvrzeńı 2.4e). Takže XT je Fn-adaptovaná posloupnost. Podle věty 3.1 jsou XT∧k integrovatelné
náhodné veličiny. Zbývá ověřit martingalovou (resp. submartingalovou) vlastnost. Předpokládejme, že
X1, X2, . . . je submartingal. Pak podle věty 3.1 a tvrzeńı 2.15 plat́ı

XT∧n ≤ EFT∧nXT∧(n+1) = EFnEFTXT∧(n+1) = EFnXT∧(n+1).

V posledńım kroku jsme využili toho, že XT∧(n+1) je FT -měřitelná náhodná veličina podle tvrzeńı 2.4.

Tvrzeńı 3.3. Necht’ X1, X2, . . . je Fn-submartingal a S ≤ T jsou Fn-markovské časy. Potom pro libo-
volné n ∈ N je

EFSXT∧n ≥ XS∧n s.j.

D̊ukaz. Podobně jako v předešlém d̊ukazu podle tvrzeńı 2.4, tvrzeńı 2.15 a věty 3.1 plat́ı

EFSXT∧n = EFSEFnXT∧n = EFS∧nXT∧n ≥ XS∧n s.j.

Př́ıklad: Bud’ Sn diskrétńı symetrická náhodná procházka, T jej́ı prvńı vstup do množiny {a}, kde a ∈ N.
Vı́me, že Sn je martingal a T je jeho markovský čas, který je s.j. konečný. V tomto př́ıpadě máme
EST = a > 0 = ES1, a tak věta 3.1 pro neomezený markovský čas obecně neplat́ı.

Věta 3.4. (i) Necht’ X1, X2, . . . je Fn-martingal a S ≤ T <∞ s.j. jsou Fn-markovské časy takové, že

XT ∈ L1 a

∫
[T>n]

|Xn|dP −→
n→∞

0. (6)

Pak EFSXT = XS s.j.

(ii) Necht’ X1, X2, . . . je Fn-submartingal a S ≤ T <∞ s.j. jsou Fn-markovské časy takové, že

X+
T ∈ L1 a

∫
[T>n]

X+
n dP −→

n→∞
0. (7)

Pak EFSXT ≥ XS s.j.

D̊ukaz. Dokážeme pouze část (ii), d̊ukaz pro martingal prob́ıhá zcela analogicky.
Je-li Xn Fn-submartingal a X+

T ∈ L1, pak také XT ∈ L1, nebot’, jak ukážeme, plat́ı X−T ∈ L1. Dle věty
3.2 je XT∧n Fn-submartingal, a proto má neklesaj́ıćı středńı hodnotu. Speciálně plat́ı EXT∧n ≥ EX1.
Pro zápornou část tak dostáváme odhad

EX−T∧n = EX+
T∧n − EXT∧n ≤ EX+

T∧n − EX1.

Z Fatouova lemmatu pak dostaneme

EX−T ≤ lim inf
n→∞

EX−n∧T ≤ EX+
T − EX1 <∞.

Předpokládejme nejprve, že S ≤ K < ∞ pro nějaké K ∈ N, pak podle věty 3.1 je XS ∈ L1. Máme
ukázat, že ∫

F

XT dP ≥
∫
F

XS dP pro F ∈ FS . (8)

Protože F ∩ [S ≤ n] = F ∩ [S ≤ S ∧ n] ∈ FS∧n podle tvrzeńı 2.4d), pak z věty 3.1 dostáváme∫
F∩[S≤n]

XT∧n dP ≥
∫
F∩[S≤n]

XS∧n dP =

∫
F∩[S≤n]

XS dP.

Pro n→∞ konverguje pravá strana k
∫
F
XS dP, protože S <∞ s.j. a XS ∈ L1. Levou stranu rozeṕı̌seme

jako ∫
F∩[S≤n]

XT∧n dP =

∫
F∩[S≤n]∩[T≤n]

XT dP +

∫
F∩[S≤n]∩[T>n]

Xn dP.
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Protože S ≤ T <∞ s.j. a XT ∈ L1, máme pro prvńı sč́ıtanec∫
F∩[S≤n]∩[T≤n]

XT dP =

∫
F∩[T≤n]

XT dP −→
n→∞

∫
F

XT dP.

Pro druhý sč́ıtanec podle (6) je

lim inf
n→∞

∫
F∩[S≤n]∩[T>n]

Xn dP ≤ lim inf
n→∞

∫
F∩[S ≤n]∩[T>n]

X+
n dP ≤ lim inf

n→∞

∫
[T>n]

X+
n dP −→

n→∞
0.

Celkem tedy

lim inf
n→∞

∫
F∩[S≤n]

XT∧n dP ≤
∫
F

XT dP,

z čehož dostaneme∫
F

XT dP ≥ lim inf
n→∞

∫
F∩[S≤n]

XT∧n dP ≥ lim inf
n→∞

∫
F∩[S≤n]

XS∧n dP =

∫
F

XS dP.

Neboli jsme ukázali, že EFSXT ≥ XS s.j. v př́ıpadě omezeného času S. Speciálně tedy plat́ı EFT∧kXT ≥
XT∧k s.j., a proto |XT∧k| ≤ EFT∧k |XT | pro libovolné k ∈ N.

Nyńı se vrat’me k obecnému př́ıpadu neomezeného času S a ukážeme, že XS ∈ L1. Protože jev
[S = k] = [S = k] ∩ [T ≥ k] ∈ Fk ∩ FT = FT∧k, máme odhad

E|XS | =
∞∑
k=1

E|Xk|1[S=k] =

∞∑
k=1

E|Xk|1[S=k≤T ] =

∞∑
k=1

E|XT∧k|1[S=k≤T ]

≤
∞∑
k=1

E|XT |1[S=k≤T ] =

∞∑
k=1

E|XT |1[S=k] = E|XT | <∞.

Při dokazováńı nerovnosti (8) v př́ıpadě omezeného času S jsme využili pouze (6) a toho, že XS ∈
L1. Protože jsme právě zjistili, že XS ∈ L1, můžeme stejné argumenty zopakovat a t́ım ověřit, že za
předpoklad̊u věty (8) plat́ı. T́ım je d̊ukaz hotov.

Tvrzeńı 3.5. Podmı́nka (6) je ekvivalentńı tomu, že zastavená posloupnost XT = (XT∧1, XT∧2, . . . ) je
stejnoměrně integrovatelná. Obdobně plat́ı, že podmı́nka (7) je ekvivalentńı tomu, že posloupnost (X+

T∧n)
je stejnoměrně integrovatelná.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

Nab́ıźı se otázka, jak ověřovat podmı́nku (6) př́ıp. podmı́nku (7) nebo jejich ekvivalentńı vyjádřeńı
přes stejnoměrnou integrovatelnost. Uved’me některé d̊uležité př́ıpady, kdy je podmı́nka (6) splněna.

Věta 3.6. Bud’ X1, X2, . . . Fn-martingal a S ≤ T <∞ s.j. Fn-markovské časy. Uvažme podmı́nky:

∃0 < c <∞ : T ≥ n⇒ |Xn| ≤ c s.j., (9)

tj. do události v čase T se trajektorie X1, X2, . . . nacháźı v pásu [−c, c] s.j.;

(∃0 < c <∞ : T > n⇒ |Xn+1 −Xn| ≤ c s.j.) a ET <∞, (10)

tj. před událost́ı v čase T jsou př́ır̊ustky |Xn+1 −Xn| stejně omezené s.j. a čas T je integrovatelný;(
∃0 < c <∞ : T > n⇒ EFn |Xn+1 −Xn| ≤ c s.j.

)
a ET <∞, (11)

tj. před událost́ı v čase T jsou podmı́něné př́ır̊ustky stejně omezené s.j. a čas T je integrovatelný. Pak
každá z podmı́nek (9), (10) a (11) implikuje, že

XT ∈ L1 a EFSXT = XS .

17



D̊ukaz. Podmı́nka (10) implikuje podmı́nku (11), nebot’ 1[T>n]EFn |Xn+1 − Xn| = EFn1[T>n]|Xn+1 −
Xn| ≤ c s.j. Ověř́ıme, že (9) i (11) implikuj́ı (6) a d́ıky větě 3.4 budeme s d̊ukazem hotovi.

Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (9). Potom∫
[T>n]

|Xn|dP ≤ cP(T > n) −→
n→∞

cP(T =∞) = 0.

Integrovatelnost XT plyne např́ıklad z toho, že se jedná o limitu omezené posloupnosti XT∧n (plat́ı
|XT∧n| ≤ c). Proto z Lebesgueovy věty o integrovatelné majorantě je

E|XT | = lim
n→∞

E|XT∧n| ≤ c <∞.

Nyńı předpokládejme, že je splněna podmı́nka (11). Položme Yn = |X1| +
∑n−1
k=1 |Xk+1 − Xk|. Pak

|Xn| ≤ Yn pro n ∈ N a

0 ≤ |XT | ≤ YT = |X1|+
∞∑
k=1

|Xk+1 −Xk|1[T>k] s.j.

Uvědomı́me-li si, že z podmı́nky (11) plyne

E|Xk+1 −Xk|1[T>k] = E(EFk |Xk+1 −Xk|)1[T>k] ≤ cP(T > k),

dostaneme

E|XT | ≤ EYT ≤ E|X1|+
∞∑
k=1

E|Xk+1 −Xk|1[T>k] ≤ E|X1|+ c

∞∑
k=1

P(T > k) ≤ E|X1|+ cET <∞,

tedy XT ∈ L1. Zároveň jsme ukázali i YT ∈ L1, což nám pomůže ukázat druhou část podmı́nky (6):∫
[T>n]

|Xn|dP ≤
∫
[T>n]

Yn dP ≤
∫
[T>n]

YT dP −→
n→∞

0.

Poznámka: Pro submartingal bychom mohli zformulovat podobné postačuj́ıćı podmı́nky zaručuj́ıćı plat-
nost (7).
Poznámka: V podmı́nce (9) nemůžeme nahradit T ≥ n za T > n (viz cvičeńı).

V aplikaćıch často uvažujeme markovský čas prvńıho výstupu posloupnosti z nějaké omezené bore-
lovské množiny. Pak je podmı́nka (9) automaticky splněna.

Věta 3.7. (věta o probuzeńı = optional sampling theorem)

(i) Necht’ X1, X2, . . . je Fn-martingal a T1 ≤ T2 ≤ · · · < ∞ s.j. jsou Fn-markovské časy. Pokud pro
každé k ∈ N je

XTk
∈ L1 a lim

n→∞

∫
[Tk>n]

|Xn|dP = 0,

potom (XT1
, XT2

, . . . ) je FTn
-martingal.

(ii) Necht’ X1, X2, . . . je Fn-submartingal a T1 ≤ T2 ≤ · · · <∞ s.j. jsou Fn-markovské časy. Pokud pro
každé k ∈ N je

X+
Tk
∈ L1 a lim

n→∞

∫
[Tk>n]

X+
n dP = 0,

potom (XT1
, XT2

, . . . ) je FTn
-submartingal.

D̊ukaz. Adaptovanost plyne z tvrzeńı 2.4. Integrovatelnost se v př́ıpadě (i) př́ımo předpokládá a v př́ıpadě
(ii) plyne z d̊ukazu věty 3.4. Martingalovou resp. submartingalovou vlastnost źıskáme použit́ım věty 3.4
pro každé k ∈ N.
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Poznámka: Podle tvrzeńı 3.5 bychom mohli podmı́nky ve zněńı věty ekvivalentně přepsat pomoćı stej-
noměrné integrovatelnosti zastavené posloupnosti (XTk∧n, n ∈ N) resp. (X+

Tk∧n, n ∈ N).

Závažnou aplikaci poskytuje následuj́ıćı věta.

Věta 3.8. Bud’ Sn =
∑n
k=1Xk náhodná procházka a T ∈ L1 jej́ı markovský čas. Pak

a) X1 ∈ L1 =⇒ ST =
∑T
k=1Xk ∈ L1 a EST = ET · EX1,

b) X1 ∈ L2, EX1 = 0 a ∃c ∈ (0,∞) tak, že plat́ı (T > n ⇒ |Sn| ≤ c s.j.) ∀n ∈ N, potom

varST = ES2
T = ET · EX2

1 = ET · varX1.

D̊ukaz. a) Dle tvrzeńı 2.18a) je Yn = Sn − nEX1 martingal. Dále je

EFn |Yn+1 − Yn| = EFn |Xn+1 − EX1| = E|X1 − EX1| = c <∞,

kde Fn = σ(S1, . . . , Sn). Pro Yn je tedy splněna podmı́nka (11) ve větě 3.6 a odsud

EYT = EY1 = 0 =⇒ E(ST − TEX1) = 0 =⇒ EST = ET · EX1.

b) Dle tvrzeńı 2.18b) je Mn = S2
n − nEX2

1 martingal. Opět ověř́ıme podmı́nku (11):

EFn |Mn+1 −Mn| = EFn |2SnXn+1 +X2
n+1 − EX2

1 |
≤ EFn2|Sn||Xn+1|+ EFnX2

n+1 + EX2
1 = 2|Sn|E|X1|+ 2EX2

1 .

Pak

1[T>n]EFn |Mn+1 −Mn| ≤ 21[T>n]|Sn|E|X1|+ 2EX2
1 ≤ 2cE|X1|+ 2EX2

1 <∞ s.j.

a podle věty 3.6 je

0 = EM1 = EMT = E(S2
T − TEX2

1 ) = ES2
T − ET · EX2

1 ,

z čehož plyne ES2
T = ET · EX2

1 .

Poznámka: Vztah ST =
∑T
k=1Xk plat́ı pouze s.j. (na [T <∞]).

Poznamenejme, že věta 3.8 má
”
primitivněǰśı“ verzi.

Tvrzeńı 3.9. (Waldovy rovnosti) Necht’ S1, S2, . . . je náhodná procházka a T ∈ L1 jej́ı markovský čas
nezávislý s (S1, S2, . . . ). Pak

a) X1 ∈ L1 =⇒ EST = ET · EX1,

b) X1 ∈ L2, EX1 = 0 =⇒ varST = ES2
T = ET · EX2

1 = ET · varX1.

D̊ukaz. Označme Gn = Fn ∨σ(T ). Pak T je Gn-markovský čas a Yn = Sn−nEX1 je Gn-martingal (podle
tvrzeńı 2.17). Důkaz části a) pak prob́ıhá obdobně jako v d̊ukazu části a) věty 3.8. Také bychom mohli
postupovat př́ımo rozepsáńım a využit́ım nezávislosti (viz TP1).

Pro d̊ukaz části b) lze př́ımo ukázat:

ES2
T = E

∞∑
k=1

1[T=k]S
2
k =

∞∑
k=1

P(T = k)ES2
k = EX2

1

∑
k=1

kP(T = k) = ET · EX2
1 .

Následuj́ıćı věta dává aplikaci předchoźı zastavovaćı teorie.

Věta 3.10. (bankrot je definitivńı) Necht’ X1, X2, . . . je nezáporný supermartingal. Uvažujme T =
min{n : Xn = 0}, přičemž min ∅ =∞. Pak implikace (T <∞⇒ XT+k = 0 pro k ∈ N) plat́ı s.j.
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D̊ukaz. Je-li T = ∞ s.j. neńı co dokazovat. Necht’ P(T < ∞) > 0 a položme n0 = min{n ∈ N : P(T ≤
n) > 0}. Vezměme n ≥ n0 a k ∈ N. Označme Tn = T ∧ n. Pak Tn ≤ Tn + k ≤ n+ k jsou markovské časy
a podle varianty věty 3.1 pro supermartingal máme

EFTnXTn+k ≤ XTn
s.j.

Protože [T ≤ n] ∈ FT ∩ Fn = FTn podle tvrzeńı 2.4, plat́ı

0 ≤
∫
[T≤n]

XT+k dP =

∫
[T≤n]

XTn+k dP ≤
∫
[T≤n]

XTn dP =

∫
[T≤n]

XT dP = 0.

Tedy XT+k1[T≤n] = 0 s.j. Limitou pro n → ∞ źıskáme XT+k1[T<∞] = 0 s.j. Neboli existuje P-
nulová množina Nk taková, že XT+k(ω)1[T (ω)<∞] = 0 pro ω /∈ Nk. Odtud plyne, že posloupnost
(XT+k(ω)1[T (ω)<∞], k ∈ N) je rovná nulové posloupnosti pro ω /∈ N = ∪∞k=1Nk. Přitom P(N) = 0.

Aplikace předchoźı teorie na diskrétńı náhodnou procházku bude probrána na cvičeńı.

Definice 3.1. Řekneme, že náhodná procházka Sn s krokem Xn je netriviálńı, jestliže P(X1 6= 0) > 0.

Ze cvičeńı v́ıme, že netriviálńı náhodná procházka Sn má jednu z následuj́ıćıch vlastnost́ı: 1. Sn
s.j.−→
n→∞

∞,

2. Sn
s.j.−→
n→∞

−∞, 3. lim supn→∞ Sn = ∞ a lim infn→∞ Sn = −∞ s.j. Speciálně, je-li TB prvńı výstup

netriviálńı náhodné procházky z omezené borelovské množiny B ∈ B(R), pak TB <∞ s.j. Dokonce plat́ı,
že TB má všechny momenty konečné.

Věta 3.11. Necht’ TB = min{n : Xn /∈ B} je čas prvńıho výstupu netriviálńı náhodné procházky Sn
z omezené borelovské množiny B ∈ B(R). Pak E(TB)r <∞ pro každé r ∈ N.

D̊ukaz. Na cvičeńı.

S využit́ım věty 3.11 dostáváme pr̊uhlednou verzi věty 3.8.

Věta 3.12. Necht’ Sn je netriviálńı náhodná procházka a T jej́ı prvńı výstup z některé omezené borelovské
množiny. Pak

a) X1 ∈ L1 =⇒ ST =
∑T
k=1Xk ∈ L1 a EST = ET · EX1,

b) X1 ∈ L2, EX1 = 0 =⇒ ST ∈ L2 a varST = ES2
T = ET · EX2

1 = ET · varX1.

D̊ukaz. Jedná se o d̊usledek věty 3.8, protože T je integrovatelný markovský čas a plat́ı T > n⇒ |Sn| ≤ c
s.j.

Tv̊urcem martingalové teorie byl významný americký matematik J. L. Doob (1910–2004). Zformulu-
jeme dvě maximálńı nerovnosti, které nesou jeho jméno. Ještě dř́ıve ale dokažme jedno lemma.

Lemma 3.13. Necht’ X1, X2, . . . je nezáporný submartingal. Označ́ıme-li Mn = max
k=1,...,n

Xk pro n ∈ N,

pak

P (Mn ≥ a) ≤ a−1
∫
[Mn≥a]

Xn dP ≤ a−1EXn.

D̊ukaz. Definujme Fk = [X1 < a, . . . ,Xk−1 < a,Xk ≥ a] ∈ σ(X1, . . . , Xk), k = 1, . . . , n. Potom

aP(Mn ≥ a) = aP

(
n⋃
k=1

Fk

)
= a

n∑
k=1

P(Fk) ≤
n∑
k=1

∫
Fk

Xk dP ≤
n∑
k=1

∫
Fk

Xn dP =

∫
[Mn≥a]

Xn dP ≤ EXn.

Věta 3.14. (prvá a druhá Doobova nerovnost) Bud’ X1, X2, . . . martingal nebo nezáporný submartingal.
Pak pro n ∈ N je
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1.

P
(

max
k=1,...,n

|Xk| ≥ a
)
≤ a−pE|Xn|p, pro p ≥ 1 a a > 0,

2.

E
(

max
k=1,...,n

|Xk|
)p
≤
(

p

p− 1

)p
E|Xn|p, pro p > 1.

D̊ukaz. Volme pevně n ∈ N. Zřejmě můžeme předpokládat, že Xn ∈ Lp, jinak je totiž pravá strana
nekonečná a nerovnosti plat́ı triviálně. Je-li X1, X2, . . . martingal nebo nezáporný submartingal, pak
v obou př́ıpadech je |X1|p, |X2|p, . . . nezáporný submartingal podle tvrzeńı 2.19. Použit́ım lemmatu 3.13
pro tento submartingal dostáváme prvńı nerovnost.

Polož́ıme Y = maxk=1,...,n |Xk| a fixujeme p > 1. Pak

EY p ≤
n∑
k=1

E|Xk|p ≤ nE|Xn|p <∞.

Ze vzorce pro výpočet středńı hodnoty nezáporné náhodné veličiny integrováńım doplňkové distribučńı
funkce dostáváme

EY p =

∫ ∞
0

P(Y p > t) dt =

∫ ∞
0

P(Y p > ap)pap−1 da.

Použijeme-li lemma 3.13 pro |X1|, |X2|, . . . a Fubiniho větu, źıskáme odhad

EY p ≤
∫ ∞
0

pap−1a−1
∫
[Y≥a]

|Xn|dP da = E
∫ ∞
0

pap−2|Xn|1[Y≥a] da

= pE|Xn|
Y p−1

p− 1
=

p

p− 1
E|Xn|Y p−1.

Kdyby E|Xn|p = 0, pak Xn = 0 s.j. a také Xk = 0 s.j. pro každé k = 1, . . . , n. Tud́ıž i Y = 0 s.j.
a dokazovaná nerovnost plat́ı triviálně. Z Hölderovy nerovnosti je

E|Xn|Y p−1 ≤ (E|Xn|p)
1
p (EY p)

p−1
p .

Dohromady tak máme

(EY p)1/p ≤ p

p− 1
(E|Xn|p)1/p ,

což je ekvivalentńı zápis požadované nerovnosti.

Doobova nerovnost implikuje klasické nerovnosti pro nezávislé náhodné veličiny.

Věta 3.15. (Kolmogorovova nerovnost) Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé centrované náhodné veličiny
s konečnými druhými momenty a Sn = X1 + · · ·+Xn. Pak

P
(

max
k=1,...,n

|Sk| ≥ a
)
≤ a−2ES2

n = a−2
n∑
k=1

EX2
k , a > 0.

D̊ukaz. Protože Sn je martingal, stač́ı aplikovat prvou Doobovu nerovnost pro p = 2.

4 Konvergence submartingal̊u

Definice 4.1. Mějme reálná č́ısla a < b a konečnou posloupnost y(n) = (y1, . . . , yn) reálných č́ısel.
Označ́ıme počet přeskok̊u intervalu (a, b) směrem nahoru

y(n)↑ba= card{(s, t) : 1 ≤ s < t ≤ n, {ys+1, . . . , yt−1} ⊆ (a, b) ⊆ [ys, yt]}

a analogicky počet přeskok̊u intervalu (a, b) směrem dol̊u

y(n)↓ba= card{(s, t) : 1 ≤ s < t ≤ n, {ys+1, . . . , yt−1} ⊆ (a, b) ⊆ [yt, ys]},
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přičemž pokládáme [c, d] = ∅ pro c > d.
Pro nekonečnou posloupnost y = (y1, y2, . . . ) je

y↑ba= lim
n→∞

y(n)↑ba a y↓ba= lim
n→∞

y(n)↓ba .

Poznámka: Zřejmě plat́ı y↑ba= (−y)↓−a−b a y↓ba −1 ≤ y↑ba≤ y↓ba +1. Když X = (X1, X2, . . . ) je náhodná

posloupnost, pak X↑ba je zobecněná náhodná veličina.

Tvrzeńı 4.1. Bud’ X = (X1, X2, . . . ) náhodná posloupnost.

(i) Existuje zobecněná reálná náhodná veličina X∗ taková, že Xn
s.j.−→
n→∞

X∗ právě tehdy, když P(X↑ba<
∞) = 1 pro každé a, b ∈ R : a < b.

(ii) Existuje reálná náhodná veličina Y taková, že Xn
s.j.−→
n→∞

Y právě tehdy, když P(supn∈N |Xn| <∞) = 1

a P(X↑ba<∞) = 1 pro každé a, b ∈ R : a < b.

D̊ukaz. Obě implikace zleva doprava jsou zřejmé.
Předpokládejme, že P(X↑ba<∞) = 1, a uvažujme zobecněné reálné náhodné veličiny

X∗ = lim sup
n→∞

Xn a X∗ = lim inf
n→∞

Xn.

Potom
P(X∗ < X∗) ≤

∑
a,b∈Q:a <b

P(X∗ < a < b < X∗) ≤
∑

a,b∈Q:a <b

P(X↑ba=∞) = 0,

a proto Xn
s.j.−→
n→∞

X∗.

Pokud nav́ıc předpokládáme, že supn∈N |Xn| < ∞ s.j., pak |X∗| ≤ supn∈N |Xn| < ∞ s.j. a můžeme
vźıt Y = X∗1[|X∗|<∞].

Věta 4.2. (Doobova nerovnost pro počet přeskok̊u) Necht’ (Xn) je Fn-submartingal. Označme X(n) =
(X1, . . . , Xn). Pak pro libovolné n ∈ N a a, b ∈ R taková, že a < b, plat́ı

EX(n)↑ba≤
E(Xn − a)+ − E(X1 − a)+

b− a
≤ E(Xn − a)+

b− a
.

D̊ukaz. Uvažujme posloupnost Zn = (Xn − a)+. Podle tvrzeńı 2.19 to je Fn-submartingal. Definujme
Fn-markovské časy τ0 = 1, νj = min{k ≥ τj−1 : Zk = 0} ∧ n, τj = min{k ≥ νj : Zk ≥ b − a} ∧ n. Podle
definice je τ0 ≤ ν1 ≤ τ1 ≤ ν2 ≤ · · · . Přitom pokud νj < n, pak νj < τj . Podobně pokud τj < n, potom
τj < νj+1. Muśı tedy existovat m ∈ N takové, že τm = νm = n. Můžeme proto psát

Zn − Z1 =

m∑
j=1

(Zνj − Zτj−1
) +

m∑
j=1

(Zτj − Zνj ) ≥
m∑
j=1

(Zνj − Zτj−1
) + (b− a)Z(n)↑b−a0 ,

kde Z(n) = (Z1, . . . , Zn). Podle věty 3.1 pro omezené časy τj−1 ≤ νj je EZνj ≥ EZτj−1
pro libovolné j,

a tak aplikováńım středńı hodnoty dostáváme nerovnost

E(Zn − Z1) ≥ (b− a)EZ(n)↑b−a0 .

Využijeme-li ještě definici posloupnosti (Zn) máme

E(Xn − a)+ − E(X1 − a)+ ≥ (b− a)EX(n)↑ba,

nebot’ Z(n)↑b−a0 = X(n)↑ba.

Poznámka: Pro Fn-supermartingal (Xn) plat́ı

EX(n)↓ba≤
E(b−Xn)+ − E(b−X1)+

b− a
≤ E(b−Xn)+

b− a
,

jak plyne ze vztahu y(n)↑ba= (−y)(n)↓−a−b .
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Věta 4.3. (Doobova věta o konvergenci submartingalu) Necht’ (Xn) je Fn-submartingal, který splňuje

supn∈N EX+
n <∞. Pak existuje náhodná veličina X∞ ∈ L1 taková, že Xn

s.j.−→
n→∞

X∞ a plat́ı

EX+
∞ ≤ lim inf

n→∞
EX+

n ≤ sup
n∈N

EX+
n <∞

EX−∞ ≤ lim inf
n→∞

EX−n ≤ sup
n∈N

EX+
n − EX1 <∞.

D̊ukaz. Pro a < b je X↑ba limitou neklesaj́ıćı nezáporné posloupnosti X(n)↑ba, kde X(n) = (X1, . . . , Xn),
proto použit́ım Léviho věty o monotónńı konvergenci a věty 4.2 dostaneme

EX↑ba = lim
n→∞

EX(n)↑ba≤ lim inf
n→∞

E(Xn − a)+

b− a

≤ lim inf
n→∞

EX+
n + a−

b− a
≤

supn∈N EX+
n + a−

b− a
<∞.

Podle tvrzeńı 4.1 existuje zobecněná náhodná veličina X∞ taková, že Xn
s.j.−→
n→∞

X∞. Kladná i záporná

část jsou spojité funkce, a proto také plat́ı X+
n

s.j.−→
n→∞

X+
∞ a X−n

s.j.−→
n→∞

X−∞. Z Fatouova lemmatu pak máme

EX+
∞ = E lim inf

n→∞
X+
n ≤ lim inf

n→∞
EX+

n ≤ sup
n∈N

EX+
n <∞

EX−∞ = E lim inf
n→∞

X−n ≤ lim inf
n→∞

(EX+
n − EXn) ≤ sup

n∈N
EX+

n − EX1 <∞.

Využili jsme toho, že ze submartingalové vlastnosti plyne EXn ≥ EX1 pro každé n ∈ N. Dohromady
E|X∞| = EX+

∞ + EX−∞ <∞.

Poznámka: Podobně plat́ı, že Fn-supermartingal splňuj́ıćı supn∈N EX−n < ∞ a Fn-martingal splňuj́ıćı
supn∈N E|Xn| <∞ maj́ı integrovatelnou s.j.-limitu. Verzi pro supermartingal obdrž́ıme přechodem k po-
sloupnosti −Xn a verzi pro martingal zkombinováńım vět pro supermartingal a submartingal. Jako
speciálńı př́ıpady dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.

1. Shora omezený submartingal má integrovatelnou s.j.-limitu.

2. Zdola omezený supermartingal (spec. nezáporný supermartingal) má integrovatelnou s.j.-limitu.

3. Zdola nebo shora omezený martingal má integrovatelnou s.j.-limitu.

Důsledek 4.4. Necht’ (Xn) je posloupnost nezávislých náhodných veličin taková, že EXn = 0 a

sup
n∈N

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ <∞.
Potom

∑∞
k=1Xk je sčitatelná s.j. a

∑∞
k=1Xk ∈ L1.

D̊ukaz. Definujme Sn =
∑n
k=1Xk, n ∈ N. Vı́me, že (Sn) je martingal a předpokládáme, že supn∈N E|Sn| <

∞, takže stač́ı použ́ıt větu 4.3.

Poznámka: Připomeňme, že na TP1 bylo dokázáno, že
∑∞
n=1 varXn < ∞ je postačuj́ıćı podmı́nka pro

sčitatelnost
∑∞
n=1(Xn−EXn) s.j., v pravděpodobnosti i v L2. V tomto př́ıpadě máme zlepšeńı této věty

pro sčitatelnost s.j. Z podmı́nky
∑∞
n=1 varXn <∞ plyne supn∈N E|Sn| <∞, protože

E|Sn| ≤
√

ES2
n =

√√√√ n∑
k=1

varXk ≤

√√√√ ∞∑
k=1

varXk.
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Definice 4.2. Necht’ (. . . , X−2, X−1) je náhodná posloupnost indexovaná zápornými celými č́ısly a · · · ⊆
F−2 ⊆ F−1 je neklesaj́ıćı posloupnost σ-algeber (filtrace). Předpokládejme, že X−n ∈ L1 pro každé n ∈ N
a σ(. . . , X−n−1, X−n) ⊆ F−n. Řekneme, že posloupnost (X−n) je F−n-martingal, jestliže

E[X−n | F−(n+1)] = X−(n+1) s.j. pro každé n ∈ N.

Pokud F−n = σ(. . . , X−n−1, X−n), mluv́ıme prostě o martingalu, př́ıpadně když chceme zd̊uraznit
záporný čas, tak o zpětném martingalu. Analogicky definujeme F−n-submartingal a F−n-supermartingal.
Budeme značit F−∞ = ∩∞n=1F−n.

Věta 4.5. (o konvergenci stejnoměrně integrovatelného (sub)martingalu)

a) Bud’ (Xn) stejnoměrně integrovatelný Fn-submartingal (resp. Fn-martingal), pak existuje náhodná

veličina X∞ ∈ L1 taková, že Xn
s.j.−→
n→∞

X∞ a Xn
L1−→

n→∞
X∞. Nav́ıc plat́ı E[X∞ | Fn] ≥ Xn (resp.

E[X∞ | Fn] = Xn) s.j. pro každé n ∈ N.

b) Bud’ (Xn) stejnoměrně integrovatelný F−n-submartingal (resp. F−n-martingal), potom existuje

náhodná veličina X−∞ ∈ L1 taková, že X−n
s.j.−→
n→∞

X−∞ a X−n
L1−→

n→∞
X−∞. Nav́ıc plat́ı E[X−n |

F−∞] ≥ X−∞ (resp. E[X−n | F−∞] = X−∞) s.j. pro každé n ∈ N.

D̊ukaz. a) Z předpokladu stejnoměrné integrovatelnosti máme stejně omezené momenty a t́ım i splněn
předpoklad pro použit́ı Doobovy věty o konvergenci submartingalu (věta 4.3): supn∈N EX+

n ≤
supn∈N E|Xn| <∞. Tud́ıž existuje náhodná veličina X∞ ∈ L1 taková, že Xn

s.j.−→
n→∞

X∞. Konvergenci

v L1 dostaneme z předpokladu stejnoměrné integrovatelnosti. Pro pevná přirozená č́ısla n ≤ m je
Xn ≤ E[Xm | Fn] s.j. Ze spojitosti podmı́něné středńı hodnoty v L1 (tvrzeńı 2.16a) jde pravá strana
k E[X∞ | Fn] pro m → ∞. Konvergence v L1 implikuje konvergenci v pravděpodobnosti, která
implikuje existenci vybrané podposloupnosti konvergentńı s.j. Pro tuto vybranou podposloupnost
mk je splněna nerovnost Xn ≤ E[Xmk

| Fn] s.j., která se tak zachovává přechodem k limitě. Muśı
tedy platit Xn ≤ E[X∞ | Fn] s.j.

b) Analogie věty 4.3 pro F−n-submartingal a stejnoměrná integrovatelnost zaručuj́ı existenci náhodné

veličiny X−∞ ∈ L1 takové, že X−n
s.j.−→
n→∞

X−∞ a Xn
L1−→

n→∞
X−∞. Potom ze spojitosti podmı́něné

středńı hodnoty v L1 (tvrzeńı 2.16a) je E[X−m | F−∞]
L1−→

m→∞
E[X−∞ | F−∞] = X−∞. Ze vztahu

X−m ≤ E[X−n | F−m] s.j. pro m ≥ n źıskáme podmı́něńım σ-algebrou F−∞ vztah E[X−m | F−∞] ≤
E[X−n | F−∞] s.j. Levá strana jde pro m → ∞ v L1 k X−∞ a nerovnost se přechodem k limitě
zachová.

Důsledek 4.6. Je-li (Xn) je Fn-adaptovaná posloupnost, potom je (Xn) stejnoměrně integrovatelný
Fn-martingal právě tehdy, když existuje X∞ ∈ L1 tak, že Xn = E[X∞ | Fn] s.j.

D̊ukaz. Implikace zleva doprava plyne z věty 4.5. Naopak posloupnost daná předpisem Xn = E[X∞ | Fn]
je Fn-martingal (viz cvičeńı) a stejnoměrná integrovatelnost plyne z tvrzeńı 2.16c).

Nyńı si uvědomme spojitost podmı́něné středńı hodnoty v podmı́nce.

Tvrzeńı 4.7. Bud’ Y ∈ L1 a · · · ⊆ F−2 ⊆ F−1 ⊆ F , F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ F neklesaj́ıćı posloupnosti
σ-algeber. Potom

a) E[Y | Fn] −→
n→∞

E[Y | F∞] s.j. i v L1,

b) E[Y | F−n] −→
n→∞

E[Y | F−∞] s.j. i v L1.

D̊ukaz. a) Vı́me, že Yn = E[Y | Fn] je stejnoměrně integrovatelný Fn-martingal (d̊usledek 4.6). Podle
věty 4.5 existuje Y∞ ∈ L1 tak, že Yn −→

n→∞
Y∞ s.j. i v L1 a Yn = E[Y∞ | Fn] s.j. Ukážeme, že

E[Y | F∞] = Y∞ s.j. Pro F ∈ Fn je∫
F

Y dP =

∫
F

Yn dP =

∫
F

Y∞ dP =

∫
F

lim sup
n→∞

E[Y | Fn] dP.
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Prvńı rovnost plyne z toho, že Yn = E[Y | Fn]; druhá z toho, že Yn = E[Y∞ | Fn] s.j. a třet́ı z toho,
že Y∞ = lim supn→∞ E[Y | Fn] s.j. Máme ověřený vztah∫

F

Y dP =

∫
F

lim sup
n→∞

E[Y | Fn] dP

pro libovolné F ∈ ∪∞n=1Fn, kde ∪∞n=1Fn je algebra, která generuje F∞. Nav́ıc lim supn→∞ E[Y | Fn]
je F∞-měřitelná, a tak E[Y | F∞] = lim supn→∞ E[Y | Fn] s.j.

b) Náhodná posloupnost Y−n = E[Y | F−n] je stejnoměrně integrovatelný martingal (cvičeńı). Podle
věty 4.5 existuje náhodná veličina Y−∞ ∈ L1 tak, že Y−n −→

n→∞
Y−∞ s.j. i v L1 a Y−∞ = E[Y−n | F−∞]

s.j. Pak pro libovolné F ∈ F−∞ je∫
F

Y−∞ dP =

∫
F

Y−n dP =

∫
F

Y dP,

a tedy Y−∞ = E[Y | F−∞] s.j.

Věta 4.8. (o explozi submartingalu) Necht’ (Xn) je submartingal. Pro k ∈ N označme Yk = Xk+1 −Xk.
Pokud (supn∈N Yn)

+ ∈ L1, potom existuje reálná náhodná veličina X∞ taková, že Xn(ω) −→
n→∞

X∞(ω) pro

s.v. ω ∈ Ω s vlastnost́ı supn∈NXn(ω) <∞.

D̊ukaz. Pro k ∈ N označme markovský čas τk = min{n ∈ N : Xn ≥ k}. Fixujme pevně k ∈ N. Pak podle
věty o zastaveńı (d̊usledek 3.2) je Xn∧τk submartingal. Rozlǐśıme následuj́ıćı tři př́ıpady:

1. τk = 1 ⇒ Xn∧τk = X1,

2. 1 < τk ≤ n ⇒ Xn∧τk = Xτk = Xτk−1 + Yτk−1 ≤ k + supn∈N Yn,

3. τk > n ⇒ Xn∧τk = Xn < k.

Dohromady tak máme

X+
n∧τk ≤ X

+
1 + k +

(
sup
n∈N

Yn

)+

∈ L1,

a tud́ıž supn∈N EX+
n∧τk < ∞. Podle Doobovy věty o konvergenci submartingalu (věta 4.3) existuje

náhodná veličina X(k) ∈ L1 taková, že Xn∧τk
s.j.−→
n→∞

X(k). Pak pro Ak = [τk =∞] = [supn∈NXn < k] plat́ı

Xn1Ak
= Xn∧τk1Ak

s.j.−→
n→∞

X(k)1Ak
.

Jevy Ak tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnost a jejich limitou pro k → ∞ je A = [supn∈NXn < ∞]. Dále je

X(k)1Ak

s.j.
= X(l)1Ak

pro l ≥ k. Polož́ıme-li X∞ = X(1)1A1
+X(2)1A2\A1

+ · · · , pak Xn1A
s.j.−→
n→∞

X∞.

5 Limitńı věty pro martingalové diference

Definice 5.1. Necht’ (Mn) je martingal. Položme M0 = EM1 a definujme Dn = Mn −Mn−1 pro n ∈ N.
Pak (Dn) nazýváme posloupnost́ı martingalových diferenćı martingalu (Mn). Je-li (Mn) Fn-martingal,
mluv́ıme o Fn-martingalových diferenćıch.

Poznámka: Ekvivalentně bychom mohli Fn-martingalové diference definovat jako posloupnost splňuj́ıćı
E(Dn | Fn−1) = 0 pro n ∈ N, přičemž pokládáme F0 = {∅,Ω}.

Věta 5.1. (sčitatelnost martingalových diferenćı) Necht’ (Dn) jsou martingalové diference martingalu
Mn ∈ L2. Pokud

∑∞
n=1 varDn <∞, pak řada

∑∞
n=1Dn je sčitatelná s.j. i v L2, tj. martingal Mn−EM1

konverguje s.j. i v L2.
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D̊ukaz. Podle tvrzeńı 2.21 jsou Dn nekorelované. Připomeňme, že z TP1 v́ıme, že pro centrované ne-
korelované náhodné veličiny je sčitatelnost v L2 ekvivalentńı s konečnost́ı součtu jejich rozptylu. Pro
sčitatelnost s.j. ověř́ıme předpoklad věty 4.3:

E|Mn−EM1| ≤
√
E(Mn − EM1)2 =

√√√√E

(
n∑
k=1

Dk

)2

=

√√√√ n∑
k=1

ED2
k =

√√√√ n∑
k=1

varDk ≤

√√√√ ∞∑
k=1

varDk <∞,

a tak supn∈N E|Mn − EM1| <∞.

Věta 5.2. (silný zákon velkých č́ısel pro martingalové diference) Necht’ (Dn) jsou martingalové diference
martingalu Mn ∈ L2 a 0 < bn ↗∞ je posloupnost reálných č́ısel. Jestlǐze

∑∞
n=1 b

−2
n varDn <∞, potom

1

bn

n∑
k=1

Dk =
Mn − EM1

bn
−→
n→∞

0 s.j. i v L2.

D̊ukaz. Posloupnost
(
Dn

bn

)
rovněž tvoř́ı martingalové diference a splňuje předpoklad věty 5.1. Tud́ıž řada∑∞

n=1 b
−1
n Dn je sčitatelná s.j. Abychom ukázali konvergenci s.j., stač́ı nyńı využ́ıt Kroneckerovo lemma,

které ř́ıká, že je-li
∑∞
n=1 an < ∞ a 0 < bn ↗ ∞, pak 1

bn

∑n
k=1 akbk −→n→∞ 0. I pro konvergenci v L2

použijeme Kroneckerova lemma, ze kterého plyne

1

b2n

n∑
k=1

varDk −→
n→∞

0,

a tak

E

(
1

bn

n∑
k=1

Dk

)2

=
1

b2n

n∑
k=1

ED2
k =

1

b2n

n∑
k=1

varDk −→
n→∞

0.

Věta 5.3. (centrálńı limitńı věta pro martingalové diference) Necht’ (Dn) jsou martingalové diference
Fn-martingalu (Mn). Předpokládejme, že pro každé n ∈ N plat́ı E(D2

n | Fn−1) = 1 a E(|Dn|3 | Fn−1) ≤
K <∞, přičemž pokládáme F0 = {∅,Ω}. Potom

1√
n

n∑
k=1

Dk =
1√
n

(Mn − EM1)
d−→

n→∞
N(0, 1).

D̊ukaz. Definujme

ϕn,k(t) = E
(

exp

{
it
Dk√
n

} ∣∣∣Fk−1) , k = 1, . . . , n, n ∈ N.

Z Taylorova rozvoje máme

exp

{
it
Dk√
n

}
= 1 + it

Dk√
n
− t2D2

k

2n
− it3

∆3
k

6n3/2
,

kde ∆k je náhodná veličina splňuj́ıćı 0 ≤ ∆k ≤ Dk. Aplikováńı podmı́něné středńı hodnoty na obě strany
nám dá

ϕn,k(t) = 1 +
it√
n
E(Dk | Fk−1)− t2

2n
E(D2

k | Fk−1)− it3

6n3/2
E(∆3

k | Fk−1),

což vzhledem k našim předpoklad̊um můžeme zjednodušit na

ϕn,k(t) = 1− t2

2n
− it3

6n3/2
E(∆3

k | Fk−1).
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Pro p = 1, . . . , n máme

E exp

{
it
Mp√
n

}
= E

[
exp

{
it
Mp−1√

n

}
exp

{
it
Dp√
n

}]
= E

[
exp

{
it
Mp−1√

n

}
E
(

exp

{
it
Dp√
n

} ∣∣∣Fp−1)]
= E

[
exp

{
it
Mp−1√

n

}
ϕn,p(t)

]
= E

[
exp

{
it
Mp−1√

n

}(
1− t2

2n
− it3

6n3/2
E(∆3

p | Fp−1)

)]
,

a proto

E exp

{
it
Mp√
n

}
−
(

1− t2

2n

)
E exp

{
it
Mp−1√

n

}
= − it3

6n3/2
E
[
exp

{
it
Mp−1√

n

}
E(∆3

p | Fp−1)

]
.

Použijeme-li nyńı předpoklad omezenosti podmı́něných absolutńıch třet́ıch moment̊u a faktu |∆p| ≤ |Dp|,
dostaneme ∣∣∣∣E exp

{
it
Mp√
n

}
−
(

1− t2

2n

)
E exp

{
it
Mp−1√

n

}∣∣∣∣ ≤ K |t|3

6n3/2
. (12)

Zvolme pevně t ∈ R. Pro dostatečně velké n (a sice n ≥ t2/2) je 0 ≤ 1− t2

2n ≤ 1, a tak levou stranu (12)

vynásobeńım
(

1− t2

2n

)n−p
určitě nezvětš́ıme. Obdrž́ıme t́ım∣∣∣∣∣

(
1− t2

2n

)n−p
E exp

{
it
Mp√
n

}
−
(

1− t2

2n

)n−p+1

E exp

{
it
Mp−1√

n

}∣∣∣∣∣ ≤ K |t|3

6n3/2
.

Aplikujeme-li nyńı na identitu

E exp

{
it
Mn − EM1√

n

}
−
(

1− t2

2n

)n
= exp

{
−it

EM1√
n

} n∑
p=1

[(
1− t2

2n

)n−p
E exp

{
it
Mp√
n

}
−
(

1− t2

2n

)n−p+1

E exp

{
it
Mp−1√

n

}]

trojúhelńıkovou nerovnost, dostaneme (pro n ≥ t2/2)∣∣∣∣E exp

{
it
Mn − EM1√

n

}
−
(

1− t2

2n

)n∣∣∣∣ ≤ nK |t|3

6n3/2
= K

|t|3

6
√
n
.

Protože pravá strana jde k nule a
(

1− t2

2n

)n
jde k e−t

2/2 pro n→∞, máme

lim
n→∞

E exp

{
it
Mn − EM1√

n

}
= exp

{
− t

2

2

}
.

Ukázali jsme konvergenci př́ıslušných charakteristických funkćı k charakteristické funkci normovaného
normálńıho rozděleńı, č́ımž je dokázána požadovaná konvergence k distribuci.

Na závěr ještě bez d̊ukazu uved’me zobecněńı Fellerovy-Lindebergovy centrálńı limitńı věty pro troj-
úhelńıkové schéma martingalových diferenćı.

Věta 5.4. (Brownova centrálńı limitńı věta pro martingalové diference) Necht’ pro každé n ∈ N je dáno
kn ∈ N, σ-algebry F0,n = {∅,Ω} ⊆ F1,n ⊆ F2,n ⊆ · · · ⊆ Fkn,n a (Fk,n, k = 1, . . . , kn)-martingalové
diference D1,n, . . . , Dkn,n Předpokládejme, že

(i) je splněna podmı́něná Fellerova-Lindebergova podmı́nka

kn∑
k=1

E
(
D2
k,n1[|Dk,n|≥ε] | Fk−1,n

) P−→
n→∞

0 pro každé ε > 0,

(ii)
∑kn
k=1 E(D2

k,n | Fk−1,n)
P−→

n→∞
1.

27



Potom
kn∑
k=1

Dk,n
d−→

n→∞
N(0, 1).

Uvědomme si, že věta 5.3 je speciálńım př́ıpadem věty 5.4. Stač́ı uvažovat Dk,n = Dk√
n

, k = 1, . . . , kn =

n. Podmı́něná Fellerova-Lindebergova podmı́nka plyne z předpokladu na omezenost podmı́něných třet́ıch
moment̊u.
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