
NMFM301 – Statistika pro finačńı matematiky

1. Pravděpodobnostńı rozděleńı a pořádkové statistiky

A Př́ıklady na cvičeńı

1. Náhodné veličiny X, Y jsou nezávislé. X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [−1, 1] a Y
má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1]. Spočtěte

E
[
X2 + Y |Y

]
and E

[
X2 + Y |X + Y

]
.

2. Jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé stejně rozdělené veličiny s distribučńı funkćı F , určete dis-
tribučńı funkce veličin Y = min{X1, . . . , Xn} a Z = max{X1, . . . , Xn}. Necht’ jsou nav́ıc
X1, . . . , Xn spojité s hustotu f . Najděte hustotu Y a Z.

3. Necht’X1, . . . , Xn je náhodný výběr z distribuce maj́ıci hustotu f . Najděte sdruženou hustotu
náhodného vektoru

[max{X1, . . . , Xn},min{X1, . . . , Xn}]>.

4. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı na [0, θ], kde θ > 0. Ukažte,
že

max{X1, . . . , Xn} −min{X1, . . . , Xn}
θ

má Beta rozděleńı. Určete jeho parametry.

B Př́ıklady na procvičováńı

1. Necht’ náhodný vektor [X,Y ]> má sdruženou hustotu

f(X,Y )(x, y) =

 |y|3, −1 < x < 1,−1 < y < 1;

0, jinak.

(a) Najděte hustotu náhodné veličiny Z = XY 2.

(b) Spočtěte E
√
|Z|.

2. Náhodné veličiny X, Y jsou nezávislé a obě maj́ı Poissonovo rozděleńı s parametrem 1.
Spočtěte

E
[
(23X + 2Y )2|X + Y

]
.

3. Pro nezávislé veličiny X ∼ Exp(λ) a Y ∼ Exp(ν)

(a) určete rozděleńı Z = min{X,Y },
(b) spočtěte EZ,

(c) spočtěte P [X < Y ].

4. Náhodný vektor (X,Y )> má rovnoměrné rozděleńı na množině

{(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, y ≤ 1− x2}.

Spoč́ıtejte

(a) marginálńı hustoty X a Y ;

(b) podmı́něnou hustotu X, je-li dáno Y ;

(c) podmı́něnou středńı hodnotu E [X|Y ] a podmı́něný rozptyl Var [X|Y ];
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(d) hustotu náhodné veličiny Z = Y
X2 .

5. Náhodný vektor [X,Y ]> má rovnoměrné rozděleńı na množině

{(x, y) ∈ R2 : x < 0, (x+ 1)2 + y2 < 1} ∪ {(x, y) ∈ [0, 2]× [−1, 1] : (x− 1)2 + y2 ≥ 1}.

(a) Rozhodněte, zda X a Y jsou nezávislé.

(b) Určete sdruženou hustotu náhodného vektoru [X,Y ]>?

(c) Rozhodněte, zda |X| a Y + 1 jsou nezávislé.

6. Necht’ FX,Y je sdružená distribučńı funkce náhodného vektoru [X,Y ]>. Určete distribučńı
funkci Z = max{X,Y }.

7. Rozhodněte, zda minimum a maximum veličin náhodného výběru jsou nezávislé náhodné
veličiny.

8. Pro nezávislé stejně rozdělené veličiny X,Y ∼ Exp(λ) určete hustotu

W =
min{X,Y }
max{X,Y }

.

9. Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z rovnoměrného rozděleńı na intervalu (0, 1) definujme rozsah
výběru

V = max{X1, . . . , Xn} −min{X1, . . . , Xn}.

Spočtěte středńı hodnotu rozsahu V .

10. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı na [0, θ], kde θ > 0. Ukažte,
že

n

[
1− max{X1, . . . , Xn} −min{X1, . . . , Xn}

θ

]
D−→ Y, n→∞,

kde Y má Gamma rozděleńı.

11. Necht’ náhodná veličina X má Weibullovo rozděleńı Weib(c, p) s hustotou

f(x) =

{
pcxp−1 exp{−cxp}, x > 0,

0, jinak;

kde c > 0, p > 0 jsou parametry.

(a) Určete distribučńı funkci.

(b) Určete kvantilovou funkci.

(c) Určete medián.

(d) Určete středńı hodnotu.

(e) Určete rozptyl.

12. Uvažme funkci F (x, y) = max{x, y} pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Doplňme F na R2 tak, aby
splňovala základńı vlastnost distribučńı funkce (0 ≤ F (x, y) ≤ 1). To lze udělat např. takto:

F (x, y) = min
[
max

{
max(x, y), 0

}
, 1
]
, x ∈ R, y ∈ R.

Nyńı tedy máme funkci F : R2 −→ [0, 1]. Zjistěte, zda je F distribučńı funkćı nějakého
náhodného vektoru.
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