
NMFM301 – Statistika pro finančńı matematiky

Cvičeńı 2. Pořádkové statistiky. Nestrannost a konsistence odhad̊u

A Př́ıklady na cvičeńı

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F a hustotou f .

A1. [Procvičovaćı] Necht’ n = 2k + 1.

• Najděte hustotu prostředńıho pozorováńıX(k+1). [Tato statistika se nazývá výběrový medián.]
• Necht’ Xi má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1). Spoč́ıtejte EX(k+1) a varX(k+1).
• Necht’ Xi ∼ R(0, θ). Je X(k+1) nestranným a/nebo konsistentńım odhadem mediánu rozděleńı

R(0, θ)? [Použijte tvrzeńı P.7.5]

A2. [Instruktážńı] Necht’ Xi má exponenciálńı rozděleńı s parametrem 1.

• Definujte
Z1 = nX(1), Zk = (n− k + 1)(X(k) −X(k−1)), k = 2, . . . , n.

Ukažte, že Z1, . . . , Zn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım Exp(1).
• Vyjádřete X(r) pomoćı lineárńı kombinace veličin Z1, . . . , Zn a pomoćı tohoto vztahu spoč́ıtej-

te EX(r) a varX(r) (pro libovolné r = 1, . . . , n).
• Necht’ Xi ∼ Exp(λ) a n = 2k + 1. Je X(k+1) nestranným a/nebo konsistentńım odhadem

mediánu rozděleńı Exp(λ)?

A3. [Procvičovaćı] Necht’ Xi má rozděleńı R(θ1, θ2). Najděte nestranné odhady parametr̊u θ1 a θ2
založené na maximu X(n) a minimu X(1).

B Doplňuj́ıćı př́ıklady (nahrazováńı, procvičováńı)

B1. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı R(0, θ). Zjistěte, zdali X(n) je nestranným a/nebo
konsistentńım odhadem parametru θ.

B2. Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn s hustotou

f(x) = 3θ−3x21(0,θ)(x), x ∈ R, θ > 0.

(a) Ověřte, že θ̂n = 4
3Xn je nestranný odhad parametru θ.

(b) Ověřte, že θ̃n = 3n+1
3n X(n) je nestranný odhad parametru θ.

(c) [Pro nahrazováńı nepovinný] Najděte rozptyl θ̂n a θ̃n a porovnejte rychlost konvergence roz-
ptyl̊u k 0 při n→∞.

B3. Necht’ Xi má rozděleńı Alt(p). Najděte nestranný odhad parametru θ = p(1− p) založený na Xn.

B4. Necht’ Xi má rozděleńı Exp(λ). Ukažte, že

θ̂n = 1−
(

1− u

nXn

)n−1

je nestranným odhadem parametru θ = 1− e−λu = FX(u).

B5. Uvažujte nezávislé náhodné veličiny X1, X2, . . . s rozděleńım Alt(p).
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(a) Ukažte (sporem), že při pevném rozsahu výběru n neexistuje nestranný odhad parametru
θ = 1/p založený na X1, . . . , Xn.

(b) Necht’ Z znač́ı počet počet nul předcházej́ıćıch prvńı jedničce v posloupnosti X1, X2, . . .. Vı́me,
že Z má rozděleńı Geo(p). Ukažte, že Z + 1 je nestranným odhadem parametru θ = 1/p.

B6. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı Exp(1) a U1, . . . , Un je náhodný výběr z rozděleńı
R(0, 1). Ukažte, že − logU(n−r+1) má stejné rozděleńı jako X(r). Pomoćı př́ıkladu A2 ukažte, že

Qr =

(
U(r)

U(r+1)

)r
jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım R(0, 1).
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