Statistika NSTP097 Sarka Hudecova, 4. fijna 2011

Miry v (R", 8M):

Jednim ze zakladnich pojml ve statisticenfhodna velicinaObecné je to jakékoliv méfitelné (tj.
»PEKNE") zobrazeni z pravdépodobnostniho prostQruA, P) do méfitelného prostorde( E). Nas budou
zajimat pfipadye = R", n > 1, a& = 8", tj. borelovské mnoziny nR". Nahodna veliCina (resp. nahodny
vektor) X indukujepravdépodobnostni mi na €, &) zplisobem

Px(B) = P({w: X(w) € B})  pro kazdowB € &,

strucné pisemBx(B) = P(X € B). Mife Py se fikarozdéleninahodné veliCinyK. Pfipomente si, Ze toto
rozdéleni je jednoznacné urceno distribu¢ni firfkeeli¢iny X. Nechtje h méfitelna funkce zE, &) do
(R, B). Je nezbytné umét spocitat stfedni hodnotu velib(X), tj. integralE h(X) = fQ h(X(w)) dP(w).
Z véty o prenosu integraagostaneme

fg h[X(w)] dP(w) = fE h(x) dPx(x).

Tim jsme vSe prevedli na vypocCet integralu podleakéjmiry v R", 8"). Jak se ale takovy integral pocita?
Umime to?
Radon-Nikodymova véta nam fika, ze je-li miPg absolutné spojita vzhledem k mife tj. pro
vSechnyB € & plati implikace
u(B)=0= P[X e B] =0,

pak existuje nezaporna funkdééx) takova, ze pro kazdou méfitelnou funkcz (E, £) do R, B) plati

f h(x) dPy(X) = f h(X) () cha(¥).
E E

Zejména pak
P[X € B] :fo(x)d,u(x) a Eh(X):fEh(x)f(x)d,u(x).

Funkcef se nazyva Radon-Nikodymova derivace nebo tak&otamiry Py vzhledem ku.

= StaCi nam tedy naijit takovou miru u, vzhledem ke kte je Px absolutné spojita a podle které
umime pcCitat integraly, a urCit hustotu f miry Py vzhledem ku.

Mame k dispozici nékolik kandidat.

1 Lebesgueovarra A, na (R", 8"

Nechtay,...,a, aby,..., b, jsou realna ¢isla takova, 28 < b;, i = 1,...,n. Nechtje mnozinaB € 8"

tvaru N
B= X (a.b),
i=1

IKvtli zjednoduseni vyjadfovani nejsou nékterénfiolace v nasledujicim textu UpIné matematicky prativiude, kde
to neni zdlraznéno, uvazujme jen méfitelné funkategraly z nich existuji apod.
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tj. jde o néjakyn-rozmerny kvadr. Pak je Lebesgueova mira této mnoBidana jako
4(B) = (b -a) = [ | (@ b)),
i=1 i=1

kdeA = 1, Lebesguoeva mira na pfimce.

Pron = 2, tj. rovinu (R?, 8?), je Lebesgueova mira mnoziny jednoduse jeji obsainaMinoziny
B, z obrazku 1 je rovna obsahu obdelnika,(B,) = (b; — a;)(b, — a,). Spocitat miru mnoziny,
z obrazku 1 by bylo mnohem komplikovangjsi, ale tusjtre bychom to uméli. Podobné, R3( 53, 1)
je Lebesgueova mira mnoziny rovna jejimu objemu atd.

Obrazek 1: Lebesgueova miraR?( B?)

Pfipomenite si, Ze kazda mnoZzina, ktera lezi v podfru mensi dimenze, ma Lebesgueovu miru
nula. Napf. pfimka &i jina kfivka ma R€, 82, 1,) miru nula. Podobng, kfivky a plochy maji miru nula v
(R3, B3, 13).

A+(B) =0 A(B) =0

Obrazek 2: Pfiklady mnozin, které majiR 82, 1,) miru nula

Nechth je funkce z R", B8") do (R, B). Integral z této funkce podl&, pocitame jako

fh(x)d/ln(x):f...fh(xl,...,xn)d/l(xl)...d/l(xn):f...fh(xl,...,xn)dxl...dxn.
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Z Fubiniovy véty vime, Ze (za néjakych vétsinou spifich predpokladll) mlizeme integrovat v jakém

pofadi chceme. Pmo= 2 dostaneme
f h(xq, X2) dxl] dx, = f [ f h(xg, X2) dxz] dxy.

f h(X1, X2) (X, Xp) = f

Pro vypocCet pouZzijeme pofadi integrovani, ktexéam zda v nasi situaci vyhodngjsi.

f f X - dydx
x>0,y>0,x+y<1 1

nejdfive podle proménng a pak podley. Potom integrujte v opacném pofadi a porovnejte dé&ku
narocnost vypoctu.

Priklad 1. Integrujte

2 Citaci mira na (R", 8"
NechtS je nejvyse spotetna mnozina bodzsoucinového tvaru
S= X S. kdeSi= (%1 %z...)

Jinymi slovyS je jakasi sitbodll VR". Oznatmeus soucinovou &itaci miru n&. Je-li mnozinaB tvaru
B=B;xB,x---x By, Bj € 8, pak

us(B) = 1—[ Z]IB.(XU) = l_l,us.(B)

i=1 j=1

tj. pro kazdéi = 1,...,n spocitame, kolik bodll &; leZi v B;, a pak vée dohromady vynasobime. Pro
obecnou mnozinB € 8" mlizeme psat

us(B) = Z Z i Ie(X1j;, X2jps - - - 5 Xnijn)s
j1=1j2=1 jn=1

tj. miraB je rovna poctu bodli B N S. Integral z méfitelné funkck podleus pocitame jako

| 60 dustd - ZZ Zh(xln’XZJz’---’ann)

j1=1j2=1 Jn=
Podivejme se na = 2. Nechitje us, €itaci mira na mnozin®; aus, je €itaci mira na mnozing,, kde
Sl = {Xl’ X27- .. } aSZ = {yl7y2" . '}’

a uvazujme mirws = us,xs,. Pak je mirgus obecné mnozinB € B2 rovna pottu bodlix, y;), které
patii doB, viz obrazek 3. Integral z funkde: R> — R spocitame jako

[ ey dustxy) - 37 hoxe v,
i=1 j=1

Priklad 2. NechtS; = {Xq, X0, X3, Xa} @S> = {Y1, Y2, Y3, Y4} @ Uvazujme mnozing, a B, na obrazku 3.
Pak mameus(B,) = 2- 3 = 6 a proB, dostanemes(B,) = 4



X1 X2 X3 Xa X1 X2 X3 Xa

Obrazek 3Citaci miraus v (R?, 8?)

3 Obecre soltinové miry

Necht uy, ..., u, jsou miry definované naR(8B). Soutinovou miry = u; ® --- ® u, definujeme na
mnozinachB = B; x - - - X By, kdeB; € 8, jako

u(B) = [ | m(®).

Mira u ,kvadrl“ B je tedy rovna soucinu jednotlivychi(B;), odtud nazev soucinova mira. Integral
z funkceh : R" — R spocitame jako

f h(x) dhus(x) = f f MOk 2 %) hia(X0) - - din(%).

Pfipomenme si, Ze i tady plati Fubiniova véta.
Pfikladem soucinové miry je Lebesgueova mir&¥, 8") nebo citaci miras v (R", 8"), pokud jeS
soucinového tvar® = S; x - -- x S,,. MliZzeme ale uvazovat,kombinaci‘ obou, viz nasledujici priklad.

Priklad 3. Uvazujmen = 2, u; = A (tj. Lebesgueova mira) a, = us, tj. ¢itaci mira na mnoziné
S = {Xg, X, X3, X4}. Soucinova mirau = 1 ® us je koncentrovana na Ctyfech pfimkagh= xi, y = X,
Y=X3,Y=X.
Nechta; < b, ay < b, a vezméme obdelnik
B = (a1, b1) X (a2, by).

Pak

4

pl(a1, br) X (8, 02)] = (b1 = @1) - > Taio(Xy).

=1
Pro konkrétni mnozini, z obrazku 4 dostanemgB) = 3(b; — a;). Mira obecnéjsi mnozing, z obra-
zku 4 je rovna souctu délek priisecikll prinyek x;, y = X, y = X3 S touto mnozinou.
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Obrazek 4: MnozinyB; a B,

Integral z funkceh spocitame jako

4
[ ) s ) = [ ) e st = | [ o) | ) = [ e x)
=1

= f h(u, x;) du + f h(u, xo) du + f h(u, x3) du + f h(u, X4) du.
4 Jiné ne soltinove miry
Priklad 4. Nechtje mirau na R?, 82) dana jako Lebesgueova mitasoustfedéna na pfimge- x. Pak
u(B) = /ll(B N{(X,X): Xe R}).

Jednoduse feteno, mira mnoziny je délka prisei&ito mnoziny s pfimkowy = x, viz obrazek 5.
Podobné mizZeme uvazovat mjrkoncentrovanou na jiné kfivce a rozdéleni zde miytekbmpli-

kovanéjsi nea,.

Priklad 5. Je-liZ jednorozmérna nahodna veli¢ina se spojitym rogadih, potom ma vektot = (Z,Z3)"

rozdéleni soustfedéné na parab®le {(x,y) : y = X°, x € R}.
Rozmyslete si, jak by se pocitala mPa obecné mnozing € B2 pro néjaké konkrétni rozdéledi

UvaZzujte napfiklad rovnomérné rozdéleni ng3)0a mnozinuB = {(x — 2)? + (y — 2)* = 1}.

Pfiklad 6. NechitS = {(0,0), (0, 1), (1, 0)} a uvazujme Citaci minus v (R?, 8?). Tato mira neni soucinova,
ale je absolutné spoijita viic¢i soucinové mikg kdeS = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.

5 Existence hustoty

V nasledujicim se omezime na pfipaé 2, tj. X bude nahodny vektor se dvéma slozkami (X, Xo)T.
Zajima nas, zda ma vektdr hustotu vzhledem k Lebesgueové mike Eitaci mifeus v (R?, 82) nebo k
soucinové mifel ® us, resp.us, ® A.



Obrazek 5: Miral na pfimcey = x

5.1 Spojite rozdélen
X ma hustotu vzhledem k; = 1 ® A pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnoziBue 82 plati
A2(B)=0= P[X € B] =0.

Pak existuje hustoté(x,, x,) takova, ze

P[X € B] = ff f(Xq, X2) dXxq dXo.
{(x1.X2)€B}

V takovém pfipadé fikame, 26 ma spojité rozdéleni. Stfedni hodnotu spoCitgake

EX = f f xf (Xa, Xo) A dx, = f f (Xl)f(xl,xz)dxldxz
R2 R2 X2

_ (ff X1 f (X1, X2) dxq dXz) _ (f X[ [ (%0, %) dxg] Xm) _ (f X1 f1(X1) Xm) _ (E Xl)
] %2 f(x. X2) dxa dxo) — \ [l [ F(x0 o) dxa]dxz) | [ Xafa(xe) Ao/ — \E Xp)”

kde f; zna€i marginalni hustotu veli¢ing; a f, hustotuX,. Pro funkcih : R> — R mame

E h(X) = f h(Xl, X2) f (Xl, X2) dX]_ dXz.

5.2 Diskrétni rozdélen

Necht
Si={s1,%...}, Sa={t,tp,...} a S=S5;xS,

Nahodny vektoX ma hustotu vzhledem s = us, ® us, pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnoziBus B2
plati
BN (S1xS;)=0= P[XeB] =0,
neboli
P[XeS;xS;] =1
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Plati-li tato podminka, pak existujgxs, X,) takova, ze

P[X € B] = f f f (X1, X2) dus, (X1)dus, (%) = i i f(s.t) = i
B i=1 j=1

i=1 j

Pij,

1

1l
=

kde
pij = f(s.t) = P[Xi = 5, X2 = tj].

Stfedni hodnoti X spocitame jako
o O (S 221 S X1 bij
ex = [ X000 dus i 000 = Y Y () = (223 2
R2 b TS TS ;Z;‘ t; ! 2o by 221 Pij

| J
(Zi——l S Ioi ) (E xl)
E J ]tjpjz EX2 ’

kde p! jsou marginalni pravdépodobnosti veliciky a pj? marginalni pravdépodobnost. Proh : R? —

R dostaneme .
> h(s. t)py.

(o)
i=1 j=1

E h(X) =

Priklad 7. Tahamen-krat s vracenim z urny, ve které ke bilych kuliek ak, ¢ernych kulicek. Necht
X; znaci pocet vytazenych bilych kulicekXa pocet vytazenych ¢ernych kulicek. Jakych hodnoizen®
nabyvatX = (X;, X;)"? UrCete (minimalniB; a S,, aby bylaPy absolutné spojita vzhledemug, «s,, a
urcete hustotdPy vzhledem Kus «s, .

5.3 Hustoty mahodnych vektorl s diskrétni a spojitou slazkou

Uvazujme nahodny vektaX = (X, X»)", kde X; nabyva pouze hodnot z nejvySe spocetné mnoziny
S ={s,S...} aX, mlzZe nabyvat hodnot z intervalg, p), — < a < b < . Budeme pocitat hustotu
vektoruX vzhledem k mife

H=Hs QA

Za nasich pfedpokladl plati
u(A) =0=P[X €Al =0 provsechn# e B2

Mira Py je tedy absolutné spoijita vzhledenuka proto hustota existuje.
Pfipomenme si, jak se spocita muéB) mnozinyB € B2. Nechta, < by, a < b, a nechtB =
(a1, by) x (2, bp). Pak

u(B) = usl(as, by)] - (b2 — a2) = (b2 — &) Z 1=(b—-a) Z Tay br)(SK)-
pa

k:sce(ay,ba)

Jinak feceno vezmeme délku intervady, 0,) a vynasobime ji poétem bodi&; které padnou daeg, b,),
podobné jako na obrazku 4.



Hustota vektorK vzhledem k mife: je dana

_ | f(x2) proktakove, zex; = s,
fha. %) = { 0 pokudx, ¢ S.

Pak proB = (a;, b;) x (ap, by) mame
b1 bz b2
PxeBl = [10d = [ [ foaadistadicd = Y [ feode
B a Ja kisce(a,by) V&

Vezmeme-lig; = —c0, bj = 0, pakB =R? a
1=P[X €R? = Z f fil(Xo) d.
k=1 Y~
Je-lih: R? — R méfitelna, pak
EN) = [RFdutd =Y [ s i) de
k=1 Y~

Marginalni rozdéleni veliCiny; spoCitame jako

[ flxo)dx, proktakove, zex, = s,

P[X: = x1] = f1(x) = [OO (X1, X2) dxp = { pokudx; ¢ S.

Marginalni rozdéleni veli€iny; je dano jako
00 = [ 1006 dusl) = Y, )
- k=1

Priklad 8. Uvazujme nahodny vektof = (X1, X,)T, ktery pro danou osobu udava nasledujici charakte-
ristiky: X; znaci nejvySsi dosazené vzdélani dané osobydlladni, Zstfedni a 3vysoké) aX, urCuje
meésicni prijem této osoby (primeérny pfijemmssledni kalendarni rok v tis. K&). Uvazujme sowsiou
miru

H=Ha23 ® A
Hustota vektorX vzhledem ku je dana jako

fr (X okudx; € {1, 2, 3},
fOa, XZ):{ éZ) P ji;ak{ !

Jinymi slovy,

fi(x2) prox, =1,

fa(X2) proxy =2,

fa(x2) prox; =3,
0 jinak

f(x, ) =
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Obrazek 6: Hustotd vektoruX vzhledem ku

Zde f; udava rozdéleni prijml osob se zakladnim vad#ti, f, urcuje rozdéleni prijmu stredoskolakiiz:a
popisuje pFijmy vysokoskolakd. Pfiklad moznyabieb f;, f,, f3 je uveden na obrazku €ozor, {, f,, f3
nejsou samy o sobé hustotami, jelilsﬁﬁ(x) dx # 1.

Marginalni rozdélenk; dostaneme jako

ffi(xz) dxo = P[X =i], i=123

Podobné,
f1(%2) + fo(x2) + f3(X%2)

urCuje rozdéleni prijmi bez rozliseni vzdala@raficky viz obrazek 7.
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Obrazek 7: Vypocet marginalnich rozdéleni



Priklad 9. NechtS = {0, 1} a nechtma nahodny vektoX = (X1, X»)" hustotuf (., X,) vzhledem k mife
M= A R Us, kde
Zexp—(1+ %)%} prox € {0,1}ax, >0,

FOa, %) = { 0 jinak

UrCete marginalni rozdéleix, X, stfedni hodnot§ X;, E X, a kovariancicov (Xq, X).

Priklad 10. P¥iklad nahodné velicin¥, ktera nema ani spojité ani diskrétni rozdélenichtena veliina
Z rovnomeérné rozdéleni nal, 1] a necht

X = 0 pokudZ <0,
~ | Z pokudz > 0.

\elicina X miiZze nabyvat nespocetné mnoha hodnot z intervall) @nemUZe byt tedy absolutné spoijita
vzhledem k Citaci mife. Zarove¥(X = 0) = 1/2 a tedyPx neni absolutné spojita vzhledem k Lebesgu-
eove mife.
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