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Mı́ry v (Rn,Bn)1

Jednı́m ze základnı́ch pojmů ve statistice jenáhodná veličina. Obecně je to jakékoliv měřitelné (tj.

”
pěkné“) zobrazenı́ z pravděpodobnostnı́ho prostoru (Ω,A,P) do měřitelného prostoru (E,E). Nás budou

zajı́mat přı́padyE = Rn, n ≥ 1, aE = Bn, tj. borelovské množiny naRn. Náhodná veličina (resp. náhodný
vektor)X indukujepravděpodobnostnı́ mı́ruPX na (E,E) způsobem

PX(B) = P
(

{ω : X(ω) ∈ B}
)

pro každouB ∈ E,

stručně pı́šemePX(B) = P(X ∈ B). Mı́ře PX se řı́kározdělenı́náhodné veličinyX. Připomeňte si, že toto
rozdělenı́ je jednoznačně určeno distribučnı́ funkcı́ F veličiny X. Necht’ je h měřitelná funkce z (E,E) do
(R,B). Je nezbytné umět spočı́tat střednı́ hodnotu veličiny h(X), tj. integrálE h(X) =

∫

Ω
h(X(ω)) dP(ω).

Z věty o přenosu integracedostaneme
∫

Ω

h[X(ω)] dP(ω) =
∫

E
h(x) dPX(x).

Tı́m jsme vše převedli na výpočet integrálu podle nějaké mı́ry v (Rn,Bn). Jak se ale takový integrál počı́tá?
Umı́me to?

Radon-Nikodymova věta nám řı́ká, že je-li mı́raPX absolutně spojitá vzhledem k mı́řeµ, tj. pro
všechnyB ∈ E platı́ implikace

µ(B) = 0⇒ P[X ∈ B] = 0,

pak existuje nezáporná funkcef (x) taková, že pro každou měřitelnou funkcih z (E,E) do (R,B) platı́
∫

E
h(x) dPX(x) =

∫

E
h(x) f (x) dµ(x).

Zejména pak

P[X ∈ B] =
∫

B
f (x) dµ(x) a E h(X) =

∫

E
h(x) f (x) dµ(x).

Funkcef se nazývá Radon-Nikodymova derivace nebo takéhustotamı́ry PX vzhledem kµ.

◮ Stač́ı nám tedy naj́ıt takovou mı́ru µ, vzhledem ke kteŕe jePX absolutně spojitá a podle kteŕe
umı́me pǒćıtat integr ály, a určit hustotu f mı́ry PX vzhledem kµ.

Máme k dispozici několik kandidátů.

1 Lebesgueova ḿıra λn na (Rn,Bn)

Necht’ a1, . . . , an a b1, . . . , bn jsou reálná čı́sla taková, žeai < bi, i = 1, . . . , n. Necht’ je množinaB ∈ Bn

tvaru

B =
n�

i=1

(ai, bi),

1Kvůli zjednodušenı́ vyjadřovánı́ nejsou některé formulace v následujı́cı́m textu úplně matematicky preciznı́. Všude, kde
to nenı́ zdůrazněno, uvažujme jen měřitelné funkce,integrály z nich existujı́ apod.
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tj. jde o nějakýn-rozměrný kvádr. Pak je Lebesgueova mı́ra této množiny B dána jako

λn(B) =
n

∏

i=1

(bi − ai) =
n

∏

i=1

λ((ai, bi)),

kdeλ = λ1 Lebesguoeva mı́ra na přı́mce.
Pro n = 2, tj. rovinu (R2,B2), je Lebesgueova mı́ra množiny jednoduše jejı́ obsah. M´ıra množiny

B1 z obrázku 1 je rovna obsahu obdelnı́ka, tj.λ2(B1) = (b1 − a1)(b2 − a2). Spočı́tat mı́ru množinyB2

z obrázku 1 by bylo mnohem komplikovanějšı́, ale tušı́me, že bychom to uměli. Podobně, v (R3,B3, λ3)
je Lebesgueova mı́ra množiny rovna jejı́mu objemu atd.

B1

a1 b1

a 2
b 2

B2

Obrázek 1: Lebesgueova mı́ra v (R2,B2)

Připomeňte si, že každá množina, která ležı́ v podprostoru menšı́ dimenze, má Lebesgueovu mı́ru
nula. Např. přı́mka či jiná křivka má v (R2,B2, λ2) mı́ru nula. Podobně, křivky a plochy majı́ mı́ru nula v
(R3,B3, λ3).

λ2(B) = 0 λ2(B) = 0

Obrázek 2: Přı́klady množin, které majı́ v (R2,B2, λ2) mı́ru nula

Necht’ h je funkce z (Rn,Bn) do (R,B). Integrál z této funkce podleλn počı́táme jako
∫

h(x) dλn(x) =
∫

. . .

∫

h(x1, . . . , xn) dλ(x1) . . . dλ(xn) =
∫

. . .

∫

h(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.
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Z Fubiniovy věty vı́me, že (za nějakých většinou splněných předpokladů) můžeme integrovat v jakém
pořadı́ chceme. Pron = 2 dostaneme

∫

h(x1, x2) dλ2(x1, x2) =
∫ [∫

h(x1, x2) dx1

]

dx2 =

∫ [∫

h(x1, x2) dx2

]

dx1.

Pro výpočet použijeme pořadı́ integrovánı́, které se nám zdá v našı́ situaci výhodnějšı́.

Př ı́klad 1. Integrujte "
x>0,y>0,x+y<1

xy
1− x

dydx

nejdřı́ve podle proměnnéx a pak podley. Potom integrujte v opačném pořadı́ a porovnejte délkua
náročnost výpočtu.

2 Čı́taćı mı́ra na (Rn,Bn)

Necht’ S je nejvýše spočetná množina bodů zRn součinového tvaru

S =
n�

i=1

Si, kdeSi = {xi1, xi2, . . . }.

Jinými slovyS je jakási sı́t’ bodů vRn. OznačmeµS součinovou čı́tacı́ mı́ru naS. Je-li množinaB tvaru
B = B1 × B2 × · · · × Bn, Bi ∈ B, pak

µS(B) =
n

∏

i=1

∞
∑

j=1

IBi (xi j ) =
n

∏

i=1

µSi (Bi),

tj. pro každéi = 1, . . . , n spočı́táme, kolik bodů zSi ležı́ v Bi, a pak vše dohromady vynásobı́me. Pro
obecnou množinuB ∈ Bn můžeme psát

µS(B) =
∞
∑

j1=1

∞
∑

j2=1

· · ·

∞
∑

jn=1

IB(x1 j1, x2 j2, . . . , xn jn),

tj. mı́ra B je rovna počtu bodů vB∩ S. Integrál z měřitelné funkceh podleµS počı́táme jako
∫

h(x) dµS(x) =
∞
∑

j1=1

∞
∑

j2=1

· · ·

∞
∑

jn=1

h(x1 j1, x2 j2, . . . , xn jn).

Podı́vejme se nan = 2. Necht’ je µS1 čı́tacı́ mı́ra na množiněS1 aµS2 je čı́tacı́ mı́ra na množiněS2, kde

S1 = {x1, x2, . . . } aS2 = {y1, y2, . . . },

a uvažujme mı́ruµS = µS1×S2. Pak je mı́raµS obecné množinyB ∈ B2 rovna počtu bodů (xi , yj), které
patřı́ doB, viz obrázek 3. Integrál z funkceh : R2→ R spočı́táme jako

∫

h(x, y) dµS(x, y) =
∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

h(xi, yj).

Př ı́klad 2. Necht’ S1 = {x1, x2, x3, x4} a S2 = {y1, y2, y3, y4} a uvažujme množinyB1 a B2 na obrázku 3.
Pak mámeµS(B1) = 2 · 3 = 6 a proB2 dostanemeµS(B2) = 4.
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Obrázek 3:Čı́tacı́ mı́raµS v (R2,B2)

3 Obecńe soǔcinové ḿıry

Necht’ µ1, . . . , µn jsou mı́ry definované na (R,B). Součinovou mı́ruµ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µn definujeme na
množináchB = B1 × · · · × Bn, kdeBi ∈ B, jako

µ(B) =
n

∏

i=1

µi(Bi).

Mı́ra µ
”
kvádrů“ B je tedy rovna součinu jednotlivýchµi(Bi), odtud název součinová mı́ra. Integrál

z funkceh : Rn→ R spočı́táme jako
∫

h(x) dµS(x) =
∫

. . .

∫

h(x1, . . . , xn) dµ1(x1) . . . dµn(xn).

Připomeňme si, že i tady platı́ Fubiniova věta.
Přı́kladem součinové mı́ry je Lebesgueova mı́ra v (R

n,Bn) nebo čı́tacı́ mı́raµS v (Rn,Bn), pokud jeS
součinového tvaruS = S1 × · · · × Sn. Můžeme ale uvažovat i

”
kombinaci“ obou, viz následujı́cı́ přı́klad.

Př ı́klad 3. Uvažujmen = 2, µ1 = λ (tj. Lebesgueova mı́ra) aµ2 = µS, tj. čı́tacı́ mı́ra na množině
S = {x1, x2, x3, x4}. Součinová mı́raµ = λ ⊗ µS je koncentrovaná na čtyřech přı́mkáchy = x1, y = x2,
y = x3, y = x4.

Necht’ a1 < b1, a2 < b2 a vezměme obdelnı́k

B = (a1, b1) × (a2, b2).

Pak

µ [(a1, b1) × (a2, b2)] = (b1 − a1) ·
4

∑

j=1

I(a2,b2)(xj).

Pro konkrétnı́ množinuB1 z obrázku 4 dostanemeµ(B) = 3(b1 − a1). Mı́ra obecnějšı́ množinyB2 z obrá-
zku 4 je rovna součtu délek průsečı́ků přı́meky = x1, y = x2, y = x3 s touto množinou.
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Obrázek 4: MnožinyB1 a B2

Integrál z funkceh spočı́táme jako
∫

h(u1, u2) dµ(u1, u2) =
"

h(u1, u2) dλ(u1) dµS(u2) =
∫ [∫

h(u1, u2) du1

]

dµS(u2) =
4

∑

j=1

∫

h(u1, xj) du1

=

∫

h(u, x1) du+
∫

h(u, x2) du+
∫

h(u, x3) du+
∫

h(u, x4) du.

4 Jiné něz soǔcinové ḿıry

Př ı́klad 4. Necht’ je mı́raµ na (R2,B2) dána jako Lebesgueova mı́raλ1 soustředěná na přı́mcey = x. Pak

µ(B) = λ1

(

B∩ {(x, x) : x ∈ R}
)

.

Jednoduše řečeno, mı́ra množiny je délka průsečı́ku této množiny s přı́mkouy = x, viz obrázek 5.

Podobně můžeme uvažovat mı́ruµ koncentrovanou na jiné křivce a rozdělenı́ zde může b´yt kompli-
kovanějšı́ nežλ1.

Př ı́klad 5. Je-liZ jednorozměrná náhodná veličina se spojitým rozdělenı́m, potom má vektorX = (Z,Z2)T

rozdělenı́ soustředěné na paraboleP = {(x, y) : y = x2, x ∈ R}.
Rozmyslete si, jak by se počı́tala mı́raPX obecné množinyB ∈ B2 pro nějaké konkrétnı́ rozdělenı́Z.

Uvažujte napřı́klad rovnoměrné rozdělenı́ na (0, 3) a množinuB = {(x− 2)2 + (y− 2)2 = 1}.

Př ı́klad 6. Necht’ S = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} a uvažujme čı́tacı́ mı́ruµS v (R2,B2). Tato mı́ra nenı́ součinová,
ale je absolutně spojitá vůči součinové mı́řeµS̃, kdeS̃ = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.

5 Existence hustoty

V následujı́cı́m se omezı́me na přı́padn = 2, tj. X bude náhodný vektor se dvěma složkamiX = (X1,X2)T .
Zajı́má nás, zda má vektorX hustotu vzhledem k Lebesgueově mı́řeλ2, čı́tacı́ mı́řeµS v (R2,B2) nebo k
součinové mı́řeλ ⊗ µS2 resp.µS1 ⊗ λ.
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B

µ(B)

Obrázek 5: Mı́raλ na přı́mcey = x

5.1 Spojité rozděleńı

X má hustotu vzhledem kλ2 = λ ⊗ λ právě tehdy, když pro každou množinuB ∈ B2 platı́

λ2(B) = 0⇒ P[X ∈ B] = 0.

Pak existuje hustotaf (x1, x2) taková, že

P[X ∈ B] =
"
{(x1,x2)∈B}

f (x1, x2) dx1 dx2.

V takovém přı́padě řı́káme, žeX má spojité rozdělenı́. Střednı́ hodnotu spočı́támejako

E X =
"
R2

x f (x1, x2) dx1 dx2 =

"
R2

(

x1

x2

)

f (x1, x2) dx1 dx2

=

(
!

x1 f (x1, x2) dx1 dx2!
x2 f (x1, x2) dx1 dx2

)

=

(
∫

x1[
∫

f (x1, x2) dx2] dx1
∫

x2[
∫

f (x1, x2) dx1] dx2

)

=

(
∫

x1 f1(x1) dx1
∫

x2 f2(x2) dx2

)

=

(

E X1

E X2

)

,

kde f1 značı́ marginálnı́ hustotu veličinyX1 a f2 hustotuX2. Pro funkcih : R2→ Rmáme

E h(X) =
"

h(x1, x2) f (x1, x2) dx1 dx2.

5.2 Diskrétńı rozděleńı

Necht’
S1 = {s1, s2, . . . }, S2 = {t1, t2, . . . } a S = S1 × S2.

Náhodný vektorX má hustotu vzhledem kµS = µS1 ⊗ µS2 právě tehdy, když pro každou množinuB ∈ B2

platı́
B∩ (S1 × S2) = ∅ ⇒ P[X ∈ B] = 0,

neboli
P[X ∈ S1 × S2] = 1.

6



Platı́-li tato podmı́nka, pak existujef (x1, x2) taková, že

P[X ∈ B] =
"

B
f (x1, x2) dµS1(x1)dµS2(x2) =

∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

f (si, t j) =
∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

pi j ,

kde
pi j = f (si, t j) = P[X1 = si ,X2 = t j].

Střednı́ hodnotuE X spočı́táme jako

E X =
"
R2

x f (x1, x2) dµS1(x1)dµS2(x2) =
∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

(

si

t j

)

pi j =

(
∑∞

i=1 si
∑∞

j=1 pi j
∑∞

j=1 t j
∑∞

i=1 pi j

)

=













∑∞
i=1 si p1

i
∑∞

j=1 t j p2
j













=

(

E X1

E X2

)

,

kde p1
i jsou marginálnı́ pravděpodobnosti veličinyX1 a p2

j marginálnı́ pravděpodobnostiX2. Proh : R2→

R dostaneme

E h(X) =
∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

h(si, t j)pi j .

Př ı́klad 7. Tahámen-krát s vracenı́m z urny, ve které jek1 bı́lých kuliček ak2 černých kuliček. Necht’
X1 značı́ počet vytažených bı́lých kuliček aX2 počet vytažených černých kuliček. Jakých hodnot m˚uže
nabývatX = (X1,X2)T? Určete (minimálnı́)S1 a S2, aby bylaPX absolutně spojitá vzhledem kµS1×S2, a
určete hustotuPX vzhledem kµS1×S2.

5.3 Hustoty náhodných vektorů s diskrétńı a spojitou slǒzkou

Uvažujme náhodný vektorX = (X1,X2)T , kde X1 nabývá pouze hodnot z nejvýše spočetné množiny
S = {s1, s2 . . . } a X2 může nabývat hodnot z intervalu (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Budeme počı́tat hustotu
vektoruX vzhledem k mı́ře

µ = µS ⊗ λ.

Za našich předpokladů platı́

µ(A) = 0⇒ P[X ∈ A] = 0 pro všechnaA ∈ B2.

Mı́ra PX je tedy absolutně spojitá vzhledem kµ, a proto hustota existuje.
Připomeňme si, jak se spočı́tá mı́raµ(B) množiny B ∈ B2. Necht’ a1 < b1, a2 < b2 a necht’ B =

(a1, b1) × (a2, b2). Pak

µ(B) = µS[(a1, b1)] · (b2 − a2) = (b2 − a2)
∑

k:sk∈(a1,b1)

1 = (b2 − a2)
∞
∑

k=1

I(a1,b1)(sk).

Jinak řečeno vezmeme délku intervalu (a2, b2) a vynásobı́me ji počtem bodů zS, které padnou do (a1, b1),
podobně jako na obrázku 4.
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Hustota vektoruX vzhledem k mı́řeµ je dána

f (x1, x2) =

{

fk(x2) prok takové, žex1 = sk,

0 pokudx1 < S.

Pak proB = (a1, b1) × (a2, b2) máme

P[X ∈ B] =
∫

B
f (x) dµ(x) =

∫ b1

a1

∫ b2

a2

f (x1, x2) dµS(x1) dλ(x2) =
∑

k:sk∈(a1,b1)

∫ b2

a2

fk(x2) dx2.

Vezmeme-liai = −∞, bi = ∞, pakB = R2 a

1 = P[X ∈ R2] =
∞
∑

k=1

∫ ∞

−∞

fk(x2) dx2.

Je-lih : R2 → Rměřitelná, pak

E h(X) =
∫

h(x) f (x) dµ(x) =
∞
∑

k=1

∫ ∞

−∞

h(sk, x2) fk(x2) dx2.

Marginálnı́ rozdělenı́ veličinyX1 spočı́táme jako

P[X1 = x1] = f1(x1) =
∫ ∞

−∞

f (x1, x2) dx2 =

{
∫ ∞

−∞
fk(x2) dx2 prok takové, žex1 = sk,

0 pokudx1 < S.

Marginálnı́ rozdělenı́ veličinyX2 je dáno jako

f2(x2) =
∫ ∞

−∞

f (x1, x2) dµs(x1) =
∞
∑

k=1

fk(x2).

Př ı́klad 8. Uvažujme náhodný vektorX = (X1,X2)T , který pro danou osobu udává následujı́cı́ charakte-
ristiky: X1 značı́ nejvyššı́ dosažené vzdělánı́ dané osoby (1=základnı́, 2=střednı́ a 3=vysoké) aX2 určuje
měsı́čnı́ přı́jem této osoby (průměrný přı́jem zaposlednı́ kalendářnı́ rok v tis. Kč). Uvažujme součinovou
mı́ru

µ = µ{1,2,3} ⊗ λ.

Hustota vektoruX vzhledem kµ je dána jako

f (x1, x2) =

{

fx1(x2) pokudx1 ∈ {1, 2, 3},
0 jinak.

Jinými slovy,

f (x1, x2) =



































f1(x2) pro x1 = 1,
f2(x2) pro x1 = 2,
f3(x2) pro x1 = 3,

0 jinak.
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Obrázek 6: Hustotaf vektoruX vzhledem kµ

Zde f1 udává rozdělenı́ přı́jmů osob se základnı́m vzděl´anı́m, f2 určuje rozdělenı́ přı́jmů středoškoláků af3
popisuje přı́jmy vysokoškoláků. Přı́klad možnýchvoleb f1, f2, f3 je uveden na obrázku 6.Pozor, f1, f2, f3
nejsou samy o sobě hustotami, jelikož

∫

fi(x) dx , 1.
Marginálnı́ rozdělenı́X1 dostaneme jako

∫

fi(x2) dx2 = P[X1 = i], i = 1, 2, 3.

Podobně,
f1(x2) + f2(x2) + f3(x2)

určuje rozdělenı́ přı́jmů bez rozlišenı́ vzdělán´ı. Graficky viz obrázek 7.
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Obrázek 7: Výpočet marginálnı́ch rozdělenı́
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Př ı́klad 9. Necht’ S = {0, 1} a necht’ má náhodný vektorX = (X1,X2)T hustotuf (x1, x2) vzhledem k mı́ře
µ = λ ⊗ µS, kde

f (x1, x2) =

{ 2
3 exp{−(1+ x2)x1} pro x2 ∈ {0, 1} a x1 > 0,
0 jinak.

Určete marginálnı́ rozdělenı́X1, X2, střednı́ hodnotyE X1, E X2 a kovariancicov (X1,X2).

Př ı́klad 10. Přı́klad náhodné veličinyX, která nemá ani spojité ani diskrétnı́ rozdělenı́: Necht’ má veličina
Z rovnoměrné rozdělenı́ na [−1, 1] a necht’

X =

{

0 pokudZ ≤ 0,
Z pokudZ > 0.

Veličina X může nabývat nespočetně mnoha hodnot z intervalu (0, 1) a nemůže být tedy absolutně spojitá
vzhledem k čı́tacı́ mı́ře. ZároveňP(X = 0) = 1/2 a tedyPX nenı́ absolutně spojitá vzhledem k Lebesgu-
eově mı́ře.
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