
Cvičeńı z NSTP129

Náhodné vektory

10. 11. 2011

1. Uvažujeme výsledné známky z analýzy a z algebry student̊u, kteř́ı vystudovali MFF. Pravdě-
podobnosti jednotlivých kombinaćı známek jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

Algebra

1 2 3

1 0.15 0.1 0.05

Analýza 2 0.1 0.2 0.05

3 0.05 0.1 0.2

Označme X náhodnou veličinu udávaj́ıćı známku z analýzy a Y zámku z algebry.

(a) Určete marginálńı rozděleńı veličin X a Y . Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

(b) Spočtěte očekávanou známku z analýzy a rozptyl této veličiny.

(c) Spočtěte kovarianci X a Y . Jaký je vztah mezi nezávislost́ı dvou veličin a jejich kovari-
anćı?

(d) Určete korelačńı koeficient ρXY .

2. Háźıme třikrát minćı. Označme X počet ĺıc̊u v prvńıch dvou hodech a Y počet rub̊u v po-
sledńıch dvou hodech. Určete sdružené rozděleńı vektoru (X,Y ). Jsou náhodné veličiny X a
Y nezávislé? Určete jejich kovarianci.

3. Chystáte oslavu narozenin ve své obĺıbené restauraci a zvete všechny své př́ıbuzné (budete
za ně platit). Množstv́ı peněz, které všichni Vaši hosté dohromady proj́ı a propij́ı (v tiśıci
Kč), jsou náhodné veličiny X a Y . Ze zkušenosti v́ıte, že vektor (X,Y )′ má spojité rozděleńı
charakterizované sdruženou hustotu

f(x, y) =

{
c(x+ y) pro 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0 jinak.

(a) Určete konstantu c > 0 tak, aby f byla hustota.

(b) Jaké je rozděleńı částky, kterou zaplat́ıte jen za nápoje? Jaké je rozděleńı obnosu, který
padne jen na j́ıdlo? Jsou tyto dvě veličiny nezávislé?

(c) Spočtěte kovarianci X a Y .

4. Náhodný vektor (X,Y ) má rozděleńı s hustotou

f(x, y) =

{
cxye−(x

2+y2) pro x ≥ 0, y ≥ 0,

0 jinak.

Určete konstantu c > 0, spočtěte marginálńı hustoty X a Y a rozhodněte o jejich nezávislosti.

5. Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−1, 1).

(a) Označme Y = X2. Spočtěte kovarianci veličin X a Y . Jsou X a Y nezávislé?
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(b) Označme Z = 2X + 1. Spočtěte koeficient korelace ρXZ .

6. V daný den přijde do školy X d́ıvek a Y chlapc̊u, kde X,Y jsou nezávislé náhodné veličiny
s Poissonovým rozděleńım s parametry λ > 0 a µ > 0.

(a) Určete rozděleńı a očekávanou hodnotu celkového počtu žák̊u ve škole v daný den.

(b) Jaké je rozděleńı počtu d́ıvek, jestliže v́ıme, že je ve škole v daný den celkem n žák̊u?

7. Náhodné veličiny X,Y jsou nezávislé s binomickým rozděleńım Bi(n, p) a Bi(m, p). Jaké je
rozděleńı X + Y ?
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Opakováńı z přednášky

Kovariance a korelace: Necht’ EX2 <∞, EY 2 <∞. Kovariance Cov (X,Y ) náhodných veličin
X,Y je definována jako

Cov (X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = E(XY )− (EX)(EY ).

Koeficient korelace ρXY je definován jako

ρXY =
Cov (X,Y )√
VarX

√
Var Y

,

je-li VarX,Var Y > 0. Plat́ı vždy −1 ≤ ρXY ≤ 1.

Marginálńı rozděleńı:

(a) Jestliže má X = (X,Y )T spojité rozděleńı s hustotou f(x, y), pak marginálńı hustotu veličiny
X spočteme jako

fX(x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y) dy.

Podobně pro marginálńı hustotu fY veličiny Y .

(b) Jestliže má X = (X,Y )T diskrétńı rozděleńı a nabývá pouze hodnot (xi, yj), pak marginálńı
rozděleńı veličiny X spočteme jako

P(X = xi) =
∑
j

P(X = xi, Y = yj).

Nezávislost:

(a) Jestliže má X = (X,Y )T spojité rozděleńı s hustotou f , X má marginálńı hustotu fX a Y
má hustotu fY , pak jsou veličiny X,Y nezávislé právě tehdy, když

f(x, y) = fX(x)fY (y) pro s.v. (x, y) ∈ R2.

(b) Jestliže má X = (X,Y )T diskrétńı rozděleńı a nabývá pouze hodnot (xi, yj), pak jsou veličiny
X,Y nezávislé právě tehdy, když

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj) pro všechna xi, yj .
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