MATEMATICKA ANALYZA 1 (NMMA101), ZIMNI SEMESTR 2022-2023
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU A KE ZKOUSCE

LUBOS PICK

PoPIsS PREDMETU

Jde o prvni ¢ast ¢tyfsemestralniho zékladniho kursu matematické analyzy. Vénuje se zejména
zékladtm diferencialniho po¢tu. Kurs se skladé z prednasek, cviceni a proseminéie a je hodnocen
zapoctem a zkouskou.

Predndska se koné pro vétsi mnozstvi (desitky az stovky) studenti najednou, pficem? piedna-
Sejici u tabule vyklada predevsim teoretické poznatky a ilustrativni priklady. Otézky v pribéhu
prednasky a diskuse po ni jsou vitany, jind forma studentské aktivity (pobyt u tabule atd.) se
nepfedpoklada. Z latky pfednéSené na prednasce je potfeba slozit zkousku.

Cwicent se kona pro mensi mnoZstvi (15-25) studentii najednou, typicky pro jeden krouZek. Na
cvicenich se poéitaji piklady uréené k procviceni dané tématiky. S aktivni ucasti studentt (nékdy
i u tabule) se poc¢ita. Naplh a formu cvi¢eni urcuje cviéici. Z pocetnich technik provadénych na
cvicenich je potieba slozit zapocet.

Prosemindf je urfen pro malé mnozstvi (typicky 15-25) student, ktefi maji zdjem o ziskani
hlubsich teoretickych poznatkt z matematické analyzy nad rdmec povinné latky. Na proseminéii
Casto referuji probiranou latku studenti. Proseminar je hodnocen zapoc¢tem. Zapocet byva typicky
udélovan za smysluplny referat.

ZAPOCET

Podminky udé&leni zapoctu: alesponn 50% tcast na cvidenich a napsani t¥f pisemek ze t¥{ béhem
semestru; na konci semestru bude mozné si piipadné jednu netispéSsnou pisemku opravit. Kazdé z
pisemek bude obsahovat tii pfiklady. Datum konéni pisemek bude ozndmeno pii vyuce. Pisemka
je hodnocena jako 1uspésné napsand, pokud student ziska alesponn 20 bodu z 30. Pfi pisemce je
mozné pouzivat literaturu, ale ne elektroniku. Cas k vypracovani kazdé zapoc¢tové pisemky je 30
minut. Studentim mimoradného studia bude prominut pozadavek 50% ucasti, jinak plati stejné
podminky.

Terminy zapoctovych pisemek:

1. zapoctova pisemka: druhé cviceni v tydnu od 17.10. 2022,
2. zapoctova pisemka: prvni cviceni v tydnu od 7.11. 2022,
3. zapoctova pisemka: prvni cviceni v tydnu od 19.12. 2022,
opravna zapoctova pisemka: patek 6.1.2023 od 14:00 v M1.

ZKOUSKA
Nutnou podminkou tcasti na zkouSce je udéleni zapoctu.

Pisemna ¢ast. Pro pisemnou ¢ast zkousky bude vypsano pravé pét termini, a to

ve ¢tvrtek 12.1.2023 v 08:00 v posluchéarnach K1, K2 a K3,
ve ¢tvrtek 19.1.2023 v 08:00 v posluchéarnach K1, K2 a K3,
ve ¢tvrtek 26.1.2023 v 08:00 v poslucharnach K1, K2 a K3,
ve ¢tvrtek 9.2.2023 v 08:00 v poslucharnach K1, K2 a K3,
ve stfedu 22.2.2023 v 10:40 v poslucharné N1.

Date: 9. tnora 2023.



Mimo vypsané terminy nebude mozné vykonat pisemnou ¢ast zkousky. V poslucharné K1 bude
v dobé konani pisemné ¢asti zkousky vyvéSen zasedaci poradek. Pred zaCatkem pisemné casti
zkousky bude provedena kontrola totoznosti studentti. Kazdy student se musi prokazat platnym
dokladem s fotografii. Pisemna ¢ast zkousky bude obsahovat ¢tyfi piiklady z nasledujicich partii
matematické analyzy:
vypodlet limity posloupnosti (15 bodu),
vypodet limity funkce (15 bodu),
vypocet derivace (15 bodit),
vySetieni pribéhu funkce (15 bodit).

Cask vypracovani pisemné ¢asti je 120 minut. Povoleny jsou pouze bézné psaci potieby. Vzorové
feseni bude predvedeno bud po skoncéeni pisemné ¢asti nebo pozdéji distanéni formou, bude také
zvefejnéno. Jestlize student ziskd z pisemné ¢asti zkousky 35 nebo vice bodii, postoupi k tstni ¢asti
zkousky. Jestlize ziskd 34 nebo méné bodt, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konani pisemné ¢asti zkousky. Studentiim, ktefi
aspésné slozi pisemnou ¢ast zkousky, bude elektronickou postou zaslan ¢as tstni ¢asti zkousky
(bude pouZita oficialni elektronicka adresa, ktera je uvedena v systému SIS). Tento ¢as bude pro
vSechny studenty zévazny. Studenttim, jejichz pisemné ¢ast zkousky bude hodnocena znamkou

neprospél(a), bude do systému SIS zapsana znamka 4.

Ustni &ast. Ustni ¢ast zkousky se bude konat nasledujici pracovni den po konani pisemné ¢asti
zkousky od 08:00 v poslucharné K2. Ustni ¢ast zkousky bude obsahovat Sest otazek usporadanych
a priblizné hodnocenych podle nasledujiciho klice:

e definice kli¢ového pojmu (0 bodi),

e dvé definice a znénf jedné véty (5+5+5 body),

e formulace a dikazy dvou vét (celkem 45 bodi).

K uspésnému slozeni tstni ¢asti je tfeba napsat spravné definici kliCového pojmu a ziskat mi-
nimélné 35 bodi. Po celou dobu tstni zkousky plati, Ze student musi bezpeéné ovladat veskeré
kli¢ové pojmy. Bude-li zkouska po ustni ¢asti hodnocena znamkou neprospél(a), je student povinen
znovu slozit obé ¢asti zkousky.

CELKOVE HODNOCENI ZKOUSKY

K celkovému hodnoceni znamkou vyborné je tfeba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy vSech vét a byl schopen aplikovat
dosazené védomosti na vice ¢i méné jednoduchych teoretickych piikladech. Orienta¢né znamka
“vyborné” odpovidé piiblizné bodovému rozmezi 105-120.

K celkovému hodnoceni zndmkou velmi dobfe je tfeba, aby student ovladal vSechny klicové
pojmy, déle aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy lehéich vét a byl schopen
aplikovat dosazené védomosti v jednoduchych teoretickych pfikladech. MuZze mit mensi mezery
v obtiZzné&jsich partiich. Orienta¢né znamka “velmi dobie” odpovidé priblizné bodovému rozmeszi
85-104.

K celkovému hodnoceni znamkou dobfe je tfeba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
déle aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal dikazy leh¢ich vét. Orientacné
znamka “dobfe” odpovida piiblizné bodovému rozmezi 70-84.

Hodnoceni znamkou neprospél(a) bude uplatnéno, jestlize se b&hem zkousky prokaze, ze stu-
dent nezna néktery z klicovych pojmu, neovldda véty nebo definice nebo neni schopen dokazat ani
nejjednodussi tvrzeni. Orientaéné hodnoceni “neprospél(a)” odpovida priblizné bodovému rozmezi
0-69.

VZOROVE ZADANI PISEMNE CASTI ZKOUSKY

Priklad 1. Spodctéte limitu posloupnosti

lim n ((1 + 1) - e) . (15 bodt)
n—00 n



Priklad 2. Uvazujte funkci

Fla) = (sinz)-arctg (1), xR\ {kr:keZ},
0, v € {kn:kezl.

Spoctéte prvni derivaci i jednostranné prvni derivace funkce f ve vSech bodech, kde existuji. Urcete
body, kde tyto derivace neexistuji. (15 bodi)

Priiklad 3. Spoctéte limitu funkce

21+ 2—-3Y1+24coszx
lim .

x—0 ;C2

(15 bodt)

Priiklad 4. Uvazujte funkci f definovanou pfedpisem

f(z) = {QXP(—mlzm)y z € R\ {kr; k € Z},

15 bodi
0, z e {km k7). (15 bodd)

e VySetiete, pro ktera « € R je hodnota f(z) dobfe definovana (tuto mnoZinu budeme znacit
symbolem D(f)),

e urcete, ve kterych bodech = € D(f) je f spojita, pfipadné jednostranné spojita,

e urcete limity f v krajnich bodech defini¢niho oboru a vySetiete, zda ma funkce asymptoty,

urcete, ve kterych bodech = € D(f) existuje f'(x), piipadné jednostranné derivace, a

urcete jejich hodnotu,

urcete intervaly a typ monotonie funkce f,

naleznéte v8echny lokalni a globalni extrémy funkce f,

urcete obor hodnot funkce f,

urcete, ve kterych bodech x € D(f) existuje f/(z) a urcete jeji hodnotu,

urcete intervaly konvexity a konkévnosti funkce f,

naleznéte vSechny inflexni body funkce f,

rozhodnéte, zda funkce f méa asymptotu v oo a/nebo v —oo a pokud ano, urcete ji,

nacrtnéte graf funkce f.

VZOR ZADANI USTNI CASTI ZKOUSKY
Otazka 1. Napiste definici kliG¢ového pojmu: Tayloriv polynom.
Otazka 2. Napiste definici pojmu: hromadné hodnota posloupnosti.
Otazka 3. NapiSte definici pojmu: limes superior.
Otéazka 4. NapiSte znéni véty: Heineova véta (Véta 3.4).
Otazka 5. Zformulujte a dokazte vétu: vztah derivace a spojitosti (Véta 4.1).
Otazka 6. Zformulujte a dokazte vétu: Bolzanova — Weierstrassova véta (Véta 2.21).

Seznam kli¢ovych pojmi.

prosté zobrazeni, zobrazeni na, bijekce, obraz mnoziny, vzor mnoZziny
supremum, infimum

limita posloupnosti, limes superior, limes inferior

konvergentni posloupnost, divergentni posloupnost, vybrana posloupnost
okoli, jednostranné okoli, prstencové okoli

limita funkce

spojitost funkce v bodé&, spojitost funkce na intervalu

derivace funkce

Tayloruv polynom

Seznam poZadovanych definic.



Uvod.

e vyrok, negace, konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence, vyrokova forma

e kartézsky souéin, binarni relace, zobrazeni, defini¢ni obor, obor hodnot, restrikce, slozené
zobrazeni, inverzni zobrazeni

e zdola omezena mnozina, shora omezend mnozina, omezena mnozina, horni zavora, dolni
zavora

Posloupnosti redlnych cisel.

e shora omezené posloupnost, zdola omezené posloupnost, omezena posloupnost

e monoténni posloupnost, neklesajici posloupnost, nerostouci posloupnost, rostouci posloup-
nost, klesajici posloupnost, ryze monoténni posloupnost

e (islo e

e hromadné hodnota posloupnosti

e Bolzanova — Cauchyova podminka pro posloupnosti

Limita funkce.

e rostouci funkce, klesajici funkce, nerostouci funkce, neklesajici funkce, monoténni funkce,
ryze monoténni funkce

sudé funkce, licha funkce, periodicka funkce

funkce shora omezené, zdola omezena, omezena

Dirichletova funkce, Riemannova funkce

extrémy a lokalni extrémy funkce

Derivace a elementdrni funkce.

e exponencialni funkce, logaritmus, mocnina a® pro a,b € R, b > 0
goniometrické funkce, cyklometrické funkce

n-ta derivace

(ryze) konvexni funkce, (ryze) konkavni funkce, inflexni bod
asymptota

Tayloriv polynom.
e symbol o

Seznam poZadovanych v&t (neni-li stanoveno jinak, jsou pozadovany dikazy).

Uvod.

de Morganova pravidla (Véta 1.1)
Cantorova—Bernsteinova véta (Véta 1.2) bez dikazu
Cantorova véta (Véta 1.3)

vlastnosti spo¢etnych mnozin (Véta 1.4) bez dikazu
existence infima (Véta 1.6)

existence celé ¢asti redlného &isla (Véta 1.7)
Archimédova vlastnost realnych ¢isel (Véta 1.8)
hustota Q v R (Véta 1.9)

Posloupnosti redlnyjch cisel.

e lemma (o libovolné malych veli¢inach)

jednoznacnost limity posloupnosti (Véta 2.1)

charakterisace omezenosti posloupnosti (Véta 2.2)

limita posloupnosti a absolutni hodnota (Véta 2.3)

nulova limita posloupnosti a absolutni hodnota (Véta 2.4)

vztah konvergence a omezenosti posloupnosti (Véta 2.6)

limita vybrané posloupnosti (Véta 2.7)

aritmetika vlastnich limit (Véta 2.8)

limita soudinu ¢lenii omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou limitou (Véta 2.9)
limita posloupnosti a usporadéani (Véta 2.10)



e o dvou straznicich (Véta 2.11)

e nevlastni limita posloupnosti a jednostranna omezenost (Véta 2.14)
e véta o andélovi (Véta 2.15) bez dikazu

e vita o déablovi (Véta 2.16) bez dikazu

e zména konecnd mnoha ¢lent posloupnosti (Véta 2.17) bez dikazu
e aritmetika limit (Véta 2.18) bez dikazu

e nevlastni limita podilu (Véta 2.19)

e limita monot6nni posloupnosti (Véta 2.20)

e Bolzanova — Weierstrassova véta (Véta 2.21)

e 0 vztahu limity, limes inferior a limes superior (Véta 2.22)

e limes superior, limes inferior a hromadné hodnoty (Véta 2.23)

e Bolzanova — Cauchyova podminka pro posloupnosti (Véta 2.24)

e Borelova véta (Véta 2.25)

Redlné funkce jedné redlné promeénné.

jednoznacnost limity funkce (Véta 3.1) bez dukazu
limita a jednostranné limity (Véta 3.2) bez dikazu
limita slozené funkce (Véta 3.3)

Heineova véta (Véta 3.4)

aritmetika limit funkei (Véta 3.5) bez dukazu

o srovnani (Véta 3.6) bez dukazu

vlastni limita funkce a omezenost (Véta 3.7) bez dikazu
nevlastni limita podilu pro funkce (Véta 3.8) bez dikazu
limita monotonni funkee (Véta 3.9) bez dikazu
zévedeni exponencialni funkce (Véta 3.10) bez dikazu
zévedeni sinu a kosinu (Véta 3.11) bez dikazu
Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot (Véta 3.12)
zobrazeni intervalu spojitou funkei (Véta 3.13)

nabyvani extrémi (Véta 3.14)

vztah spojitosti a omezenosti (Véta 3.15)

spojitost inversni funkce (Véta 3.16)

Derivace a elementdrni funkce.

vztah derivace a spojitosti (Véta 4.1)
derivace a aritmetické operace (Véta 4.2)
derivace slozené funkce (Véta 4.3)

derivace inversni funkce (Véta 4.4)

nutnd podminka existence extrému (Véta 4.5)
Rolleova véta (Véta 4.6)

Lagrangeova véta (Véta 4.7)

Cauchyova véta (Véta 4.8)

vztah derivace a monotonie (Véta 4.9)
I'Hospitalova pravidla (Véta 4.10) bez dikazu
o limit& derivaci (Véta 4.11)

lemma (ekvivalentni podminky pro konvexitu) bez dukazu
konvexita a jednostranné derivace (Véta 4.12)
konvexita a spojitost (Véta 4.13)

druhé derivace a konvexita (Véta 4.14)

nutnd podminka pro inflexi (Véta 4.15)
postacujici podminka pro inflexi (Véta 4.16)
tvar asymptoty (Véta 4.17)

Tayloriv polynom.
e Peaniiv tvar zbytku (Véta 5.1)



lemma o piilis dobré aproximaci polynomu
jednozna¢nost Taylorova polynomu (Véta 5.2)
obecny tvar zbytku (Véta 5.3)

Lagrangetv tvar zbytku (Véta 5.4)

Cauchyiv tvar zbytku (Véta 5.5)

aritmetika malého o (Véta 5.6 - bez dikazu)
malé o slozené funkce (Véta 5.7 - bez dikazu)



