MATEMATICKA ANALYZA 4 (NMMA202), LETNI SEMESTR 2023-2024
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU A KE ZKOUSCE

LUBOS PICK

PoPIsS PREDMETU

Jde o posledni ¢ast ¢tyfsemestralniho zakladniho kursu matematické analyzy. Vénuje se stejno-
mérné konvergenci posloupnosti a ¥ad funkci, teorii mocninnych fad, absolutné spojitym funkcim,
funkcim s omezenou variaci, klasickému pojeti Fourierovych fad a pokroéilym partiim teorie me-
trickych prostorti s diirazem na separabilni, totalné omezené a souvislé prostory. Kurs se sklada
z prednasek, cvi¢eni a proseminéie a je hodnocen zapo¢tem a zkouskou.

Predndska se kona pro vétsi mnozstvi (desitky az stovky) studentt najednou, pFi¢emz predna-
Sejici u tabule vyklada predevsim teoretické poznatky a ilustrativni ptiklady. Otézky v pribéhu
prednasky a diskuse po ni jsou vitany, jind forma studentské aktivity (pobyt u tabule atd.) se
nepfedpoklada. Z latky pfednéSené na prednasce je potieba slozit zkousku.

Cuiceni se kona pro mensi mnozstvi (15-25) studenttd najednou, typicky pro jeden krouZek.
Na cvicenich se pocitaji piiklady urcené k procviceni dané tématiky. S aktivni Gcasti studentt
(nekdy i u tabule) se po¢ita. Napli a formu cvi¢eni uréuje cvidici. Za zvladnuti pocetnich technik
provadénych na cvicenich je potieba ziskat zapocet.

Prosemindf je uréen pro malé mnozstvi (typicky 15-25) studentti, ktef{ maji zajem o ziskani
hlubsich teoretickych poznatkt z matematické analyzy nad ramec povinné latky. Na proseminafi
Casto referuji probiranou latku studenti. Proseminar je hodnocen zapoétem. Zapocet byva typicky
udélovan za smysluplny referéat.

ZAPOCET

Podminky udéleni zapoc¢tu: alesponi 50% ucast na cvicenich a Gsp&sné napsani tii pisemek béhem
semestru; na konci semestru bude mozné si pripadné jednu netspésnou pisemku opravit. Pisemka
je hodnocena jako wspésné napsand, pokud student ziskd alesponi 20 bodi z 30. Povoleny jsou
pouze bé&zné psaci potieby. Cas k vypracovani kazdé zapoctové pisemky je 30 minut. Studentim
mimoradného studia je prominuta ti¢ast na cvi¢eni, ostatni podminky ziistavaji v platnosti.

Terminy zapoctovych pisemek:

1. zapoc¢tova pisemka: v tydnu od 11.3.2024 (stejnomérné konvergence),
2. zapo¢tova pisemka: v tydnu od 15.4.2024 (mocninné fady),

3. zapocCtova pisemka: v tydnu od 6.5.2024 (Fourierovy rady).

opravna zapoctova pisemka: patek 24.5.2024.

ZKOUSKA
Nutnou podminkou tcasti na zkouSce je udéleni zapoctu.

Pisemna ¢ast. Pro pisemnou ¢ast zkousky bude vypsano pravé pét termini, a to

ve ¢tvrtek 30.5.2024 v 08:00 v posluchéarnach K1, K2,
v pondéli 3.6.2024 ve 12:20 v poslucharné N1,

ve ¢tvrtek 20.6.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2,
ve ¢tvrtek 27.6.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2,
v utery 10.9.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2.

Date: 15. biezna 2024.



Mimo vypsané terminy nebude mozné vykonat pisemnou ¢ast zkousky. V dobé& konani pisemné ¢asti
zkousky bude vyvéSen zasedaci poradek. Pied zacatkem pisemné casti zkousky bude provedena
kontrola totoznosti studentii. Kazdy student se musi prokazat platnym dokladem s fotografii.
Pisemna ¢ast zkousky obsahuje ¢tyti priklady z nésledujicich partii matematické analyzy:
stejnomérna konvergence posloupnosti funkei (15 bodit),

stejnomérnd konvergence fad funkei (15 bodi),

mocninné fady (15 bodu),

Fourierovy fady (15 bodi).

Cas k vypracovani pisemné ¢asti je 150 minut. Povoleny jsou pouze bézné psaci potieby. Po
skonceni pisemné ¢asti bude na tabuli v poslucharné K1 pfedvedeno vzorové feseni. Jestlize student
ziska z pisemné ¢asti zkousky 35 nebo vice bodi, postoupi k ustni ¢asti zkousky. Jestlize ziska 34
nebo méné bodt, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konani pisemné ¢asti zkousky. Studentiim, ktefi
aspésné slozi pisemnou ¢ast zkousky, bude elektronickou postou zaslan ¢as tstni ¢asti zkousky
(bude pouzita adresa uvedena v SIS). Tento ¢as bude pro vSechny studenty zavazny. Studen-
tim, jejichz pisemna ¢ast zkousky bude hodnocena znamkou neprospél(a), bude do systému SIS
zapséna znamka 4.

Ustni ¢ast. Ustni ¢ast zkousky se bude konat nasledujici pracovni den po konani pisemné ¢asti
zkousky od 08:00 v poslucharné K2 (v ttery 4.6. v K3). Ustni ¢ast zkousky bude obsahovat sedm
otazek usporadanych a pfiblizné hodnocenych podle nasledujiciho klice:

kli¢ovy pojem z prvnich t¥i semestri (0 bodi),

kli¢ovy pojem (0 bodi),

jedna definice a znéni dvou v&t (5+5+5 bodit),

formulace a ditkazy dvou vét (celkem 45 bodi).

K tuspésnému sloZeni tstni ¢asti je tieba napsat spravné definici v8ech kli¢ovych pojmu a ziskat
minimélné 35 bodi. Po celou dobu ustni zkousky plati, Ze student musi bezpetné ovladat ves-
keré klicové pojmy. Bude-li zkouska po astni ¢asti hodnocena zndmkou neprospél(a), je student
povinen znovu slozit obé ¢asti zkousky.

CELKOVE HODNOCENI ZKOUSKY

K celkovému hodnoceni zndmkou vyborné je tfeba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy vSech vét a byl schopen aplikovat
dosazené védomosti na jednoduché teoretické priklady. Orientacné znamka “vyborn&” odpovida
bodovému rozmezi 105-120.

K celkovému hodnoceni znamkou velmi dobfe je tieba, aby student ovladal vSechny kli¢ové
pojmy, déle aby s porozuménim ovladdal definice a véty, znal dikazy lehéich vét a byl schopen
aplikovat dosazené védomosti v jednoduchych teoretickych pfikladech. MuZze mit mensi mezery

K celkovému hodnoceni zndmkou dobf¥e je tieba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal dikazy leh¢ich vét. Orientacné
znamka “dobte” odpovida bodovému rozmezi 70-84.

Hodnoceni znamkou neprospél(a) bude uplatnéno, jestlize se béhem zkousky prokaZe, Ze stu-
dent nezna néktery z klicovych pojmu, neovlada véty nebo definice nebo neni schopen dokazat ani
nejjednodussi tvrzeni. Orientaéné hodnoceni “neprospél(a)” odpovidé pfiblizné bodovému rozmezi
0-69.

VZOROVE ZADANI PISEMNE CASTI ZKOUSKY
Piiklad 1. Uvazujte posloupnost funkei {f,}22; definovanou predpisem
fal@) =vVn+1 (e\/ﬁ - 1) pro z € (0,00) an € N.

(a) Naleznéte funkei f: (0,00) — R splaujici f,, — f na (0, 00).
(b) Rozhodnéte, zda f, = f na (0, 1].



loc

(¢) Rozhodnéte, zda f, = f na (0, 1].
(d) Rozhodnéte, zda f, =2 f na [1,00).
loc
(e) Rozhodnéte, zda f, = f na [1,00).
(15 bodii)

Priklad 2. Necht f je definovana predpisem
flz) = Z arcsin(z™).
n=1

Urcete defini¢éni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto definiénim oboru rada konverguje stej-
nomérné nebo lokdlng stejnomérné. VySetiete spojitost funkei f a f’ v jejich defini¢nim oboru.
(15 bodt)

Priklad 3. Naleznéte stfed a polomér konvergence mocninné fady

& 3n 4 (—2)"
i e YY)
n
n=1
Urcete, pro ktera = € R fada konverguje a pro kterda = € R fada konverguje absolutné. (15
bodit)

Piiklad 4. Naleznéte 2m-periodickou funkei f, ktera je na intervalu (0, 7] d4na piedpisem
fity=e? te (0,7,

a ma sinovou Fourierovu fadu. Rozhodnéte, zda Ffada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete
jeji soucet. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou radu

> 2k +1
—F 2T 0 (15 bodd
k:O( ) it (2k+1)2 (15 bodt)

VZOR ZADANI USTNI CASTI ZKOUSKY

Otazka 1. Napiste definici klicového pojmu z prvnich tfi semestri: konvergentni posloupnost,
divergentni posloupnost, vybrand posloupnost.

Otazka 2. Napiste definici kliGového pojmu: separabilni metricky prostor.

Otazka 3. Napiste definici pojmu: kladnd, zdpornd a totdlni variace, funkce s omezenou variact,
absolutné spojitd funkce.

Otazka 4. Napiste znéni véty: Riemannovo—Lebesqueovo lemma (Véta 16.5).
Otazka 5. Napiste znéni véty: Mooreova—Osgoodova véta (Véta 13.2).

Otazka 6. Zformulujte a dokazte v&tu: kompakinost a totdlni omezenost (Véta 17.6).
Otazka 7. Zformulujte a dokazte v&tu: Abelova véta (Véta 14.4).

Seznam kli¢ovych pojma z prvnich t¥i semestri.

e supremum, infimum

posloupnost, limita posloupnosti, limes superior, limes inferior
konvergentni posloupnost, divergentni posloupnost, vybrana posloupnost
limita funkce, derivace funkce

fada, soucet fady, konvergentni, divergentni, absolutné konvergentni, neabsolutné konver-
gentni fada

primitivni funkce, Newtonuv integral, Riemanniv integral

metricky prostor, metrika

normovany linearni prostor, norma

oteviena a uzaviend mnozina, vnitfek a uzavér mnoziny

konvergence a limita posloupnosti v metrickém prostoru



e derivace podle vektoru, parcialni derivace, gradient, totalni diferencial, derivace zobrazeni
z R™ do R™

e norma linearniho zobrazeni L: R™ — R™

Seznam kliéovych pojmai.

e bodové, stejnomérné a lokalné stejnomérné konvergentni posloupnost a fada funkei
mocninna fada, stfed a polomér konvergence
kladna, zaporna a totalni variace, funkce s omezenou variaci, absolutné spojita funkce
separabilni metricky prostor
totalné omezeny metricky prostor
souvisly a kiivkové souvisly metricky prostor

Seznam pozadovanych definic.
e stejnomérné cauchyovska posloupnost a fada funkei
e horni a dolni derivace
e trigonometricka fada, trigonometricky polynom, Fourierovy koeficienty, Fourierova fada,
sinovéa Fada, cosinova fada
Dirichletovo jadro, Fejérovo jadro
cesarovsky séitatelna posloupnost
béze otevienych mnozin
obojetnd mnozina, oddélené mnoziny, komponenta

Seznam poZzadovanych vé&t (neni-li stanoveno jinak, jsou pozadovany dikazy).

Stejnomeérnd konvergence posloupnosti a Fad funkci.

e charakterisace stejnomérné konvergence posloupnosti funkei (Véta 13.1)
Mooreova—Osgoodova véta (Véta 13.2)

vztah stejnomérné konvergence a spojitosti (Véta 13.3)

charakterisace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu (Véta 13.4)
Bolzanova—Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci (Véta 13.5)
stejnomérna konvergence derivaci (Véta 13.6)

zameéna limity a Newtonova integralu (Véta 13.7)

Diniova véta (Véta 13.8)

Weierstrassovo kritérium (Véta 13.9)

zémeéna sumy a derivace (Véta 13.10)

zdmeéna sumy a Newtonova integralu (Véta 13.11)

Mocninné Fady.
e 0 poloméru konvergence mocninné fady (Véta 14.1)
derivace mocninné fady (Véta 14.2)
vztah mocninné Fady a Taylorova polynomu (Véta 14.3)
Abelova véta (Véta 14.4)
o lokalnég stejnomérné konvergenci mocninné fady (Véta 14.5)

Absolutné spojité funkce a funkce s konecnou variact.

e Vitaliova véta (Véta 15.1)

vlastnosti monoténni funkce (Véta 15.2)

kladna, zaporna a totaln{ variace (Véta 15.3)

omezené variace a monotonie (Véta 15.4)

omezend variace a vlastni derivace (Véta 15.5)

absolutni spojitost, stejnomérné spojitost a kone¢na variace(Véta 15.6)
absolutni spojitost a neur¢ity integral (Véta 15.7)

derivace integralu (Véta 15.8)

absolutni spojitost a konstantnost skoro vsude (Véta 15.9)
absolutni spojitost a existence derivace skoro vsude (Véta 15.10)
integrace per partes pro absolutné spojité funkce (Véta 15.11)



Fourierovy Tady.

e Fourierovy koeficienty (Véta 16.1)

Fejérova véta (Véta 16.2)

trigonometricka verze Weierstrassovy véty (Véta 16.3)
konvergence v L'-normé (Véta 16.4)
Riemannovo-Lebesgueovo lemma (Véta 16.5)

o lokalizaci (Véta 16.6)

Fourierovy koeficienty ur¢uji funkci (Véta 16.7)
Hardyova véta (Véta 16.8)

omezend variace a Fourierovy koeficienty (Véta 16.9)
Jordanovo-Dirichletovo kritérium (Véta 16.10)
Diniovo kritérium (Véta 16.11)

dusledky Diniova kritéria (Véta 16.12)

Metrické prostory II1.

charakterisace separabilnich prostori (Véta 17.1)
nutna podminka separability (Véta 17.2)

prostory £°°, ¢q a separabilita (Véta 17.3)

totalni omezenost a omezenost (Véta 17.4)

totalni omezenost a separabilita (Véta 17.5)
kompaktnost a totalni omezenost (Véta 17.6)
kompaktnost, totalni omezenost a uplnost (Véta 17.7)
kompaktnost a oteviena pokryti (Véta 17.8)
charakterisace souvislych prostori (Véta 17.9)

spojity obraz souvislého prostoru (Véta 17.10)
souvislost uzavéru (Véta 17.11)

souvislost sjednoceni (Véta 17.12)

normalita metrickych prostoru (Véta 17.13)
charakterisace souvislych mnozin (Véta 17.14)
charakterisace komponent (Véta 17.15)

souvislé podmnoziny R (Véta 17.16)

souvislost souvislosti s kiivkovou souvislosti (Véta 17.17)
souvislost v NLP (Véta 17.18)

struktura otevienych podmnozin R (Véta 17.19)
aplikace souvislosti (Véta 17.20)



