MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMMA201), ZIMNI SEMESTR 2023-2024
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU A KE ZKOUSCE

LUBOS PICK

PoPIsS PREDMETU

Jde o tieti cast Ctyrsemestralniho zakladniho kursu matematické analyzy. Vénuje se zakladtim
teorie metrickych prostoru a zakladim diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych. Kurs se
skladé z prednasek, cviceni a proseminafe a je hodnocen zapoctem a zkouskou.

Predndska se koné pro vétsi mnozstvi (desitky az stovky) studenti najednou, pficem? piedna-
Sejici u tabule vyklada predevsim teoretické poznatky a ilustrativni piiklady. Otézky v pribéhu
prednasky a diskuse po ni jsou vitany, jind forma studentské aktivity (pobyt u tabule atd.) se
nepfedpoklada. Z latky pfednéSené na prednasce je potfeba slozit zkousku.

Cwicent se kona pro mensi mnozstvi (15-25) studentii najednou, typicky pro jeden krouZek. Na
cvicenich se poéitaji priklady uréené k procviceni dané tématiky. S aktivni ucasti studentt (nékdy
i u tabule) se poc¢ita. Naplh a formu cvi¢eni urcuje cviéici. Z pocetnich technik provadénych na
cvicenich je potfeba slozit zapocet.

Prosemindf je urfen pro malé mnozstvi (typicky 15-25) student, ktefi maji zdjem o ziskani
hlubsich teoretickych poznatki z matematické analyzy nad rdmec povinné latky. Na proseminéii
Casto referuji probiranou latku studenti. Proseminaf je hodnocen zapoc¢tem. Zapocet byva typicky
udélovan za smysluplny referat.

ZAPOCET

Podminky udéleni zapoc¢tu: alesponn 50% tcast na cvi¢enich a napsani t¥i pisemek ze t¥f béhem
semestru; na konci semestru bude mozné si piripadné jednu netspésnou pisemku opravit. Datum
konani pisemek bude ozndmeno pii vyuce. Pisemka je hodnocena jako ispésné napsand, pokud
student ziska alespon 20 bodi z 30. Povoleny jsou pouze bézné psaci potieby. Cas k vypracovani
kazdé zapoctové pisemky je 30 minut. Studentiim mimoiadného studia bude prominut pozadavek
50% tucasti, jinak plati stejné podminky.

Terminy zapoctovych pisemek:

1. zapoc¢tova pisemka: 16.10. 2023 (soustavy ODR),

2. zapoCtova pisemka: 20.11. 2023 (funkce vice proménnych - zaklady),

3. zapoCtova pisemka: 8.1. 2024 (funkce vice proménnych - implicitni funkce a extrémy).
opravna zapoctova pisemka: patek 12.1.2024 v 15:40 v K1.

ZKOUSKA

Nutnou podminkou tc¢asti na zkousce je udéleni zapoctu.

Pisemna ¢ast. Pro pisemnou ¢ast zkousky bude vypsano préavé pét termind, a to
e ve Ctvrtek 18.1.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2, K3,
e ve ¢tvrtek 25.1.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2, K3,
e ve ¢tvrtek 8.2.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2, K3,
e ve ¢tvrtek 15.2.2024 v 08:00 v poslucharnach K1, K2, K3,
e v patek 8.3.2024 v 15:30 v poslucharnach K1, K2.

Date: 1. bfezna 2024.



Mimo vypsané terminy nebude mozné vykonat pisemnou ¢ast zkousky. V poslucharné K1 bude
v dobé konani pisemné ¢asti zkousky vyvéSen zasedaci poradek. Pred zaCatkem pisemné casti
zkousky bude provedena kontrola totoznosti studentti. Kazdy student se musi prokazat platnym
dokladem s fotografii. Pisemna ¢ast zkousky bude obsahovat ¢tyfi piiklady z nasledujicich partii
matematické analyzy:

soustavy ODR, (15 bodt),

derivace funkei vice proménnych (15 bodit),
implicitni funkce (15 bodi),

extrémy funkci vice proménnych (15 boda).

Cas k vypracovani pisemné ¢asti je 150 minut. Povoleny jsou pouze b&Zné psaci pot¥eby. Po
skonéeni pisemné ¢asti bude na tabuli v posluchérné K1 pfedvedeno vzorové feseni. Jestlize student
ziska z pisemné Césti zkousky 35 nebo vice bodi, postoupi k ustni ¢asti zkousky. Jestlize ziska 34
nebo méné bodi, bude zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konani pisemné ¢asti zkousky. Studenttim, ktefi
aspésné slozi pisemnou ¢ast zkousky, bude elektronickou postou zaslan Cas dstni ¢asti zkousky
(bude pouZita oficialni elektronicka adresa, ktera je uvedena v systému SIS). Tento ¢as bude pro
vSechny studenty zévazny. Studenttim, jejichZ pisemné ¢ast zkousky bude hodnocena znamkou
neprospél(a), bude do systému SIS zapsana znamka 4.

Ustni &ast. Ustni ¢ast zkousky se bude u prvnich ¢yt terminii konat nasledujici pracovni den
po konani pisemné ¢éasti zkousky od 08:00 v poslucharné K2. V piipadé patého terminu se bude
konat v pondéli 11.3.2024 od 11:20 v poslucharné K9. Ustni ¢ast zkousky bude obsahovat sedm
otazek usporadanych a pfiblizné hodnocenych podle nasledujictho klice:

kli¢ovy pojem z prvniho ro¢niku (0 bodi),
kli¢ovy pojem (0 bodi),

jedna definice a znéni dvou v&t (5+5+5 bodit),
formulace a dikazy dvou vét (celkem 45 bodi).

K uspésnému slozeni ustni ¢asti je tfeba napsat spravné definici kliC¢ového pojmu a ziskat mi-
nimalné 35 bodu. Po celou dobu tstni zkousky plati, Ze student musi bezpeéné ovladat veskeré
kli¢ové pojmy. Bude-li zkouska po ustni ¢asti hodnocena znamkou neprospél(a), je student povinen
znovu slozit obé ¢asti zkousky.

CELKOVE HODNOCENI ZKOUSKY

K celkovému hodnoceni znamkou vyborné je tfeba, aby student ovlddal vSechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy vSech vét a byl schopen aplikovat
dosazené védomosti na vice ¢ méné jednoduchych teoretickych piikladech. Orienta¢né znamka
“vyborné” odpovidé piiblizné bodovému rozmezi 105-120.

K celkovému hodnoceni znamkou velmi dobfe je t¥eba, aby student ovladal v8echny kliGové
pojmy, déale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dukazy lehéich vét a byl schopen
aplikovat dosazené védomosti v jednoduchych teoretickych pfikladech. Mize mit mensi mezery
v obtizné&jsich partiich. Orientac¢né znamka “velmi dobfe” odpovida piiblizné bodovému rozmezi
85-104.

K celkovému hodnoceni znamkou dobfe je tieba, aby student ovladal vsechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal dikazy leh&ich vét. Orientaéné
znamka “dobfe” odpovida piiblizné bodovému rozmezi 70-84.

Hodnoceni znamkou neprospél(a) bude uplatnéno, jestlize se b&hem zkousky prokaze, Ze stu-
dent nezna néktery z klicovych pojmu, neovldda véty nebo definice nebo neni schopen dokazat ani
nejjednodussi tvrzeni. Orientaéné hodnoceni “neprospél(a)” odpovida piiblizné bodovému rozmezi
0-69.



VZOROVE ZADANI PISEMNE CASTI ZKOUSKY

Priklad 1. Necht z,y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Naleznéte vSechna maximalni
feSeni soustavy diferencidlnich rovnic

x’ =2z + by + 3,
y' = —x+4y+5t. (15 bodil)
Piiklad 2. Necht F: R? — R? je zobrazeni definované piedpisem
F(z,y,2) = (|Jzy| + sinzy, arctg(z + y + 22)).

(a) Dokazte, ze v bodé (1,1, —1) existuje derivace funkce F' a spoctéte jeji representujici matici.
(b) Spoctste 251(0,0,0), pokud existuje. (15 bodit)

Priklad 3. Ukazte, ze vztahy
u = sinx + zy + €,
v=-cosy+axe Y,
w = x? 4 2y — cos(z2)

definuji na okoli bodu [u, v, w] = [1 +sin 1,2, 0] hladké funkece z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w), pro
které plati (1 +sin1,2,0) = 1, y(1 +sin1,2,0) = 0, 2(1 +sin1,2,0) = 0. Rozhodnéte, zda ma
funkce z(u, v, w) totalni diferencial v bodé [1 4 sin1,2,0], a pokud ano, spo¢téte jej. (15 bodu)

Priklad 4. Nalezndte maximum a minimum funkce
flay,2) =2 +y+z
na mnoziné

M = {[z,y,2] €R? 2* +y* <z, 2* +y*> < —2z+1}. (15 bodir)

VZOR ZADANI USTNI CASTI ZKOUSKY

Otazka 1. Napiste definici kli¢ového pojmu z prvniho ro¢niku: supremum, infimum.

Otazka 2. Napiste definici klicového pojmu: oteviend koule v metrickém prostoru, vnitini bod,
vnitrek.

Otazka 3. Napiste definici pojmu: lipschitzovské zobrazens.

Otazka 4. Napiste znéni véty: totdind diferencidl a parcidlng derivace (Véta 10.1).
Otazka 5. NapiSte znéni véty: vlastnosti uzdvéru (Véta 10.11).

Otazka 6. Zformulujte a dokazte vétu: o lokdinim difeomorfismu (V&ta 11.30).

Otazka 7. Zformulujte a dokazte vétu: charakterisace Baireovyjch prostord (Véta 12.13).

Seznam kli¢ovych pojmi z prvniho roé¢niku.

supremum, infimum

posloupnost, limita posloupnosti, limes superior, limes inferior

konvergentni posloupnost, divergentni posloupnost, vybrana posloupnost

limita funkce, derivace funkce

fada, soucet fady, konvergentni, divergentni, absolutné konvergentni, neabsolutné konver-
gentni fada

e primitivni funkce, Newtonuv integral, Riemanntv integrél



Seznam kli¢ovych pojmi.

metricky prostor, metrika, metricky podprostor, zdédéna metrika

oteviend koule v metrickém prostoru, vnitini bod, vnitfek

normovany linearni prostor, norma

oteviena a uzaviend mnozina, vnitini bod, vnitfek, uzavér

konvergence a limita posloupnosti v metrickém prostoru, konvergentni posloupnost

kompaktni metricky prostor, cauchyovska posloupnost, Gplny metricky prostor, Bairetv

prostor, Banachiiv prostor

e derivace podle vektoru, parcialni derivace, gradient, totalni diferencial, derivace zobrazeni
z R™ do R™

e zobrazeni tiidy C*, k-linearni zobrazeni, norma k-linedrniho zobrazeni

Seznam pozadovanych definic.

metriky v R™, metriky v Cfa, b, diskrétni metrika

prostory £°°, ¢ a cg

hraniéni bod, hranice

vzdélenost bodu od mnoziny, primér, omezena mnozina

spojitost zobrazeni na metrickém prostoru, homeomorfismus, spojitost vzhledem k mno-
Zin€, stejnomérna spojitost

hromadny bod, derivace mnoziny, izolovany bod

Jacobiho matice, jakobian, Hessova matice

konvexni mnozina

lipschitzovské zobrazeni

derivace k-tého fadu, druhy diferencial, diferencial k-tého radu
difeomorfismus, regularni zobrazeni

husté, fidkd mnoZina, mnozina prvni a druhé kategorie, residudlni mnozina
omezené linearni zobrazeni

kontrakce, neexpansivni zobrazeni, pevny bod

Seznam poZadovanych vé&t (neni-li stanoveno jinak, jsou pozadovany dikazy).

Metrické prostory L.

vztah mezi normou a metrikou (Véta 10.1)
vlastnosti konvergence (Véta 10.2)

limita vybrané posloupnosti (Véta 10.3)

vlastnosti uzavenych mnozin (Véta 10.4)
otevienost oteviené koule (Véta 10.5)

vztah otevienych a uzavienych mnozin (Véta 10.6)
vlastnosti otevienych mnozin (Véta 10.7)

oteviené a uzaviené mnoziny v diskrétnim prostoru (Véta 10.8)
vlastnosti hranice (Véta 10.9)

charakterisace uzavienosti (Véta 10.10)

vlastnosti uzavéru (Véta 10.11)

kone¢nost a kompaktnost (Véta 10.12)
kompaktnost intervalu (Véta 10.13)

nutna podminka kompaktnosti (Vé&ta 10.14)
kompaktnost v diskrétnim prostoru (Véta 10.15)
kompaktnost a uzavienost (Véta 10.16)
kompaktnost a omezenost (Véta 10.17)

uzaviena podmnozina kompaktu (Véta 10.18)
kompaktnost v R™ (Véta 10.19)

charakterisace spojitosti (Véta 10.20)

Heineova véta pro spojitost v bodé (Véta 10.21)
Heineova véta pro spojitost (Véta 10.22 - bez dikazu)



Funkce

spojitost slozeného zobrazeni(Véta 10.23)

jednoznacnost limity (Véta 10.24)

limita slozeného zobrazeni(Véta 10.25)

spojity obraz kompaktu (Véta 10.26)

extrémy kompaktni mnoziny v R” (Véta 10.27)

extrémy spojité funkce na kompaktu (Véta 10.28)
omezenost spojité funkce na kompaktu (Véta 10.29)
spojitost a stejnomérna spojitost na kompaktu (Véta 10.30)
charakterisace kompaktnich prostori (Véta 10.31)

vice proménnijch.

totalni diferencial a parcialni derivace (Véta 11.1)

totalni diferencial a spojitost (Véta 11.2)

o cesticce v kosticce (Véta 11.3)

postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu (Véta 11.4)
geometricky vyznam gradientu (Véta 11.5)

representace derivace (Véta 11.6)

derivace a spojitost (Véta 11.7)

postacujici podminka pro existenci derivace (Véta 11.8)
spojitost linedrniho zobrazeni (Véta 11.9)

norma linedrniho zobrazeni (Véta 11.10)

omezenost linearniho zobrazeni (Véta 11.11)

derivace a lokalni lipschitzovskost (Véta 11.12)

derivace slozeného zobrazeni (Véta 11.13)

Fetizkové pravidlo (Véta 11.14)

o piirtastku funkce (Véta 11.15)

omezend derivace a lipschitzovskost (Véta 11.16)

skladéni zobrazeni t¥idy C* (Véta 11.17)

zéménnost parcialnich derivaci (Véta 11.18 - bez dikazu)
derivace vys§siho fadu a totalni diferencial (Véta 11.19)
symetrie derivace (Véta 11.20)

postacujici podminka pro existenci derivace vyssiho fadu (Véta 11.21)
Lagrangetv tvar zbytku (Véta 11.22)

Peaniv tvar zbytku (Véta 11.23)

o implicitné zadané funkci (Véta 11.24)

o implicitné zadanych funkcich (Véta 11.25 - bez dikazu)
nutna podminka existence lokalntho extrému (Véta 11.26)
elipticita positivné definitni kvadratické formy (Véta 11.27)
podminky druhého fadu pro existenci lokalniho extrému (Véta 11.28)
Lagrangeova véta o multiplikatorech (Véta 11.29)

o lokalnim difeomorfismu (Véta 11.30)

vztah difeomorfismu a regularniho zobrazeni (Véta 11.31)

Metrické prostory II.

konvergence a Bolzanova—Cauchyova podminka (Véta 12.1)
Bolzanova—Cauchyova podminka pro diskrétni prostory (Véta 12.2)
prostor spojitych funkei se supremovou metrikou a tplnost (Véta 12.3)
prostor spojitych funkei s integralni metrikou a tplnost (Véta 12.4)
kompaktnost a uplnost (Véta 12.5)

tplnost a uzavienost (Véta 12.6)

Cantorova véta (Véta 12.7)

charakterisace hustych mnozin (Véta 12.8)

prinik hustych mnozin (Véta 12.9)

charakterisace fidkych mnozin (Véta 12.10)



vlastnosti Fidkych mnozin (Véta 12.11)

charakterisace prostorti druhé kategorie (Véta 12.12)
charakterisace Baireovych prostori (Véta 12.13)

Baireova véta (Véta 12.14)

existence spojité funkce bez derivace (Véta 12.15)
Banachova véta o kontrakci (Véta 12.16)

o pevném bodu neexpansivniho zobrazeni (Véta 12.17)

o pevném bodu zobrazeni, jehoZ mocnina je kontrakee (Véta 12.18)
charakterisace omezeného linearniho zobrazeni (Véta 12.19)
spojitost normy (Véta 12.20)

normy na prostoru kone¢né dimenze (Véta 12.21)

tplnost prostoru koneéné dimenze (Véta 12.22)

vnitfek podprostoru (Véta 12.23)

dimense Banachova prostoru (Véta 12.24)

tplnost Lebesgueovych prostori (Véta 12.25)



