MATEMATICKA ANALYZA 2 (NMMA102), LETNI SEMESTR 2024-2025
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU A KE ZKOUSCE

LUBOS PICK

PoPIsS PREDMETU

Jde o druhou ¢ast ¢tyisemestralniho zakladniho kursu matematické analyzy. Vénuje se zejména
teorii ¢iselnych fad, zakladtim integralniho poc¢tu, zékladtm diferencialniho po¢tu vice proménnych
a zakladim teorie metrickych prostori. Kurs se sklada z prednasek, cviceni a proseminafe a je
hodnocen zapoétem a zkouskou.

Predndska se kona pro vétsi mnozstvi (desitky az stovky) studentt najednou, pfi¢emz predna-
Sejici u tabule vyklada predevsim teoretické poznatky a ilustrativni ptiklady. Otézky v pribéhu
prednasky a diskuse po ni jsou vitany, jind forma studentské aktivity (pobyt u tabule atd.) se
nepfedpoklada. Z latky pfednéSené na prednasce je potieba slozit zkousku.

Cwiceni se kona pro mensi mnozstvi (15-25) studenti najednou, typicky pro jeden krouzek. Na
cvicenich se poéitaji priklady uréené k procvifeni dané tématiky. S aktivni ucasti studenttt (nékdy
i u tabule) se pocita. Naplii a formu cvi¢eni uréuje cvicici.

Prosemindi je urCen pro malé mnozstvi studentil, ktefi maji zdjem o ziskdni hlubsich teore-
tickych poznatkl z matematické analyzy nad ramec povinné latky. Na proseminaii casto referuji
probiranou latku studenti.

ZAPOCET

Podminky udéleni zapoctu: alesponn 50% tcast na cvifenich a splnéni dvou zapodctovych pise-
mek. Kazdé zapoctova pisemka bude obsahovat tii pocetni pfiklady hodnocené po Sesti bodech a
bonusovy teoreticky piiklad hodnoceny tfemi body. Ke splnéni pisemky je tfeba ziskat nejméné
devét bodi.

Povoleny jsou pouze bézné psaci potieby. Cas k vypracovani kazdé zapoctové pisemky je 60
minut.

Terminy zapoctovych pisemek:

prvni zapoCtova pisemka: druhé cviceni v tydnu 24.-28.3. 2025,
prvni opravné zapoc¢tova pisemka: stfeda 2.4.2025 od 7:20 v K1,
druhé zapoctova pisemka: druhé cviéeni v tydnu 12.-16.5. 2025,
druha opravna zapoctova pisemka: stieda 21.5.2025 od 7:20 v K1.

Studenti, ktefi nesplni pozadavky na zapocet, mohou dostat moznost ziskat zdpocet za vypra-
covani doplhujicich priklada.

ZKOUSKA

Zkouska se sklada z pisemné a dstni ¢asti.

Date: 16. anora 2025.



Pisemna ¢ast. Pro pisemnou ¢ast zkousky je vypséno pravé pét termini, a to
stfeda 28.5.2025 v 08:00 v poslucharnach K1, K2 a K3,
pondéli 9.6. 2025 v 08:00 v poslucharnach K1, K2 a K3,
stfeda 11.6.2025 v 08:00 v poslucharnich K1, K2 a K3,
stieda 18.6.2025 v 08:00 v poslucharnach K1, K2 a K3,
stfeda 10.9.2025 v 08:00 v poslucharnach K1, K2 a K3.

Mimo vypsané terminy nebude mozné vykonat pisemnou ¢ast zkousky. V posluchérnéch bude v
dobé konéni pisemné ¢asti zkousky vyvésen zavazny zasedaci poradek. Pred za¢atkem pisemné Gésti
zkousky bude provedena kontrola totoznosti studentti. Kazdy student se musi prokazat platnym
dokladem s fotografii. Pisemné ¢ast zkousky bude obsahovat pét prikladi uspoirddanych podle
nasledujiciho klice:

vySetfeni konvergence ¢iselné fady (10 bodu),

vypod&et primitivni funkce nebo uréitého integralu (10 bodu),
vySetfeni konvergence Newtonova integralu (10 bodi),
aplikace ur¢itého integralu (10 bodi),

teoreticky piiklad (10 bodi).

Cas k vypracovani pisemné ¢asti je 150 minut. Povoleny jsou pouze bé&zné psaci potfeby. Zadani
a feSeni pisemné ¢asti bude po odevzdani pisemek zvefejnéno na strance prednasejiciho a v pripadé
zadjmu ze strany studentii téz pfedvedeno v K1. Jestlize student ziskd z pisemné ¢asti alesponn 25
bodi, postoupi k dstni ¢asti. Jestlize ziska 24 nebo méné bodi, bude zkouska hodnocena znamkou
neprospél(a).

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konéani pisemné ¢asti. Studentim, ktefi postoupi k
dstni ¢asti, bude elektronickou postou na adresu uvedenou v systému SIS zaslan zavazny ¢as konani
astni ¢asti. Studenttum, jejichZ pisemna ¢ast zkousky bude hodnocena znamkou neprospél(a), bude
tato znamka zapséna do systému SIS.

Jestlize student ti¥ikrat neuspéje u pisemné ¢asti zkousky, postoupi k dstni ¢asti a bude mu
pocitano nejlepsi ze tii bodovych hodnoceni pisemnych ¢ésti.

Ustni ¢ast. Ustni ¢ast zkousky se bude konat vizdy nasledujici den po konani pisemné &asti
od 08:00 v poslucharné K2. Bude obsahovat otazky usporddané a orienta¢né hodnocené podle
nésledujictho schématu:

definice klicového pojmu (0 bodu),

definice pojmu (5 bodi),

znéni véty (5 bodu),

formulace a ditkaz lehké véty (celkem 5+10 bodu),

formulace a dikaz tézké véty (celkem 5420 bodu).

Seznam pozadovanych vét je uveden nize. Neni-li vyslovné stanoveno jinak, je pozadovan dikaz.
Tézké véty jsou vyznadeny barvou magenta.

K tuspésnému slozeni ustni ¢asti je tfeba napsat spravné definici kliG¢ového pojmu a ziskat mi-
nimélné 25 bodi.

Studentovi mize byt nabidnuta dopliitkova otézka na implikace za nejvyse 10 bodu za tcéelem
vylepSeni znamky:.

Po celou dobu tustni zkousky plati, Ze student musi bezpeéné ovladat veskeré klicové pojmy.
Bude-li zkouska po tustni ¢asti hodnocena zndmkou neprospél(a), je student povinen znovu sloZit

obé ¢asti zkousky.

CELKOVE HODNOCENI ZKOUSKY

K celkovému hodnoceni znamkou vyborné je tfeba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy vSech vét a byl schopen aplikovat
dosazené védomosti na vice ¢i méné jednoduchych teoretickych piikladech. Orienta¢né znamka
“vyborné” odpovida bodovému rozmezi 85-100.

K celkovému hodnoceni zndmkou velmi dobfe je tfeba, aby student ovladal vSechny klicové
pojmy, déle aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy lehéich vét a byl schopen



aplikovat dosaiené védomosti v jednoduchych teoretick;’fch piikladech. Mize mit mensi mezery v

K celkovému hodnocenl znamkou dobfre je treba, aby student ovladal vSechny kli¢ové pojmy,
déle aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal dikazy leh¢ich vét. Orientacné
znamka “dobte” odpovida bodovému rozmezi 50-69.

Hodnoceni znamkou neprospél(a) bude uplatnéno, jestliZe se béhem zkousky prokaZe, Ze stu-
dent nezna néktery z klicovych pojmu, neovlada véty nebo definice nebo neni schopen dokazat ani
nejjednodussi tvrzeni. Orienta¢né hodnoceni “neprospél(a)” odpovida piiblizné bodovému rozmezi
0-49.

VZOROVE ZADANI PISEMNE CASTI ZKOUSKY

Priiklad 1. Vysetiete pro kterd x € R konverguje a pro kterd x € R absolutné konverguje ¢iselna

fada
oo
>
n? 41
n=1

Priiklad 2. Spoctéte primitivni funkci

arctgz)". (10 bodu)
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——dx
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Piiklad 3. Urcete, pro které hodnoty o € R konverguje Newtoniv integral
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/ % (arccotg z)* dx
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a pro které hodnoty «a € R diverguje. (10 bodt)

na intervalu (—%, 27). (10 bodi)

P#iklad 4. Uréete délku kiivky y = 22 pro z € [0, 4]. (10 bodu)

Priklad 5. Necht f,g: (0,1) — [0, 00) jsou spojité funkce. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich
vyroki. ReSeni oduvodnete bud dtukazem vyroku nebo protiprlkladem na jeho platnost.

(i) Jestlize fo z)dr a fo x) dz konverguji, potom fo max { f(z),g(z)} dr konverguje.

(i) Jestlize fo z)dz a fo x)dx dlvergujl potom fo max { f(z),g(x)} dz diverguje.

(iii) Jestlize fo z) dx konvergu_]e a fo x) dx diverguje, potom fo max {f(z),g(z)} dx diver-

guje. (10 bodu)
VZOR ZADANI USTNI CASTI ZKOUSKY
Otazka 1. Napiste definici kliG¢ového pojmu: oteviend a uzaviend mnoZina, vnitini bod, vnitrek.
Otazka 2. NapiSte definici pojmu: lipschitzovské zobrazeni.
Otazka 3. Napiste znéni véty: Darbouzova véta (Véta 7.5).
Otazka 4. Zformulujte a dokazte lehkou vétu: absolutni a neabsolutni konvergence (Véta 6.12).

Otazka 5. Zformulujte a dokazte t&zkou vétu: druhd véta o stfedni hodnoté (Véta 8.32).

VZOR ZADANI DOPLNKOVE OTAZKY

Otéazka. Necht {a,} je posloupnost realnych &isel. Rozhodnété, které implikace mezi nasledujicimi
vyroky plati. Své rozhodnuti odiavodnéte dikazem, nebo uved'te protipiiklad.

(i) Rada 32°° an konverguje.

(ii) Rada Y2°° | a2 konverguje.

(iii) Rada 3°° | |a,| konverguje.



SEZNAM POZADOVANYCH DEFINIC A VET

Seznam klicovych pojmi.

fada, soucet fady, n-ty ¢len fady, n-ty Castecny soucet fady

konvergentni, divergentni, absolutné konvergentni, neabsolutné konvergentni rada
Taylorova fada, MacLaurinova fada

primitivni funkce, Newtonav integrél, existence, konvergence a divergence Newtonova in-
tegralu

horni a dolni Riemannovy souéty, horni a dolni Riemanntv integréal, Riemanniv integral,
riemannovsky integrovateln8 funkce

stejnomérné spojita funkce

metricky prostor, metrika, metricky podprostor, zdédéna metrika

oteviena koule v metrickém prostoru, vnitini bod, vnitiek

normovany linearni prostor, norma

oteviend a uzaviend mnozina, vnitini bod, vnitiek

konvergence a limita posloupnosti v metrickém prostoru, konvergentni posloupnost
kompaktni metricky prostor

derivace podle vektoru, parcialni derivace, gradient, totalni diferencial, derivace zobrazeni
z R™ do R™

Jacobiho matice, jakobian

e spojitost zobrazeni metrického prostoru, homeomorfismus
e limita spojitost zobrazeni metrického prostoru vzhledem k mnoziné

Seznam poZadovanych definic.

geometricka fada, harmonické fada, prerovnani fady
Cauchyuv souéin rad

Darbouxova vlastnost

déleni intervalu, norma déleni, zjemnéni

norma vektoru v R"”

ktivka, délka kiivky

supremova metrika, integralni metrika, diskrétni metrika
lineadrni zobrazeni z R™ do R™

te¢na rovina, te¢né nadrovina ke grafu funkce

Seznam poZadovanych vét (neni-li stanoveno jinak, jsou poZadovany dikazy).

éady redlngch cisel.

nutnd podminka konvergence (Véta 6.1)
Bolzanova-Cauchyova podminka (Véta 6.2)

fady a aritmetické operace (Véta 6.3)

konvergentni a divergentni fada (Véta 6.4)

srovnavaci kritérium (Véta 6.5)

limitni srovnévaci kritérium (Véta 6.6)

Cauchyovo odmocninové kritérium (Véta 6.7)
d’Alembertovo podilové kritérium (Véta 6.8)
kondenzaé¢ni kritérium (Véta 6.9)

o konvergenci fady Y- & (Véta 6.10)

Leibnizova véta (Véta 6.11)

absolutni a neabsolutni konvergence (Véta 6.12)
prerovnani absolutné konvergentni fady (Véta 6.13)
Riemannova véta (Véta 6.14) (bez dikazu)
Mertensova véta (Véta 6.15)

Abelova véta o Cauchyové souc¢inu (6.16) (bez diikazu)
Taylorovy fady elementarnich funkei (6.18) (bez dikazu)



Primitiond funkce.

jednoznacnost primitivni funkce aZ na konstantu (Véta 7.1)
vztah spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 7.2)
linearita primitivn{ funkce (Véta 7.3)

integrace per partes (Véta 7.4)

Darbouxova véta (Véta 7.5)

prvni véta o substituci (Véta 7.6)

druh4 véta o substituci (Véta 7.7)

véta o lepeni (Véta 7.10)

Riemanniv integrdl.

vlastnosti déleni (Véta 8.1)

mantinely Riemannova integralu (Véta 8.2)

aproximace Riemannova integralu soucty pres déleni s malou normou (Véta 8.3)
aproximace Riemannova integralu (Véta 8.4)

postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu (Véta 8.5)
kritérium existence Riemannova integralu (Véta 8.6)

spojitost a stejnomérna spojitost (Véta 8.7)

spojitost a riemannovska integrovatelnost (Véta 8.8)

monotonie a riemannovska integrovatelnost (Véta 8.9)

linearita Riemannova integralu (Véta 8.10)

Riemannuv integral a uspofadani (Véta 8.11)

aditivita Riemannova integralu (Véta 8.12)

Riemanniv integral a absolutni hodnota (Véta 8.13)

derivace funkce horni meze (Véta 8.14)

Riemanntv integral spojité funkce (Véta 8.15)

Riemanniv integral funkei ligicich se v koneéné mnoha bodech (Véta 8.16)
charakterizace riemannovské integrovatelnosti (Véta 8.17)

linearita Newtonova integralu (Véta 8.18)

Newtoniv integral a usporadani (Véta 8.19)

aditivita Newtonova integralu (Véta 8.20)

Newtontiv integral a absolutni hodnota (Véta 8.21)

per partes pro Newtontv integral (Véta 8.22)

substituce pro Newtoniiv integral (Véta 8.23)

Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce (Véta 8.24)

konvergence Newtonova integralu omezené spojité funkce na omezeném intervalu (Véta
8.25)

vztah Riemannova a Newtonova integralu (Véta 8.26)

srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu (Véta 8.27)
limitni srovnéavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu (Véta 8.28)
Newtontiv integral sou¢inu funkei (Véta 8.29)

o nulové funkei (Véta 8.30)

prvni véta o st¥edni hodnoté (Véta 8.31)

druha véta o stfedni hodnoté (Véta 8.32)
Cauchyova—Schwarzova—Buiiakovského nerovnost (Véta 8.33)

norma a integral (Véta 8.34)

délka kiivky (Véta 8.35)

integralni kritérium konvergence fad (Véta 8.36)

integralni tvar zbytku (Véta 8.37)

Metrické prostory 1.
e vlastnosti konvergence (Véta 9.1)
e limita vybrané posloupnosti (Véta 9.2)
e vlastnosti uzavienych mnozin (Véta 9.3)



otevienost oteviené koule (Véta 9.4)

vztah otevienych a uzavienych mnozin (Véta 9.5)

vlastnosti otevienych mnozin (Véta 9.6)

oteviené a uzaviené mnoziny v diskrétnim prostoru (Véta 9.7)

Funkce vice proménngjch.

totalni diferencial a parcialni derivace (Véta 10.1)
totalni diferencial a spojitost (Véta 10.2)

o cesti¢ce v kosticee (Véta 10.3)

postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu (Véta 10.4)
geometricky vyznam gradientu (Véta 10.5)
representace derivace (Véta 10.6)

derivace a spojitost (Véta 10.7)

postacujici podminka pro existenci derivace (Véta 10.8)
spojitost linedrniho zobrazeni (Véta 10.9)

norma linearniho zobrazeni (Véta 10.10)

omezenost linearniho zobrazeni (Véta 10.11)

derivace a lokalni lipschitzovskost (Véta 10.12)

derivace slozeného zobrazeni (Véta 10.13)

Fetizkové pravidlo (Véta 10.14)

o pfirtastku funkce (Véta 10.15)

omezend derivace a lipschitzovskost (Véta 10.16)

Metrické prostory I1.

e kone¢nost a kompaktnost (Véta 11.1)

kompaktnost intervalu (Véta 11.2)

nutné podminka kompaktnosti (Véta 11.3)
kompaktnost v diskrétnim prostoru (Véta 11.4)
kompaktnost a uzavienost (Véta 11.5)

kompaktnost a omezenost (Véta 11.6)

uzaviena podmnozina kompaktu (Véta 11.7)
kompaktnost v R™ (Véta 11.8)

charakterisace spojitosti (Véta 11.9)

Heineova véta pro spojitost v bodé (Véta 11.10)
Heineova véta pro spojitost (Véta 11.11 - bez ditkazu)
spojitost slozeného zobrazeni(Véta 11.12)
jednozna¢nost limity (Véta 11.13)

limita slozeného zobrazeni(Véta 11.14)

spojity obraz kompaktu (Véta 11.15)

extrémy kompaktni mnoziny v R” (Véta 11.16)
extrémy spojité funkce na kompaktu (Véta 11.17)
omezenost spojité funkce na kompaktu (Véta 11.18)



