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Kapitola 1

Uvod

1.1 Proc¢ zavadime pojem slabého reseni

»Neexistuje zadna obecné teorie zamérend na feSitelnost viech PDR. Vzhledem k obrovské riznorodosti jevi (geo-
metrickych, fyzikalnich, stochastickych), které jsou modelovany PDR—emi, takovato teorie téZzko bude nalezena. Misto
toho je vyzkum zaméfen spiSe na ruzné specialni typy PDR, které jsou dilezité z pohledu aplikaci, s nadé&ji, ze nahled
na puvod téchto rovnic mtze dat cit pro jejich feSeni.“

»V moderni teorii PDR je velké tusili vénovano matematickym dtikazim existence feSeni riznych PDR a nikoliv
odvozovani vzoreckl pro tato feSeni. To se muze zdat zbytecné az blaznivé, le¢ matematici jsou jako teologové:
povazujeme existenci za zakladni vlastnost toho co studujeme. AvSsak nemusime, jako vétina teologi, spoléhat vzdy
jen na viru samotnou.*

Lawrence C. Evans: Partial differential equations.

Predpokladame, Ze ¢tenaf je obezndmen alespon se zaklady klasické teorie parcialnich diferencialnich rovnic. Cilem
této tivodni kapitoly je vysvétlit, pro¢ je pojem klasického FeSeni nedostateény a pro¢ je pfirozené ho nahradit pojmem
slabého FeSeni. Z mnoha moznych piikladi jsme vybrali nasledujici.

e Na prikladu Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici ukazeme v Sekci 1.2.1, Ze klasické FeSeni ulohy vyzaduje
a priori jistou hladkost dat tdlohy. Pokud data tyto pozadavky na hladkost nespliuji, je tfeba zobecnit pojem
feSeni. My se vydame jednou z moznych cest, kterd néas ptrivede k pojmu slabého feSeni, a kterd nam také vytyci
jak zékladni problémy, kterym se budeme v texty vénovat, a soucasné i pozadavky na prostory funkci, v nichz
slabé FeSeni hledame.

e V Sekcich 1.2.2 a 1.2.3 uvedeme dvé matematické oblasti, kde se (parcialni) diferencialni rovnice vyskytuji v
slabé formulaci pfirozenym zptisobem. Jinak feceno, slabé feSeni parcialni diferencialni rovnice (PDR) je v téchto
oblastech prvotni pojem, zatimco klasické FeSeni je pojem odvozeny, tedy spiSe druhotny. Prvnim pfikladem jsou
nutné podminky existence kritickych bodi funkcionalt jako jsou délka kiivky, obsah plochy, celkova energie
¢astice a podobné. V klasické mechanice jsou kritickymi body feSeni Eulerovych—Lagrangeovych rovnic. Tyto
rovnice jsou v8ak objekt druhotny, nebot jsou odvozeny z podminky:

Géateaux derivace funkcionalu v kritickém bodé je v libovolném sméru nulova.
To je ekvivalentni vyroku, ze kriticky bod je slabym feSenim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic.

e Bilan¢ni rovnice mechaniky kontinua formulované na libovolnych | kulturnich“ podmnoZinach oblasti (takzvané
kontrolni objemy), kterou téleso vypliuje, je dalsim piikladem problému, kde je slabé feSeni prvotni pojem.
Ukéazeme totiz, ze z bilanci (hmoty, energie, hybnosti) formulovanych na kontrolnich objemech lze pfimo ziskat
pojem slabého FeSeni, aniZ by bylo nutné formulovat bilan¢ni rovnice klasickym zptisobem.

1.2 Nekolik prikladt

1.2.1 Homogenni Dirichletova tloha pro Laplaceovu rovnici

Vezméme omezenou otevienou mnozinu 2 C R? s hranici 9§ a uvazujme nasledujici tlohu®

—Au =f VreQ, (1.2a)
u =0 VreoiQ, (1.2b)

IPfipomefime oznaleni: Je-li § = (ql, e qd)T vektorové veli¢ina (napfiklad tok tepla), pak rovnice
divi=f VzeQ (1.1)

dava do rovnovahy tok veli¢iny ¢ pFes hranici 9Q a objemové zdroje veli¢iny f. Je-li tok ¢ tmérny gradientu Vu (to jest je linearné zavisly
na Vu), kde u je skalarni funkce u : Q — R (napfiklad teplota), pak z (1.1) plyne (1.2a), nebot po dosazeni § = —Vu (teplo tece z teplejsi
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1.2. Neékolik prikladii 5

kde f: Q — R je dan& funkce.

Klasickym feenim tlohy (1.2) rozumime funkci u € C? () N C (), ktera splituje (1.2a) a (1.2b) bodové. Je-li u
klasické FeSeni (1.2), pak nutné musi byt f € C(Q). Pokud vSak funkce f na pravé strané rovnice neni spojita (coz
miZe nastat pri popisu né&jakého fyzikalntho problému), je zfejmé pojem klasického feSeni nedostacujici, nebot dlohy
tohoto typu je potfeba matematicky zvladnout. Je tudiz nutné zavést obecnéjsi definici feSeni zadané tlohy a ziskat
tak objekt, se kterym mizeme v takovychto pirikladech pracovat.

Predpokladejme, Ze

ferL*9), (1.3)

vynasobme rovnici (1.2a) libovolnou funkei ¢ € D(Q) a zintegrujme vysledny vztah pres Q. Dostaneme

f/Au (pda::/fgadx Yo € D(Q).
Q Q

Levou stranu rovnice upravime pomoci Greenovy véty (pfesnéji fe¢eno podle jejiho disledku pojednavajiciho o integraci
per partes) a uvédomime si, Ze integral pfes hranici 92 je nulovy, protoze funkce ¢ ma kompaktni nosi¢ v 2. Vysledkem
je

/Vu-Vgadx:/fgodx Yo € D), (1.4)
Q Q

neboli
(Vu, Vo) 12q) = (f, )12y Ve €D(Q). (1.5)

Mohli bychom pokrac¢ovat dale a pienést jesté jednu derivaci z u na ¢. Touto cestou ale nepiijdeme, chceme totiz, aby
prostor, ve kterém budeme hledat FeSeni, byl shodny (nebo alespon blizky) prostoru, odkud budeme brat funkci .
Specialné se ptame:

Otdzka 1.2.1. Lze v rovnici (1.5) polozit ¢ = u?
Pokud ano, pak z (1.2a) plyne

2
||V“||L2(Q) = /Q [Vul* dz = (f, u)L2(Q) = ||f||L2(Q) ||u||L2(Q) ) (1.6)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili Holderovu (¢i Cauchyovu-Schwartzovu) nerovnost.
Mysleme si, ze
Se > 0, Yu: [ull g < [ Vullagqy (1.7)
neboli norma funkce je kontrolovana normou gradientu. Toto obecné neplati, jak lze snadno nahlédnout dosazenim

konstantnich funkeci. V naSem piipadé vSak vime, Ze plati u|,, = 0, coZ vylucuje vSechny netrivialni konstantni funkce.
Otazka vsak zustava:

Otdzka 1.2.2. Pro jaké funkce lze o¢ekavat platnost (1.7)?
Pokud plati (1.7), pak z (1.6) vyplyva
||VU||L2(Q) <c ||f||L2(Q) :
Odsud a z piedpokladu (1.3) pak plyne, ze Vu € L?(Q2), coz vede k pfirozené definici prostoru

wh2(Q) = {v ceL*(Q),Vi=1,...,d: % eL2(Q)}.

Jesté zavedeme prostor
Wo? (@) = {v € W2 ()] v|yg =0} .

Pfipomenime, Ze pro funkce v € LP(f2), p € [1,+00], nema smysl mluvit o hodnotach funkce na hranici, protoze
hranice 92 je mnozina nulové (d-rozmérné) Lebesgueovy miry. Funkce z W12 (Q) vSak tvori podprostor v L?(Q) a
kromeé hodnot funkce lze néco fFici i hodnotach jejich derivaci — otazkou je, zda tato informace bude stac¢it k tomu,
abychom mohli mluvit o hodnotéch funkce na hranici. Bude tedy nutné vyftesit nasledujici problém.

Otdzka 1.2.3. Lze pro v € W2 (Q) mluvit o hodnotéch na hranici? Pokud ano, v jakém smyslu?
Vratme se jesté k Otézce 1.2.1. Z (1.5) plyne, Ze odpovéd bude kladna, pokud je kladna odpovéd na otazku:

Otdzka 1.2.4. Jsou funkce s kompaktnim nosicem hustée W, (€2)?

¢asti do chladnéjsi) do levé strany rovnice (1.1) dostaneme
d

oo Oqi _ -0 (u = s
d1vq—zaxi—_28xi <8xi)__v:

=1 1=1 =1

2

Q
S

= —Au.

Q

2
i



6 Kapitola 1. Uvod

Pokud ano, nazveme u € Wy'? (Q) slabym FeSenim tlohy (1.2) prave kdyz Ve € W2 (Q) plati rovnost
(VU,V@H(Q) = ([, W)L2(Q) :

Zavedli jsme tedy pojem feSeni, ktery vyZaduje méné informaci o hladkosti funkei (a to jak danych, tak hledanych).
Uzitim nové definice feSeni okamzité vyvstavaji nasledujici otazky.

1. Jak je to s existenci feSeni a s jeho jednoznac¢nosti? Lze ukazat spojitou zéavislost feSeni na datech tlohy? Pokud
ano, v jaké metrice? Souhrnné se tyto otézky oznacuji jako problém existence jednoznac¢nosti slabého feSeni a
jeho spojité zavislosti na datech.

2. Lze ziskat dodate¢nou informaci o hladkosti feSeni v piipadech, kdy jsou data tulohy hladsi, nez je pozadovano
pro samotnou existenci? Za jakych podminek na data bude slabé feSeni feSenim klasickym? Souhrnné se tyto
otazky oznacuji jako problém regularity slabého TeSeni.

Tyto zakladni problémy budeme v této ucebnici zkoumat nejen pro motivaéni problém (1.2), ale pfedevsim pro linearni
a nelinearni eliptické, pozdéji pak i parabolické a hyperbolické tlohy (viz piislusné kapitoly).

Poznamenejme, Ze problém existence a jednoznac¢nosti je leh¢i nez problém regularity, a to proto, Ze je zaloZen na
obecnéjsich pojmech, funkcich, atd, a pro lineérni eliptické tlohy témér vSe vyresime Rieszovou vétou o reprezentaci
a jejim zobecnénim.

Jesté diive nez se pustime do otazek zabyvajicich se feSitelnosti parcidlnich diferencialnich rovnic ve slabém smyslu
a kvalitativnim chovanim téchto feSeni, zavedeme Sobolevovy prostory W*? (Q) a budeme zkoumat jejich vlastnosti.
Specialné se zaméfime na otazku hustoty hladkych funkei D(Q), C>(Q2), C°°(2) v Sobolevovych prostorech, otazku
interpretace hodnot funkei na hranici (véta o stopéch), otazku souvislosti Sobolevovych prostori s jinymi prostory
funkei (véty o spojitém a kompaktnim vnofeni) a kone¢né také otédzku platnosti Poincarého-Friedrichsovych nerovnosti
(prikladem je nerovnost (1.7) uvedena vyse).

1.2.2 Ulohy variaéniho poétu — nutné podminky

Varia¢ni pocet se zabyva studiem kritickych bodii (tzv. extremal) funkcionali, to jest zobrazeni z Banachova? prostoru,
obvykle nekone¢né dimenze, do prostoru realnych &isel. Typicky je ¢ : X — R, kde X je prostor funkei (napiiklad
C((a,b)), C*(2) N Cy(R) a podobné).

Pripomenme nékolik zakladnich pojma.

Definice 1.2.5 — Lokalni maximum (minimum). Rekneme, Ze funkcional ¢ : X — R méa v bodé zy € X
lokalni maximum (resp. minimum), pokud

35> 0,V € Us(ao) : (o) 2 (@) (resp. (o) < (),

kde Us(zo) = {z € X| ||z — zol|x < J}.

Definice 1.2.6 — Géateaux derivace. f{ekneme, ze funkcionél ¢ : X — R mé v bodé zy € X Gateaux derivaci,
pravé kdyz Yh € X, ||h||y = 1 existuje limita

th) —
S o:h) = lim £ = £(70),

Pokud je xg lokdlnim minimem (resp. maximem) funkcionalu ¢, aneb z( je extreméla funkcionalu ¢, a pokud
limita dp(xo; h) existuje pro néjaké h € X, pak nutné dp(zo;h) = 0. Specidlng, je-li ¢ Gateaux diferencovatelna
v bodé xy € X, pak nutné

Vh e X : 0p(xo;h) =0. (1.8)

Dukaz predchoziho tvrzeni je elementéarni. Oznaéme gp(t) = @(xg +th). Protoze gp(t) méa v bodé 0 lokalni extrém,
z teorie realnych funkei plyne, ze pokud existuje g}, (0), pak je g, (0) = 0. Avsak dle definice Gateaux derivace je

9r(0) = p(xo; h).
Uvedme né&kolik prikladid tloh klasického varia¢niho pod&tu.

Piiklad 1.2.7 (Brachystochrona). Bud
v ={(z,9) €eR?|z € [0,d], y = f(z), y(0) =0, y(a) = b}

kiivka spojujici pocatek soufadného systému s bodem [a,b], kterd je zadana jako graf funkce y(x). Uloha o brachys-
tochroné (tiloha o kiivce nejrychlejsiho spadu) je problém nalézt takovou funkci y z pFipustné tiidy funkei

Y = {y €C((a,b)) NC(la,b])| y(0) = 0,y(a) = b},

2Uplny normovany linearni prostor.
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o w2
‘\/a/o V o=—v@ ¢

udévajici ¢as potfebny k tomu, aby se v homogennim gravita¢nim poli g dostal hmotny bod samospadem po kfivce
y(z) ze startovni pozice [a, b] do pocatku souradného systému.

ktera minimalizuje funkcionél

Piiklad 1.2.8 (Délka kiivky). UZijeme-li oznaceni z pFedchoziho ptikladu, potom funkcional

- [ VIT @R

udava délku kiivky zadané jako graf funkce y(z). Ulohou je minimalizovat L[y] na t¥idé pifpustnych kiivek Y.

P#iklad 1.2.9 (Minimélni plocha). Bud © C R? n&jaka (rozumni) mnozina a bud déna funkce g : dQ — R. Uloha
o minimélni ploSe je problém nalézt takovou funkci w : 0 — R, Ze w minimalizuje funkcionél

[u] = / V14 |Vu|? de,
Q
ktery udava obsah plochy popsané funkci u, pfi¢emz mnozina piipustnych ploch je urcena jako
Y={uec(@nC@) uls, =g}
Prostory Y zavedené v Piikladech 1.2.7-1.2.9 ovSem nejsou linearni. V Pfikladech 1.2.7 a 1.2.8 tedy volime
X = C((a,5)) N Co([a, )

a kriticky bod (extremalu) y hledame ve tvaru

y(@) = yo(z) + (@), (1.9)

kde £ € X a y : [0,a] — R je n&jakd hladka funkce splitujici okrajové podminky y0(0) = 0 a yo(a) = b. Podobné
v Piikladu 1.2.9 volime B
X =CHQ)NCy(Q)

a kriticky bod (extremalu) w hleddme ve tvaru

w(z,y) = wo(z,y) +&(x, y),

kde £ € X a wp : © — R je ndjaka hladka funkce splitujici okrajové podminky wpl 90 = g
Na Prikladu 1.2.8 ukadZeme, Ze pozadavek na nulovost Gateaux derivace (1.8) odpovidad poZadavku na nalezeni
slabého feseni Eulerovych—Lagrangeovych rovnic, samotné Eulerovy—Lagrangeovy rovnice (v klasické formulaci) jsou
vSak v tomto pfipadé druhotnym pojmem, nebot jsou odvozeny za predpokladu vyssi hladkosti uvazovanych funkei.
Pro libovolné ¢ € X plati

L +69) = 5 [ VIT (@ + €@ T W@ do

/ +t<p( )¢’
\/1 +t<p(

Podminku (1.8) v tomto konkrétnim p¥ipadé tedy prepiSseme jako

t=0

¢ (x)

\/7x

' (x)

Vo € C((a,b)) N Co([a,b]) dz =0. (1.10)

\/—w

/
Teprve za dalstho pfedpokladu na hladkost uvazovanych funkci, napiiklad pokud (m) € C((a,b)), dostavame

(po provedeni integrace per partes) z piedchozi rovnice vztah
Vo € Col[a, b)) / T DR (1.11)
¥ o\|@, R T PpLx r =Y, .
0 1+ (y/'(2))?

ktery jiz implikuje bodovou platnost Eulerovy-Lagrangeovy rovnice?

_< y'(x) ) —0. (1.12)
1+ (y/(2))?

3Zde jsme vyuzili platnost tvrzeni: Je-li u € C(Q) a plati-li pro kazdé ¢ € C(Q) rovnost [, u(z)p(x)dz = 0, pak je u = 0 pro viechna
z € Q.
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Je na misté se ptit, pro¢ nenazveme slabym FeSenim rovnice (1.12) funkei y € C'((a,b)) N Co([a,b]) splitujici rovnost
(1.10), a pro¢ radéji pracujeme s obecndj§imi funkcemi*.Velice vdZnou namitkou proti této konstrukei je skutecnost,
7e prostor C*(£)) neni tplny vzhledem k integralni normé H“”Cl(ﬂ),f = [, [v/(x)| dz, pficemz integralni norma je pro
danou tulohu pfirozena.

Je-li y ve tvaru (1.9), pak je funkce & ze zminéného rozkladu vhodnéa testovaci funkce v rovnosti (1.10). Polozime-li
skuteéné £ = ¢, dostaneme

a / / a / 2 /
y(@)e'@) @/ W(@)” 4 Y (@)yo(x)
o V1+ (Y (x))? o V14 (W(x)? 1 + (¥ (2)
Tuto rovnost a skute¢nost, ze % < 1, vyuzijeme k odhadu
Yy (x

¢ © /12y
yido= [ (1 Iy ) do
/o o (L+]yl?)s
1 a |y/|2 1 a
§§ 7dx+§ V14 |y|?de
0

Lt
<5 [ mlar g [ VTl

1
/|yo|dx+ +1 /\y\dx

a a
/Oly’ldxé/O Yol dz + a, (1.13)

co? ukazuje, ze L'-norma derivace je norma pfirozena pro danou tlohu.
Na zaveér jesté uvedeme tvrzeni spojujici tuto a predchozi sekci.

\ /\

Celkové tedy dostéavame

Lemma 1.2.10 — Variaéni formulace Laplaceovy rovnice. Funkce u € VVO1 7 (©) je extremalou (lokalnim
minimem funkcionélu)
1
:f/ \Vu\Qd:c—/ fudz,
2 Ja Q
pravé kdyZz u je slabym TFeSenim tlohy (1.2), to jest splituje rovnost (1.4).

Diikaz. 1) Je-li u € Wy7*(Q) extremalou funkcionalu ¢, pak nutné dé(u; ¢) = 0 pro viechna o € W, > (). Avisak

¢[u+t<p]—;/Q|Vu|2dx/qudqut{/QVu'Vgoﬂpdx}

2 (1.14)
+ 7-/ |Ve|? da.
2 Q
Odsud snadno plyne, Ze
dp(u; ) = (VU,V%’)U(Q) (f, )L2 Q)
¢imz je jedna implikace dokazana.
ii) Naopak, pouzitim (1.14) s t = 1 snadno nahlédneme, Ze (1.4) implikuje
Slut ol = dlu] Vo e WyH(Q).
[ |

1.2.3 Bilané¢ni rovnice mechaniky kontinua

Rovnice, které popisuji pohyb télesa v rdmci termodynamiky kontinua, vychéz{ z bilan¢nich zakont, jejichz platnost je
pozadovana pro kazdou otevienou pod-mnozinu B oblasti €2 vyplnéné materidlem. Obecna formulace téchto bilanénich
vztahti méa pak tvar

g/D(t,x) dx+/ ﬁ(t,a;)-ﬁdS:/P(t,x) dz, (1.15)
dt /s oB B

kde D znadi hustotu fyzikalni veli¢iny (hmoty, slozek vektoru hybnosti, slozek vektoru momentu hybnosti, entropie,
celkové energie), F je odpovidajici tok této veliiny hranici a P je objemova produkce pFislusné veli¢iny.

4Prvnim kandidatem na vhodny prostor funkei by mohl byt Soboleviiv prostor W11 ((0,a)) = {u € L'((0,a)),w’ € L*((0,a))} nebo
spiSe prostor funkci s omezenou variaci.
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Ze vsech bilan¢nich vztahu si pro lepsi predstavu o tvaru funkci D, F a P uvedme bilanci hmoty

4 p(t,x)dx + / p(t,z)v(t,z) - 7dS =0, (1.16)
dt Js oB

bilanci hybnosti

4 / p(t, z)VU(t, z) dx + / (p(t,x)0(t,z) @ U(t,z) — T(t,x)) 7 dS
dt /s oB
= / p(t, 2)b(t, ) dz  (1.17)
Q
a bilanci celkové energie

% Bp(t,x) (W’;)' + 6(t,x)) dz

+ /8 . <p(t7x) ('”“;) + e(t,:c)) (. 7) — gt @) — T(Lx)ﬁ(t,m)) LA dS
- / (olt. )81, 2) - 3t 2) + plt, 2)r(t,2)) da. (L18)
Q

Standardni postup odvozeni rovnic termomechaniky kontinua je zaloZen na pfepisu (1.15) pomoci Greenovy véty a
zémény derivace a integralu do tvaru

/B (atD tdivE - P) (t,2) dz = 0,

kde B C B C Q je libovolny kontrolni objem. Za ptredpokladu, Ze integrand je spojity, pak z piedchozi rovnosti plyne,
ze Vr € Q, Vt € (0,T) plati
9, D(t,x) + div F(t,z) = P(t,x). (1.19)

Je z¥ejme, ze (1.19) vyzaduje diferencovatelnost funkei, ktera neni v (1.15) pot¥eba. Slabé formulace bilanénich zékont
se pak ,obvykle* odvozuje z (1.19) a okrajovych podminek.

Nasim cilem je ukazat, %e obecnd forma bilan¢ntho zakona (1.15) p¥imo implikuje slabou formulaci. K tomu budeme
potFebovat nésledujici tvrzeni, jehoz dukaz lze nalézt napiiklad v Evans and Gariepy [1992] ¢ Lukes and Maly [1995].

Véta 1.2.11 Bud 7 : R" — R lipschitzovskd funkce a bud v € L*(R™). Pak plati

® V|(,ern| n(x)=r) J€ ntegrovatelnd ve smyslu (n — 1) rozmérné plosné (Hausdorffovy) miry,
* Jrov(@) V(@) dz = [g (f{mem n(z)=r} ¥(®) dS) dr

Nyni sledujeme postup navrzeny v knize Feireisl [2004]. Bud 7 nezaporna nekoneéné spojité diferencovatelna funkce
s kompaktnim nosi¢em, tedy n € D(2), n > 0. Pak mnoZina {z € Q| n(x) > r} ma pro skoro vSechna r € [0, +0o0)
hladkou hranici {z € Q| n(z) = r}. Uvazujme nyni obecnou formu bilan¢niho zakona (1.15) s kontrolnim objemem

={x € Q| n(x) >r} pror € (0,400) a zintegrujme bilanéni zédkon s takto zvolenym objemem od 0 k +oco. Mame

(uvedomme si, Ze vn&jsi jednotkovy normalovy vektor k mnozing {x € Q| n(z) = r} je — o)

Nzl
+oo
—/ / D(t,z)dxzdr
dt Jo B={z€9Q| n(z)>r}
+oo
—/ / Fit,o)- 210 g4,
0 OB={zeQ| n(z)=r} |V77(x)|

+oo
= / / P(t,z)dzdr.
0 B={zeQ| n(z)>r}

Vyuzijeme-li nyni k tpravé druhého ¢lenu Vétu 1.2.11 a prvni a t¥eti ¢len pfepiSseme pomoci nasledujictho mezivypoctu
(h(t,z) = D(t,z) poptipadé h(t,z) = P(t,x))

+oo +oo
/ / h(t,z)dxdr = / / sign (n(z) — )" h(t,z)dzdr
0 B={zeQ| n(z)>r} 0 Q

_ /Q Wt z) /0 " i () — ) drda = /Q h(t, 2)n(z) da,
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dostaneme pro libovolné n

& [ peon@as— [ Fo) i o = [ Pl as

coz implikuje platnost (1.19) ve smyslu distribuci.



Kapitola 2

Sobolevovy prostory

V predchozi kapitole jsem vidéli, Ze klasické feSeni pro rozli¢né typy parcialnich diferencialnich rovnic nemusi vzdy
existovat. Na druhou stranu vSak z prikladt uvedenych v predchozi ¢asti vyplynulo, Ze i v téchto situacich se da hovorit
0 zobecnéném pojmu feseni, které v dalsim textu budeme oznacovat jako slabé reSeni. K rigor6znimu zavedeni tohoto
pojmu ale nejdiive potfebujeme vybudovat teorii prostorti funkei, tzv. Sobolevovych prostoria W*? (Q), které hraji v
moderni teorii parcialnich diferencialnich rovnic stézejni roli.

V této kapitole predpoklddame, Ze je ¢tenal obeznamen se zaklady teorie Lebesgueova integralu a Lebesgueovych
prostorii, s teorii prostoru spojitych, spojité diferencovatelnych a holderovsky spojitych funkci. Pro uplnost uvadime
zkraceny piehled vlastnosti téchto prostort funkci v pfiloze A. Dale pak predpokladame, Ze Ctenaf je dostateénd
obeznamen se zaklady funkcionalni analyzy, jejiz stru¢ny piehled je v priloze B.

2.1 Definice, zdkladni vlastnosti

Pripomenime nejdiive definici multiindexu.

Znaceni 2.1.1 (Multiindex). Uspofadanou d-tici o = (a, . . ., aq), @; € N, nazyvame multiindex. Vysku multiindexu
znadime |a a definujeme ji jako |a| = a1 + -+ - + aq.

V dalsim také budeme vyuzivat néasledujici zkraceny zapis pro parcidlni derivace.
Znaceni 2.1.2 (Zapis parcidlnich derivaci uZitim multiindexu). Symbolem D%¢ zna¢ime parcialni derivaci funkce ¢
el p(x
D¢(z) = wl—%
zit L. Oy
1

Nyni jiz muZeme pristoupit k definici zékladniho pojmu v moderni teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic-.

Definice 2.1.3 — Slaba derivace. Bud Q C R oteviena (pfipadné i neomezena) mnozina a a = (as, ..., aq)
multiindex. Bud u,v, € L},.(Q). fekneme, Ze v, je slaba derivace funkce u podle 2%, pravé kdyz pro kazdou
¢ € C§° () plati

/Qu(:v)D“¢(a:) dz — (—1)\a|/va(x)¢(x) da.

Q

Nasledujici vlastnosti slabé derivace jsou vice méné zirejmé.

Lemma 2.1.4 — Souvislost slabé a klasické derivace I. Plati nasledujici tvrzeni:

1. Necht u € C*(£2). Potom pro kazdé

a| < k klasicka a slaba derivace splyvaji.

ISlaba derivace je specialni piipad obecné&jsiho pojmu — distributivni derivace. Je-li u € Llloc(Q)7 muzeme funkci u pfifadit regularni
distribuci T, definovanou jako

Vi €CEOQ)  (Tu ) = /Q w(@)p(x) da,

kde (-,-) zna&i dualitu mezi (C3°())* a C5°(Q). Kazdou distribuci mizeme libovolnékrat derivovat. Distribuce G je derivace distribuce T'
podle z%, pravé kdyz
Vo € C°(Q) : (T, DY) = (-1)1*1(G, ).

Specialné, jsou-li G = G, a T' = T, regularni distribuce, je zfejmé
Vi € C3(9Q) : / u(z) D*p(x) dz = (T, D*p) = (=1)1°1 (G, ) = / v(@)p(z) d,
Q Q

tedy v = D%u ve slabém smyslu.

11
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1

2. Slaba derivace je (ve smyslu rovnosti na L;,

(Q), tedy skoro vSude) urcena jednoznacné.
Diikaz. Diikaz tohoto tvrzeni prenechavame ¢tenafi jako uziteéné cviceni. |

Pozndmka 2.1.5. Pokud je klasicka derivace spojitd, je uz nutné rovna derivaci slabé. Proto je budeme nadale znacit
stejné, tj. je-li v, slaba derivace u podle %, budeme psat D%u = v,,.

Konec¢né pristoupime k zakladni definici této kapitoly.

Definice 2.1.6 — Sobolevovy prostory. Bud 2 C R? oteviena mnozina, k € N a p € [1, oc]. Soboleviiv prostor
Wk (Q) definujeme jako
WEP(Q) := {u € LP(Q); V]a| < k: D c LP(Q)}.

Tento prostor opatiime normou

o Z HDauHI[),p(Q) prop S [1,00),

lullkp = Hunwk,p(g) = | <k

max || D%u||; w ro p = 0.

P [ 13 Q) prop
V definici normy se pouziva dvoji mozné znaceni. Pokud bude z kontextu jasné, na jaké mnoziné je prostor definovan,
budeme nadale pouzivat zkracené znaceni || - || . Pokud by v8ak mohla hrozit nejednoznac¢nost, budeme vzdy uvadét
|| - [lw.»(q)- Analogicky jako v pifpads LP(2) prostorii jsou prvky W57 (Q) vlastng t¥idy funkef lisicich se na mnozing
miry nula.
Pozndmka 2.1.7. Velmi ¢asto se v definici Sobolevovych prostort pouziva k € N, tj. pfipousti se i hodnota k = 0. V
tom pfipadé Soboleviv prostor ztotoZnime s prostorem Lebesgueovym, tedy

WOP(Q) := LP(Q).

Pozndmka 2.1.8. Velmi ¢asto se také pouziva zkraceny zéapis pro parcidlni derivace u. Pro u € WFP(Q), definujeme
prom = 1,...,k vektor (tenzor m-tého fadu) V™u : Q — R?" pomoci
oMu

VUi, = ————————
[ ]’Ll Tm axil . 8%‘,” ’

kde i; =1,...,d.
Pokud m = 1, zkracujeme zapis na Vu := V'u.

Korektnost Definice 2.1.6 je shrnuta v nasleduji vété.

Véta 2.1.9 Prostor WFP (Q) je normovany linearni prostor.

Diikaz. WP (Q) je ziejmé linearni prostor (viz Cviceni 2.1.10). V nasledujicim tedy ovéiime, ze ||uHkaP(Q) je norma.
Budeme se zabyvat dukazem pro p € [1,00), dikaz pro p = co prenechavame Ctenéfi jako uzitetné cviceni. Ovéiime
postupné, ze |||k, spliiuje vechny pot¥ebné vlastnosti normy.

i) Pro kazdé u € WHP (Q) zfejmé plati

0 < [Jullg,p < oo.
Navic pokud je [|ulx,p = 0, nutné plati |lull, = 0, a proto (vlastnost ||| ., ) normy) je i u = 0. Obracena implikace
je ziejma. Plati tedy, ze
u=0 <= |ulgp=0.

ii) Pro slabou derivaci plati D* (Au) = AD®u (viz Cvi€eni 2.1.10), déle pak ||ADu||, = |A|||D%ul|,. Celkem tedy

mame

1 1
Il = [ D ID* ) ll5 | = (1A Y 1D ullp
la|<k jal<k
= [Alllullp,

¢imz jsme ovérili, ze navrhovana norma je pro kladné konstanty homogenni.
iii) Slaba derivace je zifejmé linedrni D (u+v) = D%u + D%v (viz Cviceni 2.1.10) a pro LP-normu plati Min-
kowského (trojihelnikova) nerovnost (viz Vétu A.3.9)

l[u+vllp < llullp + [[v]lp-
Navic plati ,,diskrétni“ Minkowského nerovnost, tj. pro kazdé kladné {a,,b,}" ; plati

(S ver) = () ()

n=0
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Pouzitim této nerovnosti tedy dostavame

lutvllip=| D ID%+D%l5 | < > (ID%ully+ IDll,)"

lal<k lal<k
P P
< | DD |+ > Dl | = lulles + ol
la| <k lal<k
¢imz jsme ovéfili trojuhelnikovou nerovnost. Z i)-iii) tedy plyne, Ze || - ||, je norma. [ |

Elementéarni vlastnosti slabé derivace jsou ¢tenari ponechany za cviceni.

Cvigeni 2.1.10 (Vlastnosti slabé derivace). Ukazte, ze pro libovolné dvé funkce u,v € WHP (Q), kde k € N, a
libovolny multiindex « spliwjici |«| < k plati:

1. D € Wk=lelp(Q) a D(DPu) = DP(DYu) = D*+Pu kdykoliv |a| + |8 < k,
2. \u+pv € WEP(Q) a D*(\u + uv) = AD%u + pD%v kdykoliv \, 4 € R,
3. je-li Q C Q oteviena, pak u € W’”’(KNZ)7
4. je-lin € C*>(Q), pak nu € W*P(Q) a plati, ze
o)
D*(nu) = DBnD By,
(77 ) {B:Vi—lZnBv<w-} <ﬂ> !
a) ._ 1714 o
kde ([3) =1Tim (Bl)

Nyni uvedeme nékolik typickych piikladi, které ilustruji, jaké funkce (ne)nélezi do prostorti W*? (Q). Prvni piiklad
ukazuje, Ze sobolevovské funkce nemohou mit skok na (d — 1)-dimenzionalni nadplose.

Piiklad 2.1.11. Funkce
{33 na (0,1)
u(z) =

2 nal[l,2)

neni prvkem WP ((0,2)), protoze slaba derivace, pokud by existovala, by musela byt na intervalech (0,1) a (1,2)
rovna klasické, tedy funkeci
1 na (0,1
v(x) = { (0, 1)

0 na (1,2).

2 u, ale je slabou derivaci funkce

. z mna (0,1)
“(x):{l na [1,2).

Tato funkce v8ak neni slabou derivaci

Obecné: funkee, ktera ma skokovou singularitu na (d — 1)-rozmérné plose, neméa slabou derivaci v  C R%.
Druhy piiklad ukazuje typické chovani u mozné singularity.

Piiklad 2.1.12. Bud Q = B;(0) C R%. Pak u(z) := ﬁ eWtP(Q) e a< %. Vidime, Ze i neomezené funkce patii
do nékterych W1P(2). Viimnéme si, 7e pro a < % je u € L1(Q) pro kazdé g € [1,p*), kde p* := ddfpp (srovnejte s
Vétou o vnofeni 2.5.1).

Resend. Uvazujte funkci
T

’U/l(ﬂf) = —QW
a ukazte, ze u;(z) = %ﬁ. Vyjdéte z definice a uvazujte pro kazdou ¢ € C§°(Q) (p¥ipadné stadi i ¢ € CA(Q2))
0 0
—/ u(x) plz) dz = — lim u(x) p(z) dx
Q 8:51 e—04 Q\B.(0) 8;101

a na posledni integral pouZijte integraci per partes (nyni je povolena nebot obé funkce jsou dostateéné hladké na
2\ B.(0)) a spoctéte limitu € — 0. O

Posledni piiklad pak ilustruje fakt, Ze mnozina bodu ve kterych je sobolevovskd funkce nespojita, ¢i dokonce
neomezend, mize byt dokonce husta v ).

2Funkce u ma oviem distributivni derivaci. Je ji funkcional X(0,1) + 01, kde X1 je charakteristicka funkce intervalu I a Js je Diracova
distribuce s nosi¢em v bodé s. Funkce u tak patfi do prostoru BV, tj. do prostoru funkci s omezenou variaci.
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Piiklad 2.1.13. Necht {r;};°, je spofetna husta podmnozina v B;(0). Polozme pro z € B (0)

Jellip<daae(0, d;—p), potom u € WP (B1(0)), ale neni omezena na 7adné oteviené podmnoziné By (0).

Zakladni dulezité vlastnosti Sobolevovych prostori, jako tplnost, separabilita a reflexivita, jsou shrnuty v nésle-
dujici vété.

Véta 2.1.14 — O vlastnostech Sobolevovych prostorti. Pro kazdé k € Ng a p € [1, 0] je WP () Banachiiv
prostor. Pro p € [1,00) je WFP (Q) separabilni a pro p € (1,00) reflexivni. Pro p = 2 je W*2 (Q) Hilberttv prostor
se skalarnim sou¢inem

(u, V)wr2@) = (U, V)2 = Z /QDau(x)Dav(x) dz. (2.1)

a: |a|<k

Diikaz. Krok 1: Uplnost
Cilem je ukazat, Ze kazda cauchyovska posloupnost v Wk? (Q) ma v W*P (Q) limitu. Bud {u,}>-, C WP (Q)
cauchyovské posloupnost, tj.

Ve >0, 3ng €N, Vn,m > ng 1 ||un — Umllkp <e.

Z definice || - ||,p nutné plyne, ze pro kazdy multiindex « takovy, ze |o| < k, plati || D*up, — D%y, ||, < €. Cauchyovské
jsou proto i posloupnosti {D%u,} -, C LP(2). Prostory LP(f2) jsou tplné (viz Vétu A.3.10), a proto existujf limity

Up —> U v LP(Q), (2.2)
D%y — ug v LP(2). (2.3)

Protoze jsme kazdou limitu D%u,, zkonstruovali zvlast, neni jisté, jestli bude platit D%u = u,. Zbyva ovérit pravé
zminéné tvrzeni. Piedeviim uréité plati, Ze u, € Li,.(Q) (nebot u, € LP(2)), &m¥ jsme ovéfili prvni vlastnost slabé

derivace. Pro kazdé ¢ € C5°(£2) pak dle definice slabé derivace plati

/unDadem = (=1l / D%up ¢ da.
Q Q
Na obou stranach této rovnice nyni prejdeme s n — oo. Diky (2.2) pro levou stranu plati

lim unDaqﬁdx:/uDo‘gbdx

a pro pravou stranu pak diky (2.3) obdrzime

lim (—l)la‘/Daunqﬁd:z::(—l)‘al/uagbdx.
Q Q

n— oo

Nutné proto musi byt [, uD*¢dx = (—1)'e Jo ta® dz, coz neznamena nic jiného, nez ze Du = uq,.

Krok 2: Reflexivita a separabilita
V dtikazu reflexivnosti a separability vyuZijeme znamych poznatki o LP(2) prostorech, viz Véty A.3.33 a A.3.36.
Ozna¢me si X = (LP(Q2))", kde & je pocet viech riznych multiindexii o délce mensi nebo rovné k. Prostor X je ziejmé
reflexivni (pro p € (1,00)) a separabilni (pro p € [1,0)).

Dale definujeme zobrazeni I : W*P (Q) — X jako®

 iha B ou ou
I(u) =[D “]|a\§k = u,a—xl,...,a—m,...
Potom [ je izomorfismus mezi W*? (Q) a I(W*?(Q)) C X. Diky tplnosti prostoru W*» (Q), viz Vétu 2.1.14, je
I(WFP (Q)) uzavieny podprostor X. Tedy dle Véty B.2.4 je W*P (Q) separabilni pokud p € [1,00) a reflexivni, pokud
p € (1,00).
Krok 3: Unitarnost
Na étenaii nechavame ovéteni, Ze (2.1) je skalarni soucin. Diky tplnosti je tedy W*2 (Q2) Hilbertiv prostor. [ |

Na druhou stranu pro hodnoty p = 1 nebo p = oo Sobolevovy prostory (stejné jako Lebesgueovy) nejsou reflexivni
respektive separabilni, jak uvadi dalsi véta.

3Zobrazeni I vytvaii vektor vech moznych parcialnich derivaci fadu nejvyse k.
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Véta 2.1.15 — O nereflexivit& a neseparabilité. Soboleviiv prostor W*°(Q) neni separabilni a Sobolevovy
prostory W51 (Q) a W (Q) nejsou reflexivni.

Diikaz. Dukaz prvniho tvrzeni je prenechan Ctenafi, viz nésledujici Cviceni 2.1.16. Druhé tvrzeni lze nalézt napr.
v Kufner et al. [1977]. [

Cvigeni 2.1.16 (W*°° (Q) neni separabilni). Bud Q C R? a bud § > 0 takové, ze Bs(zg) C  pro jisté zg. Uvazujte
pro & = (&1,...,&a) € Bs(wo) funkee p¢ = min(1, |1 — &]). Ukagte, Ze @¢ je nespocetny systém funkei z W (Q)

takovy, Ze Hgog — > 1pro & #6&.

V dalsim zavedeme ur¢ité podprostory Sobolevovych prostort, jejichz prvky ,jsou nulové®* na hranici Q. Tyto
podprostory hraji dilezitou roli pfi zavadéni pojmu FeSeni nékterych okrajovych tloh v teorii PDR stejné jako pii
rigor6znim zdtvodnéni integrace per partes pro sobolevovské funkce.

Definice 2.1.17 — Prostor W;*(22). Bud Q C R? oteviena mnozina, p € [1,00) a k € N. Ozna¢me

W) =@
Poznamka 2.1.18. Pokud bychom v definici pfipustili také p¥ipad p = oo, dostali bychom prostor
W”'Hk'x ={ueC*(Q): V|a| < kVz € 9Q D*u(z) =0},
coZ snadno nahlédneme z definice konvergence v normé || - ||x,co-
Nasledujici vztah mezi W5 (Q) a VVé€ P(Q) pienechavame &tenari jako cvidend.

Cviceni 2.1.19. Ukaite, ze Wéc’p(Q) je podprostor WHP (Q). Zaroven ukazte, ze W*? (Q) C Wéﬂ’p(ﬂ) pro libovolnou
otevienou 2 C RY.

Prostory Wéc P(Q) sdileji téméi viechny vlastnosti s WP (Q), coz je uvedeno v nasledujici véte.

Véta 2.1.20 — O vlastnostech prostori We?(Q). Pro kazdé k € Nap € [1,00) je WEP(Q) Banachiiv prostor.
Pro p € [1,00) je WiP() separabilni a pro p € (1,00) reflexivni.

Diikaz. Dukaz je, podobné jako dikaz Véty 2.1.14, zaloZen na znamych vlastnostech Lebesgueovych prostora LP(€2).
Podrobnéjsi dikaz je mozno nalézt v Kufner et al. [1977]. [

Kone¢né jako primy disledek definice odvodime vétu o integraci per partes pro prvky Sobolevovych prostort
WyP(Q) a WHe'(Q).

Véta 2.1.21 — O integraci per partes I. Bud ©Q C R? oteviend mnozina, k € N a p € [1,00). Potom pro
kazdy multiindex o takovy, Ze |o| < k, pro kazdé u € WFP(Q) a kazdé® v € WP (Q) plati

/Dauvdx:(—l)la‘/uDavdx. (2.4)
Q Q

“Pfipomenme, Ze p’ := ﬁ s konvenci, Ze pokud p = 1 pak p’ = oco.

Diikaz. S pomoci Holderovy nerovnosti A.3.11 neni t&zké ovéfit, Ze oba integraly v (2.4) jsou koneéné. Déle z definice
prostoru W2 (Q) vime, 7e existuje posloupnost {u"}52, € Cg°(Q) takové, Ze pro kazdy multiindex «, |o| < k

D*y"™ — D% v LP(Q).
Protoze navic D% € L¥' (€), ihned obdrzime

/D“uvdx: lim /Do‘u”vdx,
Q

n—oo
(2.5)
/ uD%dz = lim [ «" D%dz.
Q n—oo Q
Konet¢né, pfimo z definice slabé derivace (pfipomenme, Ze u”™ € C5°(£2)) odvodime
/ Dy vdx = (—1) / u" D% dz
Q

a dosazenim této identity do (2.5) obdrzime (2.4). [

Nakonec této kapitoly, inspirovani Definici 2.1.17, zavedeme jesté alternativni prostory funkci, které obdrzime
jakozto uzavér funkei hladkych v prislusné sobolevovské norme.
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Definice 2.1.22 — Zavedeni Sobolevovych prostorii jako uzavér. Bud Q C R? oteviena mnozina, p € [1, 00)
a k € N. Prostor W¥P(Q) definujme jako

=l llx»

WHhP(Q) :=C>(Q)

Pozndmka 2.1.23. Analogicky jako v piipadé W(f’p(Q) (viz Poznamku 2.1.18) nemé4 smysl definovat W’“’%QL protoze
bychom kviili vlastnostem || - ||x.co dostali W (Q) = CF(Q).

Nésledujici lemma shrnuje zékladni vlastnosti takto definovaného prostoru funkeci.

Lemma 2.1.24 — O vlastnostech prostortt W*?(Q). Bud k € N a p € [1,00). Potom W#P?(Q) je uzavieny
(a tedy Banachiiv) podprostor W*P(Q), ktery je separabilni a navic pro p € (1,00) reflexivni. Specialné tedy
Wkp(Q) c WhkP (Q).

Diikaz. Dukaz uzavienosti plyne pfimo z definice. Ostatni vlastnosti se pak ukazi za pomoci Véty 2.1.14. Jejich dukaz
je prenechén ¢tenafi jako uzite¢né cviceni. |

Otézkou, kdy plati Wk () = WkP(Q), se budeme zabyvat v nasledujici sekci. Platnost takového tvrzeni viak bude
vyzadovat jisté predpoklady na kvalitativni vlastnosti 2 a nyni uvedeme pouze protipiiklad takového tvrzeni pro
specialné zvolenou (dostatetné ,nehezkou® otevienou mnoZinu §2).

Cviceni 2.1.25 (W’”’(Q) # WkP(Q)). Zadefinujte otevienou omezenou 2 C R? jako
Q:= B1(0)\ {(z,0): 2 €[0,1)}, viz také Obr. 2.2 7 Prikladu 2.2.12.

Uvazujte funkci v definovanou
0 pokud z <0,
uw(x,y):=<¢0 pokudz>0ay >0,
z pokud z >0ay<O0.

Ukazte, Ze pro kazdé p € [1,00) plati u € WHP(Q), ale u ¢ Wl’p(Q).

Nakonec poznamenejme, ze zavedeni Sobolevovych prostorit pomoci Definice 2.1.6 neni jedinou moznosti. V posledni
sekci této kapitoly uvadime pro tplnost alternativni, avSak zcela ekvivalentni zavedeni pomoci tzv. Beppo Leviho
prostort.

2.2 Hustota hladkych funkci

Cilem tohoto oddilu je ukézat, za jakych predpokladii na Q miZeme funkce z prostoru W*? (€) aproximovat v normé
| - |lxp funkcemi hladkymi az do hranice (tim bude také zodpovizena otdzka, kdy plati W5P(Q) = WkP(Q), viz
Definici 2.1.22). Vyznam aproximace spoCiva v tom, Ze néktera tvrzeni, ktera lze lehce ukazat pro hladké funkce,
muzeme pienést i na funkce ze Sobolevovych prostori pomoci limitntho piechodu.

Hlavnim nastrojem bude, podobné jako pro funkce z Lebesgueovych prostori, vhodna regularizace (zhlazeni)
funkce, viz Vétu A.3.32. Na rozdil od Lebesgueovych prostorti neni ziejmé, ze miazeme funkci z W*? (Q) prodlouzit
nulou pro z ¢ € tak, aby prodlouZeni stale patiilo do W*»? (Rd). BliZe se této problematice budeme vénovat v oddile
vénovaném operatoru rozsifeni. Pfipomenime nyni zakladni definici regularizace. V dalsim textu bude n vyhradné
uréeno pro zhlazovaci jadro, tj. hladkou nezapornou radialné symetrickou funkci s kompaktnim nosi¢em v jednotkové
kouli, jejiz st¥edni hodnota (integralni priimér) je rovna jedné, viz téz Definici A.3.27. Funkce 7. (x) := e~9n(x/e) pak
znadi jeji preskilovani a koneéné pro u € L} (R?) zavidime zhlazeni (regularizaci) u. jako (viz Definici A.3.29)

loc

Ue 1= N * U.

2.2.1 Lokalni aproximace sobolevovskych funkci
Nejdiive se budeme zabyvat lokalni aproximaci sobolevovskych funkei.

Véta 2.2.1 — O lokalni aproximaci hladkymi funkcemi. Budte 2 C RY oteviena, p € [1,00) a u € WkP(Q)
libovolné. Dodefinujme u nulou vné ) a ozna¢me u. := 7. * u zhlazeni funkce u. Potom plati

1. D*u. = (D%u). skoro viude v . := {a € Q : dist (z,00) > e},

2. u. — u v WFP(Q') pro kazdou otevienou ' C /' C €.
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Diikaz. Pocitejme podle definice

D%uc(z) = D* (/Rd ne(z — y)u(y) dy> = /Rd (Dgne(z —y)) uly) dy.

Ovéfeni predpokladi Véty o zaméné derivace a integralu je v tomto pfipadé snadné, nebot 7. je hladka funkce s
kompaktnim nosi¢em. Také jsme pouzili symbol DY ke zduraznéni faktu, Ze derivaci chapeme podle proméné z. Nyni
pro libovolné x € €. vyuzijeme skuteénosti, ze pro kazdé y € R\ Q plati n.(z — y) = 0 a tedy pro tato x mame

Duc(x) = /Q (Dzne(w —y)) uly) dy = /

(-0 Dyt =) uly) dy

= [ nea = pDgut dy = [ nde = )Dgun) dy = (D). (o)
R
kde jsme vyuzili definice slabé derivace a faktu supp n. (z —y) C Q. Tedy tvrzeni 1 plati. Tvrzeni 2 je uz pak jednoduchy
dusledek tvrzeni 1 a vlastnosti zhlazeni, viz bod 4 ve Vé&té A.3.32 aplikovany postupné na viechny D%u s o] < k. W

Tato véta, prestoze hovori pouze o lokalni aproximaci, ma nékolik netrividlnich disledkd. Prvnim z nich je presna
charakterizace WP (R%).

Lemma 2.2.2 — Vztah W/?(R%) a W*?(R%). Bud k € N a p € [1,00). Potom platf W*» (R?) = WP (R9).

Diikaz. Inkluze Wg’p(Rd) c Wk (Rd) je zfejma a plyne pfimo z definice prostoru Wé“"p(Rd).
Nyni se soustiedime na opa¢nou inkluzi W*-» (Rd) C Wg’p(Rd). Mame ukézat, ze pro kazdé u € WhP (Rd) existuje

n—oo

posloupnost {u,}>>, C C°(R?) tak, ze |lu — Un|lyrogay — O

Nenf tézké ukazat, Ze pro kazdé n € N existuje nezadporna funkce &, € C5°(R?) takova, Ze &, = 1 v B,,(0), &, =0 v
R\ B2 (0) a splitujici [|&,llerray < C(k, d), kde konstanta C'(k, d) nezavisi na n. Definujme si funkce u,, := u&,. Diky
vysledktim Cviceni 2.1.10 vime, Ze u, € W*? (Rd). Navic pouzitim bodu 4 z téhoz cviceni ihned dostavame odhad

HDau — DaunH][)/P(Rd) = /Rd |Dau — Da(ufn)lp dz
< (C(k,d))" / S DPupde
RNB.(0) (5. 13<|al}

Protoze u € W*P(R9), z vySe uvedené nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné p > 0 mizeme najit n € N takové, ze

p
v = unllyrr ey < 5

Nyni stadi funkei u,,, které jiz ma na rozdil od u kompaktni nosi¢ supp u,, C By+1(0), zhladit podle Véty 2.2.1. Nebo-li,
ke kazdému ¢islu p > 0, miZzeme najit g > 0 tak, ze pro kazdé ¢ < ¢( plati

p
[[un — (un)sllwk,p(Rd> <3

a (un)e € C(Bpi11e,(0)) C C°(RY). Potom z trojtihelnikové nerovnosti dostavéame

flu — (Un)suwk,p(Rd) < un — (un>s‘|wk,p(Rd) +[Ju — unHWkwp(Rd) <P
coz jsme chtéli ukazat. ]

Dalsim, ,intuitivné* jasnym dusledkem Véty o lokalni aproximaci 2.2.1 je néasledujici tvrzeni o konstantnosti
sobolevovskych funkci majicich v8echny slabé derivace prvniho fadu nulové skoro vSude.

Lemma 2.2.3 — O konstantnich funkcich. Bud  C R¢ oteviena souvisla mnozina, k € N, p € [1,00] a
u € WLP(Q). Pak nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. u je konstantni skoro vSude v €,

2. pro kazdy multiindex « délky jedna plati D%u = 0 skoro v8ude v ).

Diikaz. Implikace 1. = 2. plyne pfimo z definice slabé derivace. V dalsim se tedy budeme soustfedit na dikaz
2. = 1. Bud z¢ € Q libovolny. Diky otevienosti 2 existuje g¢ tak, ze Bac,(z9) C 2. Dodefinujme u nulou vné Q a
pomoci regularizatoru najdéme zhlazeni u. € C5°(R?). Pouzitim Véty 2.2.1 ziskime, Ze pro kazdé ¢ € (0,g0) a kazdé
x € Be(xg) plati

D%ug(z) = (D%u)<(2) V]a| = 1.
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Protoze D*u = 0 skoro v3ude, vidime z definice (D%u),., Ze diky volb& € musi pro kazdé « € B.,(z¢) platit
D% (x) = (D%u)c(z) = 0.

ProtoZe u. je hladka funkce, jejiz vSechny prvni parcialni (klasické) derivace jsou nulové, musi byt nutné konstantni v
B., (o). Protoze u € WP (Q), pouzitim vlastnosti 2 z Véty o vlastnostech regularizatoru (Véta A.3.32) dostavame,
ze const = ue — u 8.v. v Bg (x0), tedy u = const v Bg, (o). Protoze z bylo libovolné a Q je souvisla a oteviena,
nutné musi platit tvrzeni 1. z véty. |

V predchozim lemmatu jsme si ukazali, ze pokud méa sobolevovskéd fukce nulovy gradient na oteviené souvislé
mnoziné, pak je tam konstantni, pfi¢emz obracena implikace byla trividlni. Nyni ukadZeme, Ze pokud je funkce kon-
stantni na méritelné mnozing, pak uz tam jsou vSechny slabé derivace prvniho fadu rovny nule skoro vsude. To
nam pak umozni vyslovit tvrzeni o skladani lipschitzovskych a sobolevovskych funkci*. Piipomeiime, Ze x5 znaci
charakteristickou funkci mnoziny B.

Véta 2.2.4 — O derivaci sloZené funkce. Bud (2 oteviena a u € W1P(Q) pro ngjaké p € [1, oc]. Pro libovolné
a € R ozna¢me
Qg :={z € Q: ulz) =a}.

Potom pro kazdé i € {1,...,d} plati, ze g; = 0 skoro v8ude na €,.
Dale, bud f € C%'(R) takova, ze f’ € L°°(R). Potom fou — f(0) € WP (Q) a plati
of (u(x ou(x .
% = f'(u(x)) a;)X{er:u(z)gsf} skoro vSude na €, (2.6)

kde Sy := {s € R: neexistuje klasicka derivace f'(s)}.

Poznamenejme, Ze dle Rademacherovy vty (Véta A.2.12) derivace f’ existuje skoro viude v R a tedy mnozina Sy je
mnoZina nulové miry. Navic pokud €2 je mnoZina kone¢né miry, pak f(0) € W1P(Q) a tedy f(u) € WP (Q). Koneéns,
jako snadny dusledek Véty 2.2.4, ktery je v podstaté ¢asti dikazu, dostavame nasledujici tvrzeni pouzivané velmi ¢asto
v teorii parcialnich differencialnich rovnic.

Diisledek 2.2.5. Bud u € Wh1(Q) libovolna a oznaéme u™ := max(0,u) a v~ := —min(0,u). Pak pro vSechna
i€ {l,...,d} askoro vSude v  plati, Ze slabé derivace spliuji

out  Ou

oz, = %X{meﬁ:u(z)>0}a

ou~ ou

87331- = _%X{Ieﬂzu(m)<0}v

Olul

. ou
Bz, = sign uaTviX{er: u(z)#0}-

Diikaz Vety 2.2.4. Ozna¢me nejdiive fri, := ||f'||z~(r). Protoze f je spojita, f(u) je méfitelnd. Navic, protoze f je
globalné lipschitzovski, mame

[f(u(z)) = FO) < friplu(x) — O] < friplu(x)].
Protoze u € LP(Q2), nutné f(u) — f(0) € LP(2). Piedpokladejme nyni, Ze f(u) je sobolevovska a plati rovnost (2.6).

91w 9u || a tedy (f(u) — £(0)) € WHP(Q). Zbyva tedy ovéFit platnost

Potom evidentné mame také, ze |55 ||, < fripll 5

(2.6).

Zaénéme s piipadem, kdy je navic f € C1(R). Chceme ukazat, ze f(u) ma slabou derivaci a ta je uréena dle formule
(2.6). Bud ¢ € C3°(Q2) a u. regularizace u dle Véty 2.2.1 takova, ze dist(supp ¢, 9Q) > 2e. Potom muzeme pouzit
klasickou vétu o derivaci slozené funkce, vlastnost 1. z Véty 2.2.1 a po integraci per partes dostavame

~ [ rteen 22 s = [ o) ZE D o) a (2.7

Nyni provedeme limitn{ pfechod ¢ — 0. Nejdifve se zamé&fime na levou stranu. Protoze u. — u v L' (2 N'suppp) a
f je globalné lipschitzovska, ziskdme diky Holderové nerovnosti

: dp(x)
Jim | [ (o) = Fla() o da
< frapllplh o lim ue(@) ~ u(a)] dz = 0.

+ JQNsupp ¢

4Tyto vztahy se daji snadné&ji odvodit, pokud vyjdeme z ekvivalentni definice Sobolevovych prostorii pomoci tzv. Beppo Leviho prostori,
jimz je vénovana posledni sekce této kapitoly.
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Pravou stranu (2.7) odhadneme

f ue(w dm—/f ) o(r)dw
< f'<u€<x>>|\ag; : —;7) (o)) da

: ey |24

# [ 17 = ) |22 et as
Ous(z)  Ju(x)

<l [ |70 -0 e

Flele [ 1) £l | T

Prvni élen jde k nule diky konvergenci Vu. — Vu v L'(£2 N supp ¢). Pro konvergenci druhého ¢élenu si staéi uvédomit,
7e diky spojitosti f’ a skoro v8ude konvergenci u. konverguje skoro viude i cely integrand. K limitnimu piechodu tedy
mizeme pouZit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta A.3.3), nebot

Ou(x)

e | < 2frip|Vu()| € L' (2N supp )

1 (ue(@)) — F(ula))] \

a nasli jsme tedy integrovatelnou majorantu. Pro kazdou ¢ € C5°(f2) tedy mame

(z)
_ d 2.8
[ s Zo e = [ pat) G o) (28)
coz jsme chtéli ukazat.
Nyni se zaméfime na tvrzeni, ze Vu = 0 skoro vSude na €y. Uvazujme specidlni funkci

flz) = {m x>0

0 =<0,

tj. f(u) := u*. Aproximujeme funkci f funkcemi

Ziejmé f.(u) — u™t skoro viude na 2 a

1 proxz>0
0 proz <0,

z ¢ehoz ihned dostaneme
fL(u) = X{weq: u(z)>0} skoro viude.

Pouzitim predchoziho kroku ale mame, ze

—/Qfe(u(x) /f 3x,)(p($)dm'

Nyni jiz diky skoro vSude konvergenci f.(u) a fe(u) a pouzitim Lebesguovy véty o majorizované konvergenci (Véta
A .3.3) ziskame
9¢(x) du(x)

f(u(x)) ox; dz = 0 Txl(p(]})X{ZEQ u(z)>0} dz.

Q

Tim je dokdzan nejen vztah (2.6) pro specialni funkci f, ale i prvni ze vztaht z druhé ¢asti Duasledku 2.2.5. Navic,
diky rovnostem u~ = (—u)" a |u| = u* + u~ okamzité dostavame platnost dalsich vztahi z tohoto diisledku.

Koneénsg, protoze u = ut —u~, pak Vu = Vu™ — Vu~ skoro viude. Ale na mnoziné Qg je jak Vut tak Vu™ rovny
nule skoro vsude. Tedy i Vu = 0 skoro v8ude na Q. Navic po pfi¢teni libovolné konstanty, tj. kdyz @ := u + ¢, potom
Vi = Vu a tedy nutné musi platit, ze Vu = 0 skoro vSude na . a prvni ¢ast véty je tim dokazana.

Vénujme se nyni ditkazu (2.6) pro obecné f € C%!(R). Diky vlastnostem zhlazeni (viz Vétu A.3.32) vime, Ze existuji
posloupnost € — 0, a posloupnost f. € C*(R) takové, ze®

fg = f na R7
fL— f"  skoro viude na R.

5K diikazu druhé konvergence je zapotiebi zkombinovat Rademacherovu vétu (Véta A.2.12) a Vétu o lokalni aproximaci (Véta 2.2.1).
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Navic plati

[fe@)] <[f(@)|+Ce  a £l oo my < frip-
ProtoZe f. je hladka funkce, miZeme pouzit (2.8) a dostavame
d¢(x) / / du(x)
[ - , 2,
[ ) o e = [ i) G (o) do (29)

Je tedy tfeba provést limitni pfechod pro € — 04. Ve ¢lenu na levé strané jde o stejny limitni pfechod jako vyse. Pro
¢len na pravé strané chceme opét vyuzit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta A.3.3). Diky odhadu
| filloo < frLip neni tézké najit majorantu a tedy nam zbyva ukazat, ze

fi(u(@))Vu(z) = /() Vi) X e u@)¢s, )

pro skoro viechna z € Q. To je zfejmé, kdykoliv u(z) ¢ Sy¢. Necht naopak a := u(x) € Sy. Pak jiz vime, Ze Vu = 0
skoro vSude na €, a je snadné ovéfit, Ze vySe uvedena rovnost plati, protoze Sy ma nulovou miru. |

Obecné slozenim dvou funkei ze Sobolevovych prostort nevznikne funkce, ktera by opét patfila do Sobolevova
prostoru.

Priklad 2.2.6. Uvazujme funkci u(z) = 23sin® (1) € W ((—1,1)) a funkei f(2) = /z € W4 ((-1,1)) pro ¢ < 3.
Potom funkce (f o u)(z) = xsin (1) dokonce nepatif ani do W ((—1,1)).
2.2.2 Globalni aproximace sobolevovskych funkci funkcemi z C*(f2)

V této ¢asti si ukdzeme, ze Vétu 2.2.1 lze podstatnym zpusobem zesilit tak, ze aproximujici posloupnost bude nalezet
do C*(2) N WkP(Q). Poznamenejme, Ze toto ,zesileni“ se obejde bez jakychkoliv dodatecnych piedpokladi na €2,
na druhou stranu vak vysledek této ¢asti nic nenapovi o globalni aproximaci pomoci C*(Q) funkci. Tomuto tématu
bude vénovana az dalsi ¢ast.

K tomu, abychom mohli dokizat kyZenou vétu o aproximaci, budeme potiebovat nasledujici lemma o rozkladu
jednotky.

Lemma 2.2.7 — O rozkladu jednotky I. Bud © C R? oteviena mnozina a {V;};cr jeji (obecné nespodetné)
oteviené pokryti. Pak existuje spocetny systém funkci {¢;};c s takovy, Ze plati

—_

. ; € C°(R?) pro viechna j € J,

2. pro kazdé j € J existuje ¢ € Z, ze supp ¢; C V;,

w

. 0 < ¢; <1 pro viechna j € J,

N

. pro kazdé x € Q je Zjej @;(x) =1 a navic pro kazdy kompakt K C € je ¢; # 0 pouze pro kone¢né mnoho j.

Diikaz. Viz napt. Yosida [1980]. [ |
Nyni jiz mazeme pfistoupit k hlavnimu vysledku této ¢asti.

Véta 2.2.8 — O aproximaci hladkymi funkcemi na Q. Bud © C R? omezen4 oteviena mnozina, p € [1,00)
au € WFP (Q). Pak existuje posloupnost {u,} -, C C®(Q) N WHP (Q) takova, Ze u, — u ve WHP(().

Diikaz. Krok 1: definice pokryti
Definujeme si mnoziny
1
Q; = {CE€ O dist (z, 00) > ,}, i€ N.
i
Tyto mnoziny jsou oteviené, od ur¢itého indexu ¢ neprazdné, spliiujici Q5 C Q; C ﬁj CQproj>kafl= Ufil Q;.
Déle si pro kazdé i € N definujeme oteviené mnoziny
V= Qi3 \ Q2 Y ! < dist (z,00) < !
;= 11 =13 P — ist (z — .
2 i+3 i+1 'L+ 3 ) Z+ 1
Nyni vhodné dodefinujeme V; tak, aby tato mnozina byla oteviena, Vo C Q a aby platilo Q = Uiz Vi. Zjevné také
plati, ze V; C Q. Koneéng, dle predchoziho Lemmatu 2.2.7, sestrojime k pokryti {V;};~, rozklad jednotky {(;};-.
Krok 2: vnitini aproximace na V;
Pro dané u € W*? (Q) a i € N definujeme funkce u; := ug;. Je ziejmé, ze plati u; € WP (Q) a suppu; C V; € Q pro
néjaké j € N (v dalsim pro kazdé ¢ uvazujeme tato j). Nynf si zvolme libovolné p > 0. K tomuto ¢islu najdeme takovée
€;, Ze pro zhlazenou funkci (u;)e, = 1., * (¢;u) plati

p_.
Whe(V;) < 5ift

lwi — (wi)e,
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to je jisté moZné, sta¢i vyuZzit Vétu o lokilni aproximaci hladkymi funkcemi (Véta 2.2.1). Toto g; jeSté pFipadné
zmensime tak, aby ,rozmazéni“ funkce u; bylo ,malé“, presnéji aby platilo supp ((u;)e,) C Q44 \ ;. Poznamenejme,
Ze to je zcela jisté mozné, nebot V; C Q44 \ ;. Samoziejmé plati, Ze (u;)., € C* ().

Krok 3: definice aproximujici funkce
Definujeme

V= Z(ui)‘S
i=0

Tato definice ma smysl, nebot soucet je vidy (rozuméjte pro pevné z € Q) kone¢ny, protoze pokryti {V;}, které jsme
sestrojili, je lokalnd koneéné (viz vlastnost 4 z Lemmatu 2.2.7, tj. VK C Q, K kompaktni, je pouze koneéné mnoho
indext j, pro které plati p; # 0). Samoziejmé plati, ze% v € C> ().

Krok 4: funkce v je dobra aproximace
Ziejmé plati u = u Z;’io ©;. M&me nyni libovolnou otevienou mnozinu €' C ¥ C Q. Pak oviem, diky kompaktnosti
Q)
o0

Z(ul)€7 —u Z Pi

=0 =0

”U - UHwknp(Q/) =

Wkp(©)

=1
o e ~uillwrsy) <P 5w =0
=0

1€Np; ij(b)ﬂﬂl;éw

IN

Diky spojité zavislosti integralu na integra¢ni oblasti nyni stadéi prejit k supremu pres viechny mnoziny ', tj., Q' 7 Q,
a dostaneme
v = ull ) < p-

7 této nerovnosti ihned plyne, ze v € W*P(Q), coz dosud jasné nebylo. Nynf je navic zcela ziejmé, ze funkci u mizeme
libovoln& dobte (v zévislosti na p) aproximovat funkci v € W*?(Q) N C> (Q) a tedy dikaz je hotov. [

2.2.3 Globalni aproximace sobolevovskych funkci funkcemi z C*(£2)

V této Casti se pokusime pouzit Vétu 2.2.1 pro konstrukci posloupnosti funkci hladkych aZ do hranice, kterd by v
norme ||-||Wk,p(Q) aproximovala funkce z prostoru W*® (Q) (globlng, tj. az do hranice). Budeme tedy chtit ukazat, Ze
W’“’p(Q) = WkP(Q). Jak jsme vidéli ve Cviceni 2.1.25, tato rovnost obecné neplati a je potieba predpokladat dalsi
kvalitativni vlastnosti na 2. Nejdfive se budeme zabyvat specialni tiidou oblasti, tzv. hvézdicovitych oblasti, pro kterou
pozadovanou rovnost ukidZzeme. Vyhodou je, Ze dikaz je velice jednoduchy, a pfesto obsahuje zédkladni mySlenku, ktera
nam umozni analogickou konstrukci pro oblasti mnohem obecnéjsi.

Definice 2.2.9 — Hvézdicovita oblast. fekneme, Ze oteviend mnozina Q0 C R? je hvézdicovita (vzhledem k
bodu z¢) pravé tehdy, kdyz existuje bod z( € 2 takovy, Ze pro kazdé = € Q polopfimka vychézejici z xo a prochazejici
bodem x mé& s hranici € spole¢ny pravé jeden bod, tzn.

{y €eRY:IrcRyy=1(z—x0) + xo} N 9N obsahuje pravé jeden bod.
Prikladem hvézdicovité oblasti je nap¥iklad koule v R% nebo, jak nazev napovida, i rovinny tGtvar — symetricka hvézda.
Pfipomenme, Ze hvézdicovitda mnozina je nutné souvisla.

Véta 2.2.10 — O aproximaci aZz do hranice pro hvézdicovité oblasti. Bud € hvdzdicovita oblast a

u € WhP (Q) pro p € [1,00). Pak existuje posloupnost {u,}>~, C C> (Q) takova, ze u, — u v WP(1Q).

Diikaz. Hlavni myslenka dikazu spociva v tom, Ze pro hvézdicovité oblasti muzeme funkci v pomérné jednoduse
yvysunout® vné  a tuto ,,vysunutou“ funkci pak zhladit. Bez Gjmy na obecnosti miZeme piredpokladat, ze oblast €2
je hvézdicovita vadéi pocatku, tzn. zg = 0 (v obecném pifpadé staci provést substituci y = & — z¢). Nasim cilem je
ukézat, ze pro libovolné p > 0 existuje u, € C* (Q) tak, Ze

lu = wpllep < p- (2.10)

Krok 1: vysunuti
Pro 7 € (0,1) definujme vysunuti funkce u,(x) := u(rz) a oznaéme otevienou mnozinu

QT::{xGRd: TxGQ}.

Navic diky ,hvézdicovitosti vzhledem k pocatku® plati, Ze pro kazdé 7 € (0,1) je Q C Q.. Ziejmé je u, € WFP (Q,)
(ov&ite podrobné) a pro kazdé x € Q. plati, Ze

D(u,)(2) = 7 (Du), (2).

SNa druhou stranu ale vidime, %e obecng neplati v € C* ().
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Diky tomu lze pomérné snadno ukézat, viz Cviceni A.3.26, Ze
ur > u  ve WRP(Q) proT —1_. (2.11)

Pouzitim trojihelnikové nerovnosti tedy dostaneme

1D (4= ) oy = |[Dou = 71 (D),

L ()
—H oy — (D)) + (1 — 711y (D)

Tlizr ()
< (1= ) D), N oy + 1D = (D), ey -

Diky (2.11) vidime, Ze pro 7 — 1_ prava strana konverguje k nule a tedy pro libovolné p > 0 lze tedy najit 7 € (0, 1)
(které bude od této chvile pevné) tak, ze

M\E

Hu - uﬂ'”Wk,p( Q) <

Krok 2: zhlazeni B
Funkce u, je prvkem WH? (Q.) a Q C Q.. Pro nami zvolené (pevné) 7 mizeme pouzit Vétu o lokalni aproximaci
(Véta 2.2.1) a pro p > 0 najdeme € > 0 tak, Ze plati

llur — (UT)EHW’C‘P(Q) <

N

kde (u,)e € C®(R?) a tedy i (u,). € C(Q).
Krok 3: aproximace
Nakonec definujeme u, := (u,). a ovéfime (2.10). Pouzitim trojuhelnikové nerovnosti ziskame

[ = upllyin (o) < llu—trllyrs @) + llur = (ur)ellwrs@y < p

coz jsme chtéli ukazat. ]

Hvézdicovita mnoZina je vSak pili§ specificky pojem, ktery nezahrnuje celou tiidu (jinak psknych) mnozin. V dalgim
si ukdzeme, Ze tvrzeni o globélni aproximaci sobolevovskych funkci funkcemi hladkymi a dalsi vyzna¢né vlastnosti,
plati pro ,rozumné“ mnoziny a pro jednoduchost budeme uvazovat pouze oteviené souvislé mnoziny, tj. oblasti v R%.
Kli¢ovym pojmem pro zavedeni ,rozumnych mnozin“ je nasledujici definice.

Definice 2.2.11 — Oblast s hranici C**. Bud 2 C R? omezena oblast, k € Ny a p € [0, 1]%. fekneme, Ze Q je
oblast s hranici C¥# (zkracené oblast typu C** a znacime 2 € C¥#) pravé tehdy, kdyz existuji kladn4 ¢isla o, 3 a M
kartézskych souradnych systémii, tj. souradnice libovolného bodu = € R? v r-tém soufadnicovém systému oznaéime
v = (Tpy,s. .y 2p,) = (2),2,,), a M funkci a, : A, — R t¥idy C**, kde pro kazdé r € {1,..., M} definujme

A, = {x;eRdflz i=1,...,d—1: |z.| <a},
takovych, ze:

1. Pokud oznaime T, zobrazeni (otoceni a posunuti) realizujici pfechod od r-tého kartézského soufadného sys-
tému (2., x,,) ke globalnimu soufadnému systému (33’ xq), pak pro kazdé x € 0N existuje soufadny systém
(tj. existuje r € {1,...,M}), tak, ze x = T;.(x}, a,(x])) pro néjaké z, € A,.

2. Definujeme-li

|78 :{ z x,,) R 2l € A, an(2)) <z, <a,(w’r)+ﬁ},
V7= JERY: e A, ar(a)) — B <z, <ar(z))},
A, ._{ al,xr,) ERY: L €A, a(zl) =2},

pak T,(VH) € Q, T.(V.") C RI\ Q a T, (A,) C 09

Z vlastnosti 1. navic plyne, ze 9Q) = Ui\/le T.(A,). Ozna¢ime-li otevfenou mnozinu V, := V¥ U V,” U A, pak
0 c UM, T (V) a {T.(V;)}M | je konetné oteviené pokryti 9.

%Pro p = 0 mluvime o oblastech s hranici C*.

K nazorné predstavé, jak rozumime vySe uvedené definici, nadm poslouzi Obr. 2.1.

Piiklad 2.2.12. Priklady konkrétnich oblasti:
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Zq

Obrézek 2.1: Oblast Q s hranici CF#

1. Ziejmé oblast typu (0,a)?, a > 0 (tj. d-dimenzionalni krychle) je oblast s hranici C%!.
2. Koule v R? je oblast s hranici C*.

3. Koule v R? s vyjmutou ¢4sti priioméru (viz Obr. 2.2) neni ani oblasti s hranici C°.

Obréazek 2.2: Oblast, ktera neni typu C°

Poznamenejme, Ze tieti piiklad je pFesné oblast uvazovana v Cviceni 2.1.25, pro kterou neplati W’“’(Q) = Wkr(Q).
Na druhou stranu, jak uvidime niZe, tato vlastnost plati pro Q € C° a kli¢ovou vlastnosti této t¥idy mnozZin je, Ze
mizeme hovofit o vnit¥ku oblasti (reprezentovaného 7,.(V,*)) a vn&jsku oblasti (reprezentovaného T;.(V,7)), coz nAm
dovoli vhodnym zptsobem modifikovat dikaz pro hvézdicovité oblasti.

Pozndmka 2.2.13. Nékteré vyznaéné mnoziny se standardné misto vySe uvedeného znaceni nazyvaji ,celym jménem“,
o 2 € C° hovoiime vzdy jako o oblasti se spojitou hranici a o € C%! jako o oblasti s lipschitzovskou hranici.

Pred tim nez pristoupime k hlavni vété této casti, uvedeme jesté jednodussi verzi Lemmatu o rozkladu jed-

notky 2.2.7, kterou ale dokdZzeme (1ze nalét napt. i v Kufner et al. [1977]).

Lemma 2.2.14 — O rozkladu jednotky II. Bud {Gi}le koneény systém otevienych mnozin v R? takovych,
7e QO C UF_|G;. Potom existuji nezdporné funkce ¢; € CS°(G;), i = 1,...,k takové, Ze pro kazdé i je ||¢i||c(§) <la
pro kazdé = € Q plati

k
Z(bz(.’lﬁ) =1.

Diikaz. Vezméme oteviené mnoziny G: CC Gy, i = 1,2,...,k tak, ze {G.}F_, tvoii stile pokryti (. Potom ziejmé
existuje oteviend mnozina Gy11 takova, ze Ufill G; =R%a dist(Gr41,Q) > 0. Vezméme h > 0 dostatecné malé tak,
aby dist(G%, G;) > h pro vSechna i = 1,2,...,k a dist(Gg41,2) > h. Polozme

||
wlash) = | T profa] <h
0 prolx| > h.

Pokryjme kazdé 5; a Gj41 koulemi o st¥edech y;; lezicich v uvedenych mnozinach a poloméru h (toto pokryti lze volit
kone¢né pro kazdé i = 1,2,...,k a lokalné konetné na Gy1) a poloZzme

wi(a:)zz:w(x—yij;h) pro i=1,2,... . k+1.
J
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Ziejmé ¢; € D(G;) proi =1,2,..., k+ 1 a pro kazdé =z € K je Zle Yi(x) # 0 a Ygy1(x) = 0. Polozme

Yi(x)
bi(x) = =g ——
> (@)
Potom systém funkei {¢;(x)}5_, tvoii pozadovany rozklad jednotky na . [ |

Nyni mtuzeme pfistoupit k hlavni vété této sekce.

Véta 2.2.15 — O aproximaci a% do hranice pro Q € C°. Bud Q € C°, p € [1,0), k € N a u € WP (Q).
Potom existuje posloupnost {u,}o-; funkei z C>(Q) takova, ze u,, — u ve W*P (Q). Neboli, WFP(Q) = WP (Q).

Diikaz. Nasim cilem je ukazat, ze pro kazdou u € W*P(Q) a pro libovoln& zvolené p > 0 najdeme u” € C*(Q) takove,
ze
[ = uPllrp < p.

V dalsim jsou tedy u a p pevné zvoleny.

Krok 1: rozklad jednotky
Pro r = 1,..., M si ozna¢me oteviené mnoziny z definice oblasti se spojitou hranici O, := T,(V,.). Pak zcela jisté
miiZzeme najit otevienou mnozinu Opryq takovou, ze Onry1 C Opry1 C € a navic spliujici Q C UfiﬁlOr. Pouzijeme

MHL o oznatime u, := u¢p, € WHP(Q). Pro

piedchozi Lemma o rozkladu jednotky II (Lemma 2.2.14) na systém {O,} _]

r € R?\ Q automaticky definujeme u,(x) := 0.
Krok 2: aproximace uvnitf
Funkce up/1 € WFP(Q) ma kompaktni nosi¢ lezici uvnité 2 a tedy po dodefinovani nulou vné Q mame up;; €
WkP(R?). Muzeme tedy piimo pouzit Lemma o globalni aproximaci funkci na R? (Lemma 2.2.2) a pro dané p najit
ufy 1 € C5°(RY) takove, ze
p p
[uarsr — uJW-ﬁ-lHWk#’(Q) Y 1

Krok 3: ,vysunuti“ funkce ven
Pro libovolné 6 € (0, g) definujeme u,s(x) = uq(Tp (2}, xp, + 0)) vysunuti funkce u, vné , viz Obr. 2.3. Hlavni
divodem k takovému ,,vysunuti® je fakt, Ze funkce u, je definovana na okoli hranice 992 a tudiz budeme moci vyuZit
Vétu o lokalni aproximaci (Véta 2.2.1).

Pfesnéji, protoze ¢, méa kompaktni nosi¢ v T,.(V,.), vidime, Ze po dodefinovani u, nulou vné § plati u, € W*P(Q,),

kde €2, := R? \TT(V%*) je oteviena a

Ve = {(x’r,xrd) eRY: 2l e A, an(2)) - g < Xy, < a,.(m’r)} cV,.

Navic pokud definujeme (otevienou mnozinu) Q.5 := {y € R : Iz € Q,., y = T, (2}, 2, — 6)}, pak u, s € WEP(Q, 5).
Ziejmé pro kazdy multiindex o takovy, ze |a| < k a kazdé x € Q, s mame D%u, 5(z) = D%u, (T, (x],z,, + 0)). Diky
Vété o spojitosti v praméru v p-té mocniné (Véta A.3.25) pak mitizeme zvolit § > 0 takové, Ze plati

p

rs = urllwro (.m0, < 2(M + 1)

Obrézek 2.3: Posunuti funkce

Krok 4: regularizace -
Abychom mohli vyuzit vétu o lokalni aproximaci, ukadzeme nejdiive, ze @ C Q, 5. Pfedpokladejme tedy pro spor, ze
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existuje y € () takové, ze y ¢ Q,. 5. Nebo-li, ze pro kazdé = = T, (.., z,.,) € Q, plati y # T, ()., x,., — §). Pfevedenim y
do r-tého soutadného systému, tj. y = T, (y., yr,) pak y # T.(z., 2, — §) je ekvivalentni (y., y,, + 9) # (2., 2,,), cOZ

neznamend nic jiného nez (y..,y,, +90) € Vg. Tento vztah se da diky spojitosti a a definice Vg zapsat jako

ar(y,) — g < Yry +0 < ar(y;)

Vzhledem k tomu, Ze § < g, vidime, Ze
ar(y,) = B < Yry < ar(y.)
atedy y € T.(V,7) a tudiz y ¢ Q, coz je spor.

T p—
Nyni miizeme pouzit Vétu o lokalni aproximaci (Véta 2.2.1) a pro u,s € WFP(Q, s) najdeme u? € C=(Q) (pfipo-
mefime, ze Q C Q,5) tak, Ze
p
— P ., D
||u7“:‘S uTHWkP(Q) 2(M+1)
Krok 5: konstrukce aproximujici posloupnosti

PoloZzme
M+1

[ E 4
u" = Ui
r=1

Ziejmé je u” € C*(Q) a s vyuzitim Kroki 1,2,3 (poznamenejme, ze Q C Q,.5 N ;) a 4 a trojthelnikové nerovnosti
ziskdme

M+1 M+1
[[uf — UHWk,p(Q) < Z (uf — ur) < Z [Juf — UrHWk,p(Q)
r=1 WkP(€) r=1

M
P P
NV ; = trllwsrcay
p M M
p_ _
< M+ 1 + ; HUT uT,é”wk,p(Q) + ; ||u,«,5 uTHWk,p(Q)
P Z P
< 2 — =
M+1' ;2(M+1) P
Diukaz je hotov. ]

Pozndmka 2.2.16. 'V krocich 3 a 4 se projevily obé dulezité vlastnosti. Jednak jsme potfebovali jednoznacné urceny

smér dovnit¥ a ven (krok 3), spojitost a, se projevila pii popisu Vg.

2.3 Souvislost slabé derivace a diferenci

V predeslé sekci jsme vidéli, Ze sobolevovské funkce mohou byt aproximovéany funkcemi hladkymi libovolné piesné
(ve smyslu W1P-normy). Navic jiz vime, 7e pokud ma funkce spojité klasické derivace, pak uZ tyto derivace jsou
i derivacemi slabymi. Nyni se budeme zabyvat opatnym vztahem aneb zda lze slabou derivaci chapat jako jistou
aproximaci derivace klasické.

Pro libovolné i = 1,...,d a h € R ozna¢me tzv. diferen¢ni podil

u(x + he;) — u(x)

Al =
tu(x) : :

(2.12)

kde e; je jednotkovy vektor ve sméru osy z;. Je zifejmé, Ze pokud ma funkce u v bodé x parcialni derivaci podle
proménné x;, potom

ou
. h _
py ) =

Cilem tohoto odstavce je ukazat, ze néco podobného ,,v priméru“ plati i pro slabou derivaci a dokonce skoro vsude v
Q. Prvnim hlavnim vysledkem této ¢asti je nasledujici charakterizace.

Véta 2.3.1 — O souvislosti diferenéniho podilu a slabé derivace I. Bud Q oteviena, p € [1,00] au € LP(£).
Pro libovolné 6 > 0 oznaéme
Qs :={z € Q: dist(z,00) > §}.

Potom plati:
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1. Pokud u € WP (Q), pak pro kazdé i € {1,...,d}, § € (0,1) a h € (0,
Ju
AP <||l=— .
lasellzse,) < Hawz L (Q)

9) plati

2. Bud p € (1,00] a konstanty {C;}¢, takové, Ze pro kazdé i € {1,...,d}, § € (0,1) a h € (0, ) plati

A2l gy < G

(Q2s)
Potom u € WP (Q). Navic pro kazdé i € {1,...,d} mame odhad

ou
al’i

< C,.

L (Q)

Driikaz. Ditkaz prvni ¢asti véty: Bud nejdifve p € [1,00) a u € WHP(§), které rozsiiime nulou” vné Q. Z Véty o lokalni

aproximaci (Véta 2.2.1) vime, Ze

e—0
Uxne = us — uve WHP(Qs).
2

ProtoZe u. jsou hladké funkce, mame pro kazdé i € {1,...,d} a kazdé x € Qs

1 " ou
APy (z) = = <
iue(e) = s

p 1 /h
< —
= h 0

(x + te;) dt.

Pouzitim Hélderovy nerovnosti tedy ziskdme

b ou.
0 axl

| Al (z) ‘p <!

S (x4 te;) dt

Oug
8£L'i

(x + te;)

Tuto nerovnost zintegrujeme pies €25 a pouzijeme Fubiniho vétu. Vysledkem je

p 1 R du,
HA;‘ug(a:)HL,,(Q&)SE/ </0 ’&u( +te;)
=i [ ) e |
Qs

[“)gcZ

T+ t@i)

(2.13)

p

dt.

p
dt | da

dz dt.

Pomoci véty o substituci miZzeme posledni integral odhadnout (zvétSujeme integracni oblast)

8u5
ox;

8u8 (z)
ox;

(z+ tel)

i,

dedt < — / /
95

dxdt = H

Ou, ||P
8l‘i

Lr(Qs)
2

Nyni mizeme pouzit (silnou) konvergenci (2.13) a kombinaci pfedchozich dvou nerovnosti ziskame

ou

880 < ||

’ ou
<

Lr(Qs
2

LP(Q) .

Posledni nerovnost jsme ziskali pouhym zvétSenim integraéni oblasti. Dikaz prvni ¢asti tvrzeni pro p € [1,00) je hotov.
Bud nyni p = co. Oznaéme nyni Qf := QN Br(0), ktera je opét oteviena a navic omezena. Pokud u € W (Q),
pak nutné musi platit u € WHP(QF) pro kazdé R > 0 a p € [1,00). Pokud ozna¢ime v podobném duchu jako vyge Q%

pak muzeme pouzit predchozi krok a obdrzet

ou
APz < ||== .
H i ( )HLP(Q?) - Haxz Lr(QR)
Nyni mizeme vzit p — oo (viz Vétu A.3.16) a dostaneme
ou
Alru(z)]|, . < H .
H ( )HL @9 = ||z Loe (@)

Konec¢né limitni pfechod R — oo dokoncuje ditkaz prvniho tvrzeni i pro p = oo
Ditikaz druhé ¢asti véty: Zaénéme nejdiive s pfipadem p € (1,00). Dodefinujme opét u nulou vné € a vezméme

posloupnost {h,} 2, jdouci k nule. Definujme funkce

n=1

_ Ahn
- Az UXQop,, *

"Poznamenejme, %e po tomto rozsifeni nebude funkce u sobolevovska.
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Z predpokladi vidime, Ze pro kazdé i plati ||[v}'||1») < C;. Protoze prostory LP jsou reflexivni (zde pouzijeme
predpoklad p € (1,00)), miZeme vybrat podposloupnost, kterou nepfeznacime, tak, Ze

v — v; slabé v LP(Q).
Navic ze slabé zdola polospojitosti normy (nebo také ze slabé zdola polospojitosti konvexnich funkcionéld, viz Vétu A.3.42)
ihned plyne
lvill v (@) < Ci.

Zbyvéa tedy ukazat, Ze v; jsou slabé derivace u, tj.

Y () ve slabém smyslu a skoro viude v Q,

coz podle definice znamené, Ze pro kazdou ¢ € C5°(§2) plati
0
/vz(m)tp(x) dz = —/ u(x) Ld () da. (2.14)
Q Q Ox;

Protoze ¢ ma kompaktni nosi¢, existuje ng takové, ze pro vSechna n > ng supp ¢ C Qo . Z definice slabé konvergence
tedy dostavame, ze

vi ()

/Qvi ()p(x)de = lim [ v}(z)p(x)dr = lim Al () dz

n—oo o n—o00

= lim Almu(z)p(z) dz = lim u(x) A7 o) de

n—o00 Rd n—o0 Rd
. L,O(.Z’ — hnei) — <p(x) / 8@
=—1 =
g im " u(x) I dx u(x) 1(1;) dz,

¢im7 jsme overili (2.14) a dikaz pro p € (1,00) je tedy hotov. Ve vyse uvedené limitni pfechodu jsme pouZily Lebes-
gueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta A.3.3) pro posledni rovnost a zaroven identitu

Alu(a)pla)do = [ u(@)A " p(z) da,

R R
jejiz ovéfeni prenechavame ¢tenaii jako lehké cvicend.
Pripad p = oo se ukize obdobné jako v pfedchozim kroku a je opét prenechén laskavému ctenaii. |

Disledek 2.3.2. Vsimnéte si (ovéfte podrobné, Ze jsou splnény predpoklady druhé ¢asti Véty 2.3.1), ze lipschitzovské
funkce patii do W1°°(£2). Dokonce plati vnoreni C%!(Q) — W1:>°(Q). Obracené vnofeni obecné neplati a je k nému
zapotiebi vétsi hladkost hranice, jak bude ukizano pozdéji.

Pozndmka 2.3.3. Druha ¢ast Véty 2.3.1 vskutku neplati pro p = 1, jak si ¢tenaf mize saim ovérit na funkei u(x) := sign z
na intervalu (—1, 1). Nicméné, funkce spliwjici pfedpoklady druhé ¢asti véty s p = 1 pat¥i do prostoru BV (2) — funkce

s omezenou variaci®.

V ditkazu predchozi vty jsme ukazali, Ze diferen¢ni podil konverguje slabé ke slabé derivaci kdykoliv p € (1, 00).
Toto tvrzeni nyni zesilime na silnou konvergenci.

Véta 2.3.4 — O souvislosti diferenéniho podilu a slabé derivace II. Bud Q oteviend, p € [1,00) a
u € WHP(Q). Pro § > 0 ozna¢me

Qs :={z € Q: dist(z,00) > ¢}.
Potom pro libovolné § > 0 plati
Ju
axi

Jim, Ahy — = 0. (2.15)
—

LP(Qs)

Diikaz. Budeme pouzivat stejné znadeni jako v ditkazu Véty 2.3.1. Bud tedy u € WHP(Q). Stejné jako vyse zavedeme
zhlazeni u., pro které obdrzime

1 (" ou
h _ 1 e .
Alue(x) = N /0 oz, (z + te;) dt.

Nyni pro pevné § > 0 zafixujeme hq, he € (0, g) Pro rozdil odpovidajicich diferen¢nich podili dostaneme z definice
diferen¢niho podilu a pomoci standardni véty o substituci

1 (™ ou. 1 [ fu,
= — te;) dt — —
hl 0 (’hl (l‘ tle ) hg 0 (91’1

L/ Ou, Ou,

8Prostor BV (Q) je definovan jako podprostor funkei z L (), jejichz viechny parcialni distributivni derivace prvniho ¥4du jsou Radonovy
miry, viz Kufner et al. [1977] ¢ Lukes and Maly [1995].

Ay (z) — Al (z) (x 4+ te;) dt
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Nyni mizeme odhadnout LP-normu ¢lenu na levé strané pomoci Fubiniho véty, Holderovy nerovnosti a trojuhelnikové
nerovnosti jako
h1 ha p
A ue — A UEHLZ’(Q(S)

! 8’ug aug P
< N Oue ‘
_/95/0 o1, (x4 thyie;) o, (x + thoe;)| dtda
1 p
[ [crmer- 2] fEceme-2] Y
0 Ox; Ox; LP(Qs) ox; or; o)

1A3 u — Al

Diky vlastnostem zhlazeni mizeme dale pfejit s € — 04 (pfipomenme, Ze hi, ha < g) a ziskdme odhad
P
Lr(Qs)
1
ou ou ou
g/ H (- +thie;) — — +H
0 ( 8301 ! a.’L’Z LP(Qs) (“)xl

p
) at
LTJ(Q5)
0 0
< 2° sup / “ . (2)
te(0,max(hq,h2)) JQs

T +te;) —
&ri( i) ox;
Nyni ukdZeme, na zakladé vySe uvedené nerovnosti, Ze posloupnost diferenci je cauchyovskia. Bud ¢ > 0 libovolné.
Protoze % € LP(Q), mizeme dle Véty o spojitosti v priméru (Véta A.3.25) nalézt h, < g takové, Ze pro vSechna

h € (0, he) plati
/.

Dosazenim do pfedchozi nerovnosti tedy koneéné obdrzime, Ze pro kazdé hy, hs € (0, h.) plati

ou

p
dz.

ou ou
oz, (x + he;) — —

IA w — Al poq,) < €

a tedy posloupnost je cauchyovska. Protoze prostory LP jsou tplné, posloupnost diferenci APu konverguje silng v
LP(Qs) k n&jakému v; € LP(Qys). Stejnym zpisobem jako v dikazu predeslé véty se da ovéfit, ze

v; = skoro vsude v Qs

x;
a dikaz je hotov. |

Poznamka 2.3.5. Protoze silna konvergence implikuje skoro vS§ude konvergenci, Véta 2.3.4 garantuje, Zze pro libovolnou
posloupnost h,, — 0 existuje mnozina nulové miry N C Q takova, Ze (pro vybranou podposloupnost)

lim [APmu(z) Ou

Jim ~ 5 (x)[ =0 pro viechna x € Q\ N.

Toto tvrzeni nezarucuje existenci klasické derivace, nebot funkci v miZeme zménit na mnoZziné nulové miry, ktera je
vSak hustda v Q a tedy u po této zméné nebude spojitd v Zadném bodé a tedy nebude mit klasickou derivaci. Jina
situace je pro p > d, kde uz existuje spojity reprezentant funkce. Tomuto pfipadu se budeme vénovat pozdéji.

Na druhou stranu, z vySe uvedeného, mizeme zesilit Lemma 2.1.4, ve kterém predpoklddame spojitost derivaci,

nésledujicim zptisobem.

Lemma 2.3.6 — Souvislost slabé a klasické derivace II. Bud () otevienad mnozina a u € W(). Ozna¢me
mnozinu D C 2
D :={x € Q: existuje klasickd parcialni derivace podle x;}

Pak slaba a klasicka derivace podle x; splyvaji skoro viude v D.

Diikaz. Dukaz tohoto tvrzeni je zalozen na predchozi vété a je opét pfenechan ¢tenaii jako cviceni. |
Jako posledni tvrzeni této ¢asti uvedeme lehké zobecnéni Véty 2.3.1.

Lemma 2.3.7 — O souvislosti diferenéniho podilu a slabé derivace III. Bud 2 oteviena, p € [1,00] a
u € WHP(Q). Pro libovolné § > 0, h > 0 a libovolny jednotkovy vektor e € R? ozna¢me

Qs = {z € Q: dist(z,00) > §},
u(x + he) — u(m)

h —
Alu(z) = N
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Potom plati
||A£Lu||Lp(sz) < ||Vu ! eHLP(Q) .

Diikaz. Dukaz je pfenechan ¢tenafi. |

2.4 Rozsiteni W?(Q) na WLP(R?)

Ve Vé&té 2.2.15 jsme museli Fesit zhlazeni funkei z W*P () pomoci ,,vysunuti, protoze na rozdil od Lebesgueovych
prostori jsme nemohli funkce néjak jednoduse prodlouzit tak, aby prodlouZena funkce méla stejnou hladkost jako
funkce puvodni. V této kapitole si ukdzeme, jak lze tento problém vyfesit. Budeme ale potiFebovat jistou hladkost
hranice oblasti a minimélni pozadavek bude lipschitzovska spojitost. Hlavnim vysledkem této ¢asti je nésledujici
véta.

Véta 2.4.1 — Operator rozsifeni. Bud € C%! a p € [1,00]. Pak existuje spojity linedrni operator
E: W' (Q) — W (RY)
tak, ze
1. Fu = u na {,
2. Eu mé kompaktni nosi¢ v RY,
3. existuje C = C(d, ) > 0 tak, ze

||EUHW1,p(Rd) <C ||u||W1~P(Q) :

Pozndmka 2.4.2. V dalsim budeme nazyvat FEu rozsifenim u € W'P(Q) na u € W'P(R?) a operator E budeme
nazyvat operatorem rozsifeni.

Jesté nez pristoupime k samotnému dikazu Véty 2.4.1, zavedeme tzv. ,narovnani“ hranice, coz je obecné technika
pouzita nejen v diukazu Véty 2.4.1, ale i v dalsich partiich teorie Sobolevovych prostort a navic i v samotné teorii
parcidlnich diferencialnich rovnic.

Predpokladejme, Ze ¢ast hranice je explicitné popsana rovnici (pro jednoduchost zde neuvazujeme piechod mezi
riznymi systémy soufadnic)

zg=a(@), 2 e A={a’ eR" :Vie {l,...,d— 1} || < a}.

Pripomenime si oznaceni z Definice 2.2.11

VT ={(z/,24) eR?:
V™ = {(2/,24) eR?:
A= {(z',2q) eR:

g €A, a(@) <zq <ald')+B},
g €A, al@)-B<zqg<ala)},
g €A, al@) =4},

V=VTUuV- UA.

Nyni se budeme vénovat pfechodu od ptivodni hranice k hranici ,narovnané“. Definujeme nové proménné (y',yq) a
zobrazeni F : (—1,1)¢ — V vztahy

' =ay,
e | (2.16)
l‘d:a(ay)‘f‘ﬁym (tJ $:F(y))7
respektive
"
(2.17)

1 1

ydigzw—gdf% (tj. y = F~'(2)).

Dale oznacme

Ct:=(-1,1)%1 x (0,1),
O™ = (-1,1)%1 x (-1,0).

Potom F zobrazuje CT na V*+, C~ na V~ a (—1,1)?"! x {0} na A. Navic, pokud a je lipschitzovska funkce, plati
néasledujici kli¢ové lemma.
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Lemma 2.4.3 — Narovnani hranice. Budte F a F~! definované pomoci (2.16) a (2.17). Bud a(-) funkce
lipschitzovsky spojita na A. Potom transformace F i jeji inverze F~! jsou lipschitzovsky spojité.

Navic existuji kladné konstanty C, = C4(a, o, 8,d) a Cy = Cs(a, o, 3,d) takové, 7ze pro kazdé u € WLP (VT) pro
p € [1,00), funkce U :=uo F € WLP (C?) a plati

& ||UHW1,,)(V+) < HU||W1,p(C+) <Gy Hu||W1,p(V+) - (2.18)
Diikaz. Ditkaz lipschitzovské spojitosti F(y) := (Fi(y),...,Fa(y)) a F~Y(z) = (F7 '(2),...,F; ' (z)) je pienechan

¢tenafi jako lehké cvicend.
Dokazeme zbyvajici tvrzeni. Nejdfive poznamenejme, Ze diky lipschitzovské spojitosti a vime (viz Rademacherovu

vétu A.2.12), Ze a je diferencovatelna skoro vSude v A a existuje konstanta a,, takova, Ze pro kazdé i =1,...,d—1
8 !/ Iy /
la;(z")] = a(=') < sup M =: arip. (2.19)
8%— {m’,y’GA:z/yéy’} |1’ ) |

Nyni tedy miizeme oznaéit derivace (skoro v&ude v CT, respektive ve V1) zobrazeni F' a F~! pomoci

OF 0y proi=1,...,d—1,
Gijly) == 8;@) aaj(ay’) proi=daj=1,...,d—1,
’ G pro i =j=d,
op-1 a_15ij proi=1,...,d—1,
I
G;jl(x);:éi(x): —ﬂ_laj(x’) proi=daj=1,...,d—1,
T
! Bl proi=j =d.

Odtud neni tézké ukazat, ze pro jakobiany zobrazeni F' a F~! plati

Jr(y) == det G(y) = a® 1,
1
— prayt

Konec¢né, protoze F je bi-lipschitzovské zobrazeni a u je méFitelna, pak i U je méfitelnd a pouzitim véty o substituci
(viz [Lukes and Maly, 1995, Theorem 34.18]), ziskame

Jp-1(x) :=det G~ (z)

01y = [ WPy = [ jura)pay

lal (220)
= [ P e de = =2
Predpokladejme nyni, ze slabé derivace U existuje a plati
d
ag;y) -y a—;(F(y))Gﬁ(y) skoro vsude v O (2.21)
i Py

Poznamenejme, ze diky méfitelnosti D®u a vlastnostem F' je vyraz na pravé strané méfitelna funkce. Navic, pokud
by u a a mély spojité derivace prvniho ¥adu, byla by diky Fetizkovému pravidlu identita (2.21) splnéna viude v CT.
Opétovnou aplikaci véty o substituci tak dostavame

p
Lr(C+) B /C+
d
<&ty /
j=1"¢
d ou
< P! P -
<SGl [ | g (W)
j=1 ¢ J

— a5 Gyl | )
j=1 N v | Oz
< Cp(a,ﬁ,a,d)||u||€v1,p(v+).

Kombinaci tohoto odhadu a (2.20) ziskdme druhou nerovnost z (2.18). Invertovanim vztahu (2.21) (matice G je
regularni) a opakovanim stejného postupu ziskdme i prvni nerovnost z (2.18).

U (y)
0y;

HaU

p d w
Oy dy= [ S0 S EG)| dy

j=1

p

o

5 F)

+

dx
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Zbyva tedy ovéfit, Ze (2.21) plati ve slabém smyslu. Myslenkou dukazu je vhodné aproximovat u hladkou funkei,
pro niZ uz bude platit (2.21), a poté vhodné prejit k limits. Protoze V* je oblast s lipschitzovskou hranici (ovérte
podrobng), miizeme aproximovat u pomoci {u"}32, C C®(V+) tak, ze u™ — u ve WHP(VT). Nyni miizeme zavést
aproximaci U pomoci

U"(y) :=u"(F(y)).
Protoze u™ je hladka funkce a F' lipschitzovsky spojita (diky lipschitzovskosti a), je 1 U™ lispchitzovsky spojita a dle
Rademacherovy véty (Véta A.2.12) ma skoro vSude klasickou derivaci, tj.

d

oU™(y) _ 5~ 0u" ’ 5 +
o ; D (F(y))Gji(y) skoro véude v C™. (2.22)

Navic dle Disledku 2.3.2 vime, ze U™ € Wh(V*+) a tedy i U" € WHP(V1) pro kazdé p € [1,00). Konecné, protoze
klasické derivace existuje skoro viude a U™ je sobolevovska funkce, miZeme pouzit Lemma 2.3.6 a vidime, Ze klasicka
derivace v (2.22) je rovna derivaci slabé skoro viude.

Zopakovanim vySe uvedeného postupu muzeme odvodit

[U" = U™l (c+y < Cla,a, B,d)|u™ = u™|lwi v+,

a protoZe u" je cauchyovska, je i U™ cauchyovski. Vzhledem k tplnosti Sobolevovych prostort (Véta 2.1.14) existuje
tedy U € WLP(C™T) takovd, ze U™ — U a tedy nutné i

oum ou
— skoro viude v C'T.
y; dy;
Kone¢né limitnim piechodem v (2.22) (ve ¢lenu na pravé strané piejdeme lehce diky silné a nésledné tedy i skoro
v8ude konvergenci Vu'™) ziskame (2.21). [ |

Jako uzitetné cviceni pfenechavame Ctenéfi diikaz nésledujiciho tvrzeni, které plyne z dikazu Lemmatu 2.4.3.

Lemma 2.4.4 Budte F' a F~! definované pomoci (2.16) a (2.17), a(-) funkce lipschitzovsky spojitd na A, p € [1, 00)
a funkce U : (—1,1)? = R a u: V — R spliwjici U := u o F. Potom U € WP (C) pravé tehdy, kdyz u € WP (V).
Navic existuji kladné konstanty C; = Ci(a, , 8,d) a Co = Ca(a, , 5, d) takové, ze

Ch ||U||W11p(v) E HU”WLP(C) <Cy ||UHW11P(V) : (2.23)
Nyni se mizeme prejit k dikazu hlavni véty této ¢asti.
Diikaz Véty 2.4.1. UvaZujeme nejprve p € [1, 00).

Krok 1: Hladka funkce na krychli:
Bud U € C1(C+) takovd, Ze suppU N OCT C (—1,1)?71 x {0}, viz Obr. 2.4.

(-1,1) (1,1)

Cc+

supp U
(-1,0) (1,0)

Obrazek 2.4: Nosi¢ funkce U

Pro takovou funkci U pak definujeme jeji rozsifeni jako

U(x) xz e CT,
EU($) = —3U($1,...,$d_1,—$d)+4U($1,...,$d_1,—%) QEE?\F,
0 z e R\ C.

Ziejmé supp EU C C = (—1,1)%. Ukazeme, 7ze EU € C'(R%). Staci prozkoumat chovani funkce EU pfi piechodu z C+
do C~, tedy ovéfit, ze pro pro libovolné (x1,...,24—1) limita EU(z1,...,24) a jejich vSech parcidlnich derivaci jsou
stejné pokud z4 — 04. Z definice ihned dostavéme, Ze (nebot U je C1(C™))

lim EU(z1,...,24-1,2q) = (-3 +4)U(z1,...,24-1,0) =U(z1,...,24-1,0)

xq—0_



32 Kapitola 2. Sobolevovy prostory

a tedy nutné i EU € C(C). Pro viechna i = 1,...d — 1 stejnym zptisobem ziskime

lim A(EU)

2a—0_ O, (T1,.. -, Ta-1,2a)

U Xq
-3 i e g1, — 4 i ( ,,—f)
Gy @ Tamn —wa) 4 L e (@2 =5
ou
:axi(l‘l,...,l’d,hO).

Kone¢né pak pro derivaci podle x4 pfimo z definice EU obdrzime

. O(EU)
x}%7 amd (x17 M) xd_17 xd)
- Smdlgi(l)7 aixd(xh <oy Ld—1, _xd) - 2%}%7 Txd (371, <oy Ld—1, _?>
ou
= — e, 2q-1,0).
axd(xla s Ld—1, )
Navic evidentné plati
IEUll w0 mey = I1EUlwroe) < KU llwioory (2.24)

kde K je pevna konstanta, kterd nezavisi ani na d ani na p.

Krok 2: Funkce ze Sobolevova prostoru na krychli:
Bud U € WP (CF) takova, ze supp UNICT C (—1,1)471 x {0}, viz Obr. 2.4. Potom podle Véty o globalni aproximaci
(Véta 2.2.15) existuje posloupnost funkei {U,}°°, C C®(C¥) takova, ze U, — U v W'P (C*). Navic z dikazu
Véty 2.2.15 plyne, Ze dist(supp Uy, supp U) — 0. Pro dostatecné velka n pak vime, ze supp U, NICH C (—1,1)471 x {0}
a pro funkce U,, miZzeme pouzit pfedchozi krok. Existuji tedy EU,, € C*(R?) takové, ze supp EU,, € C. Diky linearité
operatoru F, pak z (2.24) mame

|EUn — EUm”wl,p(Rd) = [|EU, — EUm”Wl,p(c) <K |U, - Um||wl,p(c+) .

Tedy je-li U,, cauchyovskéa posloupnost, pak je cauchyovska i posloupnost EU,,. Hledané rozsifeni proto zadefinujeme
jako limitu posloupnosti EU, (pfipomeiime, 7e prostor W1P(R?) je tuplny, viz Vétu 2.1.14). Rozsifeni ma zfejmé
vSechny pozadované vlastnosti a konstanta C' z 3. bodu véty nezavisi na d a p.

Krok 3: Funkce ze Sobolevova prostoru na ¢éasti okoli hranice:
V dalsfm budeme pouZzivat znaceni z Definice 2.2.11. Bud v € WP (V1) takova, Ze suppu N9V C A. Situace je
zfejmé analogick4 situaci na krychli, pouze hranice nenf rovnéa. PouZzijeme schéma narovnan{ hranice a Lemma 2.4.3.
Oznac¢ime U := uwo F a pro funkci U definujeme rozsiteni EU tak, jako v predchozim kroku. Rozsifeni funkce u pak
definujeme jako Eu := EU o F~!. Rozsifeni m4 zfejmé viechny pozadované vlastnosti, coz plyne z Lemmatu 2.4.4, a
konstanta ¢ ze t¥ettho bodu véty nyni bude oviem zaviset i na a, o, 8, d, neboli na d a V.

Krok 4: Funkce ze Sobolevova prostoru na (2:
Podobné jako v ditkazu Véty 2.2.15 ozna¢me pro r = 1,..., M mnoziny O, := T,(V,) a O} := T,.(V.}), kde T, jsou
zobrazeni z lokalniho systému soufadnic (7, z,,) do pevného systému (2, z4). Potom Ui\il O, je oteviené pokryti
jistého okoli hranice a na tomto okoli pouzijeme Lemma o rozkladu jednotky II (Lemma 2.2.14).

Budte ¢, € C5°(O,) funkce tvorici rozklad jednotky na jistém okoli 9f). Oznacme u, = (u¢,) o T,. Funkce
u, € WHP(V+) spliiuje pFedpoklady predchazejiciho kroku a existuje tedy piislugné rozsifeni Eu,.. Potom zadefinujeme

finélni operator rozsifeni F jako
M

Eu:= Z(Eur) oT L.

r=1
7Z kroku 1-3 pak vyplyva, ze takové rozsifeni ma vSechy pozadované vlastnosti z Véty 2.4.1, kde konstanta ¢ z bodu
3. bude zaviset pouze na d a na . Tim je véta je dokdzana pro p € [1,00).
Bud nyni p = oo. Protoze je  omezen4, je W (Q) C WP (Q) a podle predchoziho proto existuje prodlouzeni
FEu funkce u pro kazdé p < co. Mame

HEu”vvl,p(Rd) <c ||u||W1,p(Q) <a HU||W1-,<>0(Q) )

pfic¢emz konstantu ¢, lze volit nezavislou na p. Z Véty A.3.16 potom plyne, 7ze Eu € W1H>® (Rd) a Fu spliuje pozadavky
z véty pro p = oco. Diikaz je hotov. |

Cvigeni 2.4.5 (operator rozsifeni W*P?(Q) — WhP(R?)). Ukazte, ze pro € Ckiliexistuje operator rozsifeni z
Wkr(Q) — WHP(R?). Modifikujete krok jedna ptedchoziho dikazu tak, aby EU € C*(C) pokud U € C*¥(C+). Ovéite
poté, ze cely dikaz bude témér beze zmén, pouze v kroku tfi budeme potiebovat hladsi hranici.

Dalsi vyznacné pozorovani, zalozené na predchozi konstrukci je uvedeno v nasledujicim cviceni.
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Cvi¢eni 2.4.6. Bud Q € C!. Ukaite, Ze operdtor E definovany ve Vété 2.4.1 je také spojity linearni operéator z C*(Q)
do C3(R%).

Rozsifeni provedené v prnim kroku ditkazu Véty 2.4.1 (rozsifeni na krychli) bylo zkontruovano jakozto C' funkce.
Nicméné, pokud nam jde pouze o rozsifeni pro Sobolevovy prostory, mizeme postupovat primocareji, jak uvadi nasle-

dujici cviceni.

Cviceni 2.4.7. Modifikujte prvni krok dikazu Véty 2.4.1 nésledujicim zptsobem.

U(x) zeCT,
EU(z) = U(zy,...,24-1,—2q) x€C,
0 z e R\ C.

Ukaizte, ze U € WH(C) N Wol’l(C). Rozmyslete si, ze cely zbytek dikazu Véty 2.4.1 se pak nezméni.

rozsiteni funkci z WP (Q), tzv. Calderénova metoda (metodé z Véty 2.4.1 se ¥ika Nikolského metoda) a ke konstrukci

rozgifeni pro libovolné k a p € (1,00) staci Q € C%!. Touto metodou vSak nelze zkonstruovat rozsifeni pro p = 1 a

p=o00.?

2.5 Véty o spojitém a kompaktnim vnoreni

V této Casti budeme studovat razné (spojité, ¢i kompaktni) vnofeni Sobolevovych prostort. Z definice Sobolevova
prostoru je zfejmé, ze kazda u € WP(Q) patii i do LP(Q). Hlavnim cilem je ukazat, Ze samotna u pak lezi v prostoru
,2mnohem* lepsim, pokud  mé lipschitzovskou hranici.

Pripomenme si Piiklad 2.1.12. V ném jsme studovali pro jakd a € R patii funkce

f(@) = |7

do WP (B;(0)), resp. do LI(B;(0)). Ukizali jsme, Ze pokud o < dp%p, potom f € WP (B;(0)), ale soucasné f €
L%(B;(0)) pro kazdé ¢ € [1, ddfpp]. To na jednu stranu miize naznacovat, Ze je-li funkce u € WP (Q), pro p < d, potom
jeiwu € LYQ) pro q € [1, ddfpp}. Na druhou stranu tento piiklad ¥{ké, Ze pro p < d muZeme nanejvys dokazat, Ze
WP (Q) — L), kde ¢q < ddfpp, vyS8i exponent by totiz byl v rozporu s citovanym piikladem.

Kone¢né, pokud p > d, potom predpoklad u € WP (Q) implikuje, ze —a > 1 — % > 0. Poznamenejme, Ze pro tato

a uz plati f € C%ll(B(0)).
Tento jednoduchy ptiklad nas tedy vede k domnénce, Ze pro ,rozumné® oblasti 2 by mohlo platit

dp

La=7(Q) prope[l,d),

Whr(Q) < { i~
2 (Q) prop e (d,00).

V dalsim textu pak ukazeme, zZe tato domnénka je nejenom spravna, ale Ze vnofeni uvedena vyse jsou optimalni. Navic
ukaZzeme, ze vyse uvedena spojitd vnoreni muzeme zesilit na kompaktni vnofeni, tj. pro omezené dostatecné hladké
oblasti dokazeme

L)  pro viechna g € [1, dd—f;) pokud p < d,

WhP(Q) e _
C%(Q) pro viechna p € [0,1 — %) pokud p € (d, 00).

Na zavér této tvodni ¢asti tedy shritme hlavni vysledky této kapitoly. Bud Q € C%!, potom plati nasledujici:
1. Je-li p € [1,d), potom Vq € [1, ddfpp] plati W17 (Q) < L4(f), pFitem# vnoieni je kompaktni pro ¢ € [1, dd—_pp).
2. Je-li p = d, potom Vg € [1,00) plati Wh4 (Q) < LI(Q) (ale W4 (Q) £ L>(Q)).

3. Je-lip € (d,00), potom VY € [0,1— %] plati WP (Q) — C%*(Q) pficemZ vnoieni je kompaktni pro u € [0,1— %).

4. Je-li p = oo, potom W1 (Q) — C%1(Q) a tudiz WH () < C%*(Q) pro libovolné p € [0,1).

?Calderénova metoda je zaloZena na integralni reprezentaci funkci. Podrobnéjsi informace (pro p = 2) je mozné nalézt v Necas [1967]
& ZeniSek [2001], zobecnéni pro p # 2 si ¢tenaf ovladajici teorii Fourierovych multiplikatord miiZze provést sam. Omezeni p # 1 a p # oo
souvisi s tim, ze LP — LP odhady singularnich integralt pro p = 1 a p = co obecné neplati.
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2.5.1 Véty o spojitém vnoreni

Jak jiz bylo naznaceno v avodu této sekce, véty o spojitém (i kompaktnim) vno¥eni se budou ligit v zavislosti na tom,
zda p < d nebo naopak. Pro piehlednost uvedeme zékladni véty o vnoreni (odpovidajici pfesné nasi domnénce z avodu
této sekce) nyni a v dalsim se pak budeme zabyvat jejich dikazem. Nejd¥ive se zabyvejme pfipadem p < d. Definujme

d
pr= -2 (2.25)

Potom méame

Véta 2.5.1 — Véta o vnoreni W1P(Q) — Li(Q) pro p < d. Bud Q € C%! a p € [1,d). Potom pro kazdé

q € [1,p*] plati
WP (Q) — LY(RQ).

Presnéji, pro kazdé ¢ € [1,p*] existuje konstanta C' zavisla pouze na p, d, g a 2 takova, Ze pro kazdé u € WLP (Q)
plati
||U||Lq(Q) <C HUHWLP(Q) 0 (2.26)

Vyse uvedené véta nefika nic o pfipadu p = d, nicméné pro omezené oblasti je nasledujici vysledek snadnym dtsledkem
Véty 2.5.1.

Véta 2.5.2 — Vé&ta o vnoreni Wh4(Q) — LI(Q). Bud Q € C%!. Pak pro kazdé q € [1, oc) plati
Whi(Q) — LYQ).

Zabyvejme se nyni pifipadem p > d. Definujme
d
pwr=1—— 2.27
’ (2.27)
kde pro p = oo polozime p* := 1. Hlavnim vysledkem je pak nasledujici véta.
Véta 2.5.3 — Véta o vnoreni WP (Q) < C%%(Q) pro p > d. Bud Q € C%! a p € (d,]. Pak pro kazdé
a € [0, u*] plati B
WP (Q) — C%*(Q).

Presnéji, pro kazdé « € [0, u*] existuje konstanta C' zavisld pouze na a, p, d a €2 takova, ze pro kazdé u € W' (Q)
existuje reprezentant u* € C%%(Q), tj. u* € [u], splitujici

oy < € lllnngen -

Z vyse uvedenych vét je vidét, Ze pripad p = d je svym zpusobem specidlni a vnoreni uvedené ve Vété 2.5.2 neni
yostré®. Nicméng, jak je ilustrovano v nasledujicim cviceni, lepsi vnofeni (ve smyslu Lebesgueovych prostort) ocekavat
10
nelze.

Cvi€eni 2.5.4. Ukazte, ze funkce f(x) := In (ln (1 + ﬁ)) je pro d > 2 prvkem W14 (B;(0)), ale neni prvkem
L= (B1(0)). Tedy Whe (Q) & L>(Q).

10V ¢asti 2.7 ukazeme, ze je-li Q omezend mnozina, potom

(Lol
u—— [ udy
Q 1] Ja

Volbou Q = B1(0) a substituci z = « 4+ ry, y € B1(0) dostaneme (provedte podrobng&)

(ol
B (x)

1
—_ u —
|Br(z)| J B, (2)

1

P
a2)" < ClIVull oo

1

1 ! g
udy dz> SCTHVUHLW(BT(Q—"))‘

1Br(@)] /()

Specialné pro p = 1 potom
1 1

udy| dz < Cr———
1Br(2)| /B, (x) |Br ()| J B, (a)

1

|[Vu|dz

1 ¢ 1
<Or——— / [Vul®dz | [Br(2)|'” 4 < C|Vullpaggay-
1B, ()] ( B R

Leva strana viak charakterizuje prostor BMO(R?) (bounded mean oscilations). Tento prostor je Banachiiv a funkcional

1

1
sup u— udy
BT(I)CRd |B (@) /B, ()

1B ()] /B, ()

je seminormou na tomto prostoru. Tento prostor hraje vyznamnou roli v harmonické analyze, kde ¢asto nahrazuje roli prostoru L>°(Q2),
viz napf. Stein [1993].

dz

[U]BMO(Rd)
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Dikaz véty o vnofeni pro p < d

Zabyvejme se nejdiive pripadem p < d, cilem je tedy dokézat Véty 2.5.1-2.5.2, kde €2 je oblast s lipschitzovskou hranici
(a tedy omezena oblast). Presto nékteré vysledky, které jsou uvedeny niZe, zlistanou v platnosti i pro {2 neomezenou.
Nejdiive poznamenejme, Ze pokud |Q| < oo, pak pifmo z Holderovy nerovnosti plyne W17 () < L4(Q) pro q € [1, p).
Cilem tedy bude ukézat, ze ¢ muze byt vétsi nez p.

Nejdiive pripomenme (viz Poznamku 2.1.8) znadceni

ou ou

Potom velikost Vu definujeme jako

a také

VullLe) = [[|Vulll e )

Potom si neni tézké uvédomit, ze vyraz
[ully + [[Vull oo

je ekvivalentni normou na W?(€). Pro zjednoduseni a také zkraceni zapisu budeme v nasledujicim pracovat s Vu
namisto toho, abychom detailné rozepisovali vSechny parcialni derivace popf. multiindexy.

Pfiklad 2.5.5. Pokusme se najit nutnou podminku na ¢ pro platnost nésledujiciho tvrzeni: Bud p € [1,d), pak
existuje konstanta C' > 0 takova, %e pro kazdou u € WhHP (Rd) plati

[ull Laray < CIVull Lo gy - (2.28)
Vezméme si u € C3°(RY), pro které plati (2.28), a definujme si funkce
ux(z) :=u(\z), s libovolnym A\ € RT.

Nerovnost (2.28) ma platit pro vSechny funkce z W1? (Rd) s konstantou C nezavislou na u. Specialné proto musi platit
pro kazdou funkci uy. Snadnym vypoctem dostaneme pomoci véty o substituci, Ze

_d
[urllpogay = A7 [[ull fo(ra)
1—4
IVusll oy = A7 [IVull Lo ey
a z nerovnosti (2.28) (aplikované na uy) tedy plyne
_4d 1—4
A ||U||Lq(Rd) SCA» HVUHLP(Rd)'
Protoze parametr A lze volit libovolné, je pro platnost vySe uvedené nerovnosti nezbytné, aby bylo

d d d
1+-—--=0, neboliqzip.
q p d—p

Ukazeme nyni, ze nerovnost (2.28) skuteéné plati pro u € C5°(R?). Nejdiive dokdzeme nasledujici pomocné tvr-
zeni.

Lemma 2.5.6 — Gagliardovo. Bud i = 1,...,d a @; € L>°(R%!) libovolné funkce s kompaktnim nosi¢em. Pro
kazdé i pak definujme u; : R? — R pomoci

wi(x) == 4;(Z;), kde Ty = (T1,. .., Ti1,Tit1y..,Td)-

Potom pro d > 2 plati

d d . ﬁ d
[ ITk@lae <T1( [ o)™ =T e,
=1 i=1 -t i=1

kde -
d’l}i = dSUl 000 d’l}i_l dxi+l 000 dl’d.
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Diikaz. Diikaz provedeme matematickou indukei podle dimenze d.
Krok 1: Piipad d = 2:
Platnost lemmatu pro d = 2 je snadnym dtsledkem Fubiniho véty

[ @l de = [ lis(e)llia(an)]| do de

= / |7:L1(£E2)| dzg/ |7:L2(2131)| d:ZJl.
R R
Krok 2: Indukce podle dimenze d:

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro d — 1, a dokdzeme, Ze plati i pro d. Diky tomu, Ze ug nezavisi na x4, ziskavame

identitu
/ |u1|...\ud|dm1...dxd:/ |ﬁd| (/ ul...|ud1dxd> d{L‘d.
R4 Rd—1 R

Vnitini integral pies R odhadneme uZitim zobecnéné Holderovy nerovnosti (viz Lemma A.3.12) se viemi p; = d — 1

nasledovné
- d—1 ﬁ o
[t (/ ul...|ud_1dxd) Fras [l (/ uild_ldxd> i

. wos . . . o _ d—1
Nyni pouzijeme Hélderovou nerovnost na integral pres R?~! a dostaneme (p=d — 1, p’ = =)

A
[ i)
R
i A\
< </ |ﬂd|d71 d{Ed) / </ |ul|d ldl’d> dxy
Rd—1

d—1 a—1
= HudHLd 1(Rd—1) (/ ng xlw- y Ld— 1)d$1 cdzgo 1> ,

1
d—2
gi(x1, ..., Ta—1) </ |G ( J:l,...,a:d)dlda:d>

jsou funkce nezavislé na z; a tedy jim piislusné §; € L>(R?~2) maji kompaktni nosi¢. Pro tato g; pak podle indukéniho
predpokladu plati

kde

d—1 d—1 .
/ H g; dxq drg—1 < H </ |§z|d dz; dzd)
Rd—l i=1 i—1 Rd—2
d—1

d—2
d—1 a1
/Rd lul ... Jug|da1 ... dzg < || pa-r ra-1y (H ||quLd (i 1)>
=1
d
= [T lallze-s o),
i=1
coz jsme chtéli ukazat. ]

Nyni uz muzeme pristoupit k zakladnimu tvrzeni o vnoreni pro hladké funkce s kompaktnim nosi¢em. Pfipomenme
znaleni p* z (2.25).

Véta 2.5.7 — Gagliardo—Nirenbergova. Bud p € [1,d). Pak pro kazdou u € C}(R?) plati

pd—1)
||UHLp*(Rd) = ﬂ HVUHLP(Rd) . (2:29)
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Diikaz. Krok 1: Piipad p = 1:
Pro p =1 je exponent p* = %. Dale pro hladké funkce s kompaktnim nosi¢em ziejmé plati

i Qu

u(r) = u(x,...,rq) = 3 (1,0, i1, 8, Tig1, ..., Zq) dS
—oo O

a tedy po zvétdeni integra¢nich mezi mame pro kazdé x € R odhad

+oo
@l < [ IVu o aisaia) ds
— 00

Odtud snadno nahlédneme, ze

1

d
_d_ 4=t
‘u(x”d—l < H (/ ‘vu(l'l,...,131'_17571'1‘4_17...,17(1)‘ dS) :
i=1 /R

Tuto nerovnost zintegrujeme pies R? a dostaneme

d d dil
]| , S/ H (/ [Vu (21, ... 2im1, 8, Tit1,- -+, Ta) ds) dz.
L7 TR~ Jra it \Ur

Na pravou stranu nerovnosti pouZijeme Gagliardovo lemma (Lemma 2.5.6), kde volime

1
d—1

G (&) = (/R IVu (21, .. @1, 8, Tit1,- -, Zd)| ds) ,

a vysledkem je
1

dL d—1 di
-1 < | I = -1
Hu”Ld%l(Rd) i </Rd [V dx) Vel

coz jsme chtéli ukazat.
Krok 2: Diikaz pro libovolné p € (1, d):
Bud v € C}(R?) a definujme si funkci u := |v|?. Pak pro v > 1 je funkce u € C}(R?). Z Kroku 1 tedy plyne, 7e

Mol ey o = Nl

o < Il oy = 910l sy = [ 1917

d
LT (R4
Ve vyrazu na pravé strané spo¢teme gradient a pouzijme Hélderovu nerovnost (na pravé strané chceme mit || Vol| 1, gay)

p—1

P
[ wlertas = [P vela <o ([ R0 ) 19
R4 Rd Rd

¥

4 E —1)-B i
([Lprea) ™ =0l oy gy <3 ([ 10 00) 7 190000

Nyni zvolime v tak, aby exponenty u |v| byly na obou stranach stejné. Pozadujeme tedy

Mame tedy

d P
T (=1
T =0 -1 ST
coz je ekvivalentni volbé
p(d—1)
= s,
Y d—p
kde nerovnost plati diky predpokladu p € (1, d). Finalni nerovnost pak pfejde na

p—1

d—1
_pd_ T p(d-1) _pd_ o
([ rar) = <PEZD (] i# an) T 19l

d—p

2\ 7 _p(d-1)
ol g, gy = (L, 10175) 7 < 2= 90l

a dikaz je hotov. ]

z ¢ehoz ihned plyne
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Na zéakladé hustoty hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em tak ziskame:
Diisledek 2.5.8 (Vnofeni prostorii W1?(R%) a Wy () pro p € [1,d)). Bud p € [1,d). Potom plati:
1. WP (RY) — LP"(RY) a kazda u € WP (R?) splituje nerovnost (2.29).
2. Necht © C R? je oteviena. Pak W, *() < LP"(Q) a kazda u € WyP() splimje po dodefinovani nulou vng Q
nerovnost (2.29).

Dikaz. V obou piipadech jsou v daném prostoru husté hladké funkce s kompaktnim nosi¢em (u prostoru I/VO1 P(Q)
je to pifmo definice a pro obdobné tvrzeni pro W'P(R%) viz Lemma 2.2.2). Tvrzeni je proto diisledkem tplnosti
Lebesgueovych prostori a nerovnosti (2.29), detaily jsou ponechany ¢tenafi jako cviceni. |

Nyni jiz miizeme pfistoupit k dikazu Vét 2.5.1-2.5.2.
Diikaz Véty 2.5.1 a Véty 2.5.2. Nejdiive se zabyvejme piipadem p € [1,d), tj. ditkazem Véty 2.5.1. Protoze Q € C%1,
existuje podle véty o rozsffeni (Véta 2.4.1) operator rozsfieni E : WLP () — Wl» (Rd) takovy, Ze
| Bully gy < ellllroo -

kde konstanta ¢ nezavisi na u a navic nosi¢ rozsifené funkce Fu je kompaktni mnozina v R<.

7 Dussledku 2.5.8 pak plyne

pd—1)
lull Lor () < N1Bull o ray < Td—p

p(d-1)
< d—p [ Eully0gay < vl -

IV (Eu)ll Lo (ra)

Tvrzeni véty je pak disledkem této nerovnosti, trivialniho vnoreni LP” (Q) < L9(2) pro Q omezenou a ¢ € [1,p*] (viz
Lemma A.3.13) a tranzitivnosti spojitého vnofeni.
Uvazujme nyni piipad p = d. Je-li ¢ € [1,d] je dikaz ziejmy, nebot  je omezena, a proto L4(Q) — L7(Q). Bud

d . . .
df;q (tj. pg = %‘Iq) a podle Véty 2.5.1 je

tedy ¢ > d. Potom existuje p, € [1,d) takové, ze ¢ = p} =
WhPa (Q) — LI(Q).
Déle pro {2 omezenou a p, < d plati Wh? (Q) < WP (Q). Celkem tedy
Whd(Q) — WhPa (Q) < LI(Q)
a dtkaz je hotov. |

Pozndmka 2.5.9. Je dilezité si uvédomit, Ze zatimco na R? plati (2.29), pro omezenou mnozinu 2 s lipschitzovskou
hranici mame pouze (2.26), tj. na pravé strané (2.26) je cela norma v WP (Q), nikoliv pouze norma gradientu, jako
je tomu v pfipadé (2.29). Nerovnost typu (2.29) nemuZe obecné platit, protoZe prava strana se nezméni po zméné u o
konstantu. Na omezenych mnozinach lze nerovnost typu (2.29) oc¢ekévat pouze ve specidlnich pfipadech, kdy piidani
této konstanty je vyloudeno, jako je tomu napiiklad v pfipadé WO1 P(Q) (viz Diisledek 2.5.8).

Naproti tomu, na celém prostoru mame pouze W' (R?) < L?(R?) pro q € [p,p*]. Nelze totiz obecné odekavat, Ze
bude u € L4(R?) pro q < p.

Piirozens otazka, ktera se také nabizi, je, zda piedpoklad ©Q € C%! je skuteéné nutny. V nésledujicim piikladu
ukizeme, Ze tomu tak skuteéné je, pokud chceme dostat optimélni vnoteni.
Piiklad 2.5.10. UkaZeme, Ze nutna podminka pro platnost WP (Q) — LP"(Q) v t¥idé mnozin Q € C% s a € [0, 1]
je © € C%L. Predpokladejme, Ze 2 C R? m4 ¢ast hranice popsanou na okoli bodu (0,0) rovnici |y| = 2, kde p > 1 a
x € (0,1), a ze zbytek hranice je hladky, viz Obr. 2.5. Rozmyslete si podrobné, Ze potom {2 € cou (je tfeba uvazovat
popis z = |y|7, y € [~1,1]).

Nyni, podobné jako v Piikladu 2.1.12, uvazujme funkce typu u(z,y) := x~%, pficemZ se budeme zabyvat pouze
okolim pocatku tj. mnozinou Q := {(x,y) : = € (0,1), y € (—x*,2*)}, nebot vné tuto mnozinu je uvazované funkce
hladka. Potom

a

xH

1 1
||u||%q(Q) = / / x~¥dy | de = 2/ M=% g,
0 —H 0
||Vu|\’£p(ﬂ) = |a|P/ (/ o (atD)p dy) dr — 2|a|p/ (@ tDp 4o
0 —h 0

Odsud ihned dostavame, ze

1
weLIQ) e g<F

a
I+p—p

weWh?(Q) = a< »
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Tento p¥iklad ukazuje, Ze pro dvoudimenzionalni oblast €2 € C%% mame v nejlepsim pifpads WP (Q) — L (Q),

kde ¢, = g:i“_)i . Tento piiklad se d4 jednoduSe zobecnit do obecné dimenze d, kde je potom spravna volba ¢, =

%. Je vidét, Ze g, je klesajici funkci proménné p, nabyvajici v 1, tj. pro lipschitzovskou oblast, optimalni

hodnotu ¢; = p*, a v nekonecnu (tj. pro oblast se spojitou hranici) pouze hodnoty go, = p.

Obrazek 2.5: Oblast Q z Prikladu 2.5.10

Na zavér této Casti si ukdZeme, Ze nerovnost (2.29) umoziuje dokazovat interpola¢ni tvrzeni typu

11—«

||U||Lr(Rd) <C ||VU||%p(Rd) ||UHLq(Rd) 5
pro vhodné zvolena ¢, r, p a .

Piiklad 2.5.11. UkaZeme, ze'!
1 1
1. Prod=2je HU||L4(R2) < 2% HV7’|‘Z2(R2) ||”||22(R2) :
: 8\ 4 i i
2. Prod=3je HU||L4(R3) < (5) ||v”||L2(R3) ||v||L2(R3) .

Budeme vychéazet z nerovnosti (2.29) pro p = 1. Vezméme pro d = 2 u = |v|? a poéitejme za pomoci Hélderovy

nerovnosti ) )
/ |v|4dxs(/ |V|v|2|dx) s4(/ |w||vdx) < 4|V s g 1ol -
R2 R2 R2

Odmocnénim dostaneme pozadovanou nerovnost.
8
Pro d = 3 volme u = |v|3, pak

3

/vl‘*dxs(/ |V|v3|dx) s(s) /|W|v|?dx)
R3 R3 3 R3
8\ ? L.\ 2
<<3> (/ |Vv||v?»|v|3dx>
R3

AR T
< () 1901 Euo 100y ol

Nyni staci vydélit ||v||2L4(R3) a odmocnénim dostaneme pozadovanou nerovnost pro d = 3.
Na zékladé analogickych tivah je mozné dokéazat obecné tvrzeni, jez je prenechano ¢tenafi jako cviceni.

Cviceni 2.5.12 (Obecné interpolaéni nerovnost). Ukazte, Ze pro libovolné o € [0,1) a libovolna r,p,q € [1, 0]

splhujici
1 1 1 L )1
N et —a) =
r p d q

existuje konstanta C' = C(p, q,7,d) takova, ze pro kazdé u € Cg°(RY) plati
[eY 11—«
lull pr(ray < CIVUll Lo gey lullLagray - (2.30)

Navic, pokud p < d, lze volit i @ = 1. Z hustoty je potom mozné rozsiFit tyto nerovnosti i na funkce u € L™(R%), pro
které je Vu € LP(RY).

1 Konstanty, které ziskdme, nejsou optimalni a daji se najit lepsi, viz napf. Temam [2001].
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Dikaz véty o vnofeni pro p > d

V této Casti se budeme zabyvat dikazem Véty 2.5.3. Zacneme s klicovym tvrzenim, ze kterého pak odvodime veskeré
disledky.

Lemma 2.5.13 — Morreyovo I. Bud u € C}(R?). Pro libovolné p € (0, 1] ozna¢me

_ [Vu(z +y)|
[V’U,]Ll “(Rd) = 5;1'51 ili%) /[0 e W dy (231)
Potom pro kazdé z1, 2o € R? plati
2vd
|U(l‘1) - u(x2)| S 7|l‘1 - J}2|#[VU;}L1,M(Rd). (232)

Diikaz. Zvolme si z1, x5 € R? libovolné, ale pevné a oznacme C), uzavienou krychli o hrané délky p takovou, Ze z; a
x9 lezi na protilehlych stranach této krychle. Pak plati

p < |zy — o] < Vdp. (2.33)

Diky hladkosti v déle pro kazdé x € C) a i = 1,2 ziskime odhad

u(e) — u(wi)| =

'd
/0 %u(xz +s(x —x;))ds

- /0 Vu(z; + s(z —z;)) - (z — ;) ds

) (2.34)
< /0 |[Vu(z; + s(z — ;)| |z — ;] ds

< \/&p/o \Vu(z; + s(z — ;)| ds,

kde jsme v posledni nerovnosti vyuzili odhad (2.33).
Dale nas bude zajimat ,,vzdalenost“ stfedni hodnoty u na krychli C,, od hodnot v bodech z;. VyuZzitim vlastnosti

Lebesgueova integralu ziskame
SIS G BT Py gy T B P
C, C, P C, p

p

Diky odhadu (2.34) a Fubiniho vété muZeme tuto nerovnost dale upravit do tvaru

/C U g — ) <\f// |V“xl+3 ~ 2 gy gs. (2.35)

z:=x; + s(z — x;), C;i)s ={ze€ R?: 2 = x; + s(x — ;) pro n&jaké x € Co},

Nyni provedeme substituci

kde C,i)s je nyni krychle o hrané délky ps, a vysledny integral pak ma tvar

[Vu(z; + s(z [Vu(z)
A / i1 d ds = /0 / sd = 1
:p/s“l / Mdz ds.
g o5, (o) 1+

Kone¢né tedy dosazenim této nerovnosti do (2.35) a vyuzitim pfedpokladii na v dostaneme

/C uﬁ ) 4 — u(ws)| < Vap» /015“1 (/C;Smdz> "

1
< \/g[Vu]Ll,u(Rd)p"/ st lds (2.36)
0

Vd
= 7WU]L1»L(Rd)ﬂ”-
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Pomoci trojuhelnikové nerovnosti pak uz lehce dokon¢ime cely ditkaz. Vskutku

|m@)—m@nzkéﬁ?dx—m@)—/ UT) 4y 4 )

, P
< / @dx—u(@) + / @dx—u(wl)
c, P c, P
2vd
< [u] 1.0 (Ray P
o
a tedy (2.32) plati. [

Je diilezité si uvédomit, Ze pro odhad (2.32) neni na pravé strané zapotiebi informace na celém R?, ale sta&i kvalitativné
stejny ¢len berouci v tivahu pouze néjaké okoli bodi x; a zo. Toto zobecnéni nyni ukazeme.

Lemma 2.5.14 — Morreyovo II. Bud u € C!((—2R,2R)%). Potom pro kazdé z1,z2 € (—R, R)? plati

2vd |Vu(z + y)|
lu(z1) —u(zs)|] < —— |21 — 22"  sup sup / ——dy. (2.37)
o 2e(~RR) pe(O,R) J(—pppa  PITITH
Diikaz. Dikaz snadno plyne z piedchoziho lehkou modifikaci odhadu (2.35) a je pfenechan ¢tenaii jako cviceni. W

S pomoci Morreyova lemmatu I (Lemma 2.5.13) nyni uz pomérné lehce ukdZeme nasledujici odhad davajici do
souvislosti normy prostorit W1?(R%) a CJ*(R%).

Véta 2.5.15 — Morreyova I. Bud p € (d,00) a volme p:=1— %. Potom pro kazdou u € C3(RY) plati

4v/d

lullgonray < e llullyy 1o ray - (2.38)
Diikaz PFipomefime si definici normy v Co*(R?), viz (A.4), tj.
|u(z) — u(y)]
||ee]] o0, = ||ul| poo Ry + sup —
Co*(Rd) (R?) (2 yeRi: 2 ty) |z — y|»

Krok 1: Odhad diferenci:
V tomto kroku pouZijeme Morreyovo lemma I (Lemma 2.5.13). Nejdfive diky Holderové nerovnosti a nasi volbou p

ziskdme odhad
d

1
[Vu(z +y)| » P pr
/(Om)d W dy < oy [Vu(z + y) [ dy P < ||Vl o Ry,
coz okamZité vede k nerovnosti (pfipomenime definici (2.31))
[Vulprnray < [[Vullpsre)-

S vyuzitim (2.32) tedy ziskame

2Vd
u(z1) — u(z2)| < 7|$1 — o2 [ Vull Lo (ray

neboli

u(xy) — u(x 2\/&
oup [ = Y0 (2.39)

{z1,22€R%: z1#x2} |$1 - 562|‘L

Krok 2: Odhad ||u|eo:
Zvolme si libovolné z,y € RY. Pak je dle (2.39)

2v/d

d
[u@) —u)l < == IVull o) |2 = yl",

odkud s uzitim trojuhelnikové nerovnosti ziskdme

2v/d
lu(z)] < [u(y)| + e [Vull o gay |2 =yl -
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Tuto nerovnost zintegrujeme podle y na mnoziné C, := {y : Vi 2|y; — x;| < p} a vysledkem je

ZP#ﬂHVUHLp(Rd)

u(z)||C,| < / ()| dy + C,|

P

Integral na pravé strané odhadneme Holderovou nerovnosti tak, abychom dostali normu u v LP(R)

p=1 20“\/a||vu||Lp(Rd)
[w(@)[[Cp| < 1Col 7 [lullpo(c,) +1C0] . : (2.40)

odkud (volime napiiklad p = 1)

2v/d
sup |u(@)| < [|lullpray + —— VUl 1o (ray - (2.41)
rERI M

Z nerovnosti (2.39) a (2.41) pak pro u € C§°(R?) plyne

[ullgo.uray < Clp, d) [|ullyr.0ra (2.42)
a dikaz je hotov. ]
Stejné jako v pripadé Morreyova lemmatu muZzeme vySe uvedeny odhad lokalizovat.

Véta 2.5.16 — Morreyova II. Bud p € (d,c0) a volme p :=1— %. Potom pro kazdou u € C*((—2R, 2R)%) plati

llull L —2R,2R 2v/d
llleo e g mpey < g + <1+R“>—uu||W1p L orm ) (2.43)

Diikaz. Dikaz je opét snadnou modifikaci predchoziho ditkazu, zejména volby p v (2.40), a je pienechan ¢tenafi jako
cviceni. m

Diky hustoté C§°(R?) v WP (R?) plati nerovnost (2.38) i pro u € W7 (R%). Zde si ale musime dat pozor, nebot
uwe whe (Rd) znamen4, Ze tiida ekvivalentnich funkci, které se mohou ligit na mnoZin& miry nula, patii do WP (Rd).
Proto musime byt opatrni a pracovat s vhodnym reprezentantem této t¥idy a nize uvedeme disledek predchozich vét.

Disledek 2.5.17. Bud p € (d,00). Pak pro p=1— % plati
WP (R?) — O (R).
Ptesndji, pro kazdé u € WP (Rd) existuje reprezentant u* € CO*(R%), u* € [u], takovy, Ze

<4\/g

HU*”cﬂ-,u(Rd) = 7 ”unl,p(Rd) .

Diikaz. Ponechavame na rozmyslenou ¢tenafi. ]

Z disledku napiiklad plyne, ze pro u € WhP (Rd), p > d, jsou viechny body R? Lebesgueovy body (viz Defi-
nici A.3.18) funkce v* a tudiz
1

*
= lim
@)= B @ e

u(y) dy.

Nyni jiz pfistoupime k ditkazu hlavni véty této casti.
Diikaz Véty 2.5.3. Protoze Q € C%!, existuje podle Véty 2.4.1 spojity linearni operator rozsifeni
E:WhP(Q) = Wb (R)
a existuje C' = C(d, Q) tak, Ze pro kazdé p € [1, oo] plati
Eu=wu skoro viude v [Eully.0ray < Cllullying)

a nosi¢ prodlouzené funkce Fu je kompaktni mnozina v RY.
Zabyvejme se nejdiive pf¥ipadem p € (d, 00). Z Dusledku 2.5.17 pak plyne (p* :=1— %)

4V C(d, Q)
H“*ch*(ﬁ) = ||<Eu)*||c0,u*(ﬁ) < 7 ||EUHW1,p(Rd) < o ||u||W11P(Q)'
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Tvrzeni véty pro p € (d, 00) je pak diisledkem této nerovnosti, vnoreni CO* () < C%*(Q) pro Q omezenou a o < p*
(viz Cvifeni A.2.11) a tranzitivnosti spojitého vnofeni.

Nyni dokonéime ditkaz pro p = co. Protoze je 2 omezend mnoZina, je ziejmé W1 (Q) — WP (Q) pro libovolné
p < 0o. Tudiz z predchoziho plyne, Ze

C(d, Q)
HU*HCOJ—%(E) =T _d Hu”vvl,p(g) .
P
Limitnim pfechodem p — oo pak snadno obdrzime tvrzeni véty. |

Drisledek 2.5.18 (Pokud Q € C%! pak C%(Q) = WH>°(Q)). Necht Q € C%!. Potom C%1(Q) = W (Q).

Diikaz. Jiz vime (viz Disledek 2.3.2), Ze pro kazdou otevienou mnozinu plati C%!(Q) < W*'*°(€2). Na druhou stranu,
pro lipschitzovské oblasti jsme pravé obdrzeli, ze W (Q) < C%1(Q) a tedy pro tyto oblasti nutné plati C%!(Q) =
Wheo(Q). [ |

Jedinou ,slabinou“ vyse uvedeného postupu je pouziti Rademacherovy véty v ditkazu véty o rozsifeni. Tuto slabinu
nyni odstranime a dokdZeme mnohem obecnéjsi tvrzeni.

Jak jsme jiz zjistili, viz Lemma 2.1.4, slaba derivace sobolevovské funkce souhlasi s klasickou ve skoro vSech bodech,
kde klasick4 derivace existuje. Navic (viz Poznamku 2.3.5) vime, Ze slaba derivace je skutetné velmi dobrou aproximaci
derivace klasické. Nyni tyto dvé tvrzeni zobecnime a ukazeme existenci totalniho diferencialu skoro vsude pro funkce
u € WHP (Q) s p > d. Tim zaroven jako specialni tvrzeni dokdZeme i Rademacherovu vétu. P¥ipomefime, Ze funkce u
mé v  totalni diferencial pokud existuje a € R? tak, ze

i [4@) —u(@) —a-(y — )|
y—u lz — yl

=0.

Poznamenejme, Ze v tomto pripadé je a rovno gradientu u v bodé z v klasickém smyslu. V tomto oddilu budeme vzdy
uvazovat spojitého reprezentanta t¥idy [u], nebot dle Véty 2.5.3 plati W17 (Q) — C°(Q).

Véta 2.5.19 Bud u € WHP(Q) a p € (d, o0]. Potom m4 funkce u totaln{ diferenciél skoro viude na € a klasicka
derivace je v bodech, kde totalni diferenciél existuje, rovna derivaci slabé.

Diikaz. Bud nejdiive p € (d,00) a = € Q libovolny. Predpokladejme déle, Ze r > 0 je tak malé, aby By, (z) C Q. Z
hustoty hladkych funkei vime, Ze mtiZeme u libovolné presné aproximovat pomoci hladkych funkei na Ba,.(x). MiZeme
tedy pouzit Morreyovo lemma II (Lemma 2.5.14) a pro libovolné y € B,.(z) a v € W'P(By,.(x)) mame odhad!?

V()] .,
lo(z) — v(y)| < O(d,p)|z —y|* sup  sup / NAICH) Py
2€B(x) pe(0,r) J B,(z) pd Tu

Dale mtizeme odhadnout vyraz na pravé strané diky Holderové nerovnosti jako

| CU(Z/” / 1—p—2 / / / v
———=d < C(d)p Vo(z") P dz
/Bp(z) pt- it @) Bp(z)‘ =)l

1
3

[Vu(z)P dz> . (2.44)

a tedy

lo(x) — v(y)| < C(d,p)r' > ( /B .

V dalsim se omezime na mnozinu Lebesgueovych boda Vu(x) a |Vu(z)|P, tj na mnozinu takovych x € Q pro ktera
plati

. 1 P\ gy —
Jim /B (V) = Vula) + Vule) = V() d= = 0.

Z Véty o Lebesgueovych bodech (viz Vétu A.3.19 a Cviceni A.3.23) plyne, Ze vySe uvedeny vztah plati pro skoro
vSechna x € Q. Pro libovolny bod x € €, pro ktery plati vyse uvedeny vztah, polozme

v(y) = uly) — u(z) = Vu(z) - (y - 2).

Pak ziejmé Vo(y) = Vu(y) — Vu(z) a v € WHP(By,(z)) pro dostatetns mala r > 0. Navic vime, Ze v je spojita a
v(xz) = 0. Pro kazdé y € B,(z) tedy mame

u(y) —u(z) = Vu(z) - (y —2)| = [v(y)] = [v(y) — v(2)].

12Pfestoze je Morreyovo lemma formulovéno pro krychle, lehkym pieskalovanim mtzeme obdrzet obdobné tvrzeni i pro koule.
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Volme nyni y € 0B, (z) libovolné (a tedy r = |« — y|) a z nerovnosti (2.44) dostaneme
|uly) = u(x) = Vulz) - (y —2)| _ |v(@) —v(y)]

|z — y r

» »
sc@¢></ 'V%?'d%
Ba,. () r

= C(p.d) ( /B . [Vulz) ;dv“(z)‘p dz>

<cm@<w;@”BM@vmm—vmmwa

1
P

Uvazujme nyni y — z, a tedy r — 0+ ve vySe uvedené nerovnosti. Protoze uvazujeme pouze takova z, ktera jsou
Lebesgueovy body Vu, vidime, ze

|u(y) — u(z) = Vu(z) - (y — =)

lim
yoe lz =yl
1
1 P
<C(p,d)lim | ——— Vu(z) — Vu(z)|P dz =0.
( )7._>O (lBQT(x)I Bz-p(a:)| ( ) ( )| >

Funkce v ma tedy klasicky totalni diferencial v bodé z. Navic tento klasicky totalni diferencial je roven slabému
gradientu Vu(z). Zbyvajici ¢ast tvrzeni pro p € (d, o) je zfejma.

Krok 2: p = o0
Je-liu e Wlifo (Q), potom z¥ejmé u € Wl{)’f (Q) pro v8echna p < oo a miZeme proto pouzit prvni ¢ast dikazu. [ |

2.5.2 Véty o kompaktnim vnoreni

Nynf zesilime tvrzeni predchozi sekce a zcela v souladu s ivodem této kapitoly dokédZzeme piislusna kompaktni vnorent
pro Sobolevovy prostory funkci definovanych na lipschitzovskych oblastech. Navic ukdZeme, Ze néktera tvrzeni plati i

pro méné hladké oblasti, specialné pro oblasti se spojitou hranici. Opé&t budeme zvlast studovat piipady p < d, p = d
a p > d. Pfipomenme nejdfive znaceni p* = ddfpp apu =1- %. Hlavnim vysledkem této ¢asti pro p < d je nasledujici
véta.

Véta 2.5.20 — O kompaktnim vnoteni W1?(Q) pro p < d. Bud Q € C%! a p € [1,d). Potom pro kazdé
q € [1,p*) plati
WP (Q) < LY(Q).

Pro p > d pak mame nésledujici vysledek.

Véta 2.5.21 — O kompaktnim vnofeni W1P?(Q) pro p > d. Bud Q € C%! a p € [d,o0). Pak pro kazdé
q € [1,00) plati
WP (Q) s LI(Q).

Pokud je navic p > d, pak pro kazdé a € [0, u*) plati
WP (Q) —— C%*(Q)
a tedy WP (Q) <s— L>(Q).

Jak bylo ukazano v Prikladu 2.5.10, pfedpoklad na lipschitzovskost hranice je kli¢ovy, jinak nemuzeme dostat
(kompaktn{) vnofeni do kyZenych prostort. Na druhou stranu ten samy piiklad indikuje, Ze pro oblasti s holderovsky
spojitou hranici preci jenom jisté vylepSeni integrovatelnosti lze ocekavat a tedy podobné i jisty druh kompaktniho
vnofeni. Ze tomu tak skutecné je, pak uvadi nasledujici véta, kterd bude kli¢ova pro dikaz Véty 2.5.20.

Véta 2.5.22 Bud Q € C% ap € [1,00). Potom plati
WP (Q) —— LP(Q).
Jako trivialni disledek (rozmyslete podrobné) tak dostavame.
Diisledek 2.5.23. Bud Q € C° a p € [1,d). Pak pro viechna g € [1,p] plati
WP (Q) s LY(Q).

Nyni se budeme vénovat dikazim vySe uvedenych vét.
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Diikaz Véty 2.5.22. 7 definice plyne, ze WP(Q) je spojité vnoten do LP(Q). K diitkazu kompaktnosti takového vnofeni
nam tedy staci ukazat, Ze mnoziny omezené ve W1P(€2) jsou totalns omezené v LP(Q). Necht C* >0 a A C W1P(Q)
jsou takova, Ze pro kazdé uw € A plati |lull1,, < C*. Nasim cilem je ukazat, Ze tato mnoZina je totalné omezena v
L?(). K tomu pouZijeme ekvivalentni charakterizaci pomoci Kolmogorovovy véty (Véta A.3.39). Dodefinujme kazdé
u € A nulou vné € a ovéfme piedpoklady Kolmogorovovy véty. PFedpoklad 1., tj. stejné omezenost, je splnén trivialng,
nebot |lull, < |lull1,p. Predpoklad 3., tj. stejnomérny pokles v nekoneénu, je opét splnén trivialng, nebot € je omezena
mnoZzina. Vénujme se tedy ovéfeni predpokladu 2., tedy stejné spojitosti v praméru.

Bud ¢ > 0 libovolné, ale pevné. Definujme &y := 55+ a bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze 69 < 1. Pro
libovolné h € RY muzeme najit jednotkovy vektor e € R? takovy, Zze h = |hle. V dal3im tedy pro kazdé h budeme
uvazovat tento predpis. Nyni pouzijeme Lemma o souvislosti diferen¢niho podilu a slabé derivace IIT (Lemma 2.3.7) a
pokud |h| < dy, ziskdme (pfipomenime, ze |e| =1 a ||ull1,, < C*)

Irnw = ull Loy = PIAM ul ooy, ) < RV - €]l ooy
! (2.45)
< 0o [IVull ooy < 5-

Proto diky trojihelnikové nerovnosti a vlastnostem posunuti mame (pfipomeiime, Ze vné Q je u dodefinovano nulou)

[ranw — ul[Leray < [lrnu — ullLe(ay,)) + Irne — ull Lo ravay )
: (2.46)
<5t 2||ull e @\ -

Nyni se soustfedime na odhad druhého ¢lenu, ktery se tyka chovani u hranice. Pfidrzime se znaceni z Definice 2.2.11.
Diky spojitosti hranice 2 mame M kartézskych souradnych systému a zobrazeni T, z lokdlniho soufadného systému
(x],2y,) do (2, 24) & mnoziny

Vit ={(z},z,) €RY 2, € Ay, (7)) < Trg < ar(a)) + B,

kde a, jsou spojité funkce. Diky spojitosti funkci a, existuje §; > 0 takové, ze kdykoliv |h| < &1 pak Q\ Q)5 C
Uf}il T,(V;F). Dale, bud systém {¢, }1! rozdéleni jednotky z Véty 2.2.15, kde funkce ¢, € C§°(Ty(V;)) pro viechna
r=1,...,M a ¢p4+1 € C(2). Polozme u, := u¢p, (a tedy u = Zi\iﬁl u,). Pak zcela jisté existuje do > 0 takove,
ze pro viechna |h| < 0o plati suppuasi1 N (2 \ Qyp)) = 0. Navic existuje konstanta C(€) takova, Ze pro viechna
r=1,....M

lwrllwre (o, vy < CO)uflLy < CQ)CT. (2.47)

Z vyse uvedeného navic plyne, Ze posledni ¢len na pravé strané (2.46) muZeme odhadnout jako

M
lallzr @ < D2 el Loz, (v -

r=1
Nakonec si pro libovolé v < 8 ozna¢me néasledujici podmoziny V,*
Vi = {(a),2,) ERY 2, € A, ap(a)) < Ty, < ap(al) +7}

Nyni opét vyuzijeme spojitosti a,.. Neni t&zké ukazat, Ze existuje spojita rostouci fukce -y takova, ze v(0) = 0, a spliwujici

navic
M

2\ Qapy < U TV )

r=1

pro kazdé |h| < min(d;, d2). Odtud a pomoci véty o substituci ziskame

M M
[ull o (@\Qupn)) < z; Hu’"||LP(TT(V;(4W))) = z; el o+ ) (2.48)

ry(4]h])

kde @, (., xr,) = u . (Tp(x), xp,)).

Ztejmé tedy staci odhadnout jednotlivé integraly na pravé strané pravé uvedené nerovnosti. Diky spojitosti hranice
Q) mame hustotu hladkych funkei a mizeme formalné pokracovat!'3. Pro libovolné, ale pevné r € {1,..., M}, alibovolné
z, € V;© mame (pfipomenme, Ze @, (2}, a.(z). + 8)) = 0) diky Holderové nerovnosti

ar(.’t/r)-‘,-ﬁ d
/x gﬂr(m‘;, s)ds

Td

b ar(x,)+5
< Bp_l/ Vi, (2., s)P ds.
a

r(@7)

|ar<xlra Tr,)|P =

13Pfesnéji, u, mizeme aproximovat posloupnosti hladkych funkci, pro které dokazeme rigorézné kyzené odhady, které nicméné po
limitnim p¥echodu n — oo zlstanou v platnosti i pro pavodni u,.
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Tuto nerovnost nyni zintegrujeme ptes V:Z/( Al @ tedy

=~ P _ ~ / P /
||UT||LP(VTT’Y(4‘M)) _/V+ |Ur(xr,l'rd)| dl‘rdxrd
7y (4lh])
a(@)+y(4lR])  par(z))+8
< pr! / / / |V, (2], 5)|P ds dx,, dx’,
Ay Ja(xl) ar(z)

=g i) |19 do,

[d

=g ) [ V() de < ke,

(v,

kde jsme pro posledni nerovnost vyuzili (2.47). Dosazenim do (2.46) a (2.48) tak ziskdme (pfipomenme, Ze u je

dodefinovana nulou vné Q)
1
Y

[rnu — ull Lo ray < 5 + 287 C*(v(4]h]))7.

| ™

Definujme tedy koneéné
P (R —
s =1 \wgop .
Potom pro kazdé |h| < min(do, d1, d2, I3) plati
[rnu — ullLe(ray < €
a dikaz je hotov. ]

Poznamka 2.5.24. Nejobtiznéjsi ¢asti ditkazu bylo odhadnuti ¢lenu u hranice. Pokud bychom ale zesilili predpoklady
nebo zeslabili tvrzeni, ditkaz by se vyznamné zjednodusil. Pokud bychom napiiklad uvazovali oblast s lipschitzovskou
hranici, pak bychom z vét o spojitém vnoreni v&déli, ze ||ull; < C pro n&jaké ¢ > p, a tedy z Holderovy nerovnosti

[l Lo neayn) < Nullg] 2\ Qagyl ™

Vidime, Ze ¢len na pravé strané miize byt jakkoliv maly v zavislosti na velikosti |h|. Obdobnym zpiisobem bychom
také mohli ,jednoduseji“ dokézat kompaktni vnoreni WP (Q) < L4(Q) pro Q € C?, kdykoliv 1 < ¢ < p.

Nyni koneéné pfistoupime k dikaztim hlavnich vét této sekce.

Ditkaz Véty 2.5.20. Bud p < d. Je-li navic ¢ < p, je dikaz snadny, nebot z Véty 2.5.22 vime
WP (Q) s LP(Q) < LI(Q) = WP (Q) = LI(Q).

Zabyvejme se tedy piipadem ¢ € (p,p*). Protoze Q € C%!, z Véty o spojitém vnoifeni pro p < d (Véta 2.5.1)
vime, ze WP (Q) < LP"(Q). Pouzitim Interpola¢ni Holderovy nerovnosti (viz Lemma A.3.14) dostavame pro kazdé
u € WHP(Q)

«a 11—« @ —a
[l agy < Nl Zoy lull vy < Co Q) lullfoqy lulli,®

-«

kde o € (0,1) je zvoleno tak, aby % = % +
Vété 2.5.22 vime, Ze tato mnozina je kompaktni v LP(f2) a tedy pro kazdé e > 0 existuje e-sit {u;}*_; C A, tj. pro
kazdé u € A plati

. Bud nyni A ¢ W?(Q) libovolna omezené uzaviend mnozina. Diky

min Ju — u,ll, < <.
K3
Diky vySe uvedené interpolaci dostavame, Ze

min u = uillg < C(p, Q)lu — willy Ju — will; ,* < Cp, , 2, A)e.

Vidime tedy, ze pro dané A a ¢ < p* muZeme zkonstruovat kone¢né pokryti libovolné malymi koulemi a dikaz je
hotov. |
Diikaz Véty 2.5.21. Prvni tvrzeni je zfejmym dusledkem Véty 2.5.2 a Véty 2.5.20. Druhé tvrzeni pak plyne z Véty 2.5.3
a kompaktniho vnofeni mezi prostory holderovsky spojitych funkei (viz Vétu A.2.10). [ |
2.5.3 Obecna sobolevovski vnoreni

V minulé sekci jsme se zabyvali pouze vnofenimi prostorit W1P(Q). Nyni tato tvrzeni zobecnime
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Véta 2.5.25 — Obecna sobolevovska vnoteni. Bud Q € C%' k € Nap € [1,00]. Bud dale j € {0,1,...,k—1}
libovolné. Oznac¢me

1 k—j 1
mO::f—ij a je-limg #0 m:= —.
p d mo
Potom plati nasledujici:
1. Je-li my > 0, pak
(a) Wh? (Q) = WI™ (Q),
(b) pro kazdé m; € [1,m) plati WkP (Q) < Wim (Q).
2. Je-li my = 0, pak pro kazdé q € [1,00) plati WP (Q) < W54 (Q).
3. Je-li mg < 0, definujme p := —dmg a plati
(a) pokud p € (0,1), pak WP (Q) < C¥*(Q) a pro kazdé a € [0, ) mame WP (Q) << CH(Q),
(b) pokud p =1, pak
p#oo: Yae[0,1): WEP(Q) s CIH2(Q)
p=o00: Wk (Q)— Ck11(Q),

(c) pokud u > 1, pak pro kazdé o € [0, 1] plati WkP (Q) << C5*(Q).
Diikaz. Dikaz je zaloZen na matematické indukci a vét o vnofeni pro prostory W1?(Q). Proto je ponechan ¢tenafi
jako lehké cviceni. [}

Vyse uvedena véta, jak jiz bylo Fedeno, je zaloZena na matematické indukei a vysledcich o vnoteni pro W1?(Q). Tyto
vysledky, jak jsme ukazali, jsou pfesné a nemohou byt vylepSeny'4. Proto se mize zdat, Ze vysledky Véty 2.5.25
jsou optimalni. Obecné tomu tak také je vyjma jediného piipadu W1(€2). V tomto piipadé miizeme indukci obdrzet
vnofeni W41(Q) — Wh4(Q). Poznamenejme, Ze toto vnoteni je skutecné presné a nemiize byt lepsi v fe¢i Sobolevovych
prostorii. O prostoru W1 4(Q) viak vime, Ze neni vnofen do prostoru spojitych ba ani omezenych funkci. Na druhou
stranu jsme se vSak pii kazdém kroku indukce dopustili ,,nepatrné* chyby ,neviditelné“ pro Sobolevovy prostory. Ve
tedy uvedeme na pravou miru posledni vétou o sobolevovskych vnofenich.

Véta 2.5.26 — O vnoteni W%1(Q). Bud Q € C%L. Pak W%(Q) — C%(9), kde
C3(Q) = {u € C(); sup ()] =: [lulley (@) < oo}
x
Diikaz. Diikaz je zaloZzen na nésledujicim lemmatu, ve kterém je vyse uvedené vnofeni ukazéno pro piipad kvadri, a

na vlastnostech oblasti s lipschitzovskou hranici, specialné na tom, Ze kazdou takovou oblast mohu (aZz na mnoZinu
miry nula) napsat jako nejvySe spocetné sjednoceni otevienych kvadri. |

Zbyva dokazat vySe zminéné lemma. Ozna¢me d-dimenzionalni kvadr pomoci R, tedy
R={zeR%a; <z <b;,i=1,2,...,d}
a d-1-dimenzionalni kvadr jako R, tedy
R ={zecR¥Ya <z <b,i=12,...,d—1}
Potom muzeme dokézat nasledujici vysledek.

Lemma 2.5.27 Plati: B
W4(R) < C(R).

Diikaz. Protoze hladké funkce az do hranice jsou husté ve W%!(R), sta¢i dokazat vnofeni pro tyto funkce. PouZitim
véty o stfedni hodnoté mame

ba
el 1y = / (/ [u(a',2a) | da’) dwa = (ba = aa) | lu(a’,0)|da’
aq R’ R
pro jisté o € (aq,bq). Potom pro libovolné x4 € (ag, by)

3
lu(x’, 2q)| < |u(z’, o) —|—/ |Dgu(z’,t)| dt.

[oa

14na gkale Lebesgueovych prostori; pro obecngjsi prostory funkei jako jsou napiiklad Besovovy prostory viz napt. Bahouri et al. [2011].
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Integraci pies R’ a poté pres (aq,bq) tedy mame
L ry Sllulso)llLiry + 1Daullr gy
<(ba — aa) "l 1 (r) + 1 Daull L2 (ry-
Proto pro x4 jako vyse
Hu(',l‘d)HWn—l,l(R/) S C||u||Wn‘1(R),
kde C zavisi pouze na (bg — aq). Indukei tedy dostaneme
(s 2,23, . s 2a) Wi ((ar b)) < Cllullwna(r).-

Véta o stfedni hodnoté nam proto dava existenci o € (a1,b1) takového, ze

lu(-, z2, 23, . .. ,zd)||W1,1((a17b1)) = (by —ar)u(o,z2,...,24).
Proto o
|u(x)|§|u(a,x2,...,xd)|+/ D (t, 2, wa)| dt
< ;Hu('vx%x&'"ﬂxd)”WLl((a b))
(b —a1) b
+ [[Dru(c, w2, -« - 2a) [wir (ay 1))

< Cllullwna(ry,

¢imz je ditkaz ukonden. ]

2.6 Veéty o stopach

Protoze Sobolevovy prostory zavadime kvili formulaci okrajovych tloh pro parcidlni diferencidlni rovnice, musime
mit moZnost hovorit o hodnotach sobolevovskych funkci na hranici oblasti 2. Tento problém je mozné resit dvojim
zpusobem. Jednak je moZné pouZit pojmu kapacita mnoziny (tento piistup je mozno nalézt napiiklad v Mazja [1985]),
Castéjsi je ov8em postup zalozeny na rozsifeni jistého linearniho operatoru. Tento postup pouzijeme zde.

Jestlize je u € WP (Q) pro p > d, potom za patfi¢nych predpokladii na hladkost  existuje reprezentant u* € C(Q)
tak, Ze u = u* skoro vSude na 2. Hodnota na hranici je tudiz dobfe definované a vime, Ze funkce je omezena (a dokonce
holderovsky spojita). Proto se v celém oddilu soustifedime pouze na p¥ipad p < d.

V tomto p¥ipadé jiz neni jasné, co je hodnota funkce na hranici, nebot d-dimenzionalni mira hranice je nula.
Na druhou stranu vime, ze v WP (Q) jsou husté funkce hladké az do hranice (alespoit pro Q € C°), ztZeni funkce
u € WHP (Q) na 99 ma tedy smysl pro hustou podmnozinu WP (Q). Staéi proto studovat, jestli je operator ztzeni
funkce u € C>(Q) na 9 omezeny jako operator z W1P () do jistého prostoru funkci definovaného na hranici.
Ukazeme nyni, ze tomu tak skutec¢né je.

2.6.1 Plosny integral a prostory LP(0f)

V celém oddilu budeme, pokud nebude Fe¢eno jinak, pracovat pouze s hranici typu C%! a budeme diisledné pouZivat
znaceni z Definice 2.2.11. Dale necht {¢r}7{\i1 je rozklad jednotky na jistém okoli 92 odpovidajici ndmi zvolenému
pokryti. Nejdiive si zadefinujeme pojem mnoziny nulové miry.

Definice 2.6.1 — MnoZina nulové miry na 9. Bud A C 9. fekneme, Ze A je nulové miry pravé tehdy,
kdyz pro kazdé r € {1,..., M} plati

{2’ € A, : Tp(x;,a,(2)) € A} =0.

Podobné jako v pfipadé standardni Lebesgueovy miry, budeme v dal$im pouZivat terminologii skoro vSude na 952,
pokud dané tvrzeni plati pro viechna x € 90\ A, kde A je mnoZina nulové miry.
Déle pokracujeme s definici méfitelné funkce.

Definice 2.6.2 — Magritelné funkce na 9Q. Bud f: 9Q — R. fekneme, Ze funkce f je mé&fitelna pravé tehdy,
kdyz pro kazdé r € {1,..., M} plati, ze f o T, je mé&fitelna na A, vzhledem k d — 1 rozmérné Lebesgueové mifte.

Konec¢né nyni pristoupime k definici plo§ného integralu.

Definice 2.6.3 — Integral [, dS. Bud u : 90 — R méfitelna. Oznaéme u, () := u(zx)¢,(z). Potom integral
pres OS2 funkce u je definovan jako

M
/udS::Z/ ur (To(z, an () VI F Ve @ P da’, (2.49)
o0 r=1 A
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pokud kazdy z integrali na pravé strané existuje a je kone¢ny.

Pozndmka 2.6.4. Poznamenejme, Ze v predchozi definici je kazdy integrand na pravé strang (2.49) méfitelna funkce.
Je tomu tak proto, Ze u je méfitelna a tedy diky hladkosti ¢, je i u, méfitelna. Navic, protoze a, jsou lipschitzovské,
pak dle Rademacherovy véty (Véta A.2.12) existuje Va, skoro v8ude na A, a navic je mé&fitelny.

Vyse zadefinovany plosny integral zavisi na prvni pohled na tom, jakou parametrizaci (popis) 92 jsme zvolili. Ze
tomu tak ale neni, je uvedeno v nésledujici klicové vété.

Véta 2.6.5 — Nezavislost plosného integralu na parametrizaci. Bud Q € C%! libovolna. Bud {a,1, A1, Tp1 }22,
a {ar2, Ay, Tra} M2 dva libovolné (vyhovujici Definici 2.2.11) popisy hranice. Bud dale {¢1}*", a {¢,,} 2 jim
odpovidajici dvé (libovolné) rozdéleni jednicky. Potom u je méFitelné vzhledem k prvni parametrizaci pravé tehdy,
kdyZ je méritelna k druhé parametrizaci. Navic pro kazdou méfitelnou v plati

My
S [ T an @)y 1 Van ()P det
A

Fil=ll

Mo
= [ walTalel a1+ Vara(ar,)P day
Arg

r2=1

(2.50)

a tedy plosny integral z u nezavisi na volbé parametrizace 0f).

Diikaz. Dikaz prvni Gasti véty o méfitelnosti je pfenechan ¢tenafi. V dalsim se soustiedime na dukaz rovnosti (2.50).
Protoze {¢.1} a {¢r2} jsou rozdéleni jednicky v okoli hranice 992, dostavame identitu

Mo

> [ walTalets a1+ Vara(ar,)P da
r2=17Ar2
Mo
= [ wbalTaetasanlafa)y 1+ Varlara P d
r2=1"Ar2

(2.51)
My M,
=Y 3 [ wbnn (Bl a1+ Vol dsi,
ro2=1ri=1"Ar2
Mo My
=ZZ/wmmmem>umwwma
ro=1ri=1"Ar2

Nyni se budeme soustiedit na posledni integral. Ozna¢me si nyni
(09)™1% := 0Q N supp ¢y N SUPP Gy

V dal$im budeme uvazovat pouze p¥ipady, kdy (9Q)"1"2 je mnozina nenulové miry (jinak by byl piislusny integral v
(2.51) identicky roven nule. Pro tyto mnoziny pak zadefinujeme jim piislusné lokalni popisy hranice

AR = (To)THO)™ 2, ATY = {agy € Apat any = an(a7q)},
ATy = (Tra) THOQ)™T2, ATy = {agy € Apz t a7 = ara(a79)}-

Zadefinujme nyni zobrazeni ¢ : ATd — A2 piedpisem

0(2)5) = (1) " (Tra(@h, ara(als))))

Lze snadno ovéfit, Ze toto zobrazeni je prosté a na (dtikaz tohoto tvrzeni je pfenechén ¢tenafi). Navic s pomoci tohoto
zobrazeni muZeme prepsat posledni integral v (2.51) jako

[, bt a1+ Vara(ar,) P day
Ara

(2.52)
= /A Ur16r2(Tr1 (0(272), ar1 (9(272)))\/ 1 + [Varz(2)5) 2 dal,.

Na tento integral nyni pouzijeme vétu o substituci. Zbyva nam tedy vyjadrit Jakobian zobrazeni ¢ a zarovein vyjadrit
Va,,. Pro jednoduchost dalsiho zapisu definujme nyni dvé pomocné zobrazeni

S (@) = Ta((@rn, e (200))), Bra(@n) = Tra((272, are(5)))

a dvé matice derivaci (! (@) a(x! (2",))
0z, ar1 (20 _ OTpg,; Qr2(Trg
ATl(‘r'Iy‘l) = T@x—zlr’ AT?(‘T":Q) T Tax—zqr’
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tj.
(Sij i <d, 5ij i <d,
A (x74) =€ dan (2hy) . Ay (x70) i= 4§ Daa(2ly) .
7/ Z —_— d’ 7/ Z —_— d.
8(1’7.1)]‘ a(mvﬂ)j
Navic, protoze T,1 a T2 jsou pouze otoceni a posunuti, existuji ortogonalni matice @1 a Q.o takové, ze
ox 1 LL‘I
Vi (2g) = (; (/ ) _ QriAri(271),
L1
02 (2o)

VioXra(x 7«2) = = Q?"QA?"Q('I;‘Q)'

!
0x) o

Nyni pouzijeme Sylvestrovo pravidlo pro determinant matice a definici matice A, a ziskdme (index T' znaé&i transpo-
novanou matici a l; zna¢i d-dimenzionalni jednotkovou matici)
L+ [Vioara(2)5)? = det (11 + V20,2 (272)(Viara(272))7)
= det (Id—l + (vr2ar2(x;‘2))TVT2ar2(xlrQ))
= det ((Ara(a72))" Ar2(27))
= det ((Ara(272))" (Qr2)" QraAra(,)) ,

kde posledni rovnost plyne z faktu, ze Q2 je ortogonalni. Nyni za pouziti definice .1, ¥,2 a ¢ a diky Tretizkovému
pravidlu (které je moZno pouzit, nebot a,1 i a,2 jsou lipschitzovské funkce) obdrzime identitu

14|V 20,9 (275) " = det ((Ara(272))" (Qr2) T QraAra(a75))

= det ((Qr2Ara(272))" QraAra(,))

= det ((vﬂzﬂ ($;~2))TVT2ET"2 (1';2))

= det (V2 Zr(p(272))" ViaXri ((2]5)))

= det (Vi1 Z (p(272)) Vrop(279)) " Vi Bt (9(272)) Viap (21) )
%wﬂ% (212))" Vi i ((a]))

det (Qr1Ar1(9(x]9))) " QriAr (@(x)5)))

= |det V¢ ()]
1)l
1) det (A, H)W%H@D
1)l

= |det VTQQD

(
(
= |det V,20(
(

Tuto identitu nyni pouZijeme v (2.52) a diky vété o substituci ziskame

/uwmdeMM1ﬂwwmmm
JANEN

= [ wnbralEn o)1 Van(oafa) P et Vragla) dats
Ara

(2.53)
— [ wnbea(En )1+ Von (ol dary
JAUSY
= / ur1¢ra(Tra (xlrla ari (-r/rl))) \/ 1+ |Var1(:c’ﬂ)|2 dx/rl'
Arl
Kone¢né pouzitim (2.53) v (2.51) a faktu, Ze @2 je rozdéleni jednicky, ziskame
Z/UﬁmWM@MWHWWMWb
r2=1
—ZZ/umﬁﬂmwmmmﬂmmmwa (254
r2=1rl=1
M,
=3 [ )y 1 Ve P,
rl=1
coz je kyZzena identita (2.50). Diikaz je tim hotov. |

Plosny integral je tak dobfe (a jednoznaéné) definovan a miizeme proto piistoupit k definici Lebesgueovych prostort
na 0. Tato definice je v podstaté pFimocaré zobecnéni prostori LP(€).
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Definice 2.6.6 — Prostory L”(99). Bud Q € C%' a bud u funkce definovana skoro vsude na 9. Rekneme, 7Ze
funkce u je prvkem LP(9Q), p € [1,00), pravé kdyz

/ lulP dS < oc.
o0

Dale fekneme, Ze funkce u je prvkem L (99), pravé kdyz

esssup |u(x)| < oo.
eI

Na prostorech L?(99Q) budeme nadale uvazovat nasledujici normu

([ 1ras)” pe o,

lull| e (o0) = oQ (2.55)
esssup |u(x)| p = o0.
€N

Obdobneé jako v klasickych Lebesgueovych prostorech chapeme prvky v LP(9) jakozto t¥idu ekvivalentnich prvki,
tj. fikdme, Ze u ~ v, pravé tehdy, kdyz u = v skoro vSude na 9€2. S touto konvenci pak muzeme dokazat nésledujici
veétu.

Véta 2.6.7 — Vlastnosti prostori LP(9). Bud Q € C%!. Potom je LP(9) s normou definovanou v (2.55)
Banachtv prostor, ktery je separabilni pro p € [1,00) a reflexivni pro p € (1, 00).

Diikaz. Dukaz se provede obdobné jako pro standardni Lebesgueovy prostory a lze jej nalézt napt. v Kufner et al.
[1977] nebo Necas [1967]. [

Pozndmka 2.6.8. Pripometime, Ze je-li € C%!, potom je dle Rademacherovy véty (Véta A.2.12) funkce a,.(-) dife-

da,

rencovatelna skoro vSude na A, a existuje konstanta C' > 0 takova, Ze ‘ S| < C < oo skoro v8ude na A,.. Proto pro

p € [1,00) miZzeme misto normy (2.55) pouzivat ekvivalentni normu

1
P

M
lull 2o o0y = (Z_j /A (T el ) dxr> 7 (2.56)

se kterou se ndm bude 1épe pracovat.

Nejenom ze diky lipschitzovskosti hranice miZzeme uvazovat pouze vyse uvedenou normu, nasledujici lemma ¥ika,
7e dal&i ekvivalentni norma miZe byt zadefinovana bez pomoci rozdéleni jednicky {¢, }2 ;.

Lemma 2.6.9 Bud Q € C%!, u méfitelna funkce definovana skoro viude na OS2, takova, Ze je nenulova pouze
na T,.(A,) pro n&jaké r € {1,..., M} pevné. Necht dale pro jisté p plati, ze [, |u(T.(z},ar(2])))|” dz] < co. Pak
u € LP(09) a navic existuje kladna konstanta C' = C(912) takova, ze

||UHLp(,99) <C (/A |U(Tr($;«,ar(xlr)))|p dx;)

F

Diikaz. Dukaz je snadnym disledkem definice a lze jej nalézt napf. v Kufner et al. [1977] nebo Necas [1967]. |

2.6.2 Véta o stopach pro W'? (Q)

Nyni pfistoupime ke stéZejnimu vysledku této ¢asti, ktery nam umozni v teorii okrajovych tdloh pro PDR hovotit o
hodnotach sobolevovské funkce na hranici 0f2.
Véta 2.6.10 — O operéatoru stop pro WhP(Q) s p € [1,d). Bud Q € C%!. Definujme linearni spojity operator
stopy T : C*°(Q) — C(99) pomoci
Tu :=u |gq .
Pro libovolné p € [1,d) ozna¢me
gy dp—p .11 p—1
ph = tj, & == ———-=.
d—p P p pd-1)

Potom existuje jednoznac¢né rozsiteni operatoru 1" takové, Ze je linedrnim zobrazenim

T:WhP (Q) — L1(0Q)
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a je omezené (a tedy spojité) pro viechna g € [1,pf].

Diikaz. Krok 1: Redukce na hladké funkce:
Predpokladejme, ze ukdzeme platnost néasledujiciho tvrzeni

Y0 € C¥(Q) ¢ 1Tl aopy < Cla:09) 0]l - (2.57)

Poznamenejme, Ze pro hladké funkce je operator Tv dobfe definovan. Potom diky Vété 2.2.15 vime, Ze pro kazdé
u € WP (Q) existuje posloupnost {u,} -, C C>(Q) takova, ze u, — u v W' (). Diky operatoru T" a diky vztahu
(2.57) je pak posloupnost {Tu,} -, cauchyovska i v L9(0f2). Z tplnosti prostoru L4(dN) (viz Vétu 2.6.7) pak plyne
existence limitniho prvku posloupnosti {T'u, },-, v L%(99). Mizeme tedy zadefinovat
Tu:= lim Tu,,.
n—oo

Ziejmé plati, Ze definice je nezavisla na vybéru aproximujici posloupnosti (dukaz tohoto tvrzeni je pfenechan Gtenari)
a tedy operator T mé vSechny poZzadované vlastnosti. Zbyva tedy se zabyvat platnosti (2.57). Navic, diky tomu,
7e d — 1 dimenzionalni mira hranice () je kone¢na, diky Hélderové nerovnosti plati, Zze pro kazdé ¢ € [1,p*] mame
vl paga0) < C(p*,09) ||v|| ;. (on)- Namisto (2.57) stadi tedy ovéfit pouze

Vo € C%@) ¢ Jloll ot oy < Cllolline - (2.58)

Krok 2: Lokalizace a rozklad jednotky:
Pfidrzme se opét znaceni v Definici 2.2.11 a bud {¢,}2; € C5°(T,.(V;)) rozklad jednotky na jistém okoli 9. Oznacme
= u¢, a pak tedy suppu, C T,.(V;.). Predpokladejme nyni, ze plati

(/ (T (2 )))V’” de)’”p”

) (2.59)
<o [ (B )P + ) ) d da,

Potom pouzitim ekvivalence norem (viz (2.56)) a standardni vty o substituci (pfipomefime, Ze T, jsou ortogonalni
transformace) dostavame

M M
H“”Lpﬁ(ag) > CZ HUTHLp“ (09) < CZ [[ur o Ty, (V)
r=1 r=1
M
= CZ H’U’THWLP(TT(VT)) <c HUHWLP(Q) )
r=1

kde jsme v posledni nerovnosti vyuzili faktu, Ze ¢, jsou hladké funkce. Zbyva tedy ovérit platnost (2.59) pro hladkée
funkce.

Krok 3: Diikaz nerovnosti (2.59):
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze T;. je identické zobrazeni (pokud by tomu tak nebylo, sta¢i pouze uvazovat
korespondujici pootoceni souradnic) a tedy, 7e T,,(VT) = V. Bud p > 1au € C®(Q). Z definice u, (¢, ma kompaktni
nosié ve V,.) vyplyva, ze pro kazdé =’ € A, plati ur(x ~(z!) + B) = 0. Uvazujme nejdrive piipad p > 1 a tedy i
p* > 1. Diky hladkosti u, ihned dostavame, Ze |ur|p € CY(V,1). Pokud tedy oznacime

v(@') = |up (2, a(2))|

dostaneme
dp—p

’U(:C/) = |UT(I’/ a(a:’))| d=p — |UT(9§' CL( /) + 6)|ddp:p
a(z')+pB P m
- _/a(m’) ds <|ur(x s)| ) ds.

Pfimocarym vypoctem tak ihned dostavame

a(z")+8 d(p—1)
v(x) §pu/ [Vu,(z', )| |ur-(z',8)] 7 ds.
a(z’)

Tuto nerovnost zintegrujeme pies A, a diky Holderovy nerovnosti (Véta A.3.11) ziskame

/ lv(a)] da’ <p/ / |Vurx ) |ur (@, )] 7 dsda’

= /V+ 1V ()] [ur ()| 5 da < 9 [Vl (V) ||ur||

d(P 1)

a5 (V)
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Protoze V,* € C%! (diikaz této vlastnosti pfenechavame Gtenéfi jako cvideni), mtizeme pouzit Vétu o spojitém vnoteni
p < d (Véta 2.5.1) a odhadnout posledni ¢len pomoci W'P-normy. Celkem tedy dostavame

H“T”Lpﬂ (Ar) < C(d,p) ||ur||wl,p(v,,+) ) (2'60)

kde konstanta C(d, p) zustava omezena pokud p — 1. Limitnim pfechodem tedy ziskame platnost (2.60) i pro p = 1.
Nerovnost (2.59) zfejmé plyne p¥imo z (2.60) a dikaz je hotov. [ |

V ptipadé p > d je situace mnohem jednodussi a plati nésledujici tvrzeni.

Véta 2.6.11 — O operatoru stop pro W1?(Q) pro p > d. Bud Q € C%! a T operator stop definovany ve
Vété 2.6.10. Potom pro kazdé g € [1, 00) je T spojity z W4 () do L4(9€). Navic pro kazdé p € (d,oc] a q € [1, ]
je T spojity z Wh4 (Q) do L4(09).

Diikaz. Situace p = d je analogicka situaci ve Vété 2.5.2, dikaz proto prenechévame ¢tendri jako uZitetné cviceni.
Pro p > d vime diky Vété 2.5.3, Ze WP (Q) je spojité vnoren do C°(2) a ditkaz je tudiZ trivialni a plyne pifmo z
Holderovy nerovnosti. |

Nyni zesflime vétu o stopich a ukdzeme, Ze vyjma piipadu p = 1 je operator stop kompaktni operator do jistych
Lebesgueovych prostora.

Véta 2.6.12 — O kompaktnosti operatoru stop. Bud Q € C%! a T operator stop definovany ve Vété 2.6.10.
Je-li p € (1,d), pak je T kompaktni operator z WP (Q) do L(9R) pro kazdé q € [1, p*).
Je-li p > d, pak je T kompaktni z WP (Q) do L4(99) pro kazdé q € [1,00].
Pro kazdé q € [1,0) je operator T kompaktni z W4 () do L4(99).

Diikaz. Pro p > d mame z Véty 2.5.3 kompaktni vnoreni WP (Q) do C°(Q) a dikaz je tudiz trividlni. V dalsim se
tedy budeme vénovat ptipadu p < d.
Nejdrive si dokdzeme obdobu nerovnosti z tfetiho kroku ditkazu Véty 2.6.10 a to nasledujici interpola¢n{ nerovnost

1 1—1
HUHLQ(é)Q) < O(an) ”uwvl,q(ag) ||U||Lq(§2) (2.61)

platnou pro kazdé g € [1,00). Pouzijeme strukturu dukazu Véty 2.6.10 a pozménime pouze nerovnost (2.59). Pro
jednoduchost budeme v dalsim vynechavat index r a opét vSe redukujem pouze na ptipad, kdy 7T’ je identita.

/|uxa DT dz’ <

|u 2, s)|? dsda’

a(x’)
a(z’)+ =
<q/ / |Vu o', 8)| |u(z’,s)|" " dsda’
(")
=0 [ IV o) < g 19l Bl

Pozadovanou nerovnost pro 2 pak dostaneme pouzitim krok jedna a dva z dikazu Véty o stopach (Véta 2.6.10).

Bud nyni A ¢ W1P(Q) libovolna omezena mnozina. Nagim cilem je ukazat, Ze T((A) je totAlnd omezena mnoZina
ve vhodném prostoru L(02). Oznaéme C* := sup,c4 ||ull1,p. Diky v&t& o spojitém vnofeni (Véta 2.5.1) miizeme
najit C** < oo takové, ze pro kazdé u € A a kazdé ¢ € [1,p*] plati |ju||, < C**. Nyni jiz pFistoupime ke konstrukei
e-sité. Bud tedy € > 0 pevné. Z Véty o kompaktnim vnofeni (Véta 2.5.20) vime, Ze pro libovolné 6 > 0 miZzeme najit
konec¢nou &-sit {u;}*_, € A v prostoru LP(f2), ktera pokryva A. Volme nyni

P

§ =7 1(C(p, Q)(2C%)7) 71,

Bud nyni u € A libovolny a u; takovy, Ze ||u — u;||, < ¢. PouZzitim nerovnosti (2.61) dostaneme

1 1—1
flu— ui”LP(@Q) <Cp Q) |ju— uiHII/)VLP(aQ) llu— ui”Lp(I;))
1

< C(p, (2070 F =
a tedy {Tw;}k_, tvoii e-sif v LP(0N) a dikaz je timto hotov pro ¢ = p. P¥imym disledkem spojitého vnofefeni

LP(0Q) — L1(09Q) pro q € [1,p] je pak platnost vty pro ¢ € [1,p].
Vénujme se nyni pifpadu ¢ € (p, p*). Obdobné jako nerovnost (A.3.14) muze byt dokézana interpolacni nerovnost

el acony < lulZoom lullfpg) . kde  —=—+—
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jejiz diikaz prenechavame ¢tenafi jako cvifeni. Kombinaci této nerovnosti a (2.61) ziskame

1 11 \“
= will ooy < (c<p, ) [l = il oo uuinm&)) = il
S(C( )(20*) 51——) (20**>17a

Ziejmé tedy vhodnou volbou § v zavislosti na e miZzeme sestrojit e-sit v L1(99), ¢imz je dukaz hotov pro vechna
p # d. Nicméné v pfipadé p = d postupujeme analogicky, pouze misto Véty 2.6.10 pouzijeme Vétu 2.6.11. |

V sekci o spojitych a kompaktnich vnofeni jsme vidéli, ze pfedpoklady na lipschitzovskost hranice 1ze v jistych situacich
zeslabit za cenu ziskani ,neoptiméalnich“ vysledkt. Nasledujici priklad v8ak rika, Ze jakékoliv oslabeni pfedpokladii na
hranice muze vést k nesmysluplné definici operatoru stop.

Piiklad 2.6.13. Uvazujme oblast 2 C R? takovou, Ze ¢ast jeji hranice je tvorena kiivkou (srovnejte s P¥ikladem 2.5.10)
ly|=2a", z€[0,1], p>1.

V Prikladu 2.5.10 Jsme ukazali, Ze je-li zbytek hranice oblasti hladky, pak funkce u(z,y) = 272 patiif do W2 (Q)
pokud je a < 1+“ “—
Spocteme-li mtegral pres hranici, dostaneme™*

15

a<le lu| dS < oo.
o0

Pro p > 3 tudiz existuji funkce z W12 (), které nepaii do zadného L4(9) pro libovolné ¢ > 1. Je tedy vidét, ze
podminku Q € C%! nelze rozumné zeslabit.

Nabizi se otazka, zda je prostor v (09) oborem hodnot operatoru stop (je-li p € [1,d)). Tato otazka je velice
dilezita v souvislosti s problematikou okrajovych tloh pro parcidlni diferencialni rovncice. Odpovéd je zaporna. Plati
pouze, Ze obor hodnot operéatoru stop je husty v v (09). Pro piesnou chrakterizaci oboru hodnot je nutné uvazovat
prostory s necelociselnou derivaci a této problematice se budeme vice vénovat v Sekci 2.8.1.

2.6.3 Charakterizace Wol’p(Q) a integrace per partes

Véta o stopach ma mnoho dilezitych dusledki. Nejenom, Ze ndm umoziuje hovofit o hodnotach na hranici €2 pro
sobolevovské funkce, ale umoziiuje ndm napf. zobecnit klasickou vétu o integraci per partes a pfesné charakterizovat
prostor WO1 P(Q). Vénujme se nejdiive integraci per partes, ktera se standardné formuluje pro po ¢astech hladkou Q
a pro funkce majici spojité derivace az do hranice. Ve Vété 2.1.21 jsme ukazali, ze predpoklad na spojitost prvnich
derivaci muze byt oslaben, pokud uvazujeme funkce z I/VO1 P(Q). Tento vysledek nyni zobecnime pro obecné sobolevovské
funkce a pro oblasti s lipschitzovskou hranici.

Véta 2.6.14 — o integraci per partes II. Bud Q € C%!. Potom existuje vné&jsi norméala v skoro viude na 9.
Bud dale p,q € [1,00] takové, Ze je splnéna jedna z nasledujicich podminek:

1) p€[1,d) aqe[l,d) splimjiei £ + 1 < &L,

2) p=dag>1(resp.g=dap>1),
3) p>dagqg>1(resp. ¢ >d,p>1).
Potom pro kazdé u € WP (Q) a v € WH4 (Q) plati

ov / ou
u dx = uvr; dS —
Ox; o9 o 0z;

Diikaz. Existence normaly skoro viude na Q je pienechan ¢tenaii (lze jej nalézt napi. v Necas [1967].

Déle se budeme vénovat druhé ¢asti véty. Ditkaz provedeme ponékud formélné, vynechame totiz rozklad jednotky:.
Formule Greenovy véty (2.62) plati, je-li 9Q po &astech hladkd a u,v € C°°(Q). ProtoZe kazdou lipschitzovskou oblast
miZeme zevnit¥ aproximovat hladkymi oblastmi (viz Necas [1962]), je moZné ukazat, Ze formule (2.62) platii v pfipadé
Qe uvel>Q).

(2.62)

1
15Musime uvazovat popis hranice z = |y|*, y € [—~1, 1] a tudiz po&itame

1 _a 1 1_4 2
[ ot H(,W )dy,
-1 o

coz dava vysledek uvedeny vyse.
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Necht jsou nyni u a v sobolevovské funkce, tak jako ve znéni lemmatu. Potom existuji posloupnosti hladkych funkei
{un}or  {vn}—, € C®(), které aproximuji funkce u a v v [lly1.0 ) T€SP- [[*llyyr1.0 () DOTME. ZFejmé tedy plati

vy, / / ouy,
Up——do = UpVpn; AS — — v, dx 2.63
/Q Ox; a0 o O; ( )

a sta¢i ukizat, Ze za danych predpokladi miiZzeme provést limitni pfechod v pravé uvedené rovnosti. Zabyvejme se
prvni variantou podminek, tj. p € [1,d), ¢ € [1,d), ovéFeni zbyvajicich dvou variant ponechdvame ¢tenafi jako cvideni.

Uvazujme nejprve integral na levé strand vztahu (2.63). Ten bude pro n — oo konvergovat k fQ ug—” dx, jestlize

2

d— 1
R !
dpp
coZ po upravé dava podminku % + % < % ze znéni lemmatu.
Analogicky postupujeme pro objemovy integral na pravé strané (2.63). Uvazujme nyni plosny integral. Zde poza-
dujeme (viz. Vétu 2.6.10)

d—p [ d—gq <1
dp—p dg—q
coz po upravé dava podminku d (% + %) < d+ 1, kterad je ziejmé diky predchozi podmince % + = < % splnéna

automaticky.
|

Dalsim stézejnim dusledkem véty o stopach je charakterizace prostori VVO1 P(Q).
Véta 2.6.15 — Charakterizace W, *(€2). Bud Q € C%'. Potom

W, P(Q) = {u e W' (Q); Tu = 0 skoro viude na 9Q} .

Diikaz. Nejdiive ukazeme inkluzi ,“. Bud u € W, *(2) libovolna. Podle definice prostoru W, *(§2) existuje posloup-
nost {u,},-, C C3°(Q) takova, ze u, — u ve WP (). Z¥ejmé T'u,, = 0 a za spojitosti operatoru stop pak plyne i
Tu =0 a tedy W, (Q) C {u e WP (Q); Tu = 0 skoro viude na 90 }.

V druhém kroku se zaméirime na obtiznéjsi inluzi ,, D, tj., pro danou funkci u € VVO1 (), musime najit posloupnost
funkei {u"}22, C C*>(Q) takovou, Ze ||u™ —ul|1,, — 0 pro n — co. Nejdfive pouZijeme rozklad jednotky pomoci funkei
{¢, M1 a vidime, Ze staci uvazovat pouze funkce u, := ue,. Pro funkci upry; je situace ziejma a stadi uvazovat
pouze standardni zhlazeni pomoci konvoluce. Vénujme se nyni pfipadu r = 1,..., M. Pro jednoduchost v dalsim
vynechame index r a navic nebudeme uvazovat prechod mezi jednotlivymi soufadnymi systémy. Pfipomenme znacéeni
z Definice 2.2.11

Vi={zeRY |z <ai=1,...,d—1a(2) <24 <a(2)+B}.

Staci tedy ukazat, ze pokud u € WP (V1) splitujici Tu = 0 na A a suppun{dV " \ A} = 0, potom existuje posloupnost
{un}o, CC°(VT) takova, Ze u, — u ve WHP (V).
Funkci u nejdiive roziiiime nulou vné VT, tj. definujeme
iy u(r',xg) (2 mq) €VT
a(z,xq) = , _
0 (2f,zq) €V,
V dal$im kroku ukazeme, Ze tato funkce pak patii do prostoru WP (V) a jeji slaba derivace je
Vula',zq) (2, 2q) €VT
Ve zg) = | T s €V
0 (2/,2q) € V™.

Pro dikaz platnosti tohoto tvrzeni nyni pouZijeme V&tu o integraci per partes IT (Véta 2.6.14). Pro libovolné ¢ € C3° (V)
mame

/&&p dx:/ ua(p dor = — auapdx—i—/ugouids
s 65CZ v+ 8:01 v+ 8.Ii A

ou o0t
:7/‘/+ 8$‘<pdx:f/v8m‘<pdx,

kde jsme vyuzili pfdedpokladu v = 0 na OV .
Takto rozsifenou funkci nyni vhodnym zpusobem zhladime. Budeme postupovat velice podobnym zptsobem jako

v dikazu Véty 2.2.15, jen namisto vysunuti funkce u ,,vné“ 2, budeme uavazovat zasunuti ,,dovniti*. Definujme
" (', xq) == (', xq — L). Funkce @" pat¥i pro dostatecns velké n do WP (V1) a navic suppU, C V*. Dale je

lim,, o0 [|0" — u||W1,p(V+) = 0. Nyni stac¢i zadefinovat funkce u™ = ny,,, * 4", kde 7y, je regularizator a h,, je vhodné

zvolené ¢islo mensi nez % tak, aby u™ € C§° (V). Diky vlastnostem regulaizatoru (Véta A.3.32) neni tézké ovérit, Ze
u™ — u ve WP (V1) &m# je ditkaz hotov. [ ]
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2.7 Poincarého nerovnosti a ekvivalentni normy

V tomto oddilu ukazeme, Ze v nékterych p¥ipadech je mozno misto standardni normy na WP (Q) uvazovat i jiné
funkcionaly, které definuji ekvivalentni normy na W*? (Q). Tyto ekvivalentni normy budou hrat dilezitou tlohu
v teorii PDR, pokud budeme piedepisovat hondotu funkce na hranici, popft. jeji ¢asti. Za¢neme jednim obecnym
lemmatem.

Lemma 2.7.1 Bud Q €C% ke Nap € [l,00). Ozna¢me symbolem P}, polynomy stupné nejvyse k. Necht {fi}izl
jsou spojité omezené funkcionaly (ne nutné linearni) nad W*» (Q) spliujici pro kazdé u € Pj_;

1
Z |fitw)]=0 <« u=0 skoro viude na .

i=1
Necht déle pro kazdé u € WFP (Q), A€ Rai=1,...,I plati
O] < A1)l
Potom existuji kladné konstanty ¢; a cp takové, ze pro kazdé u € WHP (Q) plati

1
P

l
a ullwroiy < | D ID%ulfogy + D IH@IF | < eallullyra - (2.64)
la|=k =1

Diikaz. Druha nerovnost v (2.64) je trivialni, zabyvejme se proto prvni nerovnosti.
Diikaz provedeme sporem. Piedpokladejme tedy, e existuje posloupnost funkei {@,}°", C WkP (Q) takova, Ze

n=1
plati
1
ax P l ~ \|P ’ H{L"HW’“'P(Q)
Z |D Un”Lp(Q) + Z | fi(tn)| < -
=k i=1
Ziejmé 4, # 0 muZzeme tedy definovat w, = i,/ HﬁnHWk,,,(Q) a po vydéleni vySe uvedené nerovnosti vyrazem

||ﬂn||Wk,p(Q) a pouzitim predpokladii na f; ziskame

p

l
o 1
D D% unlp oy + Y filwn) " | <~ (2.65)
=1

lel=k

a navic ||un|lyrp) = 1. ProtoZe je posloupnost {u,};2, omezend ve WP(Q), mizeme diky kompaktnimu vno-
feni WP (Q) —— WF-LP(Q) (Véta 2.5.22) vybrat podposloupnost (kterou nebudeme pieznacovat) a najit u €
WkE=LP(Q) tak, ze u, — u ve W*=1P(Q). Navic z (2.65) ihned plyne, 7e pro |a| = k je D%, — 0 v LP(2). Nutné
tedy musi platit, ze u, — u i ve WHP(Q).

Diky silné konvergenci tedy pro limitni fukei u plati, Ze [[ul[yipq) = 1 a D*u = 0 pro kazdé |af = k. Pou-
zitim Lemma 2.2.3 a jednouduché indukce neni tézké, ze nutné w € Py_i1. Diky spojitosti funkcionala f; je také
St 1fi(w)]” = 0 a protoze je u € Py_1, je i u =0, coZ je spor s lullyyrn gy = 1. [ |

Poznamka 2.7.2. Funkcionaly splhujici predpoklady Lemma 2.7.1 vzdy existuji, sta¢i napiiklad vzit
folw) = [ s"u(e)dz, ol <k -1,

popiipadé
fa = D%(z)dz, |of<k-1,
Q~
kde Q* je libovolna neprazdné podoblast ().

vvvvvv

Lemma 2.7.1 mé celou fadu riznych aplikaci. Uvedme alesponi ty nejdtlezit&jsi.

Véta 2.7.3 — o ekvivalentnich normach na W?(Q). Bud Q € C%!. Necht Q* C Q takova, Ze |Q*|4 > 0
a T C 99 takovd, 7e |[|4_1 > 0. Bud déle p € [1,00) a a;, i = 1,...,4, nezaporna &isla takova, ze Y5 a; > 0.
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Potom existuji kladné konstanty ¢; a co takové, Ze pro kazdou u € WP (Q) plati

P\ b
/udS / udzx >
I_‘ *

Diikaz. Oznacme f1(u (fr |ulP dS) fo(u) = |fr udS| fa(u (fﬂ* |ulP d:c) > a fi(u) = |fQ* uda:| Vsechny
tFi funkcionaly jsou zreJme homogenni (ve smyslu uvedeném v Lemma 2.7.1), omezené a spopte na WHP (Q) (zde
pouZivame vétu o stopach a predpoklad Q € C%!). PouZijeme Lemma 2.7.1 a stadi ukdzat, ze pokud u = konst., pak
je pro libovolné i € {1,...,4}

€1 ||u||W1,p(Q)

P
(|Vu|| @ t o |u\pdS+a2 +a3/ |u|? dz + ay

< e HUHWLP(Q) .

Tato ekvivalence je ale zfejma. |

Poznamenejme, Ze na rozdil od Lemma 2.7.1 pfedpokladame ve Vété 2.7.3 oblast s lipschitovskou hranici. To je dano
tim, Ze hovofime o hodnotéch funkce w na hranici a pouZivame vétu o stopach (Véta 2.6.10). Pokud bychom ale ve
vySe uvedeném lemma neuvazovali integrali pfes ¢ast hranice, vystacili bychom pouze s predpokladem na spojitost
hranice.

Neékteré nerovnosti (ekvivalentni normy) maji sva zavedend pojmenovani a nize uvedeme jejich kratky seznam.

Pozndmka 2.7.4 (vyznaéné nerovnosti). Bud Q € C%!. Pouzitim Véty 2.7.3 mmizeme lehce ziskat nasledujici nerov-
nosti:

1
1) Nerovnost c1 [[ully1.0(q) (||Vu|| Ly @) + [r |u? dS) " se nazyva Poincarého-Fridrichsova nerovnost. Ziejmé lze

misto [ [u[? dS brat i ([, |u|qu) kde g € [1, F=F] prop € [1,d) a g € [1,00) pro p > d.

1
2) Nerovnost c1 [[ullyrpg) < (||Vu||L,,(Q) + | [ udz] )p se nazyva Poincarého nerovnost. Jeji zobecnéni pro
WHP (Q) je uvedeno nize.
3) Misto [,. |ulP da 1ze uvazovat i ([, [u] d:r) kde q € [1, _pp] prop € [1,d) a g€ [1,00) prop > d.
Nakonec jesté zminime nékteré dulezité nerovnosti pro Sobolevovy prostory vyssich rada.

Véta 2.7.5 — o ekvivalentin norméach na Wk?(Q). Bud Q € C°, Q* C Q takova, 7e |Q2*|; > 0, p € [1,0) a
k € N. Bud a3 a ay nezédporna ¢isla spliiujici a; + as > 0. Potom existuji kladné konstanty ¢; a co takové, Ze pro
kazdou u € WP (Q) plati

&n HUHW’%P(Q)

P
< Z ||DauHIL'p(Q) +a (/Q* lul dz> + as

|a|=k

/ Daudx

la|<k—1

< e ”uuwk,p(g) .
Diikaz. Diikaz je pfenechan ¢tenéfi jako cviceni. ]

Ve vySe uvedené vété jsme neuvazovali integraly pfes hranici. To mélo dva divody. VySe uvedeny vysledek plati i
pro oblasti se spojitou hranici, protoze je zalozen pouze na kompaktnim vnofeni a nepotifebujeme tedy pouzit vétu o
stopach a lipschitzovskost hranice. Za druhé, na rozdil od Véty 2.7.3, pro Sobolevovy prostory vysSich fada nestaci
kontrolovat pouze integral pres ¢ast hranice, ale musime pfedpokladat i jisté kvalitativni pfedpoklady na ¢ast hranice.
Vse budeme ilustrovat na pifpadu prostoru W2P(Q) a obecny piipad pfenechame na rozmysleni étenafi.

Véta 2.7.6 Bud Q € C%! ap € [1,00). Bud T' C 99 takova, ze I' neni nadrovina a spliiuje |I'|4_1; > 0. Potom
existuji kladné konstanty c¢; a ¢y takové, Ze pro kazdou u € W2P (Q) plati

1
P

ex oy < | 3 1Dl ) + / WP dS | < s ulono

|| =2

Protoze 02 nemuze byt nadrovina, vySe uvedena nerovnost plati vzdy pro I' = 9.
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Diikaz. Diky Lemma 2.7.1 sta¢i ovéfit, Ze pokud u € P; a fr |u|P dS = 0, potom u = 0. Bud tedy w linedrni a u = 0
skoro v8ude na I'. To ale miiZe nastat pouze v pripadé, kdyz je I' nadrovina. Tento piipad je ale diky predpokladim
vyloucen. n

A7 dosud jsem fesili pfipady ekvivalentnich norem. Vidéli jsme, jak je dulezité vyloucit moznost, Ze funkce wu
je nenulovy polynom (k — 1)-tého fadu. Ne vzdy je to v teorii PDR moZné, jako je tomu napiiklad ve formulaci
Neumannovy okrajové tlohy. Proto zavedeme podprostory Sobolevovych funkci, které jsou ekvivalentni az na polynomy
jistého radu.

Definice 2.7.7 — faktorprostor W*? (Q) /P. Bud Q2 C RY, k€ N and p € [1,00]. Bud P C P;_; podprostor
polynomii (k — 1)-tého fadu. Ozna¢me W*P (Q) /P faktorprostor, tj. fekneme, Ze pro uy,us € WHP(Q), plati
uy ~ ug pravé tehdy, kdyz u; — ug € P. Tento prostor opatfime normou

lullwes@)/p = ﬂewk’iprgg):ﬂw lllyyrp () -

Tento prostor je zfejmé Banachtv, pro p € [1,00) separabilni a pro p € (1,00) reflexivni. Ditkaz tohoto tvrzeni je
prenechan ¢tenafi stejé jako ditkaz nasledujici véty.

Vé&ta 2.7.8 — Poincarého nerovnost pro faktorprostory. Bud Q € C° a k € N. Potom existuji kladné
konstanty c¢; a ¢ takové, ze pro kazdou u € W*P(Q) plati

cllillwrr ), < Z 1Dl 7wy | < collillweni@)p_,-
|| =k

2.8 Neékteré dalsi vlastnosti funkci ze Sobolevovych prostori

2.8.1 Prostory s necelociselnou derivaci, obor hodnot operatoru stop a inverzni véta o
stopach
Jako analogie zde mohou slouzit holderovsky spojité funkce, které mohou predstavovat spojité funkce, které maji

neceloc¢iselnou derivaci.
Uvazujme nejdiive Q C R?.

Definice 2.8.1 (Sobolevovy prostory s necelo¢iselnou derivaci)
Bud s € R, p € [1,00). Necht [s] je cela Gast s. Potom WP (Q) je podprostor vech funkei z WE» (Q) (WO» (Q) =

LP(Q)), které spliuji
|Du(x) — Du(y)|”
Vo, |a = / / - y‘dﬂ)(s Bi dzdy < oo.

Oznac¢me dale

lalloniy = | Nalweingy + 3 Ia(w)
|| =[s]

Potom plati

Véta 2.8.2 Prostor W*P (2) je Banachiv prostor s normou ||-[|y ., g, Tento prostor je separabilni pro p € [1,c0)
a reflexivni pro p € (1, 00).

Diikaz. viz. napf. Kufner et al. [1977] [ |
Pozndmka 2.8.3. Necht p € [1,00) a0 < s < 8 < 1. Potom
COP — WP (Q),

nebot

) — p
/ dedy
alo |z —ylitrs
1
< (Hop(u //Qp«_WJr(sﬁmdxdy<K(Hw( ).

Dalsi vlastnosti téchto prostori je mozné nalézt ve specializovanych monografiich. Nés spiSe zajimaji analogické
prostory na 0.
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Definice 2.8.4 (prostory W*P (9Q))
Bud s € RT, p € [1,00), Q € Cl*}'1. Ozna¢me pror = 1,..., M funkce v,(2.) = u, oT,(2., ay(")). Potom W*? (9Q)
je podprostor vSech funkei z LP(952), které spliuji

Vred{l,...,M}: v, € WP (A,).

Ozna¢me déle® L
»

M
HUHW&P(E)Q) = (Z Ur||€vw(a,,.)>
=l

aPfipominame, ze A, C R~1,
Analogicky jako vyse plati (viz. napf. Kufner et al. [1977])
Véta 2.8.5 Prostor W*? (01) je Banachiv prostor s normou [|[|yy..»(9q)- Tento prostor je separabilni pro p €
[1,00) a reflexivni pro p € (1, c0).
Ukazuje se, Ze prostory Wi-sP (09), p € (1, 00) jsou presné prostory charakterizujici obor hodnot operatoru stop.
Plati totiz

Véta 2.8.6 — inverzni véta o stopach. Bud Q € C%!, p € (1,00). Potom existuje jednoznaéné definované
spojité linearni zobrazeni
1
T:WhP(Q) = WP (6Q),

takové, Ze -
Vu € C°(Q) : Tu=u|aq -

Bud Q € C%!, p € (1,0). Potom existuje spojité linedrni zobrazeni
P:W'BP (90Q) » WP (Q),
takové, Ze pro v = Pu plati u = Tv.

Diikaz. Cely dukaz je ponékud technicky a je ho moZzné naléz napf. v Kufner et al. [1977] nebo Necas [1967]. |

Poznamenejme, Ze dikaz prvni ¢asti pravé zminéné véty je zalozen na Hardyho nerovnosti, ktera je dulezita i v aplikacich v parcialnich
diferenciélnich rovnicich. Uvedme zde nékolik jejich forem. Podrobngjsi informace muZe ¢tenaf nalézt v knize Kufner and Opic [1990].

Véta 2.8.7 (Hardy)
Bud a,b € R% a < b, u € LP((a,b)), p € (1,00). Pak plati

P ) = (o2 e
[ G5 [ wwia) @< (225) [ uwras,

0o P p (e o]
/ lu(®)|PEE—Pdt < (7) / ()P dt,
0 le—p+1] 0

kde nerovnost plati pro e > p — 1 pro u(oco) =0 ae < p — 1 pro u(0) = 0.
Bud u € I/Vol’p(Q)7 p € (1,00) a ozna¢me d(z) = dist(z, 992). Potom

/ ’3"} dz < C/ |VulPdz. (2.66)
Qld Q

7Z hlediska slabého feSeni parcialnich diferenciélnich rovnic je zajimavy nésledujici Hadamardav piiklad.
Priklad 2.8.8. Bud d =2 a Q = B1(0). Definujeme

dale

u(z,y) =Y 27" cos(22"¢) ma By(0)\ {(0,0)}
n=1

u(0,0) =0,

kde (p, ¢) jsou standardni polarni sougadnice (tj. p € (0,1], ¢ € [0, 27)). Potom Fada konverguje stejnomérné na By (0)
a tudiz u € C(B1(0)). Specialné tedy u € C(0B1(0)), ale pfimym vypoétem lze zjistit (provéite), ze u ¢ W2 (B1(0)).
Navic lze ukézat, ze u ¢ W=2(8B,(0)) a tudiz neexistuje zadné u € WH2(B;(0)) takové, ze jeho stopa by byla
déna funkef u |sp, (o). Neexistuje tedy slabé Feeni u € W2 (B1(0)) tlohy Av = 0 na By(0) s okrajovou podminkou
v=1u |331(0)€ C(0B1(0)).

V tomto oddilu se budeme zabyvat dalsimi vlastnostmi funkei z W*? (). Nékteré ze zde uvedenych vysledki jsme
jiz vyuzili v pfedchéazejicim vykladu.
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Sobolevovy prostory a Fourierova transformace
Véta 2.8.9 Bud k € N. Potom
1. Funkce u € L%(R?) patii do Wk:2 (Rd), pravé kdyz
(1+ |¢]*) a(e) € L2(RY),
kde 4 znac¢i Fourierovu transformaci®funkce u € L?(R%).

2. Existuji kladné konstanty c; a co takové, ze

Yu € Wk? (Rd) s C ||U||Wk,2(Rd) < ||(1 + |§|k) a(§)||L2(Rd) < c HU”Wk,?(Rd) .

?Pouzivame definici

Flu](€) = u(§) = ! z /u(:c)e’i(””'@dJC

2w &
pro funkce z L'(R?).
Diikaz. Dukaz souvislosti Soboleva a Fourierovy transformace
Krok 1: -
Bui u € W"2 (RY), tj. V|a| < k: D*u € L*(R?). Speciélné pro u € C{°(RY) plati Du(€) = (i€)*a(£). Protoze je
C5°(R?) hustée v W2 (R?), nenf tézké ukdzat, Ze pro u € W*?2 (R?) plati
50‘\11(5) = (i€)“a(€) skoro viude na R

Potom ale (i¢)*(¢) € L?(R?) a volbou a = (0, ..., k,...,0) (k na i-tém mist&) dostavame

| teriace |ds</ VEu(a) Pz,

([ @iy aorde)” < clulunsqee

odkud

Krok 2:
Necht naopak (1 + [¢[¥) [a(€)] € L*(RY), |a| < k. Ziejmé

evan 2
1GO U2 rey < e[| (14 [€1%) @O | 2 ray

Oznaéme

o = F 1 [(i€)*a(€)] (z) = ((i€)™a(€)),
kde " znaéi inverzni Fourierovu transformaci. Bui ¢ € C$°(R?). Potom z Parsevalovy rovnosti plyne

Depide = [ Degade = | (i€)ple)a(€)e
Rd Rd Rd
= (0! [ g e = (-1 [ puads
R4 Rd

tj. ua = D% (ve slabém smyslu). Navic D*u € L?(R?) a tudiz u € W*2 (R?). Ziejmé

HDau||L2(Rd) = HUCXHL?(RJ) = H(i')aﬁ’(')HLZ(Rd) <c ||(1 +1- |k> ﬁ(')HL2(Rd) .

Pomoci Fourierovy transformace muzeme téz definovat Sobolevovy prostory s necelo¢iselnou derivaci.

Definice 2.8.10 Bud s € (0,00) a u € L%(RY). fekneme, 7e funkce u € H*(R?), pravé kdyz
(1+ le*) a(¢) € L*(RY).

Pro s necelociselné definujeme
[ullrs ey = 1A+ 1 17) @()ll L2 ey -

Je mozné ukazat, ze H*(RY) = W2 (Rd), kde W2 (Rd) znaci Sobolev—Slobodeckého prostor definovany v 2.8.1.
Stejné tak normy || - || gs(rey a [|*[lyys.2(ray JsOu ekvivalentni.
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2.9 DuaAlni prostory

Bud k€ Nap e (1,00). Oznac¢me
(Wer' (@) =w (@),

kde &+ - = 1.
Restrikce ' € W=5P(Q), k € N na C§°(Q) ziejmé definuje distribuci. V nasledujicich tvrzenich se pokusime tyto

distribuce blize charakterizovat. Plati
Véta 2.9.1 Bud p € (1,00), k € N. Potom F € W—%P (Q) pravé kdyz existuji funkce {fo‘}laKk C LP(Q) takové,
Ze a
F= > (-1)"D*fa,
lal<k
kde D® f, zna&f distributivni derivaci, tj. pro u € W4" I(Q) plati

(Fou)y= Y | foaD%uda. (2.67)

la|<k <

Navic
||F||W—k,p(9) = inf Z Hfoz”ip(g) )
|| <k

kde se infimum bere pres viechny takové mnoZziny funkef {fa}, <y, které spliuji (2.67).

Dikaz. V obecném piipadé napt. Kufner et al. [1977], specidlni pfipad ¥ = 1 a p = 2 lze nalézt napt. v Evans
[1998]. [ |

Jind mozné charakterizace je

Véta 2.9.2 Bud p € (1,00), k € N a Q € C*°(Q). Potom pro kazdé g € Wéc’p/ (Q) definuje predpis

@)= 3 [ DD pdo, W@

lo| <k

spojity linearni funkcional na W(f P(Q).
* ’
Obraceng, ke kazdému ¢ € (Wg’p(Q)) existuje pravé jedno g € Wr? () takové, ze

VEEWSP(Q): (o, f) =) /Q DgD" fdz.

la| <k
Navic existuje kladné konstanta K = K(d, k,p, Q) takova, Ze

K Nl @y < 190l gwrqany < 19lwa sy -

2.10 Ekvivalentni zavedeni Sobolevovych prostori

Dalsf prostory, které jsou ve skute¢nosti shodné s W¥P (Q2), p € [1, 0], jsou tzv. Beppo-Leviho prostory. Jejich zavedeni je mirné kompli-
kované, zato v8ak pomérné snadno dokazeme nékteré vlastnosti téchto prostori a néasledné tedy i Sobolevovych prostorua zavedenych podle
standardni definice 2.1.6.

Oznaéme P*b .= {x =ta+ (1—-t)b|t €R, a,be Rd}. Bud © C R? oblast. Potom existuje posloupnost otevienych intervalt J; (ko-
ne¢na nebo nekone¢na) takova, ze

1. Yi#j:JNJ;=0

2. QAP =U{z =ta+ (1 —t)b| t € J;}.

J

Bud u funkce definované skoro viude na 2. PoloZzme

p(t) =u(ta+ (1 —t)b), prot € UJJ"
J

Definice 2.10.1 — mnoZina AC(Q). fekneme, 7e funkce u je absolutn& spojita na pifmce P%?, je-li spojita na vsech kompaktnich
podintervalech intervald J;.
Bud i €N, :=1,...,d. Ozna¢me AC;(Q2) mnozinu vSech funkci definovanych na Q pro které plati:



62 Kapitola 2. Sobolevovy prostory

Je-li M mnozina bodud (z1,...,%i—1,%it+1,...,2q) C R4=1 takovych, ze pro rovnobé&zky s osami z;, tj. pro

)= {(z1,. . zi—1,& Tit1, ..., zq) | £ €R}

(11 @im1, @44 1,120
je splnéno
Q ﬂ P(Il,-»-,zi—lvzi+1a-<-ymd) # 0

a soucasné funkce u neni absolutné spojita na této piimce P( , potom je |[M|4—1 = 0.

8 oo B S oot )

d
Znagime AC(Q2) = () AC; ().
i=1

=

Definice 2.10.2 — Beppo-Leviho prostor. Bud p € [1,00] a Q C R%. Potom BLP(Q) — Beppo-Leviho prostor — je mnozina viech
funkci u € LP(£2), pro které existuje @ € AC(Q2) takové, ze

1. @ = u skoro vSude v 2,

2. Vi=1,...,d: [88771] € LP(Q), kde [gf] znadi klasickou® parcialni derivaci funkce .

?Diky absolutni spojitosti 4 existuje [gf] skoro v§ude na Q.

Jinymi slovy funkce u € BLP(Q2) pravé kdyZ zménou funkce v na mnoZiné miry nula dostaneme funkei @, kteréd je absolutné spojita na

skoro v8ech rovnobézkich s osami, a navic u a vSechny klasické parcialni derivace [%] pat¥i do LP(Q).
i

1
P P
LP(Q)>

Véta 2.10.4 — Ekvivalence Beppo-Leviho a Sobolevovych prostort. Bud p € [1,00]. Pak plati BLP(Q2) = WP (Q) (tj.
Beppo-Leviho prostory jsou izometricky izomorfni s odpovidajicimi Sobolevovymi prostory).

Cviceni 2.10.3. Ukazte, ze

d ~
ou

ull sy = Il e + <Z [o=]
i=1 Zi

definuje normu ve vektorovém prostoru BLP ().

Dikaz plyne z nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 2.10.5 Bud u € L} (Q) N AC;(Q). Je-li [57“] € L} (9), potom se [687“] shoduje se slabou derivaci, tj.

loc loc

ou
= D,.
[311} vt

skoro vsude na €.

Drikaz. Zvolme ¢ € C§°(£2) a prodluzme u a ¢ nulou vné Q. Potom

o] 0
/ u 1 dx—/ / u ¥ dz; | dzy...dzij—1dzipq ... dzg
o O ri-1 \ Jp Oz;

(21,4 1sB5425-22a)

/R"H /P(ml,.“,xil,wm,...,wd)
ou
= — d
/Q [3%} P

pfi¢emz jsme dvakrat pouzili Fubiniho vétu a vlastnosti absolutné spojitych funkci. ]

ou
[6:):'] @ | der...dzi—1dxitr ... dog
1

Lemma 2.10.6 Bud u, D;;u € L} (). Potom existuje @ € AC;(Q) takové, ze u = @ skoro viude na Q2 a navic

loc
[ ou :| —Dyu
ox; ‘

skoro vsude na €.

oo
Diikaz. Dodefinujeme u nulou vné Q. Bud {Kp,},2; posloupnost kompaktnich mnoZin takovych, ze K, C Kn11 a |J Kn = Q. Bud
n=1

pn € C®(Q) takova, ze pn, = 1 na Kp a ¢n =0 vné K, 1. Polozme

Up = UPn, Wp = Dz, Un.

Ziejmé je Wpn = Dy, upn + u%ﬁf a TUn,Wn, € L1(Q). Déle Uy, = u a Wy, = Dy, u na Kyp. Definujeme

Zq
—y —y _
Up (@) =up (@1, ., @1, T4, Tit1, - - Ta) :/ W (155 Tim1, Y Tit 15 - - -5 Td) dY-
— 00
Funkce @}, je definovana pro takova (x1,...,Ti_1,Zi Tit1,...,2q) € R Ze
—+oo
/ Wi (@15 Tim1, Yy Tit 1, -+, Tg) dy < 00,
oo
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coZ je splnéno pro skoro vSechna (z1,...,%i—1,%i,Tit1,...,2Zq) € Rd-1 (ve smyslu d — 1-dimenzionalni Lebesgueovy miry). Evidentné
uy € AC; ().
Pokud se nadm podari dokazat, Ze
), = Uy skoro viude na €, (2.68)

muzeme pro x € K, polozit
i(2) = @h(a), n=1,2,....

Pak je u(xz) € AC;(Q2) a z predchoziho lemmatu 2.10.5 plyne, ze
{ o1
ox;

:| = Dziuz

coz jsme chtéli ukazat.

Vratme se k (2.68). ProtoZe @, ma kompaktni nosi¢ v 2, existuje posloupnost {uﬁ}zozl C C§°(2) takova, 7el6

lim Huﬁ — Hn‘

(@)

k—oc0
afk
lim H %, =0.
k—oo || Ox; LP(Q)
Mame tedy
Ry R Y
[ =Tl @) < i |[in = un L1<9)+klgrolo Un T a1 q)
— 1 kE _ =
_khj;oHu” Ul
a
g
H“ﬁ*ﬂfl =/ |Uﬁ*ﬂﬁ\d$=/ “ﬁ*/ Wi (L1, s Tim1, Y Tig 1, - - -, Tq) dy| da
L1(Q) Q Q —o0
x; K] k
I (5ol
al/-c \ Ox;
b) k
< / 6u" — Wy | dydzx
.
QIBnt2 OV P4 ai ey yng) i
R uy
< 2diam(Kn42) — — 0,
8Ii Ll(Q)

nebot supp wn, C Kp41 a pro vhodnou volbu uﬁ muzeme docilit toho, Ze supp ufl C Kp42. Odtud tedy @}, = u, skoro vSude na €2 a dikaz
je hotov. |

Diky vété 2.10.4 dokazeme snadno nasledujici vlastnosti WP (Q) prostorii.
Diisledek 2.10.7 (n&které vlastnosti Sobolevovych prostori).
1. Necht Q = I = (a,b), a,b € Rau € WHP(Q), p € [1,00]. Pak existuje reprezentant u* = u skoro viude na (a,b) takovy, Ze
u* € C([a, b]).
2. Necht u € WHP (Q), p € [1, 0] a necht Vu = 0 skoro viude na €2 . Pak u = konst. skoro viude na .
3. Oznaéme ut = max(0,u) a u~ = max(0, —u). Je-li u € WP (Q), p € [1,00] pak jeiut,u™,|ul € WLP (Q).

Diikaz. (1) Tvrzeni plyne okamzité z definice BLP((2).

(2) Tvrzeni plyne z toho, Ze je-li & € AC(Q2) a [3711] =0proi=1,...,d potom nutné & = konst.

(3) Je-li u absolutné spojita funkce, potom jsou absolutné spojité i ut,u™ a |u| a tvrzeni proto plyne z rovnosti BLP(2) a WP (Q). Navic
zfejmé

D..u skoro viude na u > 0
Dy ut = ‘
¢ 0 skoro vsude na u <0
_ —Dgz;u skoro viude na u < 0
Dy, u™ =
0 skoro vSude na u > 0
Dg,u skoro vSude na u > 0
Dy, |lul = { —Dg;u  skoro viude na u < 0

0 skoro vSude na u = 0.

167 de ve skute¢nosti vyuzivame tvrzeni 2.2.1, které dokazeme v dalsim oddilu nezévisle na vysledcich této asti. Nenf ale t&zké nahlédnout,
ze muzeme vzit uﬁ =11 *up, kde n1 je regularizator, viz. A.3.27.
k k



Kapitola 3

Linearni eliptické rovnice druhého radu

Eliptické rovnice druhého fadu patfi mezi nejvyznamnéjsi typy rovnic. Jsou také nejvice studované a zaroven nejvice
prozkoumané. Divodem k intenzivnimu studiu téchto rovnic je fakt, ze popisuji mnoho redlnych problému. Zde si
ukézeme nékteré zakladni typy takovych rovnic, zformulujeme okrajovou tlohu v terminech slabého Feseni a budeme
se zabyvat jeho existenci a popf. jednozna¢nosti. Déle se budeme zabyvat otdzkami na vySsi regularitu téchto feSeni a
budeme studovat, za jakych podminek tato slaba feSeni jsou i feSenimi klasickymi. Ukazeme, Ze v nékterych pripadech
jsou slaba TeSeni také minimizéry urcitych tloh variaéniho poc¢tu, popf. i tzv. dualnich tloh. Na zavér této tvodni ¢asti
bychom chtéli zdturaznit, Ze a¢ se na prvni pohled bude zdat, Ze teorie je zcela kompletni a v nékterych piipadech i
pomérné jednoduché, pravy opak je pravdou. I v této nejvice prozkoumané oblasti teorie PDR je stale velky pocet
dilezitych otevienych problémi a na druhou stranu existuji i vysledky, které ukazuji, Zze vSe neni tak jednoduché a
primocaré, jak se na prvni pohled miize stat.

Tuto kapitolu rozdélime na dvé ¢asti. V prvni budeme studovat linearni tlohy, které pak povedou na teorii v
obecnych Hilbertovych prostorech, coz nam velmi usnadni situaci. Na konci se pak budeme zabyvat i nékterymi
problémy nelineérnimi, prostory, ve kterych budeme hledat feSeni, budou v8ak nadale prostory Hilbertovy. Nelinedrnimi
tlohami, kde budou Hilbertovy prostory nahrazeny prostory Banachovymi, se pak budeme vénovat v nésledujici
kapitole.

3.1 Linearni parcialni diferencidlni rovnice 2. radu

V této casti budeme studovat vlastnosti nasledujictho diferencialni operatoru druhého Fadu. Pro otevienou
Q c R? a libovolnou funkei v : © — R definujeme

L du oaw Koo
b= = 30 o (o) + Lo, + 3 g o+ @1

kde A := (aij);i)j:l : Q= R4 &= (¢;))L, : Q = R4, d:= (di)4,: Q= R¥ab:Q — R jsou koeficienty operatoru
L. Pro zkréaceni zapisu budeme v dalsim textu ¢asto pouZzivat také Einsteinovu séitaci konvenci (s¢itdme pies dva
opakujici se indexy, od jedné do d), popi. budeme pouZivat vektorovy zépis, tj. operator L budeme také ekvivalentné

zapisovat jako

Lu:—a< 8u)—f—c- Ou —|—8i(diu)+bu
z;

8.%1‘ i 87% ‘ 83:,-
= —div (AVu) + &- Vu + div (du) + bu.

Piestoze nékteré dikazy budou provedeny pouze pro ,skalarni“ operator L definovany ve (3.1), vSechny kromé
principu maxima mohou byt zobecnény i pro systémy rovnic, tj. pro problémy, kde je a-ta slozka operatoru L, s

ac{l,...,N} a N € N znagici poet neznamych, definovana pro u: Q — R¥ jako
N d N d
pe 0 af 8u5 af 8u5
(= =30 Y o (G ) +
B=11,5=1 B=1i=1
Nod g N (3.2)
+ —(dPuP) + 3 bl
& 20 O L

Parametry operatoru L pak stejné musime chapat v tomto smyslu a definujeme zobrazeni A : Q — RdxdxNxN ,

¢ Q= RIXNXN 5. 5 RXNXN 4 6. Q — RV*N pomoci (K)?f = a%ﬁ, @97 = P, (@) .= d* a (6)*F .= boF.
Tato zobrazeni nazyvame koeficienty operatoru L. Pro zkraceni zapisu budeme opét pouzivat vektorovou symboliku

Lu = —div (A’Vu) +EVu + div (Ju) + bu,

64
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ktery je nyni t¥eba chapat jako rovnost na RM. Vyraz ¢Vu chapeme jako (¢Vu)® ZZ 1 Za 1 ?B%L;, du jako
@u)F = Y5, diu?, bu jako (bu)® = S5 b*PuP.
Nyni si zavedeme pojem elipticky operator, ktery bude samoziejmé vztazen k operatoru L.

Definice 3.1.1 — Elipticky operator I. Bud Q C R? oteviena. Rekneme, Ze operator L definovany v (3.1)
je elipticky, pravé tehdy, kdyz pro kazdé i,j € {1,...,d} plati a;;,c,¢;,d; € L™(2) a existuje konstanta C; > 0
takova, e pro viechna Z € R? a skoro viechna = € Q plati

d
TA(z)Z = Z T)z2; > C1|Z)2. (3.3)

Velice podobnym zptusobem definujeme elipticitu i pro operator definovany v (3.2).

Definice 3.1.2 — Elipticky operator II. Bud Q C R? otevrena. Rekneme, Ze operator L definovany v (3.2)
je elipticky, pravé tehdy, kdyz pro kazdé i,j € {1,...,d} a a, 3 € {1,..., N} plati alaj’g,dfﬂ, P beP e L) a
existuje konstanta C; > 0 takova, Ze pro viechna Z € R a skoro véechna x € Q) plati

d N
ZTA@ZE= Y Y ail ()02 > Ol (3.4)
i,j=1 af=1

Dale se zaméfime na samotnou definici problému, ktery chceme fesit. Pod pojmem data budeme tedy v dalsim
textu rozumét nasledujici:

e Oblast Q C R? bude vzdy s lipschitzovskou hranici a jeji hranice bude tvofena ¢tyfmi ¢astmi
oN=T,uUlbul'sUuM
kde T'; je oteviena v 9Q pro ¢ = 1,2,3 a (d — 1)-rozmérna Lebesgueova mira mnoziny M je nulova.
e Data na 2, tj.
f:Q—RY.

e Data na 99
u: 'y — RN,

g:ThLUul's - RY,

: Ty — RVXN,
Cilem je vyftesit ulohu:

Definice 3.1.3 — Okrajova linearni elipticka tloha. Pro dané data Q,f,up,g a a operitor L definovany

v (3.2) hledame u : Q — RY splitujici
Lu=f v Q, (3.5)
u=ugna Iy (Dirichletova okrajova podminka), (3.6)
(AVu—du)-7=g na I'y (Neumannova okrajova podminka), (3.7
(AVu—2du)-7+ u=g na I's (Newtonova okrajova podminka). (3.8)

Vyse uvedena definice tedy zahrnuje systém eliptickych rovnic se tfemi druhy okrajovych podminek. PFipomenime, Ze
rovnice (3.5)—(3.8) se podrobnéji zapisi takto. Pro kazdé o € {1,..., N} plati:

aﬁauﬁ N4 56’&6
_ZZaxl<w 3%>+;Z ox;

B=14,5=1

N d
22 81 (d77u”) + Z bPuf = f v Q, (3.9)

B=11i=1 B=1
u® =ugna I'q, (3.10)
N d d 3
S (e s | - @) =g na T 3.1
: _ iJ 83)j )
B=1 1 7j=1

hE
M&

d 3uﬂ N
Za?‘,ﬁf — (d¥PuP) | v + Z 0%Pu® = ¢® na Ts. (3.12)
: P

™
I

—
S
<
I

—



66 Kapitola 3. Linearni eliptické rovnice druhého fadu

V praxi se ¢len AVu - U Casto nahrazuje znacenim Vu - #1, kde ol je tzv. konormala definovana vztahem n?ﬁ =

Z?:l a?]l’gyi.

Pozorovdni 3.1.4. V8imnéme si, ze pro N = 1 (skalarni rovnice) vektor konormaly 7i(z) = (ni,...,nq) sméfuje
v kazdém bodé x € 0 ven z oblasti, protoze diky pfedpokladim na A (viz (3.3) a (3.4)) plati 7i(z) - ¥(z) =
S ai (@) (2)vi(a) > Crlp(@)? = Cy > 0.

Dale si uvedeme nékolik typickych prikladi, které zapadaji mezi okrajové linearni eliptické tlohy.

Piiklad 3.1.5. Bud N =1 (tedy jde pouze o jednu rovnici) a A(z) = | (tj. a;;(z) = d;; pro kazdé x € ), b=0a
¢=d =0 v Q. Potom se tloha (3.5)~(3.8) redukuje na tvar

—Au = fvQ,
U:UOVF1,
ou Ou (3.13)
o7 _on IV
ou
— +ou =gviy
on

Tato tloha popisuje napiiklad rovnovazné rozdéleni teploty v homogennim a izotropnim materidlu za podminek,
kdy na T'; je dana teplota ug, na I's je pfedepsén tok tepla hranici a na I's je tento tok imérny rozdilu vnéjsi (dané)
a vnit¥ni (neznamé) teploty.

Dalsi priklad znazornuje, Ze elipticka tloha je obecné vhodna k popisu jevil diftze a transportu.

Priklad 3.1.6. Bud N=1,b=0, d=0a ¢ takovy, 7ze dive =0 v Q. Potom se tloha (3.5) redukuje na tvar
—divA(Vu) +¢-Vu = f v Q. (3.14)

Tato rovnice obecné popisuje dva jevy: ¢len AVu reprezentuje difazni tok (napf. Browniv pohyb) a ¢len ¢- Vu
reprezentuje transport veli¢iny u v nestlacitelné tekuting pohybujici se rychlosti ¢(z) v bodé x.
Kone¢né uvedeme jesté jednoduchy priklad na systém rovnic, ktery v sobé navic bude zahrnovat i ,,reaktivni“ ¢leny.

Priklad 3.1.7. Bud N =2, A =1 (tj. a%ﬁ i= 6ij0ap), 0 = ¢ = 0 a b*? := (=1)%(1 — §,p). Potom se tloha (3.5)

redukuje na tvar
—Aul o u2 _ fl
v Q. (3.15)

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabyvat feSitelnosti a dalsim kvalitativnim vlastnostem TeSeni obecné tlohy
zavedené v Definici 3.1.3, nicméné ¢tenal by mél mit na paméti, ze nasim prvoradym tkolem je porozuméni prototyptm
rovnic uvedenych v (3.5)—(3.8) spiSe nez budovéni zcela abstraktni teorie. Tim bude také motivovano zavedeni pojmu
slabého FeSeni, a¢ by v nékterych situacich definice mohla byt jina.

3.2 Definice slabého resSeni

Postup ,,odvozeni“ slabé formulace byl uz naznacen v prvni kapitole. My se zde pridrzime této myslenky a pokusime se
odvodit vhodnou formulaci nageho problému. Piedpokladejme tedy, Ze u je klasické FeSeni (3.5)—(3.8) a ze koeﬁcienty
eliptického operatoru a data jsou hladké. Bud nyni pro kazdé o € {1,..., N} ¢® € C>(Q) libovolna splitujici p* = 0
na I';. Pokud vynéasobime a-tou rovnici v (3.5) ¢%, sefteme pfes a = 1,..., N a zintegrujeme celou rovnost pres (2,
ziskame tim identitu (viz také zapis (3.9))

N d aﬁc’)uﬁ d ap OU” 9 280 1 5B oo d

N
—/QC;fapdx.

Nyni u ¢lent s divergenci budeme integrovat per partes a ziskdme tak identitu

890" N p0uP d )
aﬁai ' aﬁi e daﬂ B QD baﬁ B, « d
Z / ig=1 U 8.Z'j 8.’L‘i +;Cl 83@@ Z 8 + ) .

a,f=1 i=1

+ Z/ Z a;; a—ul—i—Zdaﬁ 6% *dS = /Zfo‘go“dx

a,f=1 1,j=1
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Pro hrani¢ni integral nyni vyuZijeme podminky (3.11)—(3.12) a fakt, ze p® = 0 na I';, a vy8e uvedenou identitu
prepiSeme do finalniho tvaru (dodeﬁnovéunim g nulou na I'y)

D At A I
+Z/ aﬁﬁads /Zfaadx+2/
=1 a=1

Navic pouzitim maticového, popt. vektorového zapisu, mtzeme tuto identitu prepsat do mnohem pohlednéjsiho tvaru

(zde oznaéime u = (u',...,u’") a podobné pro ostatni veli¢iny)

/ (A’Vu.V¢+Evu-<p—SV<p~u+bu~<,o)dx+/ u-pds
@ Ts (3.16)

:/f-(deH—/ g - pdS.
Q 1)

Pro dalsi ucely této sekce si zkratime zapis levé strany jesté vice a zadefinujeme si pro pevny operator L a pevné &
nasledujici bilinearni formu

Br, (u,¢p) = /Q <KVu-V<p+EVu-<p—5V<p-u+bu-<p> daH—/F u-pds, (3.17)
3

kde predpokladame, Ze vSechny integraly existuji a jsou kone¢né. V prvni kapitole uz bylo naznac¢eno, Ze nami hledané
feSeni by mélo nalezet do prostoru W12(Q). Pro zopakovani této motivace uvazujme nyni specidlni pifpad A=1,b =7
a f libovolné a vechna ostatni data a parametry nulové. Pokud poloZime ¢ := u v (3.16), ziskime identitu

1 1
fulfs = [ £ouds <S03 + 5 uli (31)

kde jsme na pravé strané vyuzili Youngovu nerovnost. Vidime, Ze druhy ¢len v nerovnosti mizeme pievést na levou
stranu a tedy, Ze pfirozend se nabizejici norma, kterou mame (formalng) a priori pod kontrolou, je W12-norma. Nyni
a v celé kapitole budeme nadéle predpokladat, ze Uy € W12(€) je takové funkce, Ze stopa Uy je rovna ug na I'y. To
nas tedy vede k nasledujici definici slabého Feseni (3.5)—(3.8).

Definice 3.2.1 — Slabé feSeni okrajové linearni eliptické tlohy. Bud Q € C%! s pfislusnymi ¢astmi hranice
{I';}2_, a operator L elipticky ve smyslu Definice 3.1.2. Definujme

Vi={p=(¢"...,o"): Va=1,...,N ¢* € W"3(Q), To*|r, = 0}
se standardni normou ||¢[|3 = Za 1 g™ ||W12(Q Bud dale pro kazdé o, 3 = 1,..., N funkce 0®# € L>°(T'3),
u® € W2(Q) a data g* € (W22(00))* a f* € V*. Rekneme, #e u je slabym fesenim (3.9)—(3.12), pokud
u—UyeV

AR - (3.19)
BL, (u790> = <f7(p>V + Z<g y P >W%2(OQ) pro pro kazdé pE< V.
a=1

Diky predpokladim na data a na koeficienty operatoru L jsou vSechny ¢leny v (3.19) dobie definované a kone¢né. To
lze snadno nahlédnout z Holderovy nerovnosti a Inverzni véty o stopach (Véta 2.8.6), coZ je prenechano ¢tenaii jako
snadné cviceni. Za povimnuti také stoji pfedpoklad na f a g. Na rozdil od integralni formulace (3.16), kde jak f tak
g byly integrovatelné funkce, v (3.19) uvazujeme, ze mohou nalezet do ur¢itych duali. Nicméng, pokud bychom navic
predpokladali, ze f* € L2(Q2) a g® € L?(Q), miizeme zcela jisté fesit nasi tlohu prostym definovanim

<f190>V :Afwdxv <g ) P >W%’2(8Q) = /an 2 ds.

Na druhou stranu, obecnost definice (3.19) nam umoZziiuje pokryt i p¥ipad, kdy je prava strana definovana jako derivace
nehladké funkce. Pokud napt. I'y = 9Q a f := divF, kde F® € L*(Q), mizeme snadno definovat

(f,0)v ::—/ F . Vpdz.
Q

Tato definice je navic zcela konsistentni s preferovanou integralni definici, protoze pokud F® € W12(Q) a tedy
f* € L*(Q), mitzeme diky integraci per partes (Véta 2.1.21) identifikovat

(£, p)v ::—/f~chdm: divf‘-cpdx:/f-cpdx.
Q Q Q
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Na zacatku této sekce jsme ukazali, Ze pokud u je klasické feSeni, pak by mélo spliiovat i formulaci slabého feSeni.
Nyni se budeme zabyvat i opa¢nou implikaci, tj. pokud u je slabé feSeni, které je navic dostateéné hladké, pak uz jde
o TeSeni klasické. Tato implikace je klicova pro ospravedlnéni slabé formulace, protoze rika, Zze kdykoliv jsme schopni
ukézat dostatek regularity pro hladké slabé feseni, pak uz dostavame i feSeni klasické. Navic pokud by se ndm podafila
ukézat i jednoznacnost slabého Feseni, pak uz je slaba formulace jedina spravna volba. Vse je pak shrnuto v nésledujici
véte.

Véta 3.2.2 — O konzistenci slabého FeSeni. Necht jsou splnény vSechny predpoklady Definice 3.2.1. Necht
pro kazdé i,j € {1,...,d} a kazdé a, 8 € {1,...,N} plati i, d?” € CL(Q), ¢f” 62, f € C(Q), 02, g € C(09)

a US,u® € C(Q)NC%(Q) N WH2(Q). Potom u je klasické Feseni (3.9)—(3.12) pravé tehdy, kdy# u je slabé Fegeni.

Diikaz. Prvni ¢asti ditkazu, tj. ukdzanim toho, Ze kazdé klasické feSeni je i FeSeni slabé, jsme se zabyvali na zacatku
této sekce, a proto ditkkaz nebudeme opakovat. Vénujme se tedy ditkazu druhé implikace. M&jme tedy u® € C(Q2) N
C%(Q) N Wh2(Q) pro kazdé a. Checeme tedy ukézat, Ze pokud u splituje (3.19), pak uz také spliuje (3.9)-(3.12). Bud
pro kazdé a € {1,2,..., N} funkce p® € C5°(f2) libovolna. Uzitim této testovaci funkce v (3.19) a diky predpokladim
na f ziskdme (poznamenejme, Ze v8echny hrani¢ni integraly vymizi diky tomu, Ze ¢ ma kompaktni nosic)

/(KVu~V<p+E’Vu-<p—5th-u+bu~<p)d:v:/f~¢pdx.
Q Q

Na prvni a tfeti ¢len na levé strané pouZijeme integraci per partes (diky silnym predpokladim na vSechny funkce tento
postup nyni miZzeme pouZit) a ziskdme diky faktu, Ze hraniéni integraly opét vymizi,

/Lu-godx:/f-cpdx.
Q Q

Protoze ¢ je libovolna hladka funkce s kompaktnim nosi¢em, ihned dostaneme platnost (3.9). Platnost (3.10) je zfejma
a soustfedime se tedy jesté na platnost (3.11)—(3.12). Zopakujeme cely postup jen s tim rozdilem, ze predpokladédme
funkce p® € C1(Q) takové, Ze @ = 0 na I';. Tyto funkce splituji ¢ € V' a mohou byt tedy pouzity v (3.19). Dostévame

/ (RVu-th+E’Vu~go—5V<p-u+bu-<p)dx+/ u-pdS
Q

s

:/f-cpdx+/ g-@dS.
Q pUT

Na prvni a tfeti ¢len na levé strané opét pouzijeme integraci per partes, jen nyni musime zahrnout i hrani¢ni ¢leny
(poznamenejme ale, Ze integral pies I'y opét vymizi, protoZe ¢ = 0 na I'y)

/Lu~<pdx+/ (KVuD’~<p—5u~17)-cpdS+/ u-pdS
Q I';ul's

s

:/prder/ g pdS.
Q I'oUl's

Diky pfedchozimu kroku jiz vime, Ze prvni ¢leny na obou stranach se rovnaji. Protoze v8ak ¢ mize byt volena na
I'; U T3 libovolng, ihned dostavame platnost (3.11)—(3.12). [ |
Zavérem této ¢asti jesté zformulujeme pojem feSeni lezictho mezi klasickym a slabym FeSenim.
Definice 3.2.3 — Silné feSeni. Necht jsou splnény vSechny predpoklady Definice 3.2.1. Necht pro kazdé ¢, €
{1,...,d} a kazdé o, € {1,...,N} plati a®? 4P e Whee(Q), f& € L?(Q), g € L2(09Q) a Uy € W22(Q).

& 17 0
Rekneme, Ze u takové, ze u® € W22(Q) pro kazdé o € {1,2,..., N}, je silné feSeni, pravé tehdy, kdyz (3.9) plati
skoro v8ude v Q a (3.10)—(3.12) plati skoro viude na 99.

Neni opét tézké ukazat, ze pokud u® € W22(Q) pro kazdé a € {1,...,N} au = (u',...,u") je slabé fedeni, pak je
to i TeSeni silné a obracené. Dikaz tohoto tvrzeni se provede stejné jako ditkaz Véty 3.2.2.

3.3 Existence slabého reSeni, jednoznac¢nost
a spojita zavislost na datech pro koercivni operatory

V této casti se soustfedime na takové eliptické operatory, které, podobné jako v pfikladu Laplaceovy tlohy, formalné
vedou k W'2-odhadtm. Pro ilustraci uvedme nejdiive jeden jednoduchy piiklad. Uvazujme rovnici

“Au+u=fvQ,
u = 0 na 99.
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Slaba formulace tlohy se nyni redukuje na nalezeni funkce u € T/VO1 2(Q) takové, ze pro vSechny ¢ € VVO1 2 (Q) plati
Br(u, ) := /Q(Vu Vo +up)de = /chpdx =:(f, @)Wol,z(m.

o P . L - 1,2 .
Vsimnéme si, Ze bilinearni forma By, neni nic jiného nez skalarni sou¢in na prostoru Wy =(2), ktery je Hilbertav, a
vySe uvedend tloha se redukuje na tvar

(u, gp)WDl,z(Q) = (f, ga)WOl,z(Q) pro kazdé ¢ € Wy (Q).

Toto je ale pfesné tvrzeni Rieszovy véty o reprezentaci (Véta B.2.2), neboli pro kazdé f € (VVO1 2(Q))* existuje prave
jedno u € WOI’2 (Q) takové, ze vySe uvedend identita plati.

Tento postup nyni zobecnime a ukaZeme, Ze na zakladé Rieszovy véty muZeme zformulovat mnohem obecné&jsi
tvrzeni pro obecnéjsi bilinearni formy na Hilbertovych prostorech.

Vé&ta 3.3.1 — Laxova—Milgramova. Bud V realny Hilbertiiv prostor se skalarnim sou¢inem (-,-)y a normou
Il -llv=(,)"2. Bud B:V x V — R bilinearni forma na V, ktera je

a) V-elipticka, tzn. existuje m > 0 takové, Ze pro v8echna u € V plati

B(u,u) > m||u||%/ (3.20)

b) V—omezena, tzn. existuje M > 0 takové, Ze pro vSechna u,v € V plati

|B(u,v)| < Mlullvv]lv (3.21)

Potom pro kazdé F' € V* existuje pravé jedno u € V takové, Ze pro kazdé v € V plati
B(u,v) = (F,v)y. (3.22)

Navic u splhuje odhad
1
< —||F|ly-. 3.23
lully < —[I1Fllv (3.23)

Diikaz. Vénujme se nejdiive lehéi ¢asti dikazu. Pokud u spliuje (3.22), pak volbou v := u v (3.22) a pouzitim (3.20)
dostaneme
mlulli, < B(u,u) = (F,u)y < ||Fllv-|ulv,
coz pfimo implikuje (3.23). Navic, budte uj,us dvé feSeni (3.22). Pak z bilinerity B (a linearity duality) ihned
dostaneme
B(uy —ug,v) =0 pro kazdé v € X.

Volbou v := u; — ug a pouzitim V—elipticity ihned ziskdme, Ze u; = ug a tedy, Ze TeSeni existuje nejvyse jedno.

Zbyva tedy ukazat existenci u, které fesi (3.22). Nejdrive pouzijeme Rieszovu vétu o reprezentaci (Véta B.2.2) pro
dané F € V* najdéme w € V takové, Ze pro kazdé v € V plati (w,v)y = (F,v)y. Rovnice (3.22) pak piejde alohu
nalézt u € V takové, Ze pro vSechna v € V plati

B(u,v) = (w,v)y. (3.24)

Levou stranu nejdiive prepiSeme do tvaru skalarntho sou¢inu. Pfesnéji, diky bilinearité a V—-omezenosti B vidime, ze
pro pevné u € X plati B(u,-) € V*. Dle Rieszovy véty existuje pravé jeden prvek, oznafme jej A(u) € X, takovy, ze
pro kazdé v € V

B(u,v) = (A(u),v)v. (3.25)

Rovnice (3.24) tedy prejde na tvar
(A(u),v)v = (w,v)v. (3.26)

K dokonéeni dikazu existence u € V spliwjiciho pro v8echna v € V' (3.26) stadi tedy ukéazat, Ze zobrazeni A: V — V
je na.
Nejdrive shrneme zékladni vlastnosti A, které pfimo plynou z vlastnosti formy B.

(i) A je linearni. Vskutku, protoze B je bilinearni, mame pro kazdé ui,uz,v € V
(A(ur +u2),0)v 2 Bluy + us,v) = Blur, v) + Blus, v)
3.25
C2 (A(wn), 0)v + (Alw), v)v

a tedy A je linearni.
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(ii) A je prosty a A(V) je uzavieny podprostor V. Fakt, ze A(V) je podprostor, plyne z linearity A. Dale diky
V—elipticité B mame pro kazdé u € V

milull? < Blu,u) = (A(u),u)y < [A@W)|v]lulv
a tedy
lulv < ~ [ A@W)]
vV > m Vs

coz diky linearité ihned implikuje prostotu. Navic, pokud {A(u™)},en je cauchyovskd, pak diky linearité A a
vySe uvedeného odhadu je i posloupnost {u"},cn cauchyovské a tedy vidime, Ze A(V') je uzavieny podprostor.

(iii) A je omezeny. Vskutku, diky V—omezenosti B mame

(3.25)

IA@)IIF = (A(w), A(u)v

a tedy [|A(u)llv < Mlully.

B(u, A(u)) < Mllullv[[A(u)llv

Z vyse uvedeného tedy plyne, ze A : V' — V je linearni, omezeny (a tedy spojity) a prosty operator s uzavienym oborem
hodnot A(V'), ktery navic tvoii podprostor V. Pfedpokladejme nyni, ze A(V) # V. Potom existuje v € V' \ A(V),
ktery lze zvolit tak, Ze ||v||y = 1, a navic pro kazdé w € A(V) plati (v, w)y = 0. Volbou w := A(v) € A(V) a pouZzitim
V—elipticity ale ziskdme

0= (UvA(”))V = (A(v)7U>V = B(’U,’U) > mHU”%/ =m >0,

coz je spor. Operator A je tedy na a dikaz je tim hotov. |

Nasim cilem v této sekci je zformulovat prfedpoklady na koeficienty operatoru L a data ulohy (3.5)—(3.8) tak,
abychom mohli aplikovat Laxovu-Milgramovu vétu. Jesté nez tomu tak bude, vénujme se velmi specidlnimu piipadu
Neumannovy tlohy. Polozme tedy ¢ =9 = & a b = o v definici operatoru L a predpokladejme, Ze |T'y| = |99]. V tomto
pripadé se prostor V' v Definici 3.2.1 redukuje na

Vi={p=(p'...,0N); pro kazdé o € {1,..., N} plati, ze ¢* € WH?(Q)}

a slaba formulace prejde na problém

AKVu -Veodr = {f,p)v + (g,<P>W%,z(m)-

Pokud nyni zvolime ¢ := (0,...,0,1,0,...,0) ve vySe uvedené identité, ziskame, %e pro kazdé o € {1,..., N} musi
platit
<fa, 1>W1v2(9) + <ga7 1>W%’2(8Q) =0, (327)

co?, pokud f a g jsou napiiklad L2-funkce, neznamené nic jiného, nez
/f”‘dx—!—/ g¢dS =0 pro kazdé a € {1,...,N}. (3.28)
Q a0

Vidime tedy, Ze podminka (3.27), popf. (3.28), je nutna podminka pro existenci FeSeni. V dalsim navic ukdZzeme, Ze je
i postacujici.
Nyni zformulujeme abstraktni vétu, ktera nam rekne, ze postacujici podminkou pro existenci pravé jednoho slabého
feseni je V-elipticita bilinearni formy By, definované v (3.17).
Véta 3.3.2 — O existenci a jednoznacnosti pro koercivni operatory. Necht jsou splnény vSechny piedpo-
klady Definice 3.2.1.
a) Pokud By je V-elipticka, pak existuje pravé jedno slabé feSeni ulohy (3.5)—(3.8).

b) Pokud ¢ = 3 = 5, b = o, [Ty] = |09 a je splnéna podminka (3.27), pak existuje slabé FeSeni, které je
jednozna¢né az na aditivni konstantu.

Diikaz. Vénujme se nejdifve jednodussimu p¥ipadu b). V (3.27) jsme si ukazali nutnou podminku pro existenci FeSeni.
Protoze v tomto pripadé se redukuje Fesitelnost na

N
| ATu-Viods = (.00 + 310" ¢,y
a=1

vidime, Ze zménou 1 := u + k, kde k € RY je libovolné, je opét Feseni, pokud u bylo feSeni. Tato tvaha pak p¥imo
vede k tomu, Ze namisto prostoru V' bychom méli spiSe uvazovat faktorprostor V/PJ, tj. fekneme, ze u; ~ ug pravé
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tehdy, kdyz u; — us = k € R skoro viude v Q. Prostor (V/FPy)" je opét Hilbertiv a diky Vété 2.7.8 ho mtzeme

opatrit normou
N

lallf g = IVll3 = > Va3

a=1

a ziejmé (u, V)V/PON = fQ Vu - Vv dz je skalarni soucin. Diky predpokladim na matici A je ziejmé
B(u,v) := /S)KVu-Vvdx
bilinearni omezena forma. Navic z pFedpokladu (3.4) méame
B(u,u) := /Q AVu-Vudz > Cy|Vul} = Crllully, g

a B je tedy i eliptickd forma. K tomu, abychom mohli aplikovat Laxovu—Milgramovu vétu (Véta 3.3.1), musime jesté
najit F € (V/P{)* tak, aby

N
<F7CP>V/P({V = <f7()0>V + Z<g’(p>W%’2(8Q)'

a=1
Diky vété o stopach vidime, ze mtuzeme definovat F € V* pomoci

N
(F.o)v = (£, 0)v + D (80,1250

a=1

Zbyva nam ukazat, 7e toto F nalezi i do (V/P4V)*, neboli potiebujeme ukézat, Ze pro kazdé k € RY a kazdou ¢ € V
plati, ze
<F’<p + k>V = <F’<p>V-

Toto je ale snadny disledek pfedpokladu (3.27). MizZeme tedy nyni aplikovat Laxovu-Milgramovu Vétu (Véta 3.3.1) a
ziskdme existenci jednoznaéného u € V/PY fesiciho nasi tlohu. Vzhledem k tomu, Ze u je jednoznaéné ve faktorprostoru
V/PY, ziskame ihned i jednoznaénost slabého Feseni az na aditivni konstantu a tim je ditkaz pro Neumannovu tilohu
hotov.

Zabyvejme se nyni pfipadem a). Obdobné jako vyse je V Hilbertiiv prostor a diky V&té o stopach (Véta 2.8.6) a
predpokladim na f a g muZzeme polozit F' € V* pomoci

N
(F.p)v = (f.p)v + Z_;(g, )iy 2 00y

Uvazujme nyni formu By, definovanou v (3.17) a diky linearité integralu a pfedpokladiim na data neni t&zké ovérit (a
je Gtenafi pienechano jako cviceni na pouziti Holderovy nerovnosti), ze jde o bilinedrni omezenou formu na (W12(Q))V.
Protoze je V uzavfeny podprostor tohoto prostoru (coz plyne ze spojitosti operatoru stop), pak je By, 1 bilinearni
omezené forma na V. Predpokladejme tedy dle a), ze By, je V-elipticka.

Nejdiive se budeme vénovat jednoznacnosti feSeni tlohy

Br, (u,) = (F,p)y pro kazdé ¢ € V. (3.29)

Budte tedy u; a uy dvé fefeni takové, Ze u; — U} € V a ug — U3 € V (pfipomefime, 7e ug je predepsana hodnota
na 'y a U} a U2 jsou dvé funkce, majici na I'; stejnou stopu rovnou ug). Potom ale také Ul — U3 € V a v (3.29)
miuzeme volit ¢ := u; — uy € V. Odectenim ptislusnych rovnic pro u; a u, tedy ziskdme

Br, (up —ug,u; —uy) =0,

coz diky V-elipticité (kterou lze nyni pouZit, protoZe u; — ug € V), vede k u; = uy a tedy k jednoznacénosti feseni.
Zabyvejme se nyni existenci feSeni. Budeme hledat u ve tvaru u = v + Uy, kde v € V. Pouzitim tohoto piedpisu
v (3.29) a diky linearité By, zjistime, Ze pro existenci feSeni u sta¢i ukazat existenci v € V, které spliiuje

Br, (v,p) =(F.o)v — Br, (Uo,p) prokazdép € V. (3.30)
Nejdrive diky bilinearité a omezenosti B, na (W12(Q))"¥ miZeme najit FeVv* takovy, ze
(F,@)v = (F,@)y — BL, (Up,@) pro kazdé g € V.
Rovnice (3.30) tak pfejde do tvaru

Br, (v,p) = (F,o)v. (3.31)
Nyni jiz maZzeme aplikovat Laxovu—Milgramovu Vétu (Véta 3.3.1), protoze jsme jiz d¥ive ukazali, Zze By, je V-omezena
bilinearni forma a z pfedpokladi vime, Ze je téz V-eliptickd. Existuje tedy pravé jedno v € V spliujici (3.31) a tedy
existuje 1 u, slabé FeSeni ulohy (3.5)—(3.8). |
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Zjistili jsme tedy, ze k dikazu existence pravé jednoho slabého feseni (3.5)-(3.8) staci ukazat, ze B, je V-
eliptickd forma. Navic pro Neumanovu tulohu jsme ukézali, Ze podminka (3.27) je nutna a postadujici k existenci
slabého teSeni. V dal$im se blize zamérime na identifikaci pfedpokladi na parametry operatoru L, které nam umozni
ukéizat kyzenou elipticitu. Podotknéme, Ze podminka na elipticitu je zcela zasadni a jak uvidime v dalsich sekcich,
nesplnéni této podminky muze vést k neexistenci popf. nejednoznac¢nosti feSeni. Navic, v nelinedrnim piipadé bude
tato podminka pozdéji nahrazena podminkou na tzv. koercivitu, coz bude pouze ekvivalent elipticity v obecnych
Banachovych prostorech. Zaroven vysledky, které niZze zformulujeme a dokdzeme, pouZivaji pouze ,hrubou silu“ na
dokazani elipticity Bz, a v mnoha piipadech, jak bude ukidzano v piikladech niZe, nejsou aplikovatelné, piestoze muze
byt ukdzano pomoci jemnéjsich technik, Ze forma By, je opravdu elipticka.

Pro dalsi ¢ast si nejprve definujeme dvé pomocné funkce

~ N
b(l') = {ZGRN |z Z
a,f=
N (3.32)
o(x) =
= etz zﬁ:

Poznamenejme, Ze ve skalarnim p¥ipadé, tj. N = 1, trividlné plati b=bad=o.
Nejdrive zformulujme existencéni vétu pro piipad, kdy je alespon na ¢asti hranice zadana Dirichletova okrajova
podminka.

Vé&ta 3.3.3 — O existenci pro |I';| > 0. Necht jsou splnény vSechny piedpoklady Definice 3.2.1 a |[T'1| > 0.
Potom existuje e > 0 zavisejici pouze na 2 a I'; takové, Ze pokud data a koeficienty L spliuji

Cib(z) — [E(z)|? — |3(z))?
o(x)

—eC?  skoro viude v Q,

>
. (3.33)

—eCy  skoro v8ude na I's,

kde ba & jsou definovany v (3.32), pak existuje pravé jedno slabé feseni (3.5)—(3.8). Navic existuje konstanta C' > 0
zavisejici pouze na Q,I'1, C; a e takova, Ze feSeni u splituje

lull, » < € (£l + [Tolls + gl (3.34)

(w2 09))*) '
Tato véta nam ftika, Ze pokud je na kousku hranice pfedepséna Dirichletova okrajovad podminka, pak existence a
Jednoznacnost slabého fesen{ je zaruc¢ena pokud ¢leny b a & jsou dobré (nezaporné) a prevazi nad potencialng Spatnymi
¢leny ¢ a 0. Navic je ziejmé, 7e se zvysujici se elipticitou matice A (a tedy zvySujicim se C1) je moZnost pokryt i horsi
pripady. Jako snadné cviceni je pfenechan nyni dikaz existence a jednoznacnosti pro (3.13) pro ¢ > 0 a |I'1] > 0,
tlohu (3.14) pro ¢ =0 a |I'1] > 0 a (3.15) pokud |I'1| > 0.

Nyni si zformulujeme vétu pro pifipad, kdy pfedepisujeme pouze Neumannovu nebo Newtonovu okrajovou pod-
minku. Na rozdil od predeslé véty pro tento piipad budeme potfebovat, Ze alesponi jeden z Clent bad nejenom, ze
neni Spatny, ale Ze je i dostate¢né dobry.

Véta 3.3.4 — o existenci pro |I';| = 0. Necht jsou splnény vSechny piedpoklady Definice 3.2.1 a |T';| = 0.
Potom plati:

1) Necht N
Cib(z) — |c(x)]? — [9(z)|> > 0 skoro viude v Q,

/QC’l (5(96) — [8@)? — [3(x)|?) dz > 0.

Potom existuje € > 0 (nyni uz ovSem zavisi na (3.35), C; a Q) takové, ze pokud & splituje

(3.35)

o(xz) > —e skoro v8ude na I's,
pak existuje pravé jedno slabé feseni (3.5)—(3.8).

2) Necht
o(x) >0 skoro viude na I's,

3.36
/ odS > 0. ( )
I's

Potom existuje & > 0 (zavislé na (3.36), C; a Q) takové, Ze pokud b, ¢ a d spliuji

C1b(z) — [€(@)|? — |3(z)|> > —e  skoro v&ude na I,
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pak existuje pravé jedno slabé feseni (3.5)—(3.8).

V obou piipadech navic existuje konstanta C' > 0 zavisejici pouze na €2, I'1, C1 a € takova, ze feSeni u spliuje

lafl,, <C (Ilfllv + 1 Uoll1.2 + gl (3.37)

(W22(50))" )

Disledek 3.3.5. Protoze tloha je linearni, tak zobrazeni F : [f, g, Ug] — u jakoZto zobrazeni z V* x (W%72(F2 U
I'3))* x V do V je omezené a spojité.

Dikaz Véty 3.8.3 a Véty 3.5.4. Diky Vété 3.3.2 staci ukazat, Ze forma Byr, je V-eliptickd. Vezméme tedy libovolné

u € V a dosadme do definice (3.17). Pouzitim elipticity matice A (viz (3.4)) a definice b a & (viz (3.32)) postupné
ziskdme nerovnost

By, (u7u):/ (A’Vu'Vu—kE'Vu-u—ﬁVu-u—kbu-u)dx+/ -udS
Q

Ir's

> / (Cl\Vu|2 — [¢]|Vul|u| — |5|\Vu||u| +g|u|2 dx +/
Q

I's

5\11\2) ds.
Diky Youngové nerovnosti mtuzeme dale odhadnout

62+ B2

- > Cy
€[V ulful + [3][Vul[u] < == |Vul* + [u
2 Cq

a vySe uvedena nerovnost se redukuje na tvar

T 72 172
B (u,u)Z/ (g\Vu|2+|u|2M) dx+/ Flul?ds. (3.38)
’ Q 2 C] FS

Nyni uz rozdélime diikaz na dvé ¢asti a to pokud |T'1| > 0 a |T'y| = 0.
V prvnim pfipadé pouzijeme Poincarého nerovnost a Vétu o stopéach, abychom ziskali kyzenou nerovnost. Presnéji,
pouzitim Véty 2.7.3 dostaneme existenci ¢, ktera zavisi pouze na ) a I'; takové, ze

)2, < / Vul? de + / fuf? d.
1

Obdobné diky Vété o stopach 2.6.10 ziskdme existenci konstanty co zavisejici pouze na ) takové, ze
2 2 2
& [ s < ulf
s

Pouzitim téchto nerovnosti v (3.38) tak mame

Br, (u,u) > c1

172 a2
/| Cab I - 3P daz+/ Fluf? ds
Cr ,
201

>3l + q/ uf? s

-

7 —»2
/| pGib=ld” = ol ' [of" dx+/ 5luf2ds
s

=3 vu+or /\u\ (G112 + Oy — [ — ) da (3:39)

—|—/ (cic34~1Cy +0)|ul*dsS
s

2 +c;1/ (2471C2 + Cvb — 7% — [3)2) da
Q
—|—/ (cic24~1Cy 4+ 7)|ul?dS,
s

kde jsme v posledni nerovnosti opét pouzili Vétu 2.7.3. Pokud tedy zvolime
g :=c24 ' min(1, c3),

a tedy e > 0 zavisi pouze na Q) a I'y, pak pro kazd4a data spliujici (3.33) plati

4 Ch
_01 1 [ully

C
By, (uw > el
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Forma By, je tedy V-elipticka a dtkaz je hotov.

Vénujme se nyni piipadu |I'y| = 0. Nyni uZ nemtzeme pouZit Poincarého nerovnost pracujici s hodnotami funkee
na hranici, ale pot¥ebujeme, aby alespon jeden ze dvou poslednich ¢lent v (3.38) byl pfiznivy. Uvazujme nyni pt¥ipad
1) z Véty 3.3.4. Diky (3.35) musi existovat * C  a a3 > 0 takove, ze [*| > 0 a

~ - 012013

Cib(z) — [c(@)]? — [o(2)|* > 5 skoro viude v Q.

PouZitim této nerovnosti v (3.38) a vyuZitim nezapornosti vyrazu v (3.35) na celé Q, tak méme

Br, (u,u) > % </ |Vul? dx+a3/ lu? dx) Jr/ Flu*ds. (3.40)
Q Q* I's

Nynif uz jen aplikujeme predesly postup, tj. pouzijeme Vétu 2.7.3, abychom z prvniho ¢lenu ziskaly celou normu, a
Vétu o stopach 2.6.10, abychom mohli odhadnout posledni ¢len. Celkem méame

2
ciCh 2

[u 1,2

20 2 20
+/ lu?ds > T )2, +/ (CQCH +5> uf? ds.
5 1 b\ 2

Br, (u,u) >

Volbou
B c%c%C’l

2
tak ziskame kyZzeny odhad, pokud & spliuje predpoklady bodu 1). Bod 2) se dokaZe obdobné a je pfenechan ¢tenafi. W

V této ¢asti jsme si doposud probrali zakladni techniku a postupy, jak odvodit, Ze je kyZeny operator elipticky (a
tedy forma By, V-eliptickd). Ukazali jsme si, ze v pfipadé predepsani okrajové podminky alespoil na ¢asti hranice
nam dovoli zvladnout i nepiiznivé ¢leny, pokud nejsou piilis velké, a ze v p¥ipadé, kdy nepfedepisujeme Dirichletovu
okrajovou podminku, alespon jeden ze zbyvajicich ¢lenti musi byt dostatec¢né dobry. V celém ditkazu jsme ale nepouzili
jakoukoliv strukturu nepfiznivych ¢lenti a v nasledujicich cvi¢enich si ukdzeme, jak zvladnout i n€které pripady, které
ne zcela zapadaji do zatim vybudované teorie.

Cviéeni 3.3.6. Uvazujme Q C R? otevienou omezenou a tedy ne nutné lipschitzovskou. Pro dané f € L?(Q), chceme
fesit problém
—Au=fvQ,
u = 0 na 0.

Resent. V tomto pripadé nemé smysl hovorit o stopé u, nicméné jako pfirozeny kandidat na vhodny prostor funkci se
nabizi V := VVO1 2(Q) (Pfipometime, Ze tento prostor je definovan jako uzavér hladkych funkei s kompaktnim nosicem.)
Slabym feSenim pak nazveme u € V splhujici

B(u, ) :z/QVu-Vgoda::/prdm =:(F,p)y prokazdé p € V.

Forma B je zcela jisté bilinearni a V-omezen4, sta¢i tedy ovéfit elipticitu, abychom z Laxovy-Milgramovy Véty (Véta
3.3.1) ziskali existenci pravé jednoho slabého FeSeni. ProtoZe je {2 omezena, miZeme najit dostatecné velikou kouli
Bgr(0) C R? takovou, ze Q C Bg(0). Pokud dodefinujeme u vné Q nulou, ziskime u € Wy '*(Bg(0)). Tento krok ovéite
peclivé. Protoze mé ale koule lipschitzovskou hranici, miizeme na ni pouzit Vétu 2.7.3 a ziskdme

B(u,u) = / Vul? de = / V2 de > lulZ s, 0 = EllulFe)-
Q Br(0)

Forma B je tedy eliptickd a dikaz existence a jednozna¢nosti je tim hotov. O
Toto cvifeni ukazuje, ze pokud predepiSeme Dirichletovu okrajovou podminku ug na celé hranici, nemusime se

nutné zabyvat pouze lipschitzovskymi oblastmi, ale staci pouze predpokladat, Ze existuje Uy € W12(Q) tak, Ze stopa

Uy je rovna ug na 0€2. Nami hledané feSeni u pak bude ve tvaru u = Uy + v, kde v € V, neboli (u — Up) € W01’2(Q).

Cvigeni 3.3.7. Bud Q = (—1,1)2. Pro danou funkci f € L?*(Q) a a € L>=(—1,1) takovou, Ze |la]|c < 2, dokazme
existenci pravé jednoho slabého feSeni tilohy

02 ok 0?
Lu(w) =~ 5 (@) = 255 (@) + a(er) 5o (o) = £(a) v 0,

u(z) = 0 na .
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Resent. Vyraz na levé strané neni v divergentnim tvaru a tedy nemtizeme pifimo pouzit vybudovanou teorii. Nicméné
nasi snahou bude piepsat zejména tieti ¢len do tvaru s divergenci. Velikou chybou by bylo ho prepsat takto

0%y 0 ( 6u> Oa Ou

Y0110y 011 \"0my) 0wy Oms

(9561 31'2 '

Formalné je to sice pfesné ten popis, ktery potfebujeme, ale nezapominejme, ze dle pfedpokladi nemusi a mit derivaci
(a to ani slabou) a tedy vyraz na pravé strané nedava dobry smysl. Naproti tomu, protoZe a nezavisi na xs, miZzeme

mnohem jednoduseji postupovat takto
0%u 0 ou
a =—|a=—1].
01102  Oxo \ Ox1

A0 (L)

—div (A(z)Vu(z)) = = Y 8‘; <(A(x))ij§2> = Lu(zx).

Pokud si nyni zadefinujeme matici A(x)

mame

,j=1

Nyni jiZ mame operator L pfepsan na potiebny tvar a je uZ jen tieba ovéfit elipticitu matice A, tj. podminku (3.4).
Jednoduchym vypoétem zjistime, Ze pro kazdé z € R? plati

z3(a(z1))”

2
di—e) T2

2
> (A@) 20 = 2 4255 — alan)mize 2 2 — (1 - ) -
i,j=1

> ezl + (1—M> 22,

kde jsme pouzili Youngovu nerovnost. Vidime tedy, Ze pokud ||a|« < 2, volbou € := (2 — ||al|s)/2 > 0 zajistime

2
(1 — (a(acl))) > ¢ skoro viude v Q)

4(1—¢)
a tedy
d
Z (A(x))ijzizj > ¢|Z)2.
ij=1

Operator L je tedy elipticky a muzeme pouZit teorii vybudovanou vyse k dokazani existence a jednoznac¢nosti slabého
TeSeni. O

Nasledujici cviceni se zabyva rovnici (3.14). Jiz vime, Ze pokud |¢] < 1 (malost nyni zavisi na konstanté elipticity
Cy matice A), pak existuje pravé jedno slabé feSeni. Nyni si ukdZeme, jak lze tento postup zobecnit, pro specialngjsi
¢, které se ¢asto pouZivaji v praxi.

Cvi¢eni 3.3.8. Bud Q C R? lipschitzovska, f € L?(Q2), p € (2,00] a & = (c1,...,cq) takovy, ze ¢; € LP(Q). Necht
navic divc < 0 v Q ve smyslu distribuci, tj. pro kazdou nezapornou ¢ € C§°(Q2) plati

d
dyp
¢-Veodx = / ¢ dxz > 0. 3.41
/. o2, (341)

Pro co mo’na nejvétsi interval pro p dokaZte existenci a jednozna¢nost slabého FeSeni tlohy (3.14) s homogenni
Dirichletovou okrajovou podminkou i pokud je |||, > 1.

Resent. Nejdrive musime tlohu dobfe zformulovat. Volba prostoru je nynf ziejma, V := VVO1 2(Q), a u € V nazveme
slabym fesenim pokud pro kazdé ¢ € V spliuje

/Q(AVU-Vgo—i-é'-pr) da = B(u, ) = (F, )y ::/wadx.

V této situaci jsou nami zatim dokézané véty k nepouziti, diky moZzné neomezenosti ¢. Proto se pokusime piimo
aplikovat Laxovu—Milgramovu Vétu (Véta 3.3.1) na tento problém. Ziejmé F' € V* a B je bilinearni. Zbyva tedy
oveérit, ze je V—omezena a V—elipticki. Za¢néme s omezenosti. Diky Holderové nerovnosti ziskdme odhad

Bl < [ (AIVulVe + 1 Vullpl) da
< Aol Tl Vells + 1 Vull2 ol 2
< CA D ullv (el + el 22,).
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V poslednim ¢lenu vystupuje jistd norma a abychom ji mohli odhadnout normou ve V, potfebujeme nutné vnoreni
2
WL2(Q) < L7-2(Q). Pouzitim Véty 2.5.1 tak ziskime nutny predpoklad

p>2 prod=2,

Wi2(Q) — Li2(Q) &
p>d prod>2.

V dalsim tedy uvazujeme pouze tato p a dostavame tak, ze forma B je V—-omezena.

Nyni se zamé&fime na V—elipticitu. Dosazenim a pouZzitim pfedpokladi na A (viz (3.4)) a pouzitim Poincarého
nerovnosti (viz Vétu 2.7.3) ziskame odhad

B(u,u):/ (AVU~Vu+5~Vuu) dx2C1||Vu||§+/E'~Vuudx
Q Q

> 30 ||ullF +/ ¢- Vuudz.
Q

Vénujme se nyni zbyvajicimu integralu. Z definice prostoru W, *(€2) miZeme najit {u"},en € C5°(Q) takovou, Ze
2

u = u v W&’Q(Q). Navic ze spojitého vnofeni a diky volbé p také mame, ze u” — u v LFP’A‘(Q) Posledni integral

tedy muzeme také zapsat takto

d n
/ ¢-Vuudx = lim ¢-Vu"u"dx = lim / chalu" dz
Q Q4 O

n—0o0 Q n—oo

d
. olunf? (341
= - lim E . > .
2 n—>1 oo‘/Q = “i ox; dz =0

V posledni nerovnosti jsme pouzili (3.41) s ¢ := (u™)?, kterd je ziejmé nezdporna a diky vlastnostem u™ i hladké s
kompaktnim nosi¢em. Forma B je tedy V—eliptickd a existence a jednoznac¢nost slabého FeSeni pro p > d (popf. p > 2
pokud d = 2) plyne z Laxovy—Milgramovy Véty 3.3.1. g

3.4 Existence slabého feSeni pomoci Fredholmovy alternativy

V predeslé sekci jsme se soustfedili na dokdzéni existence slabého feSeni pro jakdkoliv data a ukézali jsme, Ze je
to mozné, pokud je operator koercivni, neboli pokud jsme schopni ziskat apriorni odhad. To bylo typicky mozné v
pripadech, kdy b popi. o bylo dostatetné dobré (kladné). V této sekei se spise soustiedime na charakterizaci dat, pro
ktersa ma dany operator feseni, které je popft. jednoznaéné. Pro jedndoduchost! se nebudeme zabyvat nehomogennni
Dirichletovou okrajovou podminkou a v pfipadé, Ze na nékteré ¢asti hranice budeme predepisovat ug, pak vzdy budeme
volit ug = 0. Pfipomenme nejdfive operator L

(3.42)

N odo, N
+Z‘Zam(d?5u5)+2baﬁu’8,

=1

™
Il
—
o
Il
-
N

popf. jeho zkraceny zéapis
Lu = —div (KVu) + ¢- Vu + div (du) + bu,
ktery bude elipticky, tj. koeficienty spliiuji Definici 3.1.2. Pfipomenme také, Ze nam jde o FeSitelnost nasledujici ulohy

Lu=f v Q,
u=0 na I'q,
(AVu—du)-7=g na D',
(AVu—2du)-7+ u=g na Is.

(3.43)

Nyni pfistoupime k definici adjungovaného operatoru L*.

Definice 3.4.1 — Adjungovany operator. Bud L elipticky operator definovany pomoci (3.42). Operator L*

LCela teorie lze vybudovat i pro obecné Dirichletovy okrajové podminky, které nicméng musi byt v jistém smyslu hladsi.
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definovany jako

B=1i,j=1 " p=1i=1 9% (3.44)
N d N ’
DO W
— ' Oz
B=1i=1 B=1

nazveme operatorem adjungovanym k L.
Tento operator budeme také zkracené zapisovat jako
L*p = —div (Z\’*w) — div (") — 3* - Vo + b,

kde jsme oznacili
AsvafB . B\Ba % ,30( Jxaf . 3\PBa s\afB .__ yBa
Al =R, @)= @7 @) =@, (07 =0

Poznamenejme jedté, Ze ve skalarnim pifpadé, tj. pokud N = 1, mame A* = AT a b* = b, & = G d* = d. Nyni
zadefinujeme adjungovanou tlohu.

Definice 3.4.2 — Adjungovana tloha. Rekneme, ze nasledujici problém
L'o=f v Q,
P = 0 na Fl,

. 3.45
(A*Vp+7'u)-7=g na Iy, (349)
(K*V(p?*u) U+ "p=g na I's

je adjungovany k (3.43). V (3.45) jsme oznaéili ( *)*8 := ( )fe.

ProtoZe se v celé této sekci soustfedime zejména na otézku, pro jaka data existuje slabé feSeni (na rozdil od predeslé
sekce, kde jsme chtéli mit existenci a jednoznacnost), zavedeme nasledujici znadeni.

Definice 3.4.3 Rekneme, ze (f,g) € L2, pravé tehdy, kdyz £ = (f*,...,f¥) a g = (¢',...,9") a pro kazdé
a€{l,...,N} plati f € L*(Q) a g* € L?(I'y UT3). Prostor L? je navic Hilbertiiv opatieny skdlarnim soucinem

((f.2),(f,8),- /Qf~f-‘c1a:+/mF g-gds.

Nyni jiz mtZzeme osvétlit, pro¢ hovorime o adjungovaném operatoru a adjungované tloze. Zadefinujeme-li nasledujici

bilinearni formy
B@u 3@ 4 ﬁau
L, Z/Z wax +;Zaw)d

a,f=1 i,j=1

—Z/ZW o) ds

ﬁ 1
+ Z /bo‘ﬁ B> da + Z / o ufp™ds,
Oéﬂ 1 a,f=1
ﬂagp 8u d o Ou
_ Z /Zd* aﬁa@ a 1,
a,B=1
+Z/b*al3 ﬁuadx_i_z/ eB e s,
a,B=1 a,B=1

vidime, Ze u € V je slabé feseni tlohy (3.43), pravé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ € V plati (viz Definici 3.2.1)

Br, (u,¢) :/f-<pdx+/ g pdsS. (3.46)
Q I';ull's
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Podobné (opét z Definice 3.2.1) ¢ € V je slabé FeSeni (3.45) pravé tehdy, kdyZz pro kazdé u € V plati
Bp- *(go,u):/f-udx—b-/ g-udsS. (3.47)
Q T'aUl's

Navic z definice K*, @, 0%, b* a * dostavame, Ze pro kazdé u,p € V

Br, (u,¢) = Br- «(p,u). (3.48)

Vztah (3.48) muZzeme také zapsat jako
(Lu,p)v = (L*p,u)v

proto tedy hovorime o adjungovaném operéatoru a o adjungované tloze. Ve vztahu vyse vSak musime mit na paméti,
ze je vztazen také k urcité Newtonové okrajové podmince reprezentované , respektive *.
V dalsim budeme studovat vlastnosti tloh (3.43) a (3.45). Nejdiive uvedeme diisledek V&t 3.3.3-3.3.4.

Véta 3.4.4 — Zobecnéna existenéni véta I. Bud Q C R? lipschitzovska, {T;}3_, pfisuiné ¢asti hranice a L
elipticky operator. Pak existuje 7o > 0 takové, Ze pro vechna v > v a libovolné (f,g) € L? existuje pravé jedno
slabé TeSeni tlohy

Lou:=Lu+~yu=f v Q,

u=0 na Iy,

. - (3.49)
(AVu—0u)-7+~yu=g na Iy,
(AVu—19du)-7+ u+yu=g na Is.
Navic existuje konstanta C' zavisla pouze na L, o a () tak, ze pro kazdé v > ¢ feSeni u spliiuje
[ullv < CI(f, 8)llL2- (3.50)

Dikaz. V piipadé, ze [I'1| > 0, pouZijeme Vé&tu 3.3.3. Postacujici podminka (3.33) mé v tomto piipadé tvar

Ci(y +g(x)) — [¢(x)]? = [o(x)|? > —eC?  skoro vude v €,
v+ o(x) > —eC; skoro vSude na I's, (3.51)
v > —e(C7  skoro vSude na I's.

Pokud tedy zvolime 7o := C([[¢]12, + [[9]|% + 16]loc + || [loo), Pak pro kazdé v > 7o je (3.51) splnéna, tedy tvrzeni
Veéty 3.3.3 dokonc¢uje dikaz. V pripadé |T';| = 0 pouZijeme obdobnym zptsobem Vé&tu 3.3.4. |

Bez diikazu uvedeme jesté vétu pro adjungovanou tlohu, jejiz diikaz je nicméné identicky ditkazu pfedeslé véty.

Véta 3.4.5 — Zobecnéna existenéni véta II. Bud Q C R? lipschitzovska, {T';}3_; piislusné ¢asti hranice a L
elipticky operator. Pak existuje 79 > 0 takova, Ze pro viechna vy > o a libovolné (f,g) € L? existuje pravé jedno
slabé TeSeni tlohy

Lyp=Lp+yp=1f v Q

@ =0 na Iy,
= e (3.52)
(A*Vo +'p) -V +vp =g na I,
(A*Ve+ ) -7+ *o+yp=g na Is.
Navic existuje konstanta C' zavisla pouze na L, a (2 tak, Ze pro kazdé v > vy FeSeni ¢ spliiuje
lellv < C|I(f, )= (3.53)

Dalsi vysledky budou zaloZeny na Fredholmové alternativé a jejich disledki (viz Vétu B.3.7). Pro piehlednost ji
nicméné pripomeneme i zde.

Véta 3.4.6 — Fredholmova alternativa. Necht H je Hilbertuv prostor a K: H — H je kompatni linearni
operator. Pak plati

(i) N(I — K) je kone¢nédimenzionalni.
(ii) R(I — K) je uzavieny.
(iii) R(I — K) = N(I — K*)*
(iv) NI - K)={0} & R(I-K)=H.
)

(v) dim N(I — K) = dim N(I — K*).
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(vi) Spektrum K je nejvyse spoletné a obsahuje 0. Pokud je spektrum nekone¢né, pak 0 je jediny hromadny bod.

Ptfipomenime znaceni pouzité vysSe: N znadi jadro operatoru, R znaci obor hodnot a K* je adjungovany operator, tj.
operator spliiujici pro vSechna u,v € H (Ku,v)g = (u, K*v)g. Koneéné, Fredholmovou alternativou se ¢asto nazyva
pouze vlastnost (iv) z Véty 3.4.6, ktera fikd, Zze bud ma pro kazdé f € H tuloha u — Ku = f (jednozna¢né) FeSen,
nebo existuje netrivialn{ feSeni tlohy v — Ku = 0.

Véta 3.4.7 — Fredholmova alternativa pro eliptické operatory. Bud Q C R? lipschitzovska, {T'1}3_,
prislusné ¢asti hranice a L elipticky operator.

1) Bud ma4 pro kazdé (f,g) € L2 tiloha (3.43) pravé jedno slabé feSeni, nebo pro (f, g) := (0, 0) existuje netrivialni
feSeni ulohy (3.43).

2) Oznacme
Np :={u € V; u je slabé feSeni (3.43) pro (f,g) := (0,0)},
Np« = {p € V; ¢ je slabé feseni (3.45) pro (f,g) := (0,0)}.

Potom Ny, a Ny jsou uzaviené podprostory V a plati dim Ny = dim Ny« < oc.

3) Pro dané (f,g) € L? m4 tiloha (3.43) slabé Feeni pravé tehdy, kdy% pro kazdé ¢ € Ny« plati

0= ((fag)v(so"p‘rzUF3))|_2 :/wadx+/I‘ gSOdS

2UIl'3

Driikaz. Pro libovolné v > 0 definujme bilineérni formy

BZ, (u,(P) = BL7 (uaso)—*—PY/uSodx—i_'y/ u"PdS7
Q Ul

(3.54)
Br. .(p,u) :=BL*,*(<p,u)+v/Q<p-udrc+w/F ¢ - udS.

2UI's

Tyto bilinearni formy nyni odpovidaji dloham (3.49) a (3.52). Tj. pro (f,g) € L? nazveme u € V slabym Fegenim
(3.49) prave tehdy, kdyZz pro kazdé ¢ € V plati

B} (u,) = / f‘<pd:c+/ g-pdS = ((f,2), (¢ @lr,urs)) 2 (3.55)
Q I'oUl's
Podobné plati, Ze pro (f,g) € L? je ¢ € V slabym feSenim (3.52) pravé tehdy, kdyZ pro kazdé u € V plati

Bz*, *(‘Pau):/ f'gd$+/ g-udS = ((fvg)a(uvu|F2UF3))|_2' (356)
Q I'oUl's

Pripomenime zde, Ze diky operétoru stop a lipschitzovskosti {2 ma smysl hovofit o hodnotach funkci z V' na hranice a
v tomto smyslu také chapeme u|r,ur, a @|r,ur,-

Nyni diky Vétam 3.4.4-3.4.5 mitizeme zvolit od nynéjska pevné v > 0 takové, ze tlohy (3.49) a (3.52) maji pro
kazdé (f,g) € L? pravé jedno fegeni. Definujme operétor L;l : L2 — L2 predpisem

L;l : (fa g) = (u?u|F2UF3)’

tzn. (f,g) pfifadime jednozna¢né slabé feSeni (3.49), tedy u spliwujici (3.55). Obdobnym zpisobem zadefinujeme
operator (L)™' jako

(Lj;)_l : (f,g) = (‘P,‘P|F2UF3),

kde ¢ € V je jednoznacné slabé feSeni (3.52), tedy spliyjici (3.56). Oba operatory jsou zfejmé liearn{ a diky odhadim
(3.50) a (3.53) také omezené (pouzivame zde Vétu o stopach, tedy Vétu 2.6.10). Navic, diky kompaktnimu vnofeni
Wh2(Q) —— L*(Q) (Véta 2.5.20) a diky kompaktnosti operatoru stop (Véta 2.6.12) jsou oba operatory, tj. L' i
(L%)~!, linearni spojité kompaktni operatory z L* — L2,

Definujme operator K : L? — L2 piedpisem K := vL; 1. Zcela zfejmé je i tento operator linearni spojity kompaktni
operator.

Nyni pouze ekvivalentné zapiSeme FeSitelnost tlohy (3.43) v terminech operatoru K. Vyuzitim slabé formulace
(3.46), slabé formulace pro operétor L., tj. identity (3.55), definice operdtoru L 1 a definice a linearity operatoru K
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postupné ziskame

B, (u /f <pd:z:+/ g-pdS VpceV,
Q I'sul's

& B (u /7u+f god:ch/ (yu+g)-edS VoeV, (3.57)
Q I'oUl's

~ (u u|F2UF3) L> 1((’Yu+ f) (’Yu|F2UF3 + g))
1
< (u,u|r,ur,) — K(u,u|r,ur,) =h,  kde h:= ;K(f, g).

Vénujme se nyni diikazu 1) z tvrzeni véty. ProtoZe je K kompaktni, mizeme pouzit Fredholmovu alternativu
(Véta 3.4.6), kde bod (iv) ¥ika, ze bud existuje netrividlni feSeni (a, b) € L? problému

(a,b) — K(a,b) = (0,0), (3.58)
nebo pro kazdé (a,b) € L? existuje pravé jedno feSeni (a,b) € L? problému

(a,b) — K(a,b) = (a,b). (3.59)
Nejdrive ukazme, 7ze K(f,g) =

(
Ukazme si tedy, Zze pokud K(f, g
(3.43), coz znamena, %e pro ¢ € V

(0,0). Jedna implikace je diky linearité K ziejma.

0,0) pravé tehdy, kdyz (f,g) =
) = 0). Z definice operatoru K pak plyne, ze u = 0 je feSeni

(0,0), pak (f,g) = (0,0).

/f-(deH—/ g-pdS=0.
Q Ul

Protoze [C$°(Q)]Y C V, ihned vidime, Ze f = 0. Obdobné obdrzime i g = 0. Dale ukazeme, 7e (3.58) je ekvivalenti
existenci netrivialniho feeni (3.43). Z definice K plyne, Ze libovolné netrividlni feSeni (a, b) (3.58) muZe byt zapsano
jako (a,b) = (u,u|r,ur,), kde u € V' a tedy netrivialni feSeni (3.58) existuje pravé tehdy, kdyz existuje netrivialni
u € V spliujici

(u, ufr,ury) — K(w,ulr,ur,) = (0,0) = K(0,0). (3.60)

Porovnanim s (3.57), vidime, Ze tato vlastnost je ekvivalentni existenci netrivialniho FeSeni (3.43).

Konecné tedy mame, Ze pokud neexistuje netrivialni FeSeni (3.43), pak neexistuje netrivialni FeSeni (3.58) a tedy
pro kazdé (a,b) € L? existuje pravé jedno Feseni problému (3.59) a tedy specialné pro kazdé (f,g) € L2 existuje
jednoznacné feseni (a,b) € L? problému (pouzijeme zde fakt, ze K(f,g) € L?)

(a,b) — K(a,b) = %K(f, g). (3.61)
Vzhledem k definici operatoru K, existuji u',u? € V takové, ze
(wwlron) = K@), (o) = K (f.8)
a tedy
(a,b) = K(a,b) + %K(f, g) = (u',u'[r,ury) + (W?, ur,ury) = (0, ulr,ury),

kde u := u! +u? € V. Proto z (3.61) dostavame, Ze pro kazdé (f,g) existuje jediné u € V takové, ze
1
(ua U-leUFa) - K(u> u|F2UF3) = ;K(ﬂ g)'

Nyni jiz miZzeme pouzit (3.57) a ziskame, Ze pro kazdé (f, g) existuje slabé feseni ulohy (3.43).

Necht nyni existuje netrivialni feSeni u € V pro tlohu (3.43) s (f,g) = (0, 0). Potom pokud libovolné u € V' fesi
(3.43), pak diky linearitd i (u + u Fesi ten samy problém a tedy ziskdvame nejednoznaéné FeSeni.

Dokazme tvrzeni 2). V predeslé casti jsme si ukdzali N(I — K) = {(u,u|r,ur,) : u € Np}. Konetna dimenze
Ny, tedy plyne z bodu (i) Fredholmovy alternativy aplikované na operator K. ProtoZe nyni jiz potFebujeme hovofit o
adjungovaném operatoru, definujme nyni operator (ktery nemusi byt je§té nutné ajungovany ke K) K* := 'y(Lfy)_1
Opakovanim kroku jedna muzeme ukazat, ze N(I — K*) = {(¢,¢|r,urs) : @ € Np«}. Abychom dokondili cely dukaz,
musime nyni ukazat, ze K* je opravdu adjungovany operator k K, tj. musime ukézat, ze

(K(v.%), %,9)) . = ((v,¥), K*®.,9)),, pro kazdé (v, ¥), (¢, %) € L2, (3.62)

Z definice obou operatort a diky linearité je (3.62) ekvivalentni

(Lgl(‘“v)? (1)b71)~b))|_2 = ((V76)7 (Lf/)_l("p,"Z))Lz pro kazdé (v,v), (1)07;0) €L’ (3.63)
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Z definice operatorti a diky Vétam 3.4.4 a 3.4.5 nyni mizeme najit u,¢ € V spliwjici (u, u|r,ur,) = L;l(v,q) a

podobné (¢, ¢|raur,) = (Li‘;)*l(d),'c?)). Tedy u a ¢ jsou jednoznacna feSent

B} (u,w) = / u-wdz +/ v-wdS pro kazdé u € V, (3.64)
Q TaUll'g

B]. *((p,z):/z/wzdx—i—/ $~zdS pro kazdé z € V. (3.65)
/ Q I'aUT's

Identita (3.63) se da tedy prepsat do tvaru

/u-¢dx+/ u-@dsz/v.godmf V-pds. (3.66)
Q I'sul's Q I'aul's

Volbou w := ¢ € V v rovnici (3.64) az:=u €V v (3.65) zjistime, Ze rovnost (3.66) je stejna jako
Bl. .(p,u)=B] (up).

S vyuzitim definice (3.54) neni t&ézké nahlédnout, Ze tato rovnost je ekvivalentni
Br-, «(p,u) =B, (u,9).

Tato rovnost ale plati vZdy diky adjungovanosti tloh, viz (3.48). Tedy operator K* je skutecné adjungovany k operatoru
K a dukaz 2) je hotov.
Dokazme tvrzeni 3). Diky (3.57) vime, Ze FeSeni u € V tlohy (3.43) existuje pravé tehdy, kdyz u € V splije

(u, ulryory) — K (w,ulror,) = %K(f,g» (3.67)

Stejné jako v (3.57) muzeme ukéazat, ze ¢ € V fesi (3.45) s (f,g) := (0,0) (a tedy ¢ € Np«) je ekvivalentni tomu, Ze
(ppiraor) — K (p.plesr,) = 2 K7(0.0) = (0.0) (3.65)

Dle bodu (iii) Fredholmovy alternativy (Véta 3.4.6) FeSeni (3.67) existuje pravé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ € Np- plati

0= (iK(f, g),(w,wlmum)) = (K(£,8), (¢, 9|ryurs)) 2

L2
= ((fv g)v K*(QO, S0|F2UF3))L2 = ((fa g)a (307 ¢|F2UF3))L2 (369)
:/f~<pd:c+/ g-pdS,
Q I';Uul's
kde jsme postupné pouZily adjungovanost K a K* a identitu (3.68). Tim je ditkaz bodu 3) hotov. |

Fredholmova alternativa nam ekvivalentnim zptsobem charakterizuje feSitelnost alohy (3.43). Nyni ukadZzeme, Ze
diky Fredholmové alternativé muzeme jesté pfesnéji specifikovat fesSitelnost eliptickych tloh. UkaZzeme, Ze je to tzce
spojeno s problémem spektra operatoru. Budeme nyni uvazovat nasledujici zobecnéni tulohy (3.43)

Lu=Xu+f v Q

u=20 na I'q,

" - 3.70
(AVu—odu)y =Au+g na Iy, (8.70)

(AVu—9u)7+ u=Au-+g na Is.

Resitelnost této tlohy pak souvisi s volbou A. Jiz jsme ukazali (viz Véty 3.4.4 a 3.4.5), Ze pokud A < 0 bude dostate¢né
malé, pak je vySe uvedena tloha vzdy FeSitelna. Nyni se budeme vénovat podrobnéji této problematice. Nejdfive si
uvedeme prirozenou definici.

Definice 3.4.8 — Spektrum eliptického operatoru. Bud Q C R? lipschitzovska a {I';}3_, prislusné casti
hranice. Bud L elipticky operator jako vyse a 0® € L>(I's) pro a, 8 = 1,2,...,N. Rekneme, 7e A € R nalezf do
realného spektra operatoru L, pravé tehdy, kdyZ existuje netrivialni FeSeni dlohy (3.70) s (f,g) = (0,0). Mnozinu
takovych A, tedy realné spektrum, oznacime 3.

Je dulezité si uvédomit, ze definice spektra se nevztahuje jen k operatoru L, ale bere v tvahu i okrajové podminky.
Tj. jiné spektrum budeme mit pro homogenni Dirichletovu tilohu a homogenni Neumannovu tlohu.

Koneéné ukazeme, jak souvisi spektrum s feSitelnosti ptivodni dlohy a také ukdZzeme, Ze spektrum je nejvyse
spocetné.
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Véta 3.4.9 — O vlasnostech spektra. Bud 2 C R? Lipschitzovska a {I';}3_; piislugné ¢asti hranice. Bud L
elipticky operator a {Jaﬂ}gﬁ:l € L (T'3) a X jeho realné spektrum. Potom plati:

1) X je nejvyse spocetna. Navic pokud je nekoneéna, pak plati ¥ = {A;}72,, kde A\ — oc.
2) Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

A¢D
— pro kazdé (f,g) € L? existuje pravé jedno slabé feseni (3.70).

3) Pro kazdé \ ¢ X, pak existuje C' > 0 takové, Ze pro vSechna (f,g) € L? a odpovidajici jednozna¢na slaba
feSeni u € V ulohy (3.70) plati
lullv < C|I(f, 8)llL2- (3.71)

Diikaz. Za¢ndme s ditkazem 1). Diky Vé&tam 3.4.4 a 3.4.5 jiz vime, Ze plati X N (—oo, —y0] = 0. Navic je zfejmé, Ze
pokud A < —~p, véta plati. MiZeme tedy uvazovat A > —~vg. PouZzitim (3.57) s v > 7 miZeme opé&t ukazat, ze u € V
fesi (3.70) prave, kdyz

1
(u,u|r,ur,) — K(u,ulr,ur,) = gK(f + Au, g + Aulp,ur, ) (3.72)

~ 7(u? u|F2UF3) - (’Y + >‘>K(u7 u|F2UF3) = K(fv g)
Bud tedy (f,g) = (0,0) a u € V netrivialni feSeni (3.72). Potom (poznamenejme, Ze v+ A > v — 79 > 0) je

v

0< ——=
v+ A

e
vlastni ¢islo operatoru K. Dle bodu (vi) Véty 3.4.6 je spektrum K nejvyse spocetné. Tedy mnoZzina takovych A C 3
musi byt nejvyse spocetna. Navic pokud je nekone¢na, tj. ¥ = {A;}72,, pak musi existovat i vlastni ¢isla operatoru
K takova, ze
Y Y Bk

0< =pk = Ap = .
Y+ Ak Ik
ProtoZe jediny hromadny bod spektra K je 0, vidime, Ze A\, — 0o a dikaz 1) je hotov. Bod 2) pfimo plyne z bodu 1)
Véty 3.4.7.

Ditikaz bodu 3) provedeme sporem. Bud \ ¢ 3 pevné. Necht existuji {(fx,gx)} € L? a jim odpovidajici {u} € V
(dle bodu 2) feSeni u; existuji a jsou jednoznacna) takova, ze [|ugllv > k(|/fxllz2(0) + lI8kllz2(r,ury)) Pro viechna
k € N. Navic diky linearité tilohy miizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze ||uk||v = 1. Tato feSeni spliuji pro
kazdé p € V

Br. (un) = / (F + g - e + / (g + Mug) - 9 dS. (3.73)
Q I';ul's

ProtoZe V je reflexivni prostor a ||jug||y = 1, miiZeme vybrat podposloupnost, kterou nebudeme preznacovat, takovou,
ze

u; —u slabé& ve V. (3.74)

Z kompaktniho vnofeni, Véty o stopach (viz Vétu 2.5.20 a Vétu 2.6.12) a definice posloupnosti {(fx, gr)} vime, Ze pro
nepieznacenou podposloupnost a kazdé o € {1,...,N}

ug — u® silng v L2(Q), (3.75)
up — u® silné v L?(I'y UT'3), (3.76)
fr—0 silné v L?(9), (3.77)
g2 =0 silng v L3(To UT3). (3.78)
Nyni pfejdeme k limité & — oo v (3.73). Diky (3.75)—(3.78) je zfejmé, Ze
kli_)m (/ (fk+)\uk)'<Pd$+/ (gk-I—)\uk)"PdS)
o Fa0ls (3.79)

:/)\u~<pdx+/ Au-pdS.
Q Ul

Soustfedme se nyni na levou stranu (3.73). Z (3.74) plyne, Ze pro kazdé w € L*(Q), B € {1,...,N} aj € {1,...,d}
plati
duj, o’
lim [ Shwde = [ 2 wda. (3.80)
k—oo Jqo OT; Q 0T
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Postupnou volbou w := a%ﬁ %L; aw:= cjo-‘ﬁ ©* tak z této identity ziskdme
d 8 d
ou, dp® ouP O™
li aBZ Tk 77 dy = / aBZ7 d
kggo/gzjgz:l a” 3:Cj 8%1 * Qijzzl CL” 8xj 8;& “
duy, o’
lim [ ¢ bl ¥ dr = / P " o™ dz.
k—o00 Q 3x,~ 0 axi
Pouzitim téchto konvergenci a také (3.75)—(3.76) ziskame
lim BL_’ (uk,cp) = BL7 (u,(p).
k—oc0
Celkem tedy i s (3.79) jsme ziskali, Ze pro kazdé ¢ € V plati
Br (u,p) = / Au-pdx +/ Au-pdS. (3.81)
Q I'oUl's

To znamena, ze u € V je slabé feSeni (3.70) s (f,g) = (0,0). Protoze ale A ¢ ¥, musi byt u = 0. Pokud nyni ukdZeme,
ze |lully = 1, bude to kyZzeny spor. Protoze v8ak |uy||y = 1 pro kazdé k € N, sta¢i nam ukézat, ze u, — u ve V. Z
(3.75) jiz vime, Ze u, — u v L?(Q), a proto ndm staci ukazat, ze || Vuy, — Vu||2 — 0 a tim bude ditkaz hotov. PouZitim

elipticity, tj. (3.4), definice By, a identit (3.73) a (3.81) ihned odvodime odhad
Cs[ Vi = Vully < [ Ao~ w)- Vo — w)da
= B, (= =) = [ alu—w- (u - wds
— [ (V=) = w) = - Vo — ), ) da
- /Q(fk A~ w) - (u — w)de
+/ (8 + A —u)) - (up —u)dS
DaUT;

—/ (g — 1) - (g — ) dS

— [ (V= w) e = w) = - Vo, = w) e~ w)) do

Kone¢né pouzitim Holderovy nerovnosti a silnych konvergenci (3.75) a (3.76) muZeme ve vySe uvedené nerovnosti

poslat k — 0o a dostaneme
lim ||Vuy, — Vul3 =0.
k—o0

Nakonec tedy s pomoci (3.75) a predpokladi na posloupnost {uy} plati
1= lim [Jug|lv = [lullv
k—o0

a to je spor.

3.5 Princip maxima pro slaba reSeni

Tato ¢ast se tykd vyluéné skaldrnich rovnic. Vime-li, Ze TeSeni nasi dlohy je hladké = regularni, pak lze vyuzit vét
o slabém a silném principu maxima zavedené v klasické teorii PDR. Cilem této ¢asti je ukéazat, Ze slaby princip maxima

plati i pro slaba feSeni.

Ptipomefime si Diisledek 2.2.5, ktery nam fika, Ze pokud u € WP(Q), pak také (u— M)+ € WHP(Q) pro libovolné

M eR.
Uvazujme tlohu

0] ou

u =1ug na Q.
Vime, Ze (za piislusnych pfedpokladil) existuje pravé jedno slabé fefeni u € W2(Q) této tlohy tak, ze

u— Uy € Wy2(Q),

ou Op 19
o — kazdé o € W22(Q).
/Q Qij Dz, O, dz =0 pro kazdé ¢ € W, (Q)

Zformulujme nyni hlavni tvrzeni.

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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Véta 3.5.1 Je-li u slabé feSeni ulohy (3.82), pak

[tll s, < lluoll o, - (3.85)
Diikaz. Pokud |uol|, 5o = o0, tvrzeni zfejmé plati. V opatném pifpadé oznacme M := [juo||, gq- Checeme ukizat, Ze
—M <u(z) <M sv.vQ. (3.86)

Protoze (u — M)* je dle vyse uvedeného prvkem W12(f2) a stopa této funkce je nulovd, vidime, ze (u — M)* €
Wy 2(2). Lze ji tedy pouzit jako testovaci funkei v (3.84). Pomoci (3.84) a Disledku 2.2.5 dostavame

B ou d(u— M)t O(u— M)t O(u— M)*
O—Aazj(,hjaxidm—/ﬂam axj 81;1 dx

> |V = M)y > 6 = )T,

kde jsme vyuzili elipti¢nost a ekvivalenci norem na VVO1 2(Q) Odsud
(u—M)T=0 sv.v§; neboliu<M sv.vQ.
Protoze —u Tesi stejnou rovnici s okrajovou podminkou —ug, plyne z pravé dokazaného
(—u—M)" =0 sv.vQ; mneboliu>-M sv. v

Nerovnosti v (3.86) jsou tedy dokazany. [ |

3.6 Regularita slabého reSeni

Uvazujme tlohu
Lu=f v Q,

3.87
u = ugna 08, ( )

kde
d

0 ou
Lu = Z_ oz, (a” 8xj) + bu.
i,j=1

Predpokladejme, ze ug € W22(8Q), f € (Wol’Q(Q))*, A spliiuje podminku elipticity, pficemz pro 4,5 = 1,2,...,d
mame a;; € L>®(Q) abe L*(), b > 0 s.v. v Q. Potom diky Laxové-Milgramové vété (Véta 3.3.1) vime, Ze existuje
pravé jedno slabé feseni ulohy (3.87).

Teorie regularit slabého feseni hleda odpovéd na nasledujici otazku: Necht jsou data dlohy hladsi (lepsi) neZ
pozaduje existen¢ni véta, je pak slabé feSeni také hladsi?

Pro linearni eliptické dlohy je odpovéd kladnd, teorie je v8ak technicky komplikovana. Proto se nejprve omezime
na jednodussi situaci, kdy © = R%. Studujeme tedy tlohu ,,bez hranice“

_ 9 < Ou > +bu=f vR% (3.88)

s ——
81:1- *J 81‘]‘
Dokazte si vétu (pouzijte Vétu 3.3.1):

Véta 3.6.1 Necht a;; € L>(RY) pro viechna i, = 1,2,...,d, b € L*°(RY) > 0, b > by > 0 s.v. na R?,
Z?,j:l a;;(x)&& > a|€]? pro s.v. z € R? a viechna £ € R, o > 0. Je-li f € (WL2(R%))*, pak existuje pravé jedno
u € WH2(R?) takove, ze

ou Oy d
/Rd aija—xja—xi dx + /Rd bupdz = (f, p)wizrey Ve € wh2(R%). (3.89)

Navic
ullwizray < Cllfllwr2ray- (3.90)

Nyni pfedpokladejme, Ze data jsou hladsi, tedy
aij € WHRY), i, =1,2,...,d, be Wh(R?Y) a f € L*(RY). (3.91)

Je pak slabé fegeni u € W22(R%)?
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Véta 3.6.2 Necht a;5,b a f splituji (3.91). Pak jednozna¢né definované slabé feseni u € W12(RY) tlohy (3.88)
patif do W22(R%) a plati
||u||272 <C|fll,- (3.92)

Diikaz. 1. Formalni. Ozna¢me pro pevné I € {1,2,...,d} : Z/ = BZ pro funkci Z. Derivujme rovnici (3.88) dle

w ((3.89)) =
0 ou’ , 0 , Ou , ,

Nasobme (3.93) v/, integrujme pies R? a uzijme integraci per partes (Greenova véta). Dostaneme

ou' Ou
; dx b(u')%d
/Rdajaxjaxz Jr/Rd ()" do

ou o’
= — F () =— — buu’ " dax. .94
/Rda”(x)axjaxi /Rd uuda:—l—/Rdfu z. (3.94)

Pripomeiime, Ze u splituje (3.90) a || f || (w1.2rays < |Ifllz2rey, je-li f € L2(R?). Leva strana (3.94) je diky podmince

elipticity zdola omezena o ||Vu' ||2 Pravou stranu (3.94) nejdifve upravime pouZitim integrace per partes [ f'u’dz =
— [ fu” dz a pak odhadujeme

IPS (3.94) < sup - aj; ()] [Vully [Ve'lly + sup 6] ully 1l

xER r€ER
i,j=1,....d

’ ~ (0%
Al 1l < ClAll IVl + CUFl + 11l (96l < Ca) If2 + 5 IVel5. (3.95)

Dame-li dolni odhad levé strany (3.94) dohromady s hornim odhadem pravé strany (3.94), obdrzime
112 2 (e 2
alVully < ClIfl; + 5 Vel

coz diky (3.90) implikuje odhad (3.92). [ |

Tento ditkaz je formalni (nespravny), nebot vychéazel z klasické formulace tlohy. My vSak nevime, Ze slabé FeSeni
u € W12(R?) spliiuje rovnici (3.88) skoro viude (&i bodové) v RY, tim méné pak, Ze rovnici mizeme derivovat. Musime
tedy k dikazu vyjit ze slabé formulace (3.89).

Driikaz. 2. Rigorozni. Véta 2.3.1 Fika

1
u€WH2RY) <= u € L2&—

||

Chceme ukazat, ze u € W22 (R?). K tomu staéi ovéiit (nebot jiz vime, ze u € WH2(R?))

|lrhu —ull, <C < oo V]h| < hg.

> 2
/ [Vulw +héw) = Vul@)” 40 o712 vi=1,2,....4, (3.96)
R |h[?

kde vektor €, = (0,...,1,0...) je k-ty vektor kanonické baze v R?.

Odhad (3.92) pak plyne z Véty 2.3.1, bodu 2. Oznatme Alu(x) = u(x + héy) — u(z), kde k je pevné. Protoze
u € WH2(R?), tak ziejmé Afu € WH2(RY).

Polozme "o = @(z — héy,). Je-li o € WH2(RY), pak 7, "¢ € WH2(R?) pro libovolné k = 1,2,...,d a mizeme ji
pouzit jako testovaci funkei v (3.89). Po substituci dostaneme

0 0
/ Z a;j(x + héy) L () =— Y (sc+hek)d:v+/ b(x + héx)u(z + hek)p(x) dx
=1 8xl 8l'j Rd

= [ 1+ hE)ela). (397)
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Nyni od (3.97) odeéteme (3.89) a do vysledku dosadime za ¢ := Afu. Po tpravach mame

3A2u($) 0Au(x) / B (0 [2
/ Z a;j(x oz, oz, dz + y b(x)|Agu(z)|” dx

ou(z + héy) OAIu(x)
/Rd Z aij(z + héy) — a;;(z)) o, e dx
1,7=1
- / (bz + hér) — b)) u(z + hé) Alu(z) de
Rd
+/ (f(z+ héy) — f(z))Afu(z) dz.  (3.98)
Rd
Substituci upravme posledni ¢len na tvar

[ S@A(Afu() dx

- _ 9 f(@)(u(z + hey) — 2u(z) + u(z — hey)) da.

Podélme vyslednou rovnici h2. Protoze Agu je omezeno v L?(R?) nezavisle na h, plyne z Véty 2.3.1, Ze (polozme
(9 = Aku/h))

1 AR Ay
AL\ A

Posledni ¢len v (3.98) je tedy odhadnut shora pomoci

Azu
v h

1 -
=y l14k"all, < ellVall, =

2 2

A Atu
cllfllz ||V

2

Ostatni ¢leny v (3.98) jsou odhadnuty podobné jako ve formalnim dikazu. Proto dostavame

h 2
Ay

) =el0

aHV

IVu ”2HV H

2

5] o SE, i o 5 )

< Ol o0 o) (1715 + 1l 2) + & | 2 H

Pouzitim (3.90) je nerovnost (3.96) dokazana.

Méme-li ilohu v omezené oblasti Q2 C RY, pak postupujeme podobné (nikoliv stejné): musime vsak ddvat pozor,
aby hodnoty u(z + he®) byly definovdny. To vede k rozdéleni tlohy na zkoumani regularity

1. Vnitfni. Neciti hrani¢ni podminky, je citlivd jen na koeficienty rovnice a f. Odhady se provadi na podoblasti
mnoziny €2 a zavisi na vzdélenosti této podoblasti od 2.

2. Hraniéni. Ta se dale dé&li na regularitu derivaci v teénych smérech (podél hranice) a regularitu derivaci v norma-
lovych smérech.

Prikladem véty o vnitini regularité je néasledujici tvrzeni:

Véta 3.6.3 Bud (2 omezen4 oblast. Necht u € W12(Q) splituje

d
/ 3 ay 0u 0% 4y Jr/bugodx_/fgpdx Yo € WE(9). (3.99)
Qij: (9 6(1)2

Necht f € L%(Q), a;; € WH(Q) proi,j =1,2,...,d, b€ WH>*(Q), b > 0 s.v. na Q. Pak V&' C ¥ C Q
H“||2,2,Q’ <C(®) Hf”zQ

Diikaz. Bud € € D(Q),£ =1 na ©,0 < € < 1. Vezméme misto ¢ v (3.99) funkci 92 a prepisme (3.99) pro veli¢inu
w = u€, pak w rozdifme nulou vné Q. Potom lze chapat rovnici na R%. I kdyZ neni b striktné kladné na R¢, vime, ze
viechny funkce maji v R? kompaktni nosi¢. Navic mame

[ulli2 < Cllfl2-
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Proto muizeme pouzit Vé&tu 3.6.2. Piesnéji, pokud u € W12(Q) Fesi

d
ou &p
/Q Z i B B / fodz (3.100)

ij=1

pro ¢ € Wy2(Q2), vezmeme-li za ¢ v (3.100) €2, kde £ =1 v ', € € D(Q),£(z) € [0,1], dostaneme

/2 (“@f?gif)aéif)%b(uf)@ps>> dz

_ o (, . % o, Ou 9
—/Q(fi)(wﬁ)dx—/ﬂaxi (az] n ><p§dx /Qa”axj %Z_@gdx. (3.101)

Dodefinujeme-li a;;,b, f, &, v vné © nulou a oznacime-li w = ué, v = ¢§ a g = f€ — Zij:l a% (aijua%fj) _

Zd,] 1 Gij aa;‘ gf , dostavame z (3.101)

ow 0
/ ( an aw + b 1[}) :/Rdgwdx Vi € WH2(RY), supp ¢ C Q.

Protoze vime, ze

w12 < Clfll2,
l1ze nyni s tspéchem vyuzit Vétu 3.6.2. |

Mluvime-li o globalni regularité (tj. vnitini i hrani¢ni dohromady), pak plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.6.4 Necht Q je t¥idy C* 11 k > 2. Bud a;; € WF1°(Q),b > 0s.v. v Q, b e WrLo(Q), Zf’j:l gy =
a¢]2. Bud ug € WF=22(9Q) a f € WF=22(Q). Pak u, jediné slabé FeSeni Dirichletovy tlohy

0 Ou
_8%((11]8 )—Fbu-f v,

u =wug na 0,

patif do W*2(Q) a plati
lullyz < € (1 l—z,2.0 + lolli—y 2,00 ) -

Pozndamka 3.6.5.
e Je-li d = 3 pak z Véty 2.5.25 o spojitém vnoreni dostavame u € C22(Q) (pro k = 4). Tedy u je klasickym
feSenim puvodni tlohy.
e Pro Neumanniiv problém plati podobné véta. Za analogickych pfedpokladt na a; j, 4,5 = 1,2,...,d, b a f jako
ve Vété 3.6.4 mame
gEWF32(0Q) = ue WF3(Q), k>2.

e Pro smiSenou tlohu si ale musime dat pozor. Singularita miize vzniknout na pfechodu mezi I's a I'y.

~Y ¥

3.7 Souvislost s variacnim poc¢tem — reSitelnost pro symetricky koercivni
operator
V této Casti si ukazeme, jak pro jisté operatory souvisi fesitelnost (3.9) s minimalizaci jistych kvadratickych funkcionali.

V celé této sekci tedy nebudeme uvazovat obecny elipticky operator L, ale soustfedime se na symetrické operatory L
(samoadjungované), které jsou navic koercivni. Zavedeme tedy dva nésledujici pojmy.

Definice 3.7.1 — Symetricky linearni elipticky operator. Bud L elipticky operator. Rekneme, Ze je syme-
tricky, pokud je zadan pomoci

N d
(Lu)® := —ZAZ 81 ( 1/3‘;“ > Zbaﬁ A (3.102)
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a pro kazdé o, 8 € {1,...,N} ai,j € {1,...,d} plati

a®? =aP*, b*P =pP*  skoro viude v Q. (3.103)

ij = %i s
Takovy operdtor budeme opét asto zapisovat ve zkracené formé

Lu := —div (AVu) + bu

a podminku (3.102) budeme zapisovat jako
A—KT, bW
Namisto (3.5)—(3.8) budeme tedy uvazovat zjednoduseny problém

Lu=f v Q,
u=uy na I,
L (3.104)
AVu-v/=g na I,
AVu-7+ u=g na Iy,
kde budeme navic predpokladat symetrii , tj.,
0% = %% pro kazdé a, 8 € {1,..., N} skoro viude na 9. (3.105)
Piipometime jesté znadeni z (3.32)
B N
b(x) := inf b ()22, x € Q,
() {z€RN; |z|=1} a%; (@)
N
o(x) = inf o8 (2)2%25, x € 0
05 oy 32
a v této sekci budeme uvazovat vzdy pfipad
b(z) > 0, g(x) >0 skoro vSude. (3.106)

Piislusna bilinearni forma pro problém (3.104) méa tvar
Br, (u,p) := / (AVu - Vg + bu - ) dx—i—/ u-@ds.
Q I3

Slabym feSenfm problému (3.104) (porovnej s Definici 3.2.1) pak rozumime u takové, ze u — Uy € V, Uy € W12(Q),
stopa Uy = ug na I'y, a pro kazdé ¢ € V plati

Br, (u,¢) = (f,0)v + (g ¢) (3.107)

14 .
W 2% (I'2Ul's)

Vsimnéme si, Ze diky pfedpokladanym symetriim plati By (u,¢) = B, (¢, u), a tedy nase uloha je samoadjungovana.
To nam umoZni formulovat problém existence feSeni ekvivalentnim zptisobem jako problém hledani minima jistého
funkcionéalu. Ozna¢me si prostor

WE2Q;RN) := {p = (¢1,.. ., 0oN) : va € WH2(Q) pro kazdé o € {1,...,N}}

a definujeme funkcional ®: WH2(Q; RY) — R predpisem
1
O, (u):= §BL7 (u,u). (3.108)

Potom plati nasledujici véta.

Véta 3.7.2 — Vztah slabého FeSeni a minima funkcionalu. Bud Q € C%! s piislusnymi ¢astmi hranice
{T';}2_, a operator L symetricky elipticky ve smyslu Definice 3.7.1. Bud dale pro kazdé o, = 1,...,N 0% €
L>(T'3) splitujici navic (3.105) a spoletné s b také (3.106). Konetné bud u € W2(Q;RY) libovolné spliwjict
u— Uy eV, Uy jako vyse. Potom nésledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce u je slabé TeSeni, tj. spliwje (3.107).

(ii) Pro kazdé ¢ € V plati, ze

Cp, (uto)—2r, (u)2(E,0)v +(8P)120p, r,) (3.109)
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Jesté nez piistoupime k dikazu této véty, uvedme si ekvivalentni zapis (ii) v piipadg, ze f € (W12(Q;RY))*. Pro
tato lepsi f muZeme skutedné zformulovat (ii) jako problém minimalizace na konvexni mnoziné a dostavame (dukaz je
prenechéan ¢tenafi jako snadné cvideni), Ze najit u spliwjici (ii) je ekvivalentni nalezeni u takového, ze u — Uy € V a
Ze pro kazdé v spliujici v — Uy € V plati

®p, (u) = (f,w)v — (g, w) O, (v) = (£, v)v + (&)

12 < 15 .
W2 %(I'2UT's) W27 (I'2Ul'y)

Problém (3.107) se pak také nazyvd Eulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi funkcionalu @z (u) — (f,u)y —
<g7u>W%,2(F o) @ (3.107) se d4 obdrzet jako
2 3

d
(20 wtto) — (Eutto)y — (utto) o )] =0

nebo-li, ze ¢ = 0 je kritickym bodem funkcionalu ®;, (u+tp)— (f,u+tp)y — (g, u+ty) pro kazdé p € V.

1.9
W2%(I'2Ul's)

Diikaz Véty 3.7.2. Zaénéme s implikaci (i) = (ii). P¥imo z definice ®;,  (viz (3.108)), z faktu, ze u fedi (3.107), a z
toho, ze By, je diky predpokladim symetricka bilinearni forma, ziskdme

1 1
Cr, (ut) =@, (w) =3B, (utputy)--B (uu)
1 1 1
= iBL, (u,u) + By, (u,9) + EBL, (o, ) — §BL, (u,u)

1
= ({£0)v + (8P 120, o, T 5B (0.0):

K dokonéeni dikazu prvni implikace tedy sta¢i ukazat, ze By, (@,¢) > 0 pro kazdé ¢ € V. To je ale ziejmé diky

predpokladiim na elipti¢nost matice A (viz (3.3)), a nezépornost b a & (viz (3.106)).
Piikro¢me nyni k dikazu druhé implikace (ii) = (i). Bud nyni ¢ € V libovolné. Pouzitim pfedpokladu (ii) a
stejnym vypoctem jako vySe zjistime, Ze

0< @, (ut9)—0p (W)= 9y — (&%) 1er )

= BL’ (u, ¢) + %BL, (‘pa’l)b) - <fa¢>V - <g7'¢>w%=2(1“2u1‘3)'

Pro libovolné t > 0 a ¢ € V volme ve vySe uvedené nerovnosti ¥: = tp, coz diky bilinearité vede k

1
0<tBr, (W) + 5t Br, (p,0) = HE. @)y = H& @) ho o)

Vydélenim ¢ > 0 a limitnim pfechodem ¢ — 0, tak dostaneme

. 1
0< i (Br. (we)+ 51Be, (00)~ 0l — B0hy 1,

t—04

= BL,a'(u7 90) - <f,(P>V - <g’(p>W%’2(F2UF3).

Tato nerovnost plati pro vSechna ¢ € V' a tedy i pro —¢, coz diky linearit€ nerovnice v proménné ¢ uz vede k tomu,
7e je splnéna rovnost (3.107) a tedy plati (i). [ |

Vyse jsme si ukazali, Ze najit slabé FeSeni je pro nékteré typy tloh (pfesnéji pro symetrické) ekvivalentni tomu
najit minimizér jisté varia¢ni dlohy. Nyni si navic ukazeme, ze v piipadé, kdy b*® = 0 a |I'3| = 0, mtzeme problém
formulovat na prvni pohled zcela odlisné, ale stejné jsme vedeni ke stejnému cili. Tato nova formulace se nazyva dualni
formulace. Zde duélni bude znamenat, 7e namisto varia¢ni formulace pro u se budeme zabyvat varia¢ni formulaci
pro T = AVu. K tomu si tedy zadefinujeme nejdiive vhodnou uzavienou podmnozinu L2?(€; R¥*V)

V* .= {’f‘ € LQ(Q, RdXN): pro kazdé ¢ € V plati

B (3.110)
[T Veds = oy + 8.9 s, )
Tato definice neznamené nic jiného nez to, ze TeV* spliiuje ve smyslu distribuci nasledujici tlohu
—divT =f v Q,
- (3.111)
T-U=g na I'y
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a tedy pokud u je slabé feSeni, pak automaticky T = AVu € V*. Zavedme jesté tedy dualni funkcional

o 1 o s o L
®*(T)=- [ A'T -Tdex— [ VU,-Tdz, (3.112)
2 Jo

kde A1 znagf inverzni matici k A, tj. plati

N d
SN RGBT = Gapdis.

v=1 k=1

Poznamenejme, 7e diky méfitelnosti, omezenosti a elipti¢nosti matice A (viz (3.4)), inverzni matice A~! existuje a
je opét meéritelna, omezena a eliptickid. Kone¢né miZeme zformulovat vétu o ekvivalenci dualni formulace a existenci

slabého FeSeni.
Véta 3.7.3 — Dualni varia¢ni formulace. Bud 2 € C%! s pifslusnymi ¢astmi hranice {I';}3_,, T3] = 0 a
operdtor L symetricky elipticky ve smyslu Definice 3.7.1. Bud déle b¥*? = 0 pro kazdé o, 8 € {1,..., N}. Potom
jsou néasledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce T € V* je takova, 7e pro kazdé W € V* plati

*(T) < &*(W).
(ii) T = AVu, kde u je slabé fefeni, tj., u — Uy € V a splituje (3.107).

Diikaz. Dikaz zaéneme implikaci (ii) = (i). Je-li u slabé FeSeni, pak piimo z definice V* (viz (3.110)) a slabé
formulace (3.107) plyne, Ze T = AVu € V*. Bud nyni W € V* libovolné. Diky elipticité matice A=! a definici ®*
ziskdme

. | e .
@*(W)—(I)*(T):i/g(A_lw-W—A_lT~de—/VUO-(W—T)) da

1 I =g = = — — — - —
—§/A_1(W—T)-(W—T)dx+ AT . (W - T)dx
Q Q
— [ VUy- (W —-T)dz
Q
Z/A—lf (W—T)de — [ VU, - (W = T)da
Q Q

kde posledni rovnost vyuziva fakti, ze u—Uy € V a T, W € V*. Vidime tedy, ze <I>*(V_V) > <I>*('f‘) pro kazdé W € V*.
Nyni se budeme vénovat implikaci (i) = (ii). Nejdfive si odvodime Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro
problém formulovany v (i). Bud tedy T € V* minimizér. Bud dale Z € L2(Q;R%¥™) libovolna funkce spliujici pro
kazdé p € V
/Z~Vgodx:0. (3.113)
Q

Pro libovolné ¢ > 0 polozme W =T + tZ. Protoze T € V* a Z spliiuje (3.113), potom je zfejmé, Ze W € V* a miize
byt tedy pouzito ve variaéni formulaci. Z vlastnosti (i) tedy mame

1 -

Protoze vsak (—Z) také spliiuje (3.113), ziskdme obracenou nerovnost, a tedy pro kazdé ZcL? (€ RdXN) splitujici
(3.113) plati
/ (A"'T —VU,) - Zdz = 0. (3.114)
Q
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Rovnice (3.114) jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice minimaliza¢ni tlohy pro ®*.

Ve druhém kroku dikazu si ukdZzeme, Ze platnost (3.114) vyzaduje od T jisté vlastnosti a to zejména existenci u
takového, Ze u —ug € V a T = AVu. Pokud tedy takové u skute¢né existuje, pak musi spliiovat Vu = A-1T skoro
vSude v 2. Namisto tohoto na prvni pohled silného pozadavku hledejme nejdiive u takové, ze u— Uy e V a

/ Vu - Vedz = / AT - Vodz pro kazdé ¢ € V. (3.115)
Q Q

Protoze je Al omezena, mizeme zadefinovat (f, )y := fQ A-1T. Ve dz a vidime, Ze hledame slabé feSeni eliptického
problému. Diky Vété 3.3.2 (ovfeni predpokladd je pienechéno ¢tenafi) vime, Ze existuje prave jedno FeSeni (v piipads,
7e |T'1| = 0, pak jde o Neumannovu tlohu a feSeni je jednoznainé aZ na konstantu) problému (3.115). Nynf si jiz
ukazeme, jak z (3.114) a (3 115) plyne (ii).

Diky (3.115) plati, zZe Z definované pomoci Z := A-IT — Vu splituje (3.113) a tedy mize byt pouzito v (3.115).
Tim ziskdme identitu

/ AT . (A~'T — Vu)de = / VU, - (A~'T — Vu) dz. (3.116)
Q
Dale volba ¢ :=u — Ug v (3.115) dava

/ Vu - (Vu—VUg)dz = / A7'T . (Vu — VUp)dz. (3.117)
Q Q

Sectenim (3.116) a (3.117) a prevedenim viech &lentt na jednu stranu rovnice tak ziskdme (i diky symetrii A)
0 =

/ (/K—IT (A~MT — Vu) + Vu - (Vu — VUp) + Vg - Vu — AT - (vu)) da
Q
:/ |(A‘—1T|2—2A’—1T-Vu+|v11\2) dx:/ |A7IT — Vu|? dz.

Q Q

Plati tedy, ze T = AVu skoro viude v Q a u — Uy € V. Navic, protoze T e V*, pak u musi spliovat (vyuzivame faktu
AVu =T € V*) slabou formulaci (3.107) a tedy je i slabé FeSeni. Dikaz je tim hotov. [ |

Poznamka 3.7.4. V predchozim textu jsme vidéli, Ze pro symetrické operatory bez absolutnich ¢lent, tj. v pfipadech
kdy b = = o, jsou primarni variaéni tloha (minimizér pro ®) a duélni uloha (minimizér pro ®*) v jistém smyslu
ekvivalentni a vedouci k témuz FeSeni. Rozdil spociva v tom, Ze minimalizaci ¢ vynucujeme platnost rovnice Lu = f,
zatimco minimalizaci ®* vynucujeme platnost vztahu T = AVu. Z pohledu aplikaci je pak vyhodnéjsf fesit dlohu pro
®, pokud nas zajima predevsim tvar u, a tlohu pro ®*, pokud nés zajima predevsim tvar T = AVu.

V prvni ¢asti této kapitoly jsme si ukazali FeSitelnost pomoci Laxovy—Milgramovy véty. Nyni ukazeme, ze v pfipadé
symetrickych operatori, které jsou V—eliptické, 1ze dilkaz existence provést mnohem jednoduseji za pomoci hledani
minima funkcionélu.

Priklad 3.7.5 (Existence pomoci minimalizace funkcionalu). Ukazte existenci FeSeni pro (3.104) tim, Ze hledate u
spliwjici (3.109).

Resen. UvaZzujeme nyni eliptickou tilohu se symetrickym operatorem a piedpokladejme, Ze plati (3.106) a biline4rni
forma By, je V-eliptickd. UkaZeme, jak je pak mozno Fesit Glohu (3.104). Hledejme FeSeni u = Uy + w, kde w € V.
Véta 3.7.2 nam 1ika, ze u je slabé feSeni pravé tehdy, kdyz

¢, (ut @) = Pr, (W) 2 E@)v+(80) 4o or,

Bud % € V libovolné a volme ¢ := % — w € V, kde w je dano u = Uy + w. Potom vySe uvedena nerovnice piejde na
tvar

(I)L, (UO + W) - <f,W>V - <g’W>W%’2(F2UF3)

S q)L, (UO + 1/)) - <fa 1/)>V - <g7"/)>W%’2(F2UF3).
Protoze ¥ € V je libovolné, hledame vlastné minimizér jistého funkcionalu. UvaZzujeme tedy

= lnf @1, (Uo +w) — (£, w)v — <g7W>W%’2(F2UF3).

Z definice infima je zfejmé, Ze pro kazdé ¢ € V plati

I S (I)L, (UO +1/)) - <fa ¢>V - <g7¢>W%’2(F2UF3)
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a volbou ¥ = 0 tedy mame
1< (PL, (Uo) < 00.

Z definice infima muZeme najit posloupnost {w”},en C V takovou, Ze

I = lim (‘I’L’ (Uo +Wn) - <f»Wn>V - <ngn>

1
n— oo W§’2(F2UF3))
a navic vime, Ze existuje ng takové, ze pro kazdé n > nyg

Or (Upg+w") —(f,wh)y — (g, w") <I+1<9(Up)+ 1 (3.118)

1
W2°2(ToUls) —

Vidime tedy, ze posloupnost w” je omezena ve V, a ze spojitosti operatoru stop také vidime, Ze je omezené ve
1 o eiw . . - ~ v 2~
W2:2(99Q). Diky reflexivité existuje podposloupnost (op&t nebudeme preznacovat) takova, ze

w" = w slabé ve V,

3.119
w" —=w slabé ve W%*Q(Q). ( )

Vyuzitim definice ® a V-elipticity, symetrie a bilinearity By, ziskdme navic nasledujici odhad

1
®L7 (UO +Wn) = QBL7 (UO +Wn,U0 +Wn)

1 1
=581, (Uo +w,Ug+w") + 581, (w" —w,Ug+w)

1
+ iBL’ (W' —w,w" —w)
1
= iBL’ (Up+w,Upg+w)+ B, (Ug+w,w'—w)

1
+ iBL’ (W' —w,w" —w)
> ®(Ug+w)+ Bro,(w'—w, U+ w).
Navic diky V-elipticité vime, Ze existuje F € V* takové, ze F = By, (-, Ug + w). Z definice infima I a diky slabym
konvergencim (3.119) tak ziskdme

[= lim (@L, (Up +w") — (£, w")y — (g, w")

1
n—00 W2’2(F2UF3))

> O(Up+w) + lim ((F,w" = w) — (f,w")y — (g, w")
=(Up+w) - (f,w)v — (g, w)

W%’Z’(rgurg))
1, .

w2 (Fg UF3)

Z definice infima I v8ak na druhou stranu plyne, Ze

1< ‘I’(Uo + W) - <f7W>V - <g7W>W%‘2(F2UF3)

a tedy nutné
I=®(Up+w)—(f,w)y — (g,w)W%,Q(MUrg)
< ®Uo +¢) — (f.0)v —(8:9) 12 1,0my)

pro kazdé ¢ € V. Funkce w je tedy minimizér a nésledné diky Vété 3.7.2 u = Uy + w je slabé feSeni. g

3.8 Nelinearni verze Laxovy—Milgramovy véty

Uvazujme obecnéjsi nelinearni diferencialni rovnici 2. fadu s pravou stranou f : Q@ — R
9
_ ; 87%(%(177 u(z), Vu(z))) + ag(z, u(z), Vu(x)) = f(z) v Q (3.120)
u = ug na ofd.
Rovnici lze naptiklad ziskat z rovnovahy energie v klidu, kdy rychlost je nulova, vyjadfenou vztahem
—divg+r =0, (3.121)
kde g = (q1,...,q4) reprezentuje tok tepla a r je zdroj tepla. P¥ipoustime zcela obecnou zavislost ¢; a r na poloze

x € Q C R?, teploté u a jejim gradientu, tzn.

qi(z) = a;(z,u(x), Vu(z)), i=1,2,...,d,
r(x) = ap(z, u(x), Vu(x)).
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Dosazenim té&chto konstitutivnich vztaht do (3.121) ziskame (3.120) s pravou stranou f = 0. Pfedpokladejme:

Proi=0,1,...,d jsou funkce a; : @ x R x R - R
Carathéodoryho funkce, tzn.

e pro viechna z € R a € R? jsou a;(-, z, p)) méfitelné v €, (A1)
e pros.v. x € Q jsou a;(x,-,-) spojité v R x RZ.
a
Existuji C; > 0,9 =0,1,...,d, tak, ze pros.vz € Q)
(A2)

a pro viechna = € R, € R? je |a;(x, z,p)| < Ci(1 + |2| + |B]).

Zatimco predpoklad (A1) je dostatecné obecny, pfedpoklad (A2) vyrazné omezil uvazovanou tiidu nelinearit: vechny
maji tzv. linearni rasty jak v u tak v Vu. Predpoklad (A2) tak pripousti nelinearni funkce, ty vSak maji stejné
rusty jako operatory studované v predchozim sekcich. Snadno si v8ak ¢tenaf vymysli nelinearity s polynomialnimi,
logaritmickymi, exponencidlnimi rtsty.

Definice 3.8.1 — Slabé FeSeni tlohy (3.120). Rekneme, 7e u € W12(1) je slabé feseni alohy (3.120), jestlize

o u—Uye W,?(Q)

dp Lo (3.122)
. a;(z, u, Vu) +ao(z,u, Vu)p | de = | fedr Ve e Wy (Q).
Q O Q
Predpokladame, ze (A1) a (A2) plati a f € L?(Q).
Cviceni 3.8.2. Ukaite, ze za predpokladi (Al) a (A2) je
Op 1,2
ai(:c,u,Vu)(9 + ao(z,u, Vu)p| do < co  pokud u,p € W7 (£2).
Q T
Nyni je prirozens zavést (nelinearni!) T : Wy2() — (W, *(Q))* predpisem
(Tu, P)wr2q) = [ai(-,u, Vu)=—— + ao(-,u, Vu)p| dz. (3.123)
0 Q Ox;
Ze Cvieni 3.8.2 plyne, ze T : Wol’z(Q) — (Wol’Q(Q> je omezeny.
Nyni zformulujeme nelinedrni variantu Laxovy—Milgramovy véty.
Véta 3.8.3 Bud X Hilbertiv a T : X — X je lipschitzovsky spojity, tzn.
(M >0)(Vu,v e X) ||Tu—Tv|y < M|u—2|y, (3.124)
a silné monoténni, tzn.
(Fm > 0)(Vu,v € X) (Tu—Tv,u—v)x >mlu— 11||?X . (3.125)
Pak pro kazdé F' € X existuje pravé jeden u € X tak, ze
Tu=F (3.126)

Diikaz. Vsimnéme si nejdiive, ze
mllu— |} < (Tu—Tv,u—v)x < ||Tu—To|y u—v|y <M |u—v|

a tak m < M. Bez tjmy na obecnosti lze piedpokladat, ze m < M. (Jinak M zvétsime.) Pro e > 0 a F € X libovolné
definujme operéator A : X — X predpisem

Au=u—e(Tu—F). (3.127)
Ukazeme-li, ze A je kontrakce v X, pak dikaz véty plyne z Banachovy véty o pevném bodu. Pro kazdé u,v € X v8ak
mame
|Au — Av||§( =(u—v—e(Tu—Tv),u—v—¢e(Tu—Tv))x
=(u—v,u—v)x —2e(u—v,Tu—Tv)x
+eX(Tu —tv, Tu — Tv) x

=|lu—v||% — 26(Tu —Tv,u—v)x + &2 ||Tu — To|% .
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Vyuzijeme-li lipschitzovskosti a silné monotonie 7', dostaneme
| Au — Av|)3 < (1 —2em +&2M?) |lu — o5 -

Funkce g(g) := 1 — 2em + &2 M? nabyvA minima pro ¢ = iz ag (%) =1- % < 1. Zobrazeni A je tedy kontraktivni
a tvrzeni Véty 3.8.3 je dokazéno. |

Vratme se k nasi aloze (3.120). V&tu 3.8.3 nelze vyuZit piimo na operator T, nebot ten nezobrazuje I/Vol’2 (Q) do

sebe. Miizeme viak vyuzit Rieszovu vétu a k T € (WOM(Q)) prifadit T'(u) € Wy () tak, 7e

(Tu, )iz () = (T, @)z ) (3.128)

ITully 5 = Tl 1260 (3.129)
(W)

K tomu, abychom ovéfili, ze T : VVO1 2(Q) — WO1 2(Q) je lipschitzovsky a silné monoténni, tedy staci ukézat, ze
T : Wy?(Q) = (W, 2(Q))* je lipschitzovsky a silng monoténni, tzn.

(B3 > 0)(u,0 € Wy () |[Tu—To| o <M =l 5 (3.130)
0

)

(3> 0)(Vu, v € Wy () (Tu = Tv,u—v)yazq) > it f|lu— vll?,. (3.131)
Nasledujici lemma dava postacujici podminky, kdy (3.130) a (3.131) plati.
Lemma 3.8.4 (1) Jestlize

30@ a 6ai
0z  Op

jsou omezené v Q x R x R proi=0,1,...,d, (A3)

pak T je lipschitzovsky spojity.
(2) Jestlize plati

(Ba > 0)(s.v. z € Q) (V€ = (&, ..., &) € RTHY)

4/ a; Oa;
) (ap;gigj ; 8;@50) > aléP, (A4)

=0
=1

S,

pak T je silné monotoénni.

Dikaz. Zékladem dikazu obou tvrzeni je nasledujici identita

~ ~ 6@
<TU’ - TU; QD>W01’2(Q) :/Q ((ai('a u, vu) - a’i('? v, V'U)) axl

+ (ao(, u, Vu) — ag(-, v, VU))L,O) dz

1
:/Q _/0 %ai(~,v+5(u7v),Vv+sV(u7v))ds g;i

1
Jr/ diao(-,qus(ufv),VersV(ufv))ds @] dz
0 S

L day dy
Q_/U aZ(...)(ufv)dbaxi

L da; O(u; —v) dp

Lo G-+ S0 20 g

Zbytek dikazu je ponechan ¢tenari. ]
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Véta 3.8.5 — Existence, jednoznacnost a spojita zavislost na datech. Necht f € (W;?(Q))* a rozsiient
Up hrani¢éni podminky ug spliuje

Uy € WH2(Q) a stopa Uy = ug.
Necht koeficienty a; : © x R x R? — R spliji (A1) — (A4). Pak existuje pravé jedno slabé feseni u € Wy?(Q)
ulohy (3.120), které spliuje (3.122). Navic existuje C' > 0 tak, ze

H“”Lz <C ||f||(w01v2(9))* + ||U0||1,2,Q +1]. (3.132)

Diikaz. Nejdifve zavedeme operator T : Wh2(Q) — (Wy2())* vztahem (3.123). Cilem je ukézat existenci u €
Wh2(Q) tak, ze

u—Uy € Wy2(Q)
- o, (3.133)
(T(u),<p>W01,2(Q) = ([, <)0>W01*2(Q) Vo € Wy ().

Hledejme u ve tvaru u = Uy + w, kde w € WOI’Q(Q). Definujme operator S : Wol’Q(Q) — (W&’Q(Q))* prredpisem

Sw = T(Uy + w).

Ztotoznime-li S s operatorem S: Wy2(2) — W 2(Q) as f € (W12(Q))* pomoci Rieszovy véty (viz (3.128)-(3.129))
a uzijeme-li Lemma 3.8.4 a Vé&tu 3.8.3, dostavame existenci a jednoznacnost feSeni tlohy

Sw=g v (W"Q)",

coz dava tvrzeni. Abychom dokazali (3.132), bereme nejdiive v (3.133) za ¢ = u — Uy a pak k této rovnici pficteme

—(T(Up),u — U0>W01.z(9). Dostaneme
<T(’LL) — T(Uo), u — UO>W01’2(Q) = (f,u — UO>W01’2(Q) — <T(U0),u — UO>W012(Q)
S vyuzitim silné monotodnie T a linearniho ristu a;, 1 =0,...,d, dostaneme
2
l[u— U0||1,2 <C Hf”(wol‘z((z))* + ||UO||1,2 + 1} lu — UO||1,2 :

Protoze u = u — Uy + Uy, (3.132) je dokazano. [ |

Priklad 3.8.6. Uvazujme tlohu
—Au+ (arctgu + m)u = f v Q,

3.134
u=20 na 0f2. ( )

UkaZme, Ze pro libovolné f € W~12(Q) existuje pravé jedno slabé fegeni tlohy (3.134). Ziejmé ma funkce ag :=
arctg u + m)u linearni rist, staci tedy ovéfit predpoklady Lemmatu 3.8.4. Pokud oznaéime a; := 2%, jsou ziejmé
ox;

splnény podminky z prvni ¢asti lemmatu a staci ovérit, ze ‘fiiuo > ap > 0. Pocitejme

dag tew+ T+ u T 1>1
— = arc u iy —_— —_— — =
du & W2r1-2 277

tedy vSechny potiebné predpoklady jsou splnény a tloha (3.134) ma pro libovolnou pravou stranu f € (W12(£2))*
pravé jedno feSeni.



Kapitola 4

Nonlinear elliptic equations of second order

In this chapter we shall present several techniques which can be used to solve nonlinear problems.

4.1 Application of the theory of monotone operators

We consider a similar problem as in the previous section, hence we look for a function u: 2 — R solving the problem
9
— —a;(z,u(z), Vu(z)) + ap(z,u(x), Vu(z)) = f(x in €,
> gy o o). Vua) + au(z (o), V) = 12 o
U = ug on 012,
where Q C R, functions a;: Q x R x R? — R are Carathéodory, similarly as in the previous section, thus for any z € R
and p € R? are the functions a,(-, z, 5) measurable on Q and for a.e. z €  the functions a;(z,-,-) are continuous in
RxR? i=0,1,...,d, and
lai(z, 2,P)] < Ci(J2|" " 4+ [pI"Y) + hi(x), i=0,1,...,d, (4.2)

where h; € L7™1(Q), 1 < r < oco.
Recall that due to Theorem A.3.41 we know that the mappings

u— a;(z,u, Vu), i=0,1,....d

are continuous from W' (Q) to L71(Q), 1 < r < co. We further assume that the following two conditions are fulfilled.
First, let the coercivity condition hold:

d
S ai(, 2 pi + ao(@, 2,5)2 > Colpl” + Ca(a)|2” — Cala), (4.3)
=1

where C; > 0, Cy(z) > 0 a C3 € L*(), and second, let the monotonicity condition hold:

d
Z ( z, 2! ,p - ai(m,z27ﬁ2)) (Pll _p?) 4 (ao(a;,zl,ﬁl) _ ao(x;ZQ,ﬁQ)(zl _ 22) >0 (4.4)

=1

for arbitrary z', 22 € R and arbitrary p', 52 € R%; the latter will be in some situations replaced by the strict

monotonicity condition

d
Z (ai(l',Zl’ﬁl) _ ai($7327ﬁ2)) (pzl _p?) + <a0($,zl7ﬁ1) _ ao(.’II,ZQ’ﬁQ)(zl — 2;2) >0 (45)
i=1
for all 2!, 22 € R and all p!, p? € R? such that (z',5") # (22,p?).
The definition of a weak weak solution is similar to the case of the nonlinear version of the Lax—Milgram
lemma

Definition 4.1.1 — Weak solution for problems with a monotone operator. A function u € W17 () is
called a weak solution to (4.1), if u — Uy € W' (), Uy € W' (), the trace of Up is up on 9, and the following
identity holds

/Q (ZaZ x,u, Vu) gxl + ao(z, u, Vu)p )dx = (f, @)WJ,T(Q) (4.6)

i=1

96
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for any o € W, ().

Note that all integrals in the weak formulation of (4.6) are due to our assumptions finite. We look for the solution
in the form u = v + Uy. We define the operator T: W, " (Q) — (W3 (2))* = W17 (Q) as follows:

(T(v) 0w

0

d Oy (4.7)
= / (Zai(x, v+ Uy, Vv + VUO)Gx + ag(x,v + Uy, Vv + VUO)@) dx.
€=l ‘
Then the weak formulation can be rewritten as operator equation
T(w)y=f  in W b"(Q). (4.8)

Assumptions formulated on a; ensure the following properties of T'.

Lemma 4.1.2 Let (4.2)-(4.4) or (4.5) hold. Then
(i) The operator T is continuous from Wy () to W17 (Q).
(if) The operator T is coercive, i.e.
(T(v), v)wrr) _
im — =
lollwr@=oo [[llwir)

(iii) The operator T' is monotone, i.e. for v!,v2 € W7 (Q), v* — v% € Wy ()
(T = T, 0"~ Pyar ay 2 0
or strictly monotone, i.e. for v',v2 € W7 (Q), v —v? € Wy (Q), v! # v?
(T(v') — T(v?), v — 'U2>W01,7'(Q) > 0.
Proof. (i) The continuity follows from the Theorem on Nemytskii operator (Theorem A.3.41), due to which the

mappings u — a;(z, u, Vu) are continuous from Wy () to L71 (Q).
(ii) Let us compute

8(1} + Uo)

d
(), Wy = /Q (Y ailw, v+ Uo, Vo + V) e

i=1

+ ag(z,v + Uy, Vv + VUp) (v + Uo)) dr

d

oU,
—/ (Zai(x,U—FUO,VU—FVUO) 0
Q o1 al'

+ ao(z,v + Uy, Vu + VUO)UO) dz

> C1(|IV(v + Uo)llzry — 1) = Callo + Uplli s o 100l lw.r ()
> C|IV(v+ Uo)llr ) — C,

%

which yields claim (ii).
(iii) Finally, due to the fact that v! —v? = (v + Upy) — (v + Up), the monotonicity (the strict monotonicity) follows
directly from property (4.3). [ |

We will also need one corollary of the Brouwer Fixed Point Theorem proved later:

Theorem 4.1.3 — Brouwer Fixed Point Theorem. Let @: Br(0) — Br(0) C RY be a continuous mapping,
N > 1. Then there exists at least one fixed point of the mapping @ in Bg(0), i.e. there exists & € Br(0) such that
u(Z) = .

The proof will be given later, in Section 4.5.
We in fact need its corollary

Corollary 4.1.4 (Variant of the Brouwer theorem). Let §: RV — RY be continuous. Assume there exists R > 0 such
that

(g(0), O)ry = 0

for all ¥ € RV, |#] = R. Then there exists at least one Z € Bg(0) such that §(2) = 0.
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Proof. Assume that such Z’ does not exist, hence

—

3@ #£0 V&€ Br(0).

Denote

(5= -rIAD
52)]
Then F is a continuous mapping which maps Br(0) into itself. Due to the Brouwer fixed point theorem (Theorem
4.1.3) there exists Z; € Br(0), a fixed point of the mapping F'. Then

P g(@)
|5(Z1)]
Hence |Z;| = R, and
0 < (@@ By = (7). ~R I = _RlgE) <0
|g(Z1)] /RN
which yields a contradiction. ]

We can now formulate and prove the main result from this section.

Theorem 4.1.5 — Existence result for the problem with monotone operator. Assume that the Carathé-
odory functions {a;}%_, fulfil (4.2)-(4.4), where 1 < r < co. Let f € W17 (Q), Uy € WL7(Q), where the trace
Uy = ug on 9. Then there exists a weak solution to (4.1) in the sense of Definition 4.1.1. If the condition of strict
monotonicity (4.5) holds, the solution is unique.

Proof. Let the operator T' be as above. We look for a solution to the problem
Tw)=f ve WL ().
Let {h;}, i € N be a countable dense subset of W, (€2) and we denote by V;, the linear hull of the first 7 such functions.
We define N
A: (a1,a2,...,a,) €ER" — Zaihi = v, € V,.

i=1
Furthermore, denote (recall that for a fixed n our space V;, is finite dimensional and thus all norms are equivalent)

l@llrn = llonllwr@) = [[Aalwir ).
We also define g: R™ — R™ by

§(@) = {(T(A@) = £.h) e oy Ve
As the operator T is continuous (a weaker notion of continuity would be enough at this moment), the mapping § is
also continuous. Moreover, the mapping T is coercive, therefore

(9(@), @)rm = <T(vn),vn>wg~r(ﬂ) —(/, UH>W01’T(Q)

S (<T(Un)avn>w()1*"(ﬂ

)
- f —1,r ) (¥ 1,r Z 07
||’UnHW1F(Q) || HW (Q) H n“W ()
if |vn]|w1r@) > R for a sufficiently large R (independent of n!). Therefore due to Corollary 4.1.4 for any n € N there
exists at least one @” € R™ such that
ga") =0,
hence
(T(A@") = f,h)yirgy =0, h€ LIN{h YL,

n

and moreover, for v™ := > | aj'h; the estimate |[v"||y1.~) < R holds for R independent of n.

Therefore due to Theorem B.2.7 we know that there exists v € W' () and a subsequence {v™ }zen C {0" }nen
such that
v =y in WhHT(Q).

Moreover, as T'(v™) is a bounded sequence in W17 (Q) and {h;}ien is a dense subset of W17 (), we also have
(™) g
in Wb’ (©) (and due to the reflexivity the sequence converges also weakly). Furthermore,

lim <T(v”’f),v”’€>W01,,,.(Q) = lim (f, v”k>W01,,.(Q) = <f,v>W01,,.(Q). (4.9)

k—o0 k—o0
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Using the monotonicity of T', we have for arbitrary ¢ € WO1 Q)
(T(™) ~ (), 0™ ~ )y 2 0. (4.10)
By virtue of (4.9) and letting & — oo v (4.10) we get

(f =T();v—@)yrrg =0 for any ¢ € W," (). (4.11)

We now perform Minty’s trick. We set ¢ := v — Aw in inequality (4.11), where w € WOI’T(Q) is arbitrary and A > 0.
This yields
(f = T(v = dw), Mw)yyrr gy > 0 for any w € W, (). (4.12)

Dividing (4.12) by A, we have
(f = T(v = dw),w)yyir gy >0 for any w € W, " (Q). (4.13)
Due to the continuity of T, letting A — 0, we have

(f = T(v),w)yyar gy >0 for any w € W,'" (). (4.14)

Finally, it is enough to recall that (4.14) holds for arbitrary w € W, "(Q) (and thus also for —w). We get equality
(f — T(’U),U)>Wc},r(ﬂ) =0 for any w € W, (Q) (4.15)

and thus u := v + Uy is a weak solution to our problem.

Assuming additionally the strict monotonicity condition (4.5) (hence the operator T is strictly monotone, see
Lemma (4.1.2), item (iii)), we can show the uniqueness. Assume that u! and u? are two different solutions to our
problem. As u' —u? € W, (Q), we have

0 < (T(u') — T(u?),u' — u2>W01,,,-(Q) =(f - fu' — u2>W01,,,'(Q) =0,
which yields a contradiction. Therefore u! = u2. [ |

Example 4.1.6. Consider problem (4.1), where

2 0

ai($7u7vu) = |vu|r— 6%"’

i=1,2,...d,
ao(x,u, Vu) = |u|""2u.

The coercivity condition (4.3) and the growth condition (4.2) are indeed fulfilled. Let us verify that the strict mono-
tonicity condition (4.5) holds. We compute

(|vu1‘r72vu1 _ |vu2|r72vu2) . (vul _ vu2) 4 (|u1|r72u1 _ |u2|r72u2)(u1 _ uZ)
1
= / di(w(u2 +t(ut — u?)| AV (e + ! — u2))) dt - V(u' — u?)

o dt
d

+/O 5 (|u2 Ft(ut — )| R u2))) dt(ut — u?)

1

— (- 1)/0 V(2 + (! — )2 AtV (! — )P

1
+ (r— 1)/ [u? 4 t(u' —u?)[" 2 dtjut —u?*> >0
0

and even, for u' # u?, the inequality is sharp. Therefore the strict monotonicity condition (4.5) holds and thus for
any f € W17 (Q) and any ug € W=+ (€) there exists unique weak solution to

0 pa OUN e~ e ,
_Zazi(‘w‘ Qazpi)*;'“' u=f  nQ (4.16)

i=1
U = ug on 0N

in the sense of Definition 4.1.1.
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4.2 Compact perturbations

The aim of this section is to show that some nonlinear problems can be solved using the compact embedding theorems
together with the compactness of the trace operator. We will demonstrate this on the following example. We consider

= o j (4.17)
0 4.17
377”1:1\ +g(u) =G on I'y
u=0 on Iy,
where Q C R?, Q € CO1 —’; = Zf =1 @i g n; is the derivative with respect to the conormal, 7 is the outer normal
to 012, and GQ Ihu FQ U M, where |M|d 1 =0 and I'y, 'y are open subsets of 9€2.
We will assume the followmg
ai; € LOO(Q), i,7=1,2,...,d
d
Z aii&i&; > aolé?, ap > 0,€ € R", arbitrary
i,j=1
/ f(w)vdx —|—/ g(v)vdS >0,Yv €V ={uec Wh?(Q);Tu =0 on I'y}
Q ry (4.18)

<d+2

—d-2
d

d—2

FeV*GeW I = (W2()))".

f: R — Ris continuous , | f(v)] < C(1 + |[v|P),1 <p (p<ooifd=2)

g : R —= R is continuous , |g(v)| < C(1 4+ |v|?),1 < g < ——= (¢ < 0 if d = 2)

We aim at proving the following result.

Theorem 4.2.1 Under the assumptions (4.18) there exists a weak solution to (4.17), i.e. a function v € V such

that
¢ du O¢
/ (3 gt + )+ [ stuods = ooy +(G.oby ya,

1

for all p € V.

Proof. Before starting, note that all terms in the weak formulation in Theorem 4.2.1 are finite. We proceed very
similarly as in the proof of the main result from the previous section, i.e. for the monotone operator case. We only
modify the arguments in order to pass to the limit from the Galerkin approximation to the continuous one.

Step 1: Approximation. We take {w;}$°; a dense subset of V. Note that we may take in particular such functions that
w; € C’°°( ) and w; = 0 on I'y for all ¢ € N. Let us fix n € N and look for

n
= Z ciw;(z)
i=1

such that
d
ou™ 0
/ ( Z Cliji L f(u")wk) dx+/ g(u™)wy dS
Q%=1 Ox; Oxi Ty (4.19)
- <Fa wk>V + <Gawk>w%,2(r )’
k=1,2,....n

Step 2: Existence of a solution for the approximation. We use as before Corollary 4.1.4 (corollary of the Brouwer fixed
point theorem). We consider the mapping ®:

{d}™, +—>{/Q ( Z aij o), ;jdlwz 8wk (Zdlwl)wk>

7,7=1

+ /Fl g(Zdlwl)wk ds — <F, wk>v — <G’U}k>W%’2(F1)}k:1'

=1
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Indeed, the mapping ®: R"® — R"™ is continuous. Moreover (we multiply the k-th equation by dj and sum up, for k = 1

to n)
d n
[ (30 P S ) (5 ) S )

ij=1

/Fl (Zdlwl> Zdlwl as — <F,lz_;dlwl>v — <G, ;dzwz>wé,2(rl)
> ao/Q ’v(l_zl dlwl)‘ de — <F,;dlwl>v - <G,;dlwz>wé,2(rl) >0

provided || Y1, diwi|| 2y > ﬁ, where R depends on «g, F, G, but in particular, is independent of n. Due to the
Poincaré—Friedrichs inequality there exists R > 0 such that if

H ;dlwluww(g) >R= (<I>( )’d)Rn > 0.

Hence using the corollary of the Brouwer fixed point theorem (Corollary 4.1.4) there exists {c¢?}?_; such that
(") =0.
Moreover, for u™ := Y7 | cfw; we have
[u™[wr2(0) < R,

where R is independent of n.
Step 3: Limit passage. We consider the limit n — co. As W2(Q) is a Hilbert space, there exists {u™*}?2, C {u,}32,
such that

ut =y in WH2(Q),

where the limit function u € V. Moreover, for another subsequence (however, we do not relabel it)

. 2d
u™ = in LP(Q),1<p< 73 (compact embedding),
N . 2d—2
u™ =y in L9(02),1 < g < 1-2 (compactness of the trace operator).

We now easily have for £k — oo (the weak convergence suffices here)

) ou 0
/Za”a ar /Za”au az

i,j=1

for any [ € N. Next, we want to show that as k — oo,

[ sryunds = [ fawds

for any | € N. To this aim, we apply the Vitali’s convergence theorem. Recall that for a suitable subsequence (we do
not relabel it) we have
F—au  ae. in €,

hence
f(u™) — f(u) a.e. in Q
due to the continuity of f. As the functions w; are bounded for any [ € N and the growth of f is subcritical, we know
that due to the Holder inequality
‘ / F™)wy dm‘
E

are uniformly small provided the measure of F is sufficiently small.
More or less similarly we may show that for & — oo

/ gu™)w, dS — g(w)w; dS
I'y

Iy

for any [ € N. Hence we have

d
Oou Owy B
/ ( Z g g+ ) d ¢ / 900w dS = (F )y + (0w (4.20)
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for any [ € N and therefore, for any test function ¢ from the linear hull of {w;}$2;.

Step 4: Closure of the test function. Using that for arbitrary v € V there exists v — v in W12(Q), where v"
belongs to the linear hull of {w;}$2,, we easily verify that the weak formulation (4.20) holds for any test function
v € V. Theorem 4.2.1 is proved. |

Remark 4.2.2. (i) It is not difficult to see that if we relax condition on the test function in the weak formulation, i.e.
we require that the test functions are continuously differentiable functions in €2 which are equal to zero on I'y, then
we may relax the conditions on f and ¢ in (4.18). More precisely, we may assume that

2d
f:R = Ris continuous , | f(v)] < C(1+ [v]P),1 <p< T3 (p < o0if d=2)

—2
5 (a<ooifd=2).

2d
g : R — R is continuous , [g(v)| < C(1 4+ |v|?),1 < g < 7

(i) Assumptions (4.18) for f and g are fulfilled e.g. if f(v) = f(v)v, where f > 0 satisfies the growth condition above

for p < -4 and g(v) = g(v)v, where § > 0 satisfies the growth condition above for ¢ < -25. As in part (i), this

condition can be further relaxed if we require smoother test functions.

4.3 Methods based on fixed point theorems

We plan to use the following fixed point theorem. All Banach spaces are assumed real.

Theorem 4.3.1 — Banach Fixed Point Theorem. Let T: X — X, where X is a complete (metric or normed)
space, such that
o(T(u1), T(uz))x < ap(ur,ug)x

for the metric space, or
1T (ur) — T(uz)|lx < aflur — vzl x

for the Banach space, where « € [0,1). Then there exists a unique fixed point ug of 7" in X.

Theorem 4.3.2 — Brouwer Fixed Point Theorem. Let T: B C R" — B be continuous, where B is a convex,
closed and bounded set. Then there exists a (generally non-unique) fixed point of 7" in B.

Theorem 4.3.3 — Schauder Fixed Point Theorem. Let T: K C X — K be continuous, where K is compact
and convex and X is a Banach space. Then there exists a fixed point of T" in K.

Theorem 4.3.4 — Schaeffer or a version of the Schauder Fixed Point Theorem. Let T: X — X be
continuous and compact, X Banach space, and let the set

{u € X;u=AT(u) forsome0<\<1}

be bounded. Then there exists a fixed point of T in X.

We start with an application of Theorem 4.3.1. Note that the theorem is classical and its proof can be found in
almost every advanced textbook on mathematical analysis.

4.3.1 Application of the Banach fixed point theorem

We already used this theorem in the proof of the nonlinear version of the Lax—Milgram theorem (see Theorem 3.8.3).
Another typical application are local existence theorems for nonlinear problems (local in time existence of nonlinear
problems or global in time existence for small data as well as existence of solutions to nonlinear elliptic problems for
data closed to a known solution, typically a zero one). We will consider the latter.

We assume the following problem
—Au+ f(u,Vu) =g inQ

u=0 on 9%,

where © C R% is a C*! domain and g € L?(Q) is a given function such that ||g||12(q) < 1. Moreover, we assume that
f is a Lipschitz function in R x R? such that

f(v,2) < C(|z]? + 1)[v|"
f(v1,2) = f(v2,2)] < Cloy — v2|(|2]? + 1) (Jor |~ + va] 1) (4.22)
|f(v,21) = f(v,22)| < Clzy — zo[v]" (|21 |7 + |22|771),

1<¢<3,1<7r<oo,forany v, v; and vo € R and z, z; and z, € R3.
We aim at showing the following

(4.21)
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Theorem 4.3.5 There exists a g > 0 such that if [|g||z2(q) < do, then there exists a unique solution (weak and
strong) of (4.21) in the ball
Bs = {u € W22(@) N Wo (s [lullwassy < 6}

for a suitable § > 0.

Proof. Take v e W22(Q) N W, 2(Q), lullw22(0) < 0, where 6 < 1 will be fixed later. Assume g > 0 sufficiently small
(will be fixed later) and consider a mapping

T : WH2(Q) n W, % (Q) = W22(Q) n W, 2(Q)

such that T'(v) = u, where
—Au=g— f(v,Vv) in
u=0 on 0f.

Since due to our assumptions g — f(v, Vv) € L2(f), there exists unique u € W22(Q) N W, *(2), a solution to (4.21),
and

lullw22(0) < C(llglle2@) + I1f (v, Vollz@) < Cllgllzz@) + vllivez2 @)
for some o > 1 (here we used that & < 1). Therefore, in order justify that T maps By into itself, we need to verify that
C(dp + 6%) < 4.

Indeed, taking § sufficiently small so that C'0% < g and then &g small so that C'dg < % we verify our required property
of T
Furthermore, for vy, vo € Bs we have

—A(ur —ug) = f(vz, Voz) = f(v1, Vy)
= f('l)g, V’UQ) — f(’l]g7 V'Ul) + f(UQ, Vl)l) - f('l)l, V’Ul)

uy —ug =0 on Jf).
Using our assumptions we have

lur — uzllwe22(0) < Cll(vr — v2)(IVor]? + 1) (Jor|"" + [v2] ™)l 20
+ C|||Vor = Vualoa"(|[Vor |71 + [V |77 )| 120
S 056”1}1 — 1)2||W2,2(Q)

for some 8 > 0. Choosing 0 sufficiently small (possibly smaller than in the previous considerations) we may conclude
that C6% < 1, hence T is a contraction in Bs. The theorem is proved. |

Example 4.3.6. We may take e.g. f = |Vu|?|u|" for some r > 1 (even 7 = 1 is enough) so that assumptions (4.22)
are verified (for r = 1 a slight modification is needed).

Exercise 4.3.7. A following generalization of the Banach Fixed Point Theorem holds:

Theorem 4.3.8 Let X, Y be Banach spaces, X is reflexive and X < Y. Let H be a non-empty, closed, convex
and bounded subset of X and let T: H — H be a mapping such that

|T(u) = T)|ly < &llu—vly
for any z, y € H and 0 < xk < 1. Then T possesses a fixed point in H.
Prove it!

4.3.2 Application of the Schauder Fixed Point Theorem
First, using the Brouwer Fixed Point Theorem 4.3.2 we show the Schauder Fixed Point Theorem 4.3.3.

Proof. (of Theorem 4.3.2.) Step 1: Choose ¢ > 0 and {u;} 5, C K such that
N
| B:(w) o K.
i=1
This follows due to the fact that K is compact. Denote by K. the convex hull of points {ui}i\fl, ie.

N. N¢
K. = {ZAM 0<A<Li=12... N, ) X\ :1}.
=1 i=1
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Since K is convex, we know that K. C K. Define P.: K — K. as

ZlN;l dist (u, K \ Be(u;))w; .
Zf\ljl dist (u, K \ Be(u;))

P.(u) :=

As K is covered by the union of the balls, the denominator is non zero for any u € K. Clearly, P. is continuous, and
for any u € K
SN dist (u, K\ Be(us))[lus — ul| x _
SN dist (u, K\ Be(u;)) -
(Recall that either [ju; — ul|x < e or dist (u, K \ B-(u;)) =0.)

Step 2: Consider A, := P.(A(u)), u € K.. Now K. is finite dimensional and homeomorphic to RM, M < N.. Then
the Brouwer Fixed Point Theorem (Theorem 4.3.2) yields existence of at least one u. € K. such that

1Pz (u) —ulx <

Ac(ue) = ue Ve > 0.

Step 3: Since K is compact, there exists a sequence £; — 07 and u € K such that ug; — uwin X. Let us show that u
is a fixed point of A in K. We have

[ue; = Alue;)llx = [|Ae; (ue;) — Alue;)llx = (1P, (Alue;)) — Alue,)llx <&

As Ais continuous, ||u., — A(ue, )| x — [[u—A(u)||x which is due to the computation above equal to zero. The theorem
is proved. |

Next, we show Theorem 4.3.4.

Proof. (of Theorem 4.3.4.) Step 1: Choose M > 0 such that if u = AA(u) for some 0 < A <1, then |ju||x < M. Define

Au), if [A(u)]|x < M

g(u) =<{ MA(u) : "
M@y A=A

Now, A: By (0) — By (0). Define K as convex hull of A(By;(0)). As A is compact, then also A is compact. Hence, K
is a convex, compact subset of X. Furthermore, A maps K into K.
Step 2: Let us now show that u is a fixed point of A. If not, then necessarily, ||A(u)||x > M and v = AA(u) for

A= m €[0,1). Then ||ul|x = ||A(u)||x = M which contradicts to the choice of M. [ |

Exercise 4.3.9. Prove the following easy corollary of the Schaeffer Fixed Point Theorem.

Corollary 4.3.10. Let K C X be convex, 0 € K and A: K — K be continuous, compact such that
{u e K;u=MA(u),0 <A< 1}
is bounded. Then A has a fixed point in K.
Next we consider the following example

—Au+ F(Vu) 4+ pu = f in

4.23
u=0 on 0f2, ( )

where Q C R? is of class C™1, F: R? — R is smooth, globally Lipschitz continuous with linear growth
[F(p)| <C(A+p)) VpeRY C>o0. (4.24)

We aim at proving the following result

Theorem 4.3.11 Let f € L?(Q) and p > 0 be sufficiently large. Then under the assumptions above there exists
a unique strong (and weak) solution to (4.23) such that u € W22(Q) N W, *(Q).

Proof. Step 1: We recall that for a given u € W, *(Q)
f—F(Vu) € L*(Q).
Next we denote by w € W, (Q) the unique weak solution to

—Aw+ pw = f— F(Vu) in Q
w=0 on 0f.
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Moreover, we know that w € W22(Q) and
[wllz,2 < Cllf = F(Vu)llz < C(1 4+ || fllz + [[Vull2).

Hence we define the operator
T: Wy (Q) — Wy (Q)

such that T'(u) = w. We have
1Tz < CA+ [ fll2 + [lu

Step 2: We show that T: W,*(Q) — W, %(Q) is continuous and compact. Let ug — u in Wy'?(€2). Then

1,2)-

sup [|[wg[|2,2 < +o0,
k

where wy, = T'(ug). Thus there exists a subsequence {wg, }32, C {wi}p2; and w € W»*(Q) N Wy 2(2) such that
Wy, — W in Wy2(Q)

(and wy, = w in W*2(Q)). As

/ (Vwg, - Vo + pwg,v) dx:/(f—F(Vukj))dx,
Q Q

we get letting j — oo

/Q(Vw-Vv-i-/w)d;v:/Q(f—F(Vu))dx

for all v € WO1 2(Q) To pass to the limit in the nonlinear term we use again the continuity of F', its linear growth and
the Vitali convergence theorem. Hence w = T'(u). Due to the uniqueness of the solution in fact the whole sequence
T(ug) — T(u) in WH2(Q) and T is continuous.

The compactness is immediate. As suppen llukll1,2 < ~+00, we have that
supyen |7 (uk)||l2,2 < +oc0 and the compact embedding W22(2) << W12(Q) that a bounded sequence in W12(Q)
provides a convergent subsequence of T'(uy) in the same space.

Step 3: We have to verify that the set of possible fixed points

{u € Wy (Q);u = AT(u) for some 0 < \ < 1}
is bounded provided p is sufficiently large. Since the case A = 0 is trivial, let
u=AT"(u), 0< A<,

i.e. ¥ = T'(u). Therefore
—Au+ pu = MNf — F(Vu)).

Multiplying the equality by v and integrating it over 2 we obtain
1
IVull3 + pllul3 < A/Q(\fl +|Vul + Dlul dz < S| Vull3 + C(Jull3 + 1).

Assuming C' < p we get
l[ull1,2 < C,

where the constant depends only on the data of the problem.

Step 4: Schaeffer’s Fixed Point Theorem (Theorem 4.3.4) implies the existence of a fixed point of T, i.e. existence of
a solution to (4.23) which belongs to W?22(Q) N W, *().

Step 5: Uniqueness. Let w; and wy be two different solutions. Then, denoting W = w; — ws, we have

—AW + pW = F(Vw;) — F(Vws) in Q
W=0 on 0f2.

Multiplying the equation by W we get using the Lipschitz continuity of F
IVW 122 ray + 1lIW[72(0) < CIVW L2 re) W |22 (0

1
< *||VW||2L2(Q;Rd) + C1[W 172 (q)-

The uniqueness follows provided C < p. |
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4.4 Introduction to the calculus of variations

4.4.1 Basic ideas

We consider the problem
A(u) =0 (4.25)
for a special class of operators A, namely such that A is a "gradient"of a potential, i.e.
A(u) = I'[u] = 0. (4.26)
It means (at least formally) that a solution to (4.25) is a critical point of the functional I. Under additional assumptions

on I we even show that the critical point is a minimum of I. The advantage is that to prove existence of a minimum
for certain class of functionals is easier than to prove existence of a solution to a nonlinear equation.

Definition 4.4.1 Let L: R? x R x © — R. Then we call L the Lagrangian and we define
ITu] ::/L(Vu(-),u(-),-)dx.
Q

We also use the following notation:

L(p,Z,ZL’) = L(plap2a ce oy Pdy 2, X1, T2, - 71'd)

oL 0L OL
L=—,—,...,—
Ve (81?1’ Opa’ 7 5'1%1)
V.L ::(Z—i
oL 0L oL
oLi= (2, = ).
v (8$1 8:52 8xd)

We consider the following problem. We look for

U = argmily, e x:y=g on BQI[w]7

where X is a certain function space (typically a Sobolev space) with fixed boundary condition. We show that if the
function L is smooth and w is sufficiently smooth, then u is a (classical) solution to a certain partial differential
equation.

We set i(7) := I[u + 7v], where 7 € R, u = g on 0Q and v € C§°(Q2). Then u + 7v = g on IQ. Assume that u is a
minimizer of I. Then 4(7) has a minimum at 7 = 0. Since the function 7 is according to our assumptions smooth, we
have

7(0) = 0.

(This derivative is in the context of the functional analysis called the Gateaux derivative or differential of the functional
1.) Formally we get

i'(1) = /Q (VPL(V(u +7v),u+70,-) - Vo + V,L(V(u+ 70),u + T, )v) dx.

Therefore
0=14(0) = / (VPL(VU,U, ) - Vu+ V,L(Vu, u, )v) dz
Q
for all v € C§°(Q2). Therefore, under our smoothness assumptions
Lo oL oL
/ ( Z@xz 3p1 (Vu,u,-)+ g(Vmu,-))vdx
for all v € C§°(2). The Du Bois—Reymond lemma yields finally

d
Z 3231 gli (@), u(x), ) + é;fi(Vu(gc),u(gc), z)=0 in Q,

u=gq on 0f).

The equation above is called the Euler-Lagrange equation corresponding to the functional I.
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Example 4.4.2. a) Let

d
1
L(p, va) = 5 ‘Zl al](x)pzpj - Zf(fL')7
1,j=
where a;; = a;; for i,j =1,...,d in Q. Then
d
1 ow OJw
Iw] = (7 () LY ) da.
be) /Q 2 i;1a ) oz, 0m, ")
The corresponding Euler-Lagrange equation is then
d
Ju
- Z (aij(m)ﬁx ) =/
i,j=1 J

b) Let
where F'(z) = f(z). Then

and the Euler-Lagrange equation is
—Au = f(u).
c) Let
L(p,z,z) = (1+ |p|2)%
(minimal surface problem). Then

Tw] = /Q (14—|Vw|2)%da:7

and the Euler-Lagrange equation is
d

d fu
> () -

i=1

in Q. Adding the boundary condition u = g on 92 we get a problem whose solution solves the following problem. Let
Q2 C R? be given. We look for a graph of function v = u(x) defined in Q with fixed value u = g on 99 such that the
area of the surface (z,u(x)), x € Q, is minimal.

We next consider the second derivative of our function i(7). Recall that under the smoothness assumption the
necessary condition for having a minimum of ¢ at 7 = 0 is i (0) > 0. We compute

d

%L Ov Ov
-1/ _ B
(1) = /Q [-]2_1 i, (Vu+ 7V, u + 1o, )axi oz,

?

¢ 92L
+2 ; 9pidz (Vu+ 7V, u + o, .)U&vi
0%L 9
+ @(VU + 7V, u+ Tv, )V } dz.
Hence 4 .,
0%L ov Ov 0%’L ov
i"”(0) :/ (Vu,u,-) — 22 (Vu,u, v
Q [iﬁj—l 0 iapj 15) i@xj P aplaz 89[:1- (427)
2
L 2
+ @(Vu,u, Jv } dz

for all v € C§°(€2). By approximation, we can in fact use functions which are only Lipschitz continuous, however, still
compactly supported in 2. We now aim at proving the necessary condition for the minimum. We fix £ € R%, take ¢ > 0
and a function ¢ € C§°(Q2) and define

where the function
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and extend the function as 1-periodic to R, i.e. p(z) = o(z + 1) for all z € R. Therefore |¢'(z)| =1 a.e. in R, and

ov
o0x;

@) = o (Z5)ew)(@) +06)

for e — 04

Using this function in (4.27) and passing with &€ — 04 we get due to the fact that ¢(0) > 0

0</Za

i,j=1

(Vu,u,)&&;¢? da.

As this inequality holds for arbitrary ¢ € C§° (), we get

ZE: a lapj

1,5=1

(2), u(z), £)&&; > 0

for all ¢ € R? and all z € Q. This indicates (but does not prove!) that the existence of a minimum for our class of
functionals is connected with the convexity of L in the first variable.

4.4.2 Systems

We now assume that the Lagrangian depends on vector-valued function, i.e. its gradient is a tensor (matrix); hence

L:RV*4 % R4 x Q = R.
‘We use the notation .
L=LP,zZ ),

where . .

pP1 --- Dy

P= ’

pY .. DY

and define

where w: Q@ — RV,

dw; Ow;

oxq * Oxg
Vu =

own own

811 T BZL’d

and we fix again the boundary condition @ = §. We now deduce the Euler-Lagrange equations (or rather the system
of Euler-Lagrange equations) for the minimizer of I. We set i(7) = I[é + 77], where 7 € C§°(£;RY) and compute
i/(0) which we set to be equal to 0. We get

0= / (ZZ oY (')")gi

=1 kl

+Zazk

ie.
d
9 (0L . . Lo
_;8% (@(v (). d(x). ) + 5= (Vii(x), @(x).x) = 0 (4.28)
inQ, k=1,2,...,N, and ¥ = g on 9.

4.4.3 Null Lagrangians. Proof of Brouwer Fixed Point Theorem

There exist special Lagrangians such that any smooth function is a solution to the corresponding Euler—Lagrange
equations.
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Definition 4.4.3 The function L: RVX? x RY x R — R is called a null Lagrangian, if the corresponding Euler—

Lagrange equations
d

L
> (5o (V). ). ) + 52 (Vie), ita), ) =
k=1,2,...,d, are fulfilled by any smooth function @: Q — R¥.

In the scalar case (N = 1) only the linear functions in p (with constant coefficients) are null Lagrangians. A more
interesting situation is in the vectoriel case, especially if d = N, as we shall see later.

We start with one special property of the null Lagrangians which says that the corresponding energy depends only
on the boundary conditions of the functions.

Theorem 4.4.4 Let L be a null Lagrangian. Let @, and s be two functions from C2?(Q;R") such that

’171 = Uz on 0f).

Then

Proof. Define

Then

! 9 ouf  ou
0= [ [5GV + (= Wi+ (= v (- )

d
OL
+ Z 5 (Vi + (1 = 7)Vidg, Tty + (1 — 7)Vida, ) (u b ulg)} dx
k=1

N
= kz_:l/ﬂ { 8931 ( (tViy + (1 = 7)Vie, iy + (1 — 7)Via, ))

L
+ %(TVM + (1 —7)Viy, 7ty + (1 — 7)Viia, ) (u lf — ulg)} dr =0,

where we used in the application of the Gauss theorem that @ — s = 0 on 9 as well as the fact that L is a null
Lagrangian. |

Definition 4.4.5 Assume A is an d x d matrix. Then we define cof A as a matrix, whose (k, i) entries are as follows:
(cofA)i-C = (—l)kHdet (Af),

where the matrix (A¥) is matrix obtained from the matrix A by deleting the k-th row and the i-th column.

Lemma 4.4.6 Let u: R? — R? be a smooth function. Then

Zd:ai‘(cofw)]f =0, k=12...d

: i
=1

Proof. Step 1: We recall the following linear algebra identity
(det P)I = PTcof P

which holds for any P, matrix of the type d x d. We may rewrite the identity above component-wise

(det P)é E:p2 cof P)% )i (4.29)
1,7 =1,2,...,d. Therefore
J(det P)
W = (COf P)]:n

for k,m = 1,2,...,d (recall that (cof P)k does not contain the entry pk).
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Step 2: Take P = Vu in (4.29), differentiate the identity with respect to z; and sum the identity over j. It yields

d d
0*u* 9*u* p OuF 9 "

| E d;j(cof Vu)ma o E (é%ciaxj (cof Vu)j + oz, gj(cof Vu)j>.

Jk,1=1 k,j=1

Hence

Z oz, (iaa (cof Vu(z))j ):0. (4.30)

Step 3: If det(V)(zg) # 0 then
)
E TcofVumo))kzo, k=1,2,...,d

where we used that the non-zero determinant implies unique solvability (the trivial one) of (4.30). If the determinant is
non-zero, we choose € > 0, sufficiently small, such that det(Vu(zo)+¢l) # 0 and we repeat Steps 1-3 for u := u(z)+ez
and finally let ¢ — 0. [ |

We have the following non-trivial example of a null Lagrangian.

Lemma 4.4.7 The determinant function is a null Lagrangian.

Proof. We have to show that

Recall that

Then, due to Lemma 4.4.6

o Omi Ip} = O
[ |
Using this result we may now prove the Brouwer Fixed Point Theorem
Theorem 4.4.8 — Brouwer Fixed Point Theorem. Let u: B;(0) — B;(0) € R? be continuous. Then u
possesses at least one fixed point in By (0), i.e. there exists at least one zo € B1(0) C R such that
u(zg) = zp.
Proof. Step 1: We first claim that there does not exist a smooth function
w: B:= B,(0) — OB
such that
w(z) =2 on 0B. (4.31)

Step 2: Suppose that such a function exists. Let I denote the identity mapping, i.e. I(z) = z for all x € B. Due to our
assumption, w = I on 9B. As the determinant is a null Lagrangian, Theorem 4.4.4 implies

/ det (Vw) dx = / det (VI)dx = |B| # 0. (4.32)
B B

On the other hand, as w: B — 0B, we have |w| = 1. Therefore
(Vw)'w = 0.

As |w| = 1, the equality says that 0 is an eigenvalue of (Vw)? for all z € B, whence det(Vw) = 0 in B which
contradicts to (4.32) and thus the smooth function considered in Step 1 cannot exist.

Step 3: Let us show that even no such merely continuous function may exist. Let w be such a continuous function.
We extend it by the identity function (w(x) := x) for € R?\ B. Observe that w(z) # 0 for z € R%. Fix ¢ > 0 and
mollify the function, i.e. w. := 7. *w. Then also w. # 0 in R%. As 7. is a radial function, we also have w_(z) = x for
z € R\ By(0) if £ < 1 (recall that [, (x — y)n-(y) dy = z).
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Then
~ 2w,
W=

B ||

would be a smooth function fulfilling assumptions from Step 1 (with B = B3(0)). Hence such a function cannot exist.
Step 4: Let w: B — B be continuous such that u does not possess any fixed point in B. Define w: B — 0B so that z
is the point which hits 9B on the ray starting at u(z) and going through z. Since u(z) # = and u is continuous, the
mapping w is well defined and continuous on B such that w maps B to 0B and w(x) = x on dB. This contradicts to
Step 3. |

4.5 Existence of minimizers for some problems of calculus of variations.
Convexity

Let us start with the following abstract problem. We look for a function u (provided it exists) such that the functional
I[]: X — R, where X is a Banach space and A C X, has its minimum at v, i.e.

u = argmin, . 4[[w], i.e. I[u] = min I|w].

weA

Let u, € A be a minimizing sequence. We would like to extract an at least weakly convergent subsequence. To this
aim, we assume that
(1) A is non-empty
(2) I is bounded from below on A (inf,e4 I[w] > —o0)
(3) I is coercive on A, i.e. lim||jy| x —o0 I[w] = +00
Then the sequence {uy }nen is bounded. Further
(4) X is a reflexive Banach space
(5) the set A is closed and convex (hence weakly closed)
Then the sequence contains a weakly convergent subsequence whose limit belongs to .A. However, we can hardly expect
that I[u,, ] — I[u] for k — oo, such a condition would restrict the class of functionals considerably. We therefore assume
a weaker condition, namely that
(6) I is weakly lower semicontinuous, i.e. I'[u] < liminfy_,oc I[ux] whenever uy, — u in X.
Then we know that Ifu] < inf,c4 I[w], thus the equality holds, and u is the minimizer. We proved

Theorem 4.5.1 — Main Theorem of the Calculus of Variations. Let X be a reflexive Banach space, A C X
non-empty, closed and convex. Let I: A — R be coercive, bounded from below and weakly lower semicontinuous on
X. Then there exists u € A such that I[u] = min,e 4 I[w].

We restrict ourselves on functionals which can be represented by means of Lagrangians, i.e.
Iw] = / L(Vu(z),u(x),x)dz, u € A, (4.33)
Q

and we aim at formulating suitable conditions on L(-,-,-) and A so that we will be able to apply Theorem 4.5.1. We
deal separately with the case when u is a scalar-valued and a vector-valued function.

4.5.1 Scalar case (one Euler-Lagrange equation)

In order to verify that the functional is coercive, we assume that
L(p.z ) > ofp|""® — 5, (4.34)
pERY z€R, z € Q. Then
Ml = [ L(Vule)w@).z)de > [ (@lVuft =) do = oVl g )~ 7
Therefore Ifw] — +o00 as [|[Vw||fa(g;re) — +00. Additionally, if we assume
A= {w € WhH(Q); w =g on GQ}
and fix g € Wlf%’q(ﬁﬁ), then even

Iw] = +o0 as |lw]

1,q — +OO,

as ||[Vw| paoyre) + |9l o) is @ norm equivalent to the W'%-norm on A. Note also that A is weakly closed.
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The only condition which remains to verify is the weak lower semicontinuity of I on W14(Q2). We already know
that a necessary condition for a function u to be a minimizer of a smooth Lagrangian is

L 2L
Y Gprap; (Vula)su@), 2)6ig; 2 0

4,j=1

for all £ € RY.

We will show that the convexity is indeed the right condition. We will assume (for simplicity) that L(-,-,-) is a
smooth function on R x R x Q at least twice continuously differentiable with respect to p and z and once with respect
to . We have the following result

Lemma 4.5.2 Let L be as above, additionally bounded from below and let the mapping
p— L(p,zx)

be convex Vz € R and z € Q on R%. Let Q € C°. Then

Iw] := / L(Vw,w,z)dx
Q
is weakly lower semicontinuous on W4(Q), 1 < ¢ < cc.

Proof. Step 1: Let {ug}ren € WH9(Q) be such that up — u (weakly) in W14(Q). Let

:= lim inf T[uy].
k—o0

We aim at showing that I[u] < £.

Step 2: Note that we may choose a subsequence (we do not relabel it) such ¢ = limy_, o0 I[ux] and uy — w in L(€2).
Moreover, supgey [[uk|lw1.ao) < +oo.

Step 3: We fix £ > 0. Then there exists E. C 2, |\ E;| < € such that uy = u in E.. We set

1
F. = {x € Q; Ju(z)| + |Vu(z)| < g}
Recall that |\ F.| — 0 as ¢ — 0. Finally set

Ge=F.()E-

(note that |2\ G<| = 0 as ¢ — 0.
Step 4: By adding a suitable constant we may without loss of generality assume that L(-,-,-) is non-negative in €.
Then

I[uk]:/L(Vuk,uk,x)de/ L(Vug,ug, x) dx
Q GE

d
) oL Oug _ Ou
7/GEL(VU7W’$)M+/G Za—m(Vu,uzc,x)(aTji_@*%> da.

€ =1

Now it is easy to verify, due to the definition of G,
/ L(Vu,ug,x)dz —>/ L(Vu,u,z)dx
Ge Ge

and due to the weak convergence of Vuy — Vu in LI(Q)

¢ oL 0 0
/G Za—m(Vu,uhx)(aixj — 8;) dz — 0,

€ =1

both for k£ — co. Whence
1 2/ L(Vu,u,z)dz
G

€

for any € > 0. Passing with ¢ — 0 and using the Lebesgue Monotone Convergence Theorem A.3.2 we conclude
> / L(Vu,u,z)dx = Iu],
Q

which finishes the proof. [ |

Therefore we have
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Theorem 4.5.3 Let A= {u e Wh4(Q); u= g on 9Q} with g € Wl_%’q(aQ). Let L fulfil the coercivity condition
(4.34) and let L be convex in the first variable.
Then there exists at least one u € A such that

Iu] = 7rUnelJr}\I[w]

Proof. As A is non-empty, closed and convex, L is coercive and weakly lower semicontinuous, we may apply Theorem
4.5.1. [ |

In order to ensure the uniqueness, we have to require more. One possibility is
L= L(p,x) (L does not depend on z), (4.35)
d

0?L . .
30 >0: Z m(p,x)éiﬁj > 0l¢)”? (uniform convexity). (4.36)

Then

Theorem 4.5.4 Under assumptions (4.35)—(4.36), for L sufficiently smooth, the minimizer of I[-] over A (defined
above) is unique, provided it exists.

Proof. Assume that ui, us are two different minimizers. As A is convex, we have that % € A. We show that

with strict inequality provided u; # wuy. Note that

d
1 0 5
> Z )+ —|p — ql2.
L(p,z) > L(q, ) 2; i~ )+ 5P
Taking p = Vuy, q = %(Vul + Vug) we get
I{Vul + VUQ / Z Vu1 + Vuo :17) (8u1 B 31@) d
810z 2 ox; Ox; (4.37)
0
+*/ |Vuy — Vaug|? da < Ifuq),
8 Ja
and for p = Vus, g = 3(Vus + Vug) we get
Vuq -‘r VUQ / Vul + Vus Ous ouy
[Vt Vi Z _Ouy g,
{ 8}91 2 ) (8% Oz, ) (4.38)

0
+7/ |Vuy — Vug|? da < Tus).
8 Ja

Summing up (4.38) with (4.37) and multiplying the resulted inequality by % we obtain

I[Vul + Vuo

Ifuqp] + I[ug].
2

6
g/Q\Vul—VuQFdxg 5

Evidently, if I[ui] = Ifus] and w; and ug are minimizers, then Vu; = Vug a.e. in Q. But since u; = ug a.e. on 99,
then u; = usy a.e. in  which finishes the proof. |

Next, under certain growth conditions on L, we verify that the minimizer solves the corresponding Euler-Lagrange

equation. We assume
IL(p, z,2)| < C(|p|? + [2] + 1), (4.39)

and

[VoL(p, 2, )| + [V-L(p, z,2)| < C(lp|*~" + |27 + 1) (4.40)

for some 1 < g < oc.
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Theorem 4.5.5 Assume conditions (4.39)—(4.40), where L is a sufficiently regular function. Let w be a minimizer
of I over A= {u € Wh4(Q;u = g on 9Q} with ¢ as in (4.39)—(4.40). Then u is a weak solution to the corresponding
Euler-Lagrange equations, i.e.

/(Zﬁpl (Vu,u,x aav +?TL(Vuux)v)dx:0

for all v € W,"9(Q).

Proof. We performed the formal proof at the beginning of Section 4.4. We now present a rigorous proof, based on the
verification that we may differentiate the function (i.e., an integral) with respect to a parameter.
We set i(7) := I[u+ 7v]. Due to (4.39), i(7) is finite. We study for 7 # 0 the difference quotients

i(r) —i(0) :/ L(Vu+7Vv,u+70,2) = L(Vu,u,3) | ::/LT(x)dx
Q Q

T T

and aim at computing the limit when 7 — 0;. We see that due to our assumptions

a.e. in Q. Using the Theorem on Integrals dependent on a Parameter (consequence of the Lebesgue Dominated
Convergence Theorem) we get the desired equality since estimate (4.40) provides an integrable majorant. Since u is a
minimizer of I[-], we know that ¢'(0) = 0. |

Remark 4.5.6. If L is convex in p and z, then each weak solution is a minimizer. In this case namely

d
oL oL
L(p,Z,IB) + Z %(pvza‘r)((h *pz) + E(pwzax)(r - Z) S L(q7 r, I)

i=1 "
Taking p = Vu, q = Vw, z = u, r = w, integrating over {2 yields

I[] +/Q (gi (Vu,u x)(g;i g;‘i) + Z—L(w u, z)(w — )) da < Iwl.

Hence
Iu] < Ifw]

for all w € A due to the fact that u —w = 0 on € implies that the integral on the left-hand side above vanishes.

4.5.2 Vectoriel case (system of equations)

Since the Fundamental Theorem of Calculus of Variations (Theorem 4.5.1) holds also in this case, we can modify the
previous conditions to get existence of a minimizer, its uniqueness and connection to the solution of the (now system
of) Euler—Lagrange equations under basically the same assumptions as above. As before, we assume that L is at least
twice continuously differentiable with respect the the first two variables and once with respect to the last variable.
Furthermore, let

\L(P,Z,z)| > Cl|( )9 = Cy, coercivity, (4.41)
L is convex in the variable P, (4.42)

and
A= {17 e Wh(Q;RN); 4 = G on 89} is non-empty, (4.43)

(iie. g€ Wlf%"q(aﬂ; R™)). Then

Theorem 4 5.7 Under assumptions (4.41)—(4. 43) (for L sufficiently smooth) there exists a minimizer of I[w] =
Jo L( -)dz over the set A, i.e. a function @ € A such that

1@ < I[W] Vi € A

If we assume further that

P,a)ekel > o€ (4.44)

L=L(P,z), Z Z

i,j=1k,l= 18p2

for all E € RV*4 and some 6 > 0, then
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Theorem 4.5.8 Under the assumptions (4.44) and (4.43), the minimizer of I[w] (provided it exists), is unique.

Finally, let . .
LP,Z,x)| < C(IP|7+|2]7 4+ 1), (4.45)

and
IVsL(P,Z,2)| + |VzL(P, Z,z)] < C(IP|17 + |77~ + 1) (4.46)

for some 1 < ¢ < co. Then

Theorem 4.5.9 Let L, sufficiently smooth, satisfy (4.45) and (4.46). Let @ be a minimizer of I[-] over the set A.
Then « is a solution to the corresponding system of the Euler—Lagrange equations, i.e. ¥ € A, and

N d
oL ,_ . , o oL, _ | ”
k=1 i=1 v
for any @ € W, 4(Q;RN).

However, in applications (e.g. in the elasticity theory), the convexity of the Lagrangian in P contradicts physical
principles. However, we may replace the convexity by so-called polyconvexity, namely that for d = N the Lagrangian
is a convex function of P and of the determinant of f’, see below. The fact that the theory works perfectly in this case
is based on the following partially counterintuitive result

Lemma 4.5.10 Let d < g < oo and let
u, —u in Wh4(Q; R,
where Q C R? is at least of class C%!. Then
det Vug — det Vu
in L7(Q).

Proof. Recall that we have det Pl = P(cof P)T (see Lemma 4.4.6). Hence
d . .
detP:Zpé-(cofP)}, 1=1,2,....,d.

Step 1: Let w € C*°(€2;R?). Then

d W'

det (Vw) Z

cowa 1=1,2,....,d.

Due to Lemma 4.4.6 .
0 i .
;&Uj[(cowaL}, 1=1,2,...,d.

Therefore

det (Vw) é(ﬁj(wi(cofVW)é), i=1,2,....d.

Hence for arbitrary v € C§°(2)

d
v .
/deet (Vw)d X_:/ (cowa) 87:](1 1=1,2,...,d.

Step 2: Due to the last inequality

d .
' i Qv
= — 4 f . —_— :1 2 . N.
/deet(Vuk)dx ]E_l/gzuk(co Vuk)jaxj de, i=1,2,....d, ke

As WHi(Q) < C(9Q), the sequence u;, — u in C(Q;R?). (In fact, the compact embedding ensures this only for a
subsequence, but as u; — u in Wh4(€; Rd)7 the convergence holds for the whole sequence). Assume for a moment
that we know

/ﬂ Y (cof Vuk)§ dz — A P (cof Vu); dz
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for any ¢ € C§°(€2). Then we have the desired weak convergence

d ,
; i Qv
d = — ¢ (cof
/Qv et (Vug)dz E /Quk (co Vuk)jamj dz

i i
u (cof Vu)ja—xj dz = /deet (Vu)dz.

However, (cof Vuyg) is a matrix whose entries are determinants of matrices of the type (d —1) x (d —1). Therefore they
can be analyzed as above and they can be rewritten as above after integration by parts to a product of a determinant
of order (d — 2) x (d — 2) of derivatives of the function and the function itself. After finitely many steps we end up
with a product of a derivative and the function; the function converges strongly even in the C(Q) and the derivative
converges weakly in L7(€2).

Step 3: As det (Vuy,) is bounded in L4 (£2), there exists a subsequence such that

det (Vug, ) ~ A

in L7(Q). But due to Steps 1 and 2 A = det (Vu) and as we can from any subsequence get a subsequence with the
same limit, then the whole sequence must converge to the same limit, i.e.

det (Vuy) — det (Vu)
in L1(Q). n

Assume now that N = d and let
L(P,z,x) = F(P,detP,z,x).

Finally, let
Vz € R?, z € Q the mapping

(P,r)— F(P,r, 7, x) (4.47)

be convex. We call such Lagrangians polyconvex.

Lemma 4.5.11 Let d < ¢ < oo, L is bounded from below, sufficiently smooth and polyconvex. Then the functional
Ilw] = / L(Vw,w,z)dx = / L(Vw,det (Vw), w,x) dz
Q Q

is weakly lower semicontinuous on W4(Q;R%).

Proof. We proceed similarly as in the proof of Lemma 4.5.2. Let u, — u in W14(€2;R?). Then due to Lemma 4.5.11
det (Vuy) — det (Vu) in L7 (). We define the set G, similarly as in Lemma 4.5.2 and assume without loss of generality
that I > 0. Then

I[uk]:/L(Vuk,uk,x)de/ L(Vug,uy,x)de
Q GE

:/ F(Vuk7det(Vuk)7uk,x)dx2/ F(Vu,det (Vu),uy, z)dz
G

e G.
d
+/C;Z

€ i,5=1

F

0
8p§-

(9£Ej 8$j

(Vu, det (Vu), ug, ) (auk Ous ) d

+ / aj(Vu, det (Vu), uy, z) (det (Vug) — det (Vu)) dz.
G. 87“

We finish the proof as in Lemma 4.5.2. [ |

We can therefore prove, exactly as above

Theorem 4.5.12 Let d < ¢ < o0, let L be sufficiently smooth and fulfil (4.41), (4.43) and (4.47). Let F be also
sufficiently smooth. Then there exists u € A such that

I[u] = Evnelg I[w].
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Function spaces for evolutionary equations

In this chapter, we introduce the necessary function spaces and tools needed later for the correct formulation of the
evolutionary partial differential equations in the weak setting. We will try to prove most of the results, even though
part of the text will rather remind a textbook in functional analysis or measure theory, where, however, some of these
results are not so carefully studied due to the fact that most of the applications of them are connected with the theory
of partial differential equations.
We aim at studying mappings
ffITCR—=X,

where X is a Banach space. Most of the results in this section remain true even if we replace the one-dimensional
interval by a measurable subset of R?, however, since we do not need this level of generality, we remain in R. Moreover,
instead of the Lebesgue measure on R we may as well consider a more general measure pu. The space X is always
a Banach space; sometimes, however, we will require more properties (separability, reflexivity etc.). For simplicity,
we always assume in this chapter that I C R is open and bounded, even though most of the results remain true for
arbitrary interval in R; however, the proof must be slightly modified in this case.

5.1 Bochner integral

First, we construct a new type of integral, in order to be able to integrate functions with values in general Banach
spaces.

Definition 5.1.1 A function s: I — X is called a simple function, if we can write
n
s(t) =D mixm (1),
i=1
where z; € X, E; are pairwise disjoint, measurable, and Y1 ; A\ (E;) < +oc.

Definition 5.1.2 a) A function f: I — X is (strongly) measurable, if there exists a sequence of simle functions
{$n }nen such that
lim |[sn(t) = f(t)x =0

n—oo

for almost all ¢t € I.
b) A function f: I — X is weakly measurable if

<{,E/,f>x

is measurable for all ' € X*, where X* denotes the dual space to X.

Definition 5.1.3 A function f: I — X is called almost separably valued, if there exists a set N C I, A;(IN) =0
such that f(I\ N) is separable.

We have the following important result

Theorem 5.1.4 — Pettis. A function f: I — X is measurable if and only if f is weakly measurable and almost
separably valued.

Proof. "=": If f is measurable, there exists {s,}nen a sequence of simple functions such that s, — f a.e. in I (in
the norm of X). Then (2/,s,)x — (2, f)x pointwise a.e. in I which implies that f is weakly measurable. Moreover,
up to a set of measure zero, f takes values in the closure of values taken by {s, }nen, therefore f is almost separably
valued.

117
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"«=": Let f be weakly measurable and almost separably valued. Let N C I be a null set such that f(I\ N) is
separable. Let {x,, }n,en be dense in f(I'\ N). Due to the Hahn—Banach Theorem there exists a sequence {z] },,en C X*
such that ||2),||x+ = 1 and (2}, 2,) = ||xn||x. Let t € I\ N and let z,, — f(¢). Then for every ¢ > 0 there exists
k € N (sufficiently large) such that

(@ FO)x < NfBllx < Mo, lIx +& = (@, 20, )x +€
= (@, T = F(O)x + (2, f(0) x + & < (afy,,, f(£))x + 2.

/

Letting ¢ — 07 and recalling that ||z}, | x- =1 we get

If®)lx = sup(al,,, f(£))x,
neN

therefore, as || f(¢)||x is a pointwise supremum of countably many measurable functions, it is measurable.
Define

fa() = 11FC) = 2allx,
then as above, f, is measurable. Let € > 0 and E,, = {t € I; f,,(t) < €}. Then E,, is measurable. Define g: I — X as

follows ; U
Jzy ifte B, m<nEm’
9(t) = { 0 otherwise.

Then || f —g||x <€ a.e. (as {xn}nen is dense). Let ¢ = 27", n € N. We thus construct a sequence gn, = > i nXE,.,.,
where z; , € X and U;enE;,, = I, of countably valued functions which converge to f a.e. For each n € N, let
F, = Uf;lEm, where k,, is chosen so large that A (I \ F},) < 27"

Let s, := gnXF,- Then s, are simple functions, s, — f a.e. in I. To see this, let t € N2, F}, for some k£ € N. Then
for all n > k we have s,(t) = gn(¢), thus || f(t) — sn(t)[|x < 27™ and therefore s, (t) — f(¢) for all t € U2, N0, F,.
But for each j and each k > j we have

(1 ﬁ F,) < i M\ F,) <27kt
n=~k

n==k
whence I\ U2, N, F), is a null set. Thus s,, — f outside a null set. ]

We have the following corollaries

Corollary 5.1.5. Let I C R be open and let f: I — X be continuous. Then f is measurable.

Proof. As f is continuous, then f is separably valued (recall that rational numbers from I are dense in I). Moreover,
for any z’ € X*, the sequence (z’, f) x is continuous and thus measurable. We may therefore use Theorem 5.1.4. N

Corollary 5.1.6. Let f, be a sequence of measurable functions such that f,(¢t) — f(¢) for a.e. ¢ € I. Then f is
measurable.

Proof. For any 2’ € X* and t outside a null set N C I we have (2, f,,(¢))x — (', f(¢))x. Thus (z’, f) x as a pointwise
a.e. limit of measurable functions is measurable. Let us show that f is almost separably valued. For each n € N choose
E,, a null set such that f,,(I \ F,) lies in a separable subspace X,, and let F = UpenE, UN. Then A\ (E) = 0 and
fln e takes values in the weak closure of the span of U,enX,,. As this set is convex, then this set is also closed by the
Mazur theorem (Theorem B.2.13) and thus f|;\ g is separable. We may therefore use Theorem 5.1.4. [ |

We are now ready to define the Bochner integral. For a simple function s, evidently, we may set

n
/ S d)\l = Z -Ti)\l(Ei);
I i=1
where s = 3" | 2;xg,. It can be easily shown, similarly as for the Lebesgue integral, that this definition is independent

of the representative of s and that
H /sd/\1H < / sl x dAs.
T X I

We now extend the definition to measurable functions.

Definition 5.1.7 — Bochner integral. A measurable function f: I — X is Bochner integrable, if there exists
a sequence {s, nen of simple functions converging to f a.e. such that

lim / 1f = sallx dAr = 0.
I

n—oo
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Then for such a function f we define
/fd)\l = lim s, d)\;.
I n—oo

Note that the definition is correct in the sense that

H/IsndAl—/Ismd/\lHX g/jusn—smnxdxl S/I\Isn—fllxdh

+/||Sm—f||xd>\1—>0 as m,m — 0o.
I

Hence [ ;$ndA; is a Cauchy sequence and due to the completeness of X it is convergent. If {s,},en is another

sequence of simple functions approximating f in X a.e., it is easy to see that the limits of sequences { / 7 5n d)\l} \
ne

and { / 1 5n d)\l} are the same which shows that the definition of the interval is independent of the approximating
neN

sequence of the simple functions. The linearity of the Bochner integral is a consequence of the linearity of the integral
for simple functions.
The following fundamental theorem yields the correspondence of the Bochner and Lebesgue integrals.

Theorem 5.1.8 — Bochner. Let f: I — X be a measurable function. Then f is Bochner integrable over I if
and only if || f||x is Lebesgue integrable over I. Moreover,

| [ran, < [usnxan

Proof. "=": Let f be Bochner integrable, {s,},cn be the corresponding sequence of simple functions. As |||f|lx —

Isnllx| < IIf — snllx, we see that || f]x is the a.e. limit of {||s,||x}nen and thus ||f||x is Lebesgue measurable.

/ 1l s < / 1 = sullx dAs + / 5ullx A
I I I

The second integral on the right-hand side is finite due to the properties of the simple functions while the first integral
is finite due to the definition of the Bochner integral, at least for n sufficiently large. Therefore || f||x is Lebesgue
integrable over I. Furthermore,

Hfd/\1H — lim H/sndMH < lim /||anXd/\1,
X n—00 I X n—oo Jr

as [;spdAi = [, fdA in X. As [} ||f — snllx dA1 — 0, the last term converges to [, ||f|lx dA; which proves the
second claim of the theorem.

"<=": Let || f||x be measurable and [} ||f|lx dA; < oco. Let {s,}nen be a sequence of simple functions converging
to f a.e. We define new simple functions

Sa(t) = {8n<t> if Jlsn (Dllx < 20£®)]x,

Moreover, we have

0 otherwise.
Then ||(5, — f)(t)]|x — 0 a.e. as well as ||(5, — f)(¢)||x are measurable for any n € N. Thus

1Gn = HOllx < [[5n@®)llx + [1F O] x < 3[F (D)l x-

As || fllx is integrable, the Lebesgue Dominated Convergence Theorem (Theorem A.3.3) yields

/I 1Ga — H(Bllx dAs — 0.

Therefore f is Bochner integrable. |

Corollary 5.1.9 (Dominated Convergence Theorem). Let {f,}nen be a sequence of integrable functions and let f be
a measurable function such that f,, — f a.e. in I. Let g € L'(I;R) be such that ||f,[|x < g for all n € N a.e. in I.

Then f is Bochner integrable and
/fd/\l = lim /fnd)\l.
I n—roo I

Proof. By Lebesgue Dominated Convergence Theorem we know that ||f||x is integrable and thus f is Bochner inte-
grable. Now

1f = fallx < [Ifllx + I fnllx < 1Flx + 9,
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hence we may apply again Lebesgue Dominated Convergence Theorem to compute

H/IfndAl—/IfdMHX S/Illfn—fHXdAleo,

i.e. f]fnd)\lﬁf[fdAl |

Corollary 5.1.10. Let f be Bochner integrable. Then the sequence s,, of simple functions converging to f can be chosen
such that ||s,(t)||x < 2||f(¢)||x holds for a.e. t € I.

Proof. We can use the construction from Theorem 5.1.8. |

Corollary 5.1.11. Let 2’ € X* and let f be Bochner integrable. Then

/I<1‘/’f>x dA; = <I',/Ifd)\1>x.

Proof. By definition, for every s, a simple function, and every z/ € X*
y » y S, p , y s

! o /
/I<$ Sy x dA = <$ 7/13d>\1>X

Let {s,}nen be a sequence of simple function from the definition of the Bochner integral of f, possibly modified
by Corollary 5.1.10, i.e. |[s,(t)|lx < 2||f(#)||lx a.e. in I. Then {2/, s,)x — {2/, f)x a.e. in I and [{(2/,s,(t))x| <
2|12’ | x+||f(#)||x a.e. in I. Thus by Corollary 5.1.9

/(x’,f>x A = lim [ (@, s0)x dA\ = lim <x'/sn d)\1>
I I X

n—oo I n—oo
= (', [ ran)
(o fran),
where the last equality follows from the continuity of ' and the definition of the Bochner integral. |

Corollary 5.1.12. Let f be Bochner integrable over I. Then

lim /fd)q:()eX.
M (J)=0t,JcT g

Proof. As || f]|x is Lebesgue integrable by the Bochner Theorem 5.1.8, then

| [ran], < [uslxan o
J X J

as J C I, A\i(J) = 0, hence [, fd\; = 0€ X. [ ]
We finish by a generalization of the Fubini theorem for the Bochner integral.

Theorem 5.1.13 — Fubini. Let J = I[; x I be a product measure space with respect to the measure Ay @A = Ay
and let f: J — X be measurable. Assume that the integral

/ 1l dr dAg
I, J1Isy

exists. Then f is Bochner integrable over I; x I and we have

/ fd)\gz/ fd)\1d>\1:/ FdAydiy.
Iy % 1o I, JIy I, JI,

Conversely, if f is Bochner integrable over I; x I, then the integrals above exist and the equalities hold.

Proof. If the double integral exists, then the Fubini theorem for the scalar case implies that || f||x is integrable and
therefore f is integrable by virtue of the Bochner Theorem. Further, the integrals fli IIf(t1,t2) ]| x dA1(t:), i = 1,2 also
exist a.e. on I, i-j = 2, and the same is true for fIi ft1,t2) AN (t;), i = 1,2. Recall that f is almost separably valued
and the functions ¢; — [} || f(t1,t2)[|x di(t;) are almost separably valued as well. For arbitrary 2’ € X* the duality
pairing (z’, f)x is measurable and integrable ({2, f)x < ||z/||x~|f]lx)-

By virtue of the scalar version of the Fubini theorem the functions

tj = /I f(tlth) dAl(tl)a
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1-j = 2, are measurable and integrable. Hence these functions are equal to

x/l Flb, ) AN (1))

The Pettis theorem yields that ¢; — [, f(t1,t2)dA1(t;), i - j = 2 are measurable and thus by Bochner integral
integrable. For #/ € X* the Fubini theorem yields that

/ (', fix dhg = // Hxdhda = // F)x dXpdAg.
Iy x1Iy I; JIy I J1

Therefore we may interchange the integration and the duality pairing with z’ in the line above. Hence the claim holds.
Conversely, if f is Bochner integrable, then || f||x is integrable due to the Bochner Theorem. Fubini’s Theorem for
the scalar case yields that

[ [ 1s1xaxan
I, J1Iy

exists and we may use the first part of the proof. |

5.2 The spaces L'([; X)

We now introduce an analogue of the Lebesgue spaces.

Definition 5.2.1 A measurable function f € LP([; X), 1 <p < oo, iffor 1 <p < o0

/nfui dX; < oo,
I

and for p = oo
esssup || f]|x < oo.
I

Remark 5.2.2. Note that a function form LP(I; X) is (recall that I is bounded) Bochner integrable. In case we would
accept the possibility that I is unbounded, then the function is at least locally Bochner integrable over I. We also

introduce the notation )

1<p<oo ([ If%dA)",
p=ocesssup; ||f|lx-

We now prove several results which are more or less similar to the standard results for Lebesgue spaces and which
will finally lead to the result that the spaces defined above (sometimes called Bochner—Lebesgue spaces) are complete
normed spaces.

HfHLP(I;X) =

Lemma 5.2.3 Let 1 <p<oo, f € LP(I;X) and g € L? (I;R), % %—1 Then f-g € L'(I; X) and

| [ aan], < [17lxlalan < 1ol

Proof. Evidently, fg is measurable as both functions are limits of simple functions. Using now the standard Holder
inequality

[ 1salx ax = [ 171xlaldh < Il sl
By virtue of Bochner Theorem 5.1.8 we conclude fg € L*(I; X) and the second part of the estimate holds. The first

part is trivial. ]

Lemma 5.2.4 Let1<p<oo, fe LP(I;X)and ge L (I : X*),
(g, f)x € L' (I;R) and

% % =1 and X* is the dual space to X. Then

| [0 x| < 1 encao Nl ey
Proof. The proof is similar to Lemma 5.2.3 as (g, f) x is measurable due to the fact that it is a limit of (s}, s,,) x which
is a simple function with values in R. The estimate follows then by virtue of the standard Holder inequality. |
Corollary 5.2.5. We have for 1 < p < ¢ < oo that LI([; X) — LP(I; X) and

1_ 1
I fllerxy S AU)? " || fllLacrx)-

In geneml7 for I possibly unbounded, we have at least that any f € L4(I; X) is locally integrable over I and belongs
to L} (I; X).

loc
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Proof. The proof is a trivial consequence of the results above. ]

Lemma 5.2.6 Let 1 < p < oo and let f, — f in LP(I;X). Then there exists a subsequence {f,, }xen which
converges to f a.e. in I (in the norm of X).

Proof. The sequence ||f, — f|x converges to zero in LP(I; X), hence there exists a subsequence {fy, }xen such that
I fn. — fllx converges to zero pointwise a.e. Therefore f,, — f pointwise a.e. in I. |

As in the scalar case we therefore have

Theorem 5.2.7 The spaces LP(I; X) are Banach spaces with respect to the norms || f||.»(7,x) introduced above,

where we consider two functions identical, fi = fo, provided f1(t) = fa(t) for a.e. t € I (in the sense of equality in
X).
If p=2 and X is a Hilbert space, then L?(I; X) is a Hilbert space with respect to the scalar product

(f,9)r2a:x) = /I(u,v)X d);.

Proof. The proof is similar to the scalar case X = R. |

We now study the question of the density for different classes of functions in the spaces LP(I; X) and the related
question of the separability of these function spaces. We denote (recall, T is a bounded, open interval in R)

C(I; X) ={f: I - X; continuous},
CHI;X)={f:T—=X;f,f,...,f* continuous},

C(I; X) ={f: I — X; continuous up to the endpoints},
C*IL;X)={f:T—=X;ff,.. ., f*®) continuous up to the endpoints},

(L X)={f:1— X;feC(I;X), f compactly supported in I},
C=(IX) = () CHT; X),

Theorem 5.2.8 Let 1 < p < oo. Then

(i) Simple functions are dense in LP(I; X)

(i) Functions of the form s(t) = 37, @;(t)z;, ¢; € C2(I;R), x; € X, are dense in LP(I; X)

(iii) If the space Y is dense in X, then C2°(I;Y) is dense in LP([; X)

(iv) Let w, be the regularizing kernel in R and suppose f is extended by zero outside I; then f*w. — f in LP(I; X)
for e — 07

Proof. (i) Let f € LP(I; X) be given. Then there exist a sequence of simple functions {5, },en such that 5, — f a.e.

in 1. Define B o
oty {50 T [l <1l
nAe 0 otherwise.

Then s, (t) = f(t) for a.e. t € I, but also [|s,(t)|lx < 1+ | f(¢)|lx for all ¢ € I. Hence
Isn = flI% < (420 fx)" € LX),

We may therefore use the Lebesgue Dominated Convergence Theorem (Theorem A.3.3) to conclude.
(ii) We know that functions of the type

n
ZXEj(t)xj, z;€X
j=1

are dense in LP(I; X). We may approximate the characteristic functions of a measurable set in R (in the norm of
L?(I;R)) by smooth compactly supported functions in I exactly as for the standard theory of the Lebesgue spaces,
which yields the result.

(iii) Functions

sa(t) =Y @)z, ¢, € CX(LR), ;€ X
j=1

can be approximated in LP(I; X) by

n
Sat) =Y wity;, 9 €CX(LR), y; €Y
j=1
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which yields the result.
(iv) Let n > 0. We find v € C2°(I; X) such that || f — v|[zr(7,x) < 7. Then we write

f—wexf=f—-v4+v—we*v+we*v—w:* f.

Since
wexv—v =0 in/

by standard argument for mollification, we have for e sufficiently small using triangle and Young inequalities
If = wex fllzerix) < 1f = vllzerx) + v — we x 0|l Lo1:x)
+ lwellLrrry 1f = vllLer;x) < 3m,
which finishes the proof. [ |
Corollary 5.2.9. Let X be a separable Banach space, then LP(I; X) is separable for 1 < p < oc.

Proof. 1t is a consequence of Theorem 5.2.8, item (iii), combined with the standard approach based on density of
polynomials with rational coefficients in C(I). [

Theorem 5.2.10 — Lebesgue Points. Let f € L} (I; X). Then

loc

h
% 7h [f(t+s) = f)llx dAi(s) =0

for h — 07 for a.e. t € I. In particular,
h

. 1
f0)= Jim op [ ft+ 5 an(s)

a.e. in 1.

Proof. As f is measurable, then f is almost separably valued and therefore we may without loss of generality assume
that X is separable. Let {z,, } ,en be a countable dense subset of X and consider functions || f — x, || x. By the Theorem
on Lebesgue Points for scalar-valued functions we know that

) 1 h
IF =wallx = Jim oo [ +5) = allx dhi o)

for all t € I\ N,,, where \;(N,,) =0. Let N = UpenNy. Then A\ (N) =0. Let n > 0,¢t € I\ N and let n € N be such
that [|f(t) — zn|[x < §. Then

1 h
0 <timsup o [ 7(t+9) = @) A (o)

h—01 —

h
< limsup — / (17t + ) = allx + 1£0) = @allx ) da(s)

h—0t h —h
<NF@) —anlx <e

The second claim follows as in the scalar case. [ |
Finally, we have

Lemma 5.2.11 Let f, be a sequence of functions from LP(I; X), 1 < p < oo such that || f, | zr,x) < C < +00
for all n € N, Let there exists f: I — X such that for all t € T

fo— f(1) in X.
Then f € LP(I; X) and || f||zr(1;x) < C.

Proof. By Corollary 5.1.6 the function f is measurable. For ¢t € I choose 2/(t) € X* such that [|2/(¢)||x+ = 1 and
(' (t), f(t))x = ||f(t)]|x- By Fatou lemma for 1 < p < oo

Wy = [ 1@ ah = [ @050} an
= [ 10 SO drs < mint [ 1 0) £u(0)x] A
I I

< liminf/ I fnll2dA < CP,
n—oo I

hence f € LP(I; X). For p = oo we first proceed for p < oo as above and then pass with p — oo. |
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5.2.1 The Radon—Nikodym Property and the dual space to L?([; X)

We might expect that the dual space to LP(I; X) for p < oo is L”,(I;X*). However, this is in general not true for
arbitrary Banach space and we have to add some properties of X. On the other hand, using Lemma 5.2.4, we at least
know that for arbitrary Banach space X we have

LP(I; X*) — (LP(I; X))
Moreover, for any g € LPI(I; X*) we also have

lgllzr @ < N9l (1.9 (5.1)
In fact, we also have:

Proposition 5.2.12. For 1 < p < oo the inclusion mapping I: LPI(I; X*) — (LP(I; X))* is an isometry, i.e. equality
n (5.1) holds.

Proof. First, let g = Y o0, @ixg,(t) € LY (I; X*), where 2, € X*, E;, i € N are pairwise disjoint and U | E; = I.
Then ||g||x- € L” (I;R) and there exists a non-negative function h € L?(I;R) such that 2l r(r;ry = 1 and

€
191l Lo (r.ry = IHlgllx= Nl 2o (1) < /Ihl\gHX/ dAs + 5.

Choose z; € X, ||z||x = 1 such that
€

!/ !/
Ti||lx < (T, Ti)x + =/
|| zH < ) 1> QHh”Ll(I;R)

and define f:= 3" x;hxg,(t). Then

a0 = 3 [, Tl an = 0 x = 0l 1, =1
and for this f .
/I<9af>x d) = /1 <ga;h(t)‘riXEi () A\
= /Ih(t)i (@, 1)  xB, () Ay
> /h(f)f: (||$§HX* - W)X&(ﬂ dA
I ] L'(I;R)
= [ @l = 5 = ol ey e

Therefore, as we may obtain this inequality for arbitrary € > 0,

l9llrrix))- = ||g||LP’(I;X*)7

and the equality holds.
Ifge LV (I; X*) is arbitrary, then there exists a sequence {g, }nen such that g, are countably valued, g, — ¢ in
LP(I; X*). As |lgn — gll(r(1:x)) < 190 — 9l (1,x~), the convergence holds also in (LP(I;X))* and thus

lgllczesxy- = B llgnllzr iy = B0 lgnllre iy = 19l gix)-

Note that we used that I is bounded. The proof can be extended to unbounded interval by approximation of the
unbounded interval by a sequence of bounded intervals. ]

We have the following abstract result the proof of which can be found in [Benyamini and Lindenstrauss, 2000,
Theorem 5.21].

Theorem 5.2.13 — Radon—Nikodym—Rademacher Property. Let X be a Banach space and I C R an
interval. Then the following two assertions are equivalent:

(i) For any vector measure v: ¥ — X with bounded variations, where ¥ denotes the o-algebra of measurable
subsets of I with respect to the Lebesgue measure A1, that is absolutely continuous with respect to A1, there exists
f € LY(I; X) such that

v(4) = /A fdn

for any A € X.
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(ii) Every Lipschitz continuous function f: I — X is differentiable a.e. in I.

The first property is called the Radon—Nikodym property, the second one the Rademacher property.
We will now present one class of spaces that possess property (ii).

Proposition 5.2.14 (Modified Dunford-Pettis theorem). Let X be a separable reflexive (real) Banach space. Then
X has the Rademacher property.

Proof. We will show that for X separable reflexive Banach space the claim (ii) from Theorem 5.2.13 holds true. Let
F: I — X be a Lipschitz continuous function with Lipschitz constant L. Let a € I. We may assume without loss of
generality that F'(a) = 0 and L = 1 (we may consider G(t) := M) Therefore for any y € X* the function
(y, F(-))x is Lipschitz continuous with the Lipschitz constant bounded by ||y||x~-

By the scalar version of the Rademacher theorem there exists g,, unique up to sets of measure zero, such that

gl Ry < llyllx+, and
t
y, F(8))x = / g(s)dN  aeinl.
a

As X is separable and reflexive, then X* is also separable. Let D C X* be a countable dense subset and consider
y=> 1, oy for somen €N, y; € D and o; € Q. Then

n

(v, )x = <Zazyza > Zai<yiaF(t>>X
zn:al/ Gy, (s)dAi(s /Zalgy )dAi(s),

i=1
hence .
i=1
Therefore N
\Zazg@h )| =19 < llgylle iy < Iyl = 1Y gl (5:2)
i=1
for a.e. t € I. Thus there exists a null set £ C I such that (5.2) holds for every ¢ € I\ E and all choices (n €
N; {1, € (Q)™;{y:}™ ). As Q is dense in R, the estimate holds for all choices (n € N;{a;}; C R™;{y;:},)

Thus y — g,(t) is a hnear mapping from the span of D to R with a norm bounded by 1. By density of D it can be
uniquely extended to X*. We obtain an element f(t) € X**, || f(¢)||x== < 1. We identify this element, via the canonical
mapping, with an element from X (we use the same notation) and ||f(¢)||x = 1. Therefore we have for all y € D and

a.e. s € I that
9y(s) = (y, f(s))x

which is measurable and bounded. Let y € X* and {y, }nen C D such that y,, — y in Y. Then g,, (s) = (yn, f())x
are measurable and bounded by ||y, ||x+. Therefore (y, f(-))x is measurable and

n— oo

(o F(O)x =l (o FO)x = i [ g, () du(s)

lim [ (g, £(5))x dha(s) = / (. () x A (s).

n— oo a a

Now, as f is measurable due to Pettis Theorem 5.1.4 (it is weakly measurable and X is separable) and bounded, it is
Bochner integrable and

(v, F(t))x = / (4, 1(5)) ¢ dAa (s / F(s)dA (s

P = / F£(s) A (s)

and by Theorem on Lebesgue Points (Theorem 5.2.10) the function F is a.e. differentiable on I. Whence X has the
Rademacher property and by means of Theorem 5.2.13 also the Radon-Nikodym property. |

for all y € X*. Hence

Remark 5.2.15. In fact, the previous proposition holds also under less restrictive assumptions. It is enough if either X
is reflexive or X = Y™ and X is separable. The proof is similar and requires only few changes.

The previous proposition has the following connection to the characterization of the dual space to LP(I; X).
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Theorem 5.2.16 — Duality. Let X be a Banach space such that X* has the Radon—Nikodym property. Then
(LP(I;X))" is isometrically isomorphic to the space LP (I; X*) for 1 < p < cc.

Proof. We use the Radon—Nikodym characterization. Let % denote all measurable subsets of I and recall that I is
bounded. We define for I € (LP(I; X))* a vector measure v: ¥ — X* as

(W(E),z)x = (l,xXE)Lr(1;:x)

for any F € 3, x € X. Then
(L axe) e @) | < Wl aix- lexel e ax)
1
(M (E))?.

Therefore v(F) € X* and |[v(E)|x~ < ||l||(Lp(1;X))*()\1(E))%. Let {E), }nen be pairwise disjoint and measurable. Let
z € X. Then

(W(Uply Bn),x)y = (Laxus, B, ) Lr(1:x) :< ZxxE >

Lr(I;X)
Z ) y TXE, L;D(I;X) = Z<V(En);x>X«
n=1 n=1

Note that all series converge as (I, TXU®, E,) rr(1;x) converge. Finally, let us show that v has bounded variation. We
have for E;
[v(E)llx« = sup (v(Ei),i)x = sup (L, TiXE,)Le(1;x)-

lleillx=1 lleillx=1
Therefore for any partition 7 of I
S IElx- = Y suwp (e
E;enm E;ex [lz]| x =1

= sup Z (L, zixXE,) Le(1,%)-
il x =1Vi E;em

As
Z <laxiXEi>Lp(I;X) = Z <l, Z $iXEi>Lp(]‘X)
E;em E;ex E;en 3
'LHLP(I;X)
1
< Wl (3 Iaallfer(E)”
E;enm
1
< 12l ze sx) (Al(f)) ,
we have

1
() < sy (WD) < o,

and v is of bounded variation. Recall X* has the Radon—Nikodym property, hence there exists g € L'(I; X*) such
that

l/(E'):/gd/\l7 Eek.
E

Let s = Y1 | x;x g, (t) be a simple function. Then

n n

(l,8)Le(r;x) = Z<l7xiXEi>LP(I x) = Z(V(E) Ti) Lv(1,X)

i=1 i=1

*Z</ gdh.z) Z/ (g.2:)x A\
—Z/g,a:,XE Yx dA; = /I<g,s>xd/\1.

We need to extend the formula for arbitrary LP-function. We define the set E,, := {t € I;||g(t)||x~ < n}. Recall that
UX ,E, =1\ E, where \{(E) = 0. For a fixed n we have gxg, € L>(I; X*) C L? (I; X*) and thus

f s /E (g, F)x dhy
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is a bounded functional in (L”(I; X))* which is equal to (I, f)z»(1,x) if f is a simple function supported in E,,. For
any f € LP(I;X) there exists a sequence {sj}ren supported in E, which converge to fxg, in the a.e. in I in the
LP(I; X) norm. Thus

lim (I, sp)pr(r;x) = lim (9, 8K)x d\q
k—o00 k—o0 E,

/ <gvf>X d>\17
En

<la fXEn>LP(I;X) =

where the last equality is a consequence of gxg, € ’ (I; X*) C (Lp(I; X))* Then we can compute

lgxe. | o (r.x) = ll9xE, (Lo (r:x))- = sup /<9XEn7f>X dAy
Iflopr;x)<1JI
= s [ g hxdu= s Gy
lflee(r;x)<1JE, 1flee(r;x)<1

< llzer;x)-

We have that ||gxnlx= — |lg|lx~ for n — oo for a.e. ¢ € I and the convergence is monotonically incresing. By the
Monotone Convergence Theorem then g € LP (I; X*), [|gll o' (7,x+) < [l (Lo (1;x))+- We now have

<laf>LP(I;X) = nli_>II;O<lanEn>LP(I;X) = lim <g7f>X dA;

n— oo En

= lim [ (g9xE,,f)xd\ :/<9>f>Xd)\1
I I

n—oQ

for all f € LP(I; X). Thus (L*(I; X))* = [P (I; X*) in the sense that the identity mapping conserves the norm and is
bijective. For unbounded intervals we may proceed by means of an approximation of the interval by bounded ones. W

Remark 5.2.17. Using the remark before this theorem we see that we can identify (L (I; X))* with LP' (I; X*) if either
X is reflexive of if X™* is separable.

Corollary 5.2.18. If X is reflexive and separable, 1 < p < oo, then LP(I; X) is reflexive.

Proof. We know that (L?(I; X))** >~ [P(I; X**) = LP(I; X). To show the reflexivity, we proceed similarly as in the
case of the standard LP-spaces. |

As above, Corollary 5.2.18 holds if X is merely reflexive.

5.3 Spaces WP(I; X)

Definition 5.3.1 Let u € L}, (I;X) and g € L},.(I; X). We say that g is weak derivative of u with respect to t,
ie., g=4u,if

/ w(t)! () dAa (r) = — / g(t)p(t) i (1)

I I
for all ¢ € C°(I;R).

We have

Proposition 5.3.2. Let 1 <p < oo, f € LP(R; X). Define for any h > 0

t+h
MA(F) ) = / F(s) dAa(s). (5.3)
Then My (f) € LP(R; X)NC(R; X) and
}}i%ﬂ My(f)=f

in LP(R; X) and a.e. in R (in the sense of convergence in X ).

Proof. As I = [t,t+ h] is finite, f € L'(I;R), thus (5.3) is well defined. Let ¢, — ¢. We set fn(s) := f(8)X[t,,tn+h]-
Then f, is bounded by f and on [t,,t, + k], fn — f a.e. (in the sence of convergence in X). By the Dominated
Convergence Theorem (Corollary 5.1.9) we have

My (f)(tn) = Mi(f)(2),
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hence M}, (f) is continuous. By Hoélder’s inequality

t+h L t+h %
OO <5 [ 1l <0 (1 )"

hence
1

t+h
IO <5 [ 1561 an)

By standard Fubini’s Theorem

t+h
IO < 3 [ [ I ah(s) drs o)

[ [ ises g aneane
=i [ I 1 N a0 = 1

thus Mh(f) S Lp(R,X) and My, € ,C(LP(R,X)) with ||MhHL(Lp(R;X)) <1
We already know (see Theorem on Lebesgue Points, i.e. Theorem 5.2.10) that M (f) — f a.e. To show the
convergence in the L?(R; X)) norm, we compute
1 = Mu(Hllerrexy < 1f = nllowix) + 1Mu(f = on)lloerix)
+ llon — MronllLrRr:x)

where ¢, € C°(R; X) is such that ¢, — f in LP(R; X). Then

ILf = Mp()llr®ix) <21 = enlleerx) + [lon = Mpon|lLer;x),

and as ||¢n — Mpon||x converges uniformly in R and both functions have bounded support, we proved that

1f = Ma(f)llLerix) — 0
for h — 0. [ |
Remark 5.3.3. Note that if f € LP(I; X) with I a bounded interval in R, we can always extend f to R by zero outside
1, so the previous proposition holds also in this case.
The previous proposition yields

Corollary 5.3.4. Let g € L}, (I; X), to € I and I is an open interval. Let

ﬂw:/m@mwy

to
Then f € C(I;R) and

=y
in the weak sense and a.e. in 1.

Proof. In what follows we consider sufficiently small h so that ¢ + h and ¢t € I. We know that M, (g) = w,
hence the continuity of f and differentiability a.e. follows from Proposition 5.3.2. We prove the weak differentiability.

Let ¢ € C2°(I). Then
h
/f<p A (t /f ) Jim % pll+ })L AUPIWE
Pt +h) —o(t)

i /f o(t+h

h—0t h
h)

= m, | Mon(g)@)e(t) dh(?).

©(t) A (t)

By a direct modification of Proposition 5.3.2 we know that M_pg — ¢ a.e. and in LP(I; X) which implies that the
last limit equals to [ g dA1(t). [ |

We further have
Corollary 5.3.5. Let f € Li,.(I; X) be such that f/ = 0 a.e. in I. Then there exists zop € X such that f = z¢ a.e. in I.
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Proof. Let ) € C2°(I) be such that [, 9 ds = 1. Define

ZTo :/f’&d)\l
1

Let suppd C [a,b], to < a. Then for any ¢ € C°(I) we set
t
0t) = [ ()= 96s) [ olr)dr) ds.
to I

Hence ¢ € C°(I), and

0= [ rran = [ 10(e) -0 / ar)an) = [ foan —a [ et

Therefore f = x( a.e. (by a variant of Du Bois-Reymond Lemma). |

Definition 5.3.6 Let 1 < p < oo and u € LP(I; X) such that v’ € LP(I; X). Then we say that u belongs to the
Sobolev—Bochner space WP (I; X) and we define

lullwrrx) = llullLesx) + 1] Lex)-

Proposition 5.3.7. Let 1 < p < oo, then WYP(I; X) is a Banach space. If X is a Hilbert space, then WY2(I; X) is
a Hilbert space with respect to the scalar product

(u, V)wrr(rx) == /(u, v)x dA\; + /(u’,v')x dX;

I I
for any u, v € WH2(I; X). The induced norm is an equivalent norm on W2(I; X).
Proof. Let u, be a Cauchy sequence in W1?(I; X). Then there exist u, v € LP(I; X) such that u, — u in LP(I; X)

and u), — v in LP(I; X). Since evidently
/ungo’ d\; — /ugo’ dAq,
I I

/uilcpd)\l — /ugpdx\l
I I

(in X), we have that «/ = v. Hence W1P(I; X) is complete, the fact that the above defined functional is a norm,
follows from properties of the norm in LP(I; X). The claim for the Hilbert spaces is trivial. [

Proposition 5.3.8. If X is reflerive and separable, then WHP(I; X) is for 1 < p < oo separable and reflexive.

Proof. We know that under the assumptions of the proposition, the space L?(I; X) is separable and reflexive and so
is LP(I; X) x LP(I; X). As WHP(I; X) is a closed subset of LP(I; X) x LP(I; X), the claim follows. [ |

Remark 5.3.9. The reflexivity holds if X is merely reflexive as well as the separability if X is only separable. This is
a consequence of the remarks stated above; the separability follows from Corollary 5.2.9.

Proposition 5.3.10. Let 1 < p < oo and u € WYP(I; X). Then there exists to € I such that for almost all t € T

u(t) = u(to) +/ u'(s) di(s).

to
Proof. Let t; € I and let g(t ft s)dA1(s). Let w(t) = u(t) — g(¢). By virtue of Corollary 5.3.4 we see that
w'(t) = 0, hence Corollary 5.3.5 yields that w(t) = x9 € X. Thus u(t) = z¢ + ft s)dA1(s) a.e. in I. We choose

to € I such that the previous equality holds, therefore

u(®) -~ u(to) = | (s A (s) / " (s A (s) = / () dha(s).

t1 t1 to

In fact, Proposition 5.3.10 yields existence of N C I, a null set, such that u(t) = u(ty) + ft s)dAq(s) for all ¢,

to € I\ N. Recall that if g € L'((a,b); X) and f(t) f g(s) dA1(s), then also ||g||x € L*(a,b) and f € AC([a,b]; X) as
Ifllx € AC(|a,b]). Note that f: [a,b] — X is absolutely contlnuous on [a,b] if Ve > 036 > 0: >0, || f(b;)— flai)||x <e
for all {[a;,b;}7 1, disjoint collection of subintervals of I at the total length less than §. Therefore, if u € W1P(I; X),
then there exists a representative of u, a function u € AC([a, b]; X) such that u is differentiable a.e., v’ = v/ and u = u
a.e. in [a, b]. We therefore often assume that we work directly with this representative.

We further have
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Proposition 5.3.11. Let 1 < p < co. We have WYP(I; X) — C(I; X), i.e. working with the representative from
above, we have

lulloq.x) < Cllullwrrax)-
Proof. Due to Proposition 5.3.10
t
u(t) = u(to) —|—/ u'(5) dA1(s)
to
holds for the continuous representative for any tg, ¢t € I. Therefore

max [lullx < fJuto)llx +/IIU’IIX dAs.
I

Furthermore,
M (Dllulto)lx < / lullx dAs + A (2) / e [1x dAs.
I I

Combining the last two inequalities we get the claim of the proposition. |

Theorem 5.3.12 Let u € LP(I; X), 1 < p < co. Then the following assertions are equivalent.

(i) w e WhP(I; X)

(i) w is absolutely continuous on I and u’ € LP(I; X)

(iii) there exists a function v € LP(I; X) such that for all ' € X* the function ¥(¢) := (a/,u)x is absolutely
continuous on I and ¢’ = (2/,v)x.

Proof. "(i) = (ii)" follows from Proposition 5.3.10 and the remark below it, and from Corollary 5.3.4.
"(ii) = (iii)" follows from the linearity of 2’ and from Corollary 5.1.11.

(
(i

ili) = (i)" is more demanding. We define

() = u(t) + /tv(s) d\(s),  toel.

to

Then g € WP(I; X) by Corollary 5.3.4. For any 2’ € X* the function 1) defined above is absolutely continuous on I,
therefore by the standard properties of absolutely continuous functions

(@' u(t))x = (t) = ¥(to) +/t Y'(s) di(s) = (2, u(to)) x +/ (2',v) x dAr.

to
Thus by Corollary 5.1.11
<xlvg(t)>X = <l‘/, u(t)) x,
which yields that
t
u(t) = ulto) + [ v(s)dhs),

to

hence v’ = v and u € WHP(I; X). |

Furthermore, we have

Theorem 5.3.13 Let 1 < p < oo. Then C°°(I; X) is dense in WP (I; X).

Proof. Let u € WHP(I; X). Then u' € LP(I; X) and thus there exists a sequence {p, }nen of functions from C°(I; X)

such that ¢, — «’ in LP(I; X). By Proposition 5.3.10 there exists to such that u(t) = u(to) + ft s)dA1(s) a.e. in
1. Define .
Un (1) := u(to) +/ ©n(s) dA1(s).
to
Then u, € C*(I; X), u, = ¢, in I. It remains to show that u, — u in L”(I X). We have

Hun—unX—H/ D), < le—wl7 ( gn — )@ AN ()

Therefore

o =l < [ 1=t [ o = a0 o) o)

41
< (D)7 lpn — ullfoirxy =0

as n — oo. [ |

We next continue with a more general setting, where the time derivative in general belongs to a different space
than the function itself.
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Definition 5.3.14 — Gelfand triple. Let X be a separable reflexive Banach space such that there exists a
Hilbert space H, where X — H densely. Then we call the triple X, H =2 H* and X* the Gelfand triple.

In what follows we will prove that
X —>HH"— X"

where both embeddings are dense. The identification of H and H* is through the Riesz representation theorem. Let
X € X and Ix € H, where I: X — H represents the embedding. Let ®: H* — H is the mapping which represents
the Riesz representation theorem. Then we may define i: X — X™* as follows

<i$0,$>X = (Il’o,]ﬂ?)H = <<I)_IIJ}0,I$>H,

where z, g € X. The mapping i: X — X* is injective and i(X) is dense in X* (due to the fact that both embeddings
are dense).

Example 5.3.15. Let X = Wy*(Q) and H = L*(Q). As W,*(Q) is densely embedded into L?(Q), the spaces
W, 2(Q), L2(Q) and W—12(Q) = (Wy(Q))" form the Gelfand triple. By the Riesz representation theorem, for any
f e W12(Q) there exists unique u; € Wy>(Q) such that

ooy = (g 0)goqey = [ Fu-Voda,
where the scalar product is equivalent to the standard scalar product on W12(Q). Now, if u € C°(Q) (which is dense
in W,(2)), then

((u,v))Wg,z(Q) = /QVU -Vodz = — /Q Auvdz

for any v € Wy *(Q). Hence for any f € W~12(Q) there exists {u, }nen such that u, — uy in W, *(Q), thus

<f,v>W01,z(Q) = nl;rrgo ; —Au,vdr = nler;o(—Aun,v)L2(Q)

= nILH;o@(_A“")’ V)wiz(Q) = nliﬁngo@(fn),wwgﬂ(m,

where f,, € C°(Q). Clearly, i is injective by definition and i(W,*(2)) is dense in L2(Q). Moreover, if f € L?(Q), then
—Au, — f in L?(Q) and we have that

(b ey = /Q foda
for any v € Wy 2(Q).

In this setting, we can generalize the definition of the time derivative

Definition 5.3.16 Let u € LP(I; X ), where X, H and X* form the Gelfand triple. Then we say that v € LI(I; X*)
is the time derivative of wu, if

/<U7w>X1//d>\1 = */(U,w)m// dX
I I

for all w € X, ¢ € C°(I). We denote v’ := v.

We have the following important result.

Theorem 5.3.17 Let X, H, X* be the Gelfand triple, and let v € LP(I; X) with v’ € ¥ (I;X*). Then u = u
a.e. in I, where u € C(I; H). Moreover, t — |lu(t)||3 is weakly differentiable, and

Sl =20 (), u(t) x

a.e. in I. In particular

[a(t)l7 = Hﬂ(tl)II%Jr/22<u’(8),u(8)>Hd8«

ty

Remark 5.3.18. Similarly as in Theorem 5.3.17 we may also show that if u, v € LP(I; X), u/, v/ € L (I;X*),
€ C°(I), then

/(<u’,v>x - <v’,u>x) dt = —/(u,v)m// dt.

I I
Before proving the theorem we need several auxiliary results.
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Lemma 5.3.19 Let u € LP(I;X) and v’ € LY(I;Y), 1 < p,q < oo, where X, Y are Banach spaces. Then there
exists a sequence {up }nen C C°°(I; X) such that {u),}nen € C*°(I;Y), and

Up, — U in LP(I; X) and u, — u’ in LY(L;Y).
Proof. Let without loss of generality I = (0,7"). We define

) te (_T7 O)a
v(t) := u(t) te(0,7),
) te(T,2T),

and

te(-L,21),

1
T 3
1(]) t<—§, Ort>§T,

otherwise

n(t) = {
S
(-Z,

such that n € C°((—T,2T)). Denote J = 5

[0,

T). Then vn € LP(J; X) and (nv)’ € L4(J;Y). Define
Up = (un) *wi,

where wi is the standard molifier. Using Theorem 5.2.8 we finish the proof, as u], = «’ * Wi in J. |

Lemma 5.3.20 Let X be a reflexive Banach space, Y a Banach space and X < Y densely. Then Y* «— X*
densely.

Proof. Denote I: X — Y the continuous injective mapping (the identity) which describes the embedding of X into Y.
We know that I(X) is dense in Y. We define I*: Y* — X* as

("), x)x = (' I(x))y-

We show that I* is the (identity) mapping from Y™* to X* which is injective, continuous and I*(Y*) is dense in X*.
Let I*(y') =0, i.e. (I*(y'),x)x =0 for all x € X. Then (y/,I(z))y =0 for all x € X, i.e. y =0 as I(x) is dense
in Y. Thus I* is injective. Clearly, from the definition it follows that I* is bounded. Let us show the density of the
embedding.
Recall that X is reflexive and assume that Y* # X*. Then there exists 2/ € X** such that for all ¥’ € Y* we have
(", I*(y')) x~ = 0, but 2” # 0. Hence there exists € X such that 2" = J(z) (canonical mapping) such that

(I'"(y),z)x =0 Vy e Y = (y,I(z))y =0 vy € Y™,

thus I(x) = 0, i.e x = 0 which leads to a contradiction. Hence Y* = X*. [ |

Definition 5.3.21 — Weak continuity. Let X be a Banach space. We say that u: I — X is continuous in the
weak topology of X (weakly continuous in X), u € C(I; X,,), if the mapping

t— (o' u(t))x
is continuous in [ for all ' € X*.

Clearly, if u € C(I; X), then u € C(I; X,,), the other implication is generally true only if X is finite dimensio-
nal.
Lemma 5.3.22 Let X, Y be two Banach spaces, X reflexive, X < Y densely, I C R be bounded, open. Let
pe L>®(I;X) and v € C(I;Yy). Then ¢ € C(I; Xy)-
Proof. Due to Lemma 5.3.20 we know that Y* < X* densely. Further, the mapping

t (n, Tp(t)y

is continuous in I for all n € Y*, and ¢: I — X, where I: X — Y represents the embedding of X to Y. We aim at
showing that

t= (u, Lo(t)) x
is continuous for all u € X*. We first define ¢: I — X as

t+h
(@), m)x- = limin / (11, 0(5))x A ().

h—0;t+hel
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Clearly, the right-hand side is bounded by ||| re(r.x)llpt]lx+, hence T(@(t)) € X** for all t € I. As X is reflexive,
@ € X is uniquely defined. Moreover,

lellx = sup (u,@(1)x < sup  |ollzoerx) Il x= < [l oo (1;x)-

el x* <1 el x* <1
In particular, we may take p € Y* (hence I*u € X*) and get
(I, o) x = (u, TE(1))y -

As Y* is dense in X* and I5(t) = Ip(t) due to the weak continuity in Y, we see that $(t) = o(t) for all t € I.
Therefore

le@®llx < llellzeex)

for all t € 1.
Now, as Y* is dense in X*, for any p € X* and arbitrary € > 0, there exists pu. € Y* such that

117 (pe) — pllx- <e.
Let us fix € > 0. Then we write

(1, 0(t) — p(to)) x = (1 — I pe, p(t) — p(to)) x + (I pe, p(t) — p(to)) x-

Therefore
({1 = I" e, p(t) — @(to)) x| < [l = 1" pellx =l (t) — @(to) [ x < 2]l (rx)e,
and
(I ey p(t) = (o)) x| = [pe, 1(p(t) — @ (to)))v | < lluelly-11(p(#)) — I( (o))l
Taking t sufficiently close to ty we can also the second term make smaller than €. The lemma is proved. |

We are now prepared to prove Theorem 5.3.17.

Proof. (of Theorem 5.3.17). Step 1: Using Lemma 5.3.19 we know that there exists {w,, }men € C°°(I; X) such that
U — win LP(I; X) and u), — v/ in LP (I; X*) as m — oco. As X — H and H* — X*, both embeddings being dense,
we have d
gl = 200, wm) = 2(ur,, ) x

(see Example 5.3.15) and integrating the identity we also see |[un | g is bounded in I. Moreover, we easily get that
the sequence |uy,||% is a Cauchy sequence in C(I) and as {uy, }men converges in LP(I; H) to u, the limit is |lu|%.
Therefore we have .

2

lult) |7 — llult)lF = 2/ (0, u) x dAy,
ty

as well as

- / lulZ dn, = / (' ux b Ay
I I

for arbitrary ¢ € C°(I).
Step 2: As u € C(I; X*), due to Theorem 5.3.12, we have u € C(I; X,,) and hence by Lemma 5.3.22 u € C(I; H,,) as
due to Step 1 we know that u € L*>°(I; H).
Step 3: Let to € I be arbitrary. As limy_;, (u(t), ¢)u = (u(to), ) g and due to Step 1 limy_, ||[u(t)||% = |lu(to)||%, we
see that

lim [Ju(t) — u(to)|% =0

t—to

which yields u € C(I; H). |

5.4 Compact embedding of spaces with time derivative

We close this chapter by showing a result which will for the evolutionary equations replace the result on compact
embedding of Sobolev spaces and thus allow to solve nonlinear problems. We consider

W = W;Z:?(ll ={v e L¥(I; Xo);v € L*(I; X)},
where I C R is and open bounded interval, and define
lullw = llullLeo (r;x0) + 14/ |Ler (1)

First we have
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Lemma 5.4.1 — Ehrling. Let X, X; and X be Banach spaces such that Xy << X < X;. Then for all n > 0
there exists C, > 0 such that for any v € Xj

Ivllxy < nllvllx, + Cyllvllx, - (5-4)

Proof. We proceed by contradiction. Let (5.4) be not true, i.e. there exists 17 > 0 such that for any m € N there exists
Wy, € Xg, such that
[wmllx > nllwmllx, + mlwmnlx, -

Won,

= ie.
Twmlixg 1€

We set vy, :
[omllx > n+mllom|x, -

As ||vm|lx, = 1, then v,, is bounded in X and thus ||v,||x, — 0. Furthermore, since Xy << X, there exists {vm, }ren
such that v,,, — v in X. However, necessarily, v = 0, but on the other hand,

[V I x > 1,
which leads to a contradiction. [ |

The main result is

Theorem 5.4.2 — Aubin—Lions. Let Xy, X; and X be Banach spaces such that Xy —<— X — X;. Let X,
X be reflexive, 1 < ag, a1 < co and let I be bounded. Then W << L% ([; X).

Proof. Step 1: Let {um, }men be a bounded sequence in W. We aim at showing that there exists {u,, }ren @ subsequence
such that w,,, — v in L§(I; X) as k — oco. As Xy, X; are reflexive, there exists u € W such that u,,, — v in W, i.e.

Uy — U in LY(I; Xy),
/

u, = in L% (I; X1).

mg

We need to show that v, := tm,, —u — 0 (strongly) in L (I; X).
Step 2: In fact, it is enough to verify that v,,, — 0 in L*(I; X1). Under this assumption, by virtue of Lemma 5.4.1,
we have

[omg || oo (1:x) < Mllomy | Loo (1:x0) + Crllvmy [l Loo (1:x,)-
As [|[vm,, | Lo (1;x,) 1s bounded, we have
”Umk HLQO(I;X) < CT} + CTIH’Umk ”L“U(I;Xﬂ'

Let us fix ¢ > 0. Then there exists > 0 such that Cn < § and to this 7 there exists kg € N such that for k& > ko,
Collvmy | oo (1;x,) < 5. Hence vy, — 0 in L (I; X).
Step 3: Repeating the procedure from Proposition 5.3.11 we get that

W — C(T, Xl),

i.e.
max [[u(t)||x, < Cllul[w.
tel

Step 4: As [[vg,, [|x, < C for all t € I, it is enough to show that vy, (£) — 0 (strongly) in X, for arbitrary ¢ € I. Let
us assume, without loss of generality, that 0 € I and let us show that vy, (0) — 0 in X;. Then

O (0) = Oy (1) — / o, (7) dAa (7).

We integrate this inequality, from 0 to s. Then

Vs (0) = %{ /0 " () A () — /0 ) ( /0 o () (@) (o))

1 /¢ 1 /[° , L
1 /O e (8) AL (E) — = /0 (5 — )0}, (7) AN (7) = Qumy + by

S S

where we used Fubini Theorem 5.1.13 which holds for the Bochner integral as well. We choose € > 0. Then

S
3
ol < [ Tohuellxs aha < 5

provided s is sufficiently small (recall, a3 > 1). As we know that v,,, — 0 in L*(I; Xy), then ||am, | x, is bounded
and hence ||am, ||x, — 0 strongly for a fixed s > 0. Therefore, for s fixed from the estimate of b,,,, we choose kg
sufficiently large so that for any & > kg ||am, ||x, < §. The theorem is proved. |
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Linear evolutionary equations

We will now study problems which describe evolution of certain quantities in time. In this chapter we restrict ourselves
to linear problems which are easier to study and we present most important techniques used in the study of especially
linear parabolic problems (as e.g. the heat equation) and linear hyperbolic problems (as e.g. the wave equation).

6.1 Second order parabolic equations
Let Q C R? be open, bounded and let T € (0,00). We set Q7 := (0,T) x € and consider
6tu + Lu = f in QT
u=0 on (0,T) x 09 (6.1)
U(O, ) =9 in 0,
where f: Q7 — R and ¢g: Q — R are given, and u: Q7 — R is unknown. Moreover, we assume that

9 du ¢ Bu
Lu:=— Z 87171((1”87%) —‘r;bzai%‘f'cuy

2,j=1
where {a;;}¢;_;, {bi}{_, and ¢: Qr — R are given functions.
Definition 6.1.1 We say that the operator d; + L is parabolic if there exists 6§ > 0 such that

d

Z aij(t,z)&& > 0|€|

ij=1
for all £ € R? and a.e. (¢,7) € Qr.

Example 6.1.2. Taking a;; = d;;, b = 0 and ¢ = 0 we get that Lu = —Au and the corresponding equation (6.1);
reduces to the heat equation

Oyu — Au = f.
? =1 %(aij a%‘) we get a generalized heat equation
) L J

(corresponding to an inhomogeneous material with respect to the heat conductivity)

Keeping b = 0 and ¢ = 0, but considering Lu = — 3

Oyu — ‘zd: (fsm(a”g;) = f.

4,j=1

In order to come to a weak formulation for our problem, we define

4 ou Ov 4 ou
Blu, v](t) ::/Q [ Z tijp 5 +Zbi%v+cuv dx
i,j=1 J =1 v

which is well defined for a.e. in (0,7) if u, v € W12(Q) and {aij};{j:h {b;} |, c € L=(Q) for a.e. t € (0,T). We first
reformulate the problem into the setting we studied in the previous chapter.
We consider the mapping

w: [0,T] — Wy2()

defined b
Y [u(®)](x) == u(t, z), xeQte(0,7),

135
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and
f:00,T] — L3(Q) or W 123(Q).

Since we consider u € L?(0,T; W~12(Q)) and a;;, b; and ¢ € L>°(Qr), using

d

0
atuziquam (”83:) Zb —eutf,

we may expect that dyu € L2(0,T; W~12(€)). Therefore we have

Definition 6.1.3 Let f € L*(0,T;W~12(Q)), g € L*(2), and let the functions {as;}¢,_,, {bi},, ¢ € L=(Qr),

where (0,T) is finite. Then u € L2(0,T; Wy*(€2)) with d,u € L2(0,T; W~12(Q)) is a weak solution to our problem
(6.1), provided
<8tu,v>W01 2(q) + Blu,v](t) =

(f,
u(0) =g

Vwi@)

holds for a.e. t € (0,T) and all v € W,"*(Q).

Remark 6.1.4. If u € L2(0,T; W, %(Q)) and dyu € L2(0,T; W12(2)), then u € C([0, T]; L*(Q)), as W, *(Q), L3(Q)
and W12(Q) form a Gelfand triple. Therefore the initial condition at ¢ = 0 is satisfied in the sense that
lim [lu(t) — gl[z2(Q) =0,

t—0+

where we work with the continuous representative from Theorem 5.3.17.

We first aim at showing the following fundamental result

Theorem 6.1.5 Under the assumptions stated in Definition 6.1.3, for any T' < oo, there exists a unique weak
solution to Problem (6.1) in the sense of Definition 6.1.3.

Proof. Step 1: Galerkin approximation. We assume that {wy, }ren is a given orthonormal basis in L?(§2) and orthogonal
in W12(Q). We may assume that wy, € C°°(Q2) N W12(Q) (or, if we need it, also wy € C°(Q)) for any k € N. In the
former, the system can be constructed by eigenfunctions of the Laplace operator in 2 subject to the homogeneous
Dirichlet boundary condition.

We now look for the approximate solution in the form

and we have that

un (0, ) = Z di (0)wg (), (6.3)

where

(0= [ guide = g00)xo (6.4)
Further, we assume that w, solves our problem for test functions from finite dimensional subspace of I/VO1 2(Q) only,
i.e., from the linear hull of {wy}7_,. Then we can write our approximate problem as follows

(Orun(t,-), wi) L2(@) + Blun, wi(t) = (£t ), wk) w2 (o) (6.5)

kE=1,2,...,n, and u,(0) fulfils (6.3)-(6.4). The main point is that we may rewrite (6.5) as a system of ordinary
differential equations for the unknown functions {d?}? ; as follows

8tdn —|— B[Zd wszk] ) = <f(t7 ')7wk>W01’2(Q) (6 6)

di;(0) = (gawk)LQ(Q)~

Note that (6.6) is a system of linear ordinary differential equations of first order, where the right-hand side belongs to
L?(0,T). Therefore we may apply the Carathéodory theory to deduce existence of a unique vector-valued absolutely
continuous function d solving (6.6) a.e. in (0,7). (If the reader prefers to use the classical theory for ODEs, it is
possible to mollify the function f in time which will not do in the lecture notes.)

Step 2: Energy estimates. Since we intend to pass with n — oo, we need to control the sequence of approximate
solutions independently of n, i.e. we need to prove so called a priori estimates. To this aim, we multiply the Galerkin
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approximation tested by wy by dj(¢) and sum up with respect to k, from 1 to n. It is in fact the same as using as test

function the solution itself. We get

d

d
Ouy, Ou ou
0, n "d %] = = bz = n n2 dr = s Un ) .
/Q Uy U x+/§z<m§_la]ami oz, —|—iE:1 (%Uiu + clu \) z = (f un)y12q)

We have:

/Qatunu dmfia/ |un\2dx

Blup, un](t) = 0] Vunlli2(q) — CllVun 2@ llunllz2@) — Cllunllzz (o),

and

and therefore
a”un”%?(m +allunlfrz@) < Cllunlz) + CIF I -12(0)-
We now employ the Gronwall lemma. Recall that
' (t) < Cin(t) + CoF(t)
in (0,7) implies
¢
n(t) < et (n(()) + C’g/ F(s) ds)
0
n (0,T). Denoting n(t) := ”u””%Z(ﬂ)’ F(t) = Hf(t)||%/v,1,2(9) we end up with
[un @122y < CT) (lun(O)Z2 () + 11220, -12(0))
for arbitrary ¢ € (0,7). Due to the Bessel inequality
[un(0)ll 220 < l9ll72(0):
hence we get

tg%oa? lun(®)llz20) < Cllgllz2) + 120w -12(0)))-

We now return back to (6.8) end read from it

T T t
@ [ VunlBnaor a0 < O( [ unlBaay it [ 17y a0y ) + 10 O) e
therefore, together with the estimate above
lunll Lo 0,12 + lunllL2o,rwi2@) < C(Hf”LQ(O,T;W*Lz(Q)) + ||g||L2(Q))~

We, however, need also an estimate of the time derivative. For arbitrary v € I/VO1 2 (©) we can write

_ 1 2
v =, +v,,

where v} belongs to the linear hull of {w}7_,, and v2 is perpendicular to this set in L?(£2). We easily get

/ Oupvdr = / 8tun(vi + 1)721) de = / 3tunv}1 dz +0
Q Q Q

and we may use the Galerkin approximation for u,. It yields

<8tun,v,1L>W01,z(Q) = /Qunvrll dz = (f, 'U,}L>W01,2(Q) — Blun, v}](t),

and therefore

| Ostun |lw—1.2(0) = sup <atun,’l]>wol,2(ﬂ) = sup Orunv dr
vew 2 (@) vew] (n) Q
HUHWI Q(Q)<1 ””HWI 2(9)
sup / 8tunv dz
vew (Q)
HUHW1 2(9)
= SUP (<f7 ,U’I1L>W01‘2(Q) - B[“m”i])
veWO 2@)
lvlly1, 2(sz)<1
< sup (Ifllw=12) + llunllwrz@) lop w2
vewy 2 ()

HUHW1>2(Q>S1

< C(Ifllw-120) + lunllwr2@)),

(6.7)
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where we used that [|v}|lw1.2(0) < C|lv|lw1.2(q). Therefore we have

0sun |l 20, msw-1202) < C(I1f 2075w -12(0)) + unllL20, 75w 2(02)))
< C(Ifllz2.mw-12()) + lgllz2())-
Step 3: Limit passage. Next we want to let n — 0o. As the spaces L*(0, T; Wy *(€2)) and L2(0, T; W~52(Q)) are Hilbert
spaces and the space L (0, T; L?(Q)) has separable pre-dual space, there exists u € L2(0, T; W, *(€2))NL>® (0, T; L*(Q))
with d;u € L2(0,T; W~12(Q)) such that for a chosen subsequence {nj}ren C {n}nen we have for k — oo

Un, —u  in L2(0,T; W, (Q)),
U, = U in L°°(0,T; L*(Q)),

k

g, — Opu in L2(0, T; W—1%(Q)).

Passing to the limit in the modified Galerkin approximation
T T T
<8tunk’wl>W1*2 Q Yvdt+ B[unkvwl](t)w dt = <.f7 wl>W1v2 oV dt,
o 0 () 0 0 0 ()
where ¢ € C°(0,T), we get
T T T
/0 {Oru, wi)yy1.2 (g dt +/O Blu, w)(t)y dt = /0 {f w)wpz gy dt
for all 1 € N and all 1 € C2°(0,T). As the linear hull of {w;};en is dense in W, ?(Q), we easily show

T
/0 <6tu,v)w()1‘2(ﬂ)wdt—|—/o

for all v € W,*(Q) and all ¢ € C5°(0,T). Hence

T

T
Bl (Ot = [ (1.0) gy (6.9)

(Oru, v) a2 () + Blu, v](0)¢ = (f, v)y12(q)

for all v € W12(Q) a.e. in (0,7T).
Let us now verify that lim,_,o+ ||u(t) — g[[z2(q) = 0. First, we have from (6.9) due to the definition of the time

derivative
T T T
_ / Oy, 0) ot dt + / Blu, o] (£ dt = / (S0 gyt dt
0 0 0

T)) for any v € W, *(Q), we may take a sequence of

for all v € Wy'?() and all ¢ € C°(Q). As (u,v) 20y € C([0,
([0,T) locally uniformly in (0,7") (and ¢’ converges in

n € C°(0,T) such that it converges to a function ¢p € C®
distributions to —(0)d). Then we get

T
—/ (Dyu, v) L2y dt + (u(0),v) L2(0)¥(0)
0 (6.10)

T T
‘1'/0 B[va](t)¢dt:/(J <f7U>W01’2(Q)1/)dt

for all v € Wy?(Q) and ¢ € C°([0,T)). Similarly, starting now from the Galerkin approximation, we have (we
multiply the kth equation by ¢ € C°([0,T)), integrate over the time interval and use the integration by parts with
respect to time)

T
*/0 (Ot s wi) 2 ¥ At + (g, (0), wr) £2(0)¥(0)

T T
+/0 B[unk,wl](t)wdtZ/O (fs wiyyr2 (g dt

for any [ € {1,2,...,n4}. Using the fact that (un, (0),w:)r2(Q) = (9, wr)r2(q) for any I < ny, we may pass to the limit
k — oo to get

T
—/ (D, wi) L2y At + (g, wi) L2010 (0)
0

T T
—|—/0 B[u,wl](t)wdtZ/O <f7wl>wol=2(9)¢dt
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for any [ € N and any ¢ € C2°([0,T)). Next, using the density of the linear hull of {w;};en in I/Vol’2 (Q) we easily get

T
—/ (Deu,v) L2 dt + (9,v) L2 (0)

0

T T
+/O B[u,v](t)z/zdtz/o (frvhwr2 o dt

for any v € W, (Q) and any 1 € C2°([0,T)). Hence
(u(0),v)2(0) = (9,v) L2 () Vo € Wol’z(ﬂ) D C(Q)

which yields
u(0) =g,
and since u € C([0,T]; L*(Q)), we also have

li t) — =0.
ti>r(?+ [|u(t) 9||L2(Q)

Step 4: Uniqueness. Since the problem is linear, it is enough to verify that unique solution to our problem with f =0
and g = 0 is u = 0. As the solution u is an appropriate test function, we have

(u’, u)Wolz(Q) + B[u, u](t) =0.

Using now Theorem 5.3.17 and the properties of the bilinear form, we have

1d
5l

The Gronwall lemma together with the fact that the initial condition is zero yields

o) T allullfe ) < Cllull7zq)

||u(t)||%2(m =0 for any ¢ € (0,77,
whence u = 0 a.e. in Q. |

Let us now look at the problem of the regularity of the solution. We first present formal argument why we may
expect a better regularity than we get from the definition of the weak solution. For the sake of simplicity, we consider
only the heat equation in R?, i.e.

ou — Au = f in (0,T) x RY,

U(O, ) =9 in Rda
and let f € L2((0,T) x R?) = L?(0,T; L*(R%)), g € W12(R%) = W, *(R?). Furthermore, we assume that u — 0 when
|x| — oo so that all integrations by parts we use below are allowed. Then we have

fPdr = / (Opu — Au)? dx = / ((8tu)2 + (Au)? - 2Au6tu> dx
Rd Rd Rd

= / ((@u)2 dz + / (Au)?dz +2 [ 0,Vu-Vudz.
Rd R Rd

Now, the second integral can be rewritten as

(Aw) 2dx =
/ u)”de = /Rdzauk — 8xl

_ 2,12
Z Rd 6xk8xl 8xkal‘l / |v u‘ dl’

k,l=1

and the third integral
2| OVu-Vudzr = i/ |Vul|? dz.
dt Jra

Rd
Therefore

T
sup |Vu|? dz + / / <|V2u|2 + (8tu)2> dz dt
R4 o Jra

t€[0,T]

T
\Vu(O)de—k/ fAdadt
Rd 0 Rd

T
z/ \Vg|2dm+/ f2dzdt.
Rd 0o JRrd
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Next we differentiate the equation with respect to time. We get
8ttu — A@tu = (%f,
hence testing the equation by dyu

2dt||(9tu||L2 Rd / |V(9tu|2 d.’E —/ 3tf8tudx.

Thus, using also the Gronwall lemma and the fact that 9;u(0) = Au(0) + f(0),

SUP ||atu||L2(Rd +||VatUHL2((o T)xRd)

telo,T
< HatfHLZ((O,T)de) + HVZQH%Z(Rd) + ||f(0)||%2(Rd)-
Since
1£(0)[2ray < C(N0:f 20,1y xRy + 1 f 20,1y %))»
we get
5[111)] [0¢ull L2 (ray + [V Orul| L2 (0,7) xRa)
tefo

< C(Ifllwrer2ray + 1Vl 20,1y %9 ) -
Combining all the estimates together, we finish with

S[lép (10sull L2 ray + IVull L2ray) + IV Oull L2 0,1y x ey + V20l L2 (0,7 xR4)
telo,

< C(Hf”wlﬂ(o,T;LZ(Rd)) + ||v9||W1)2(Rd))~
We will now show the estimates rigorously, for our general parabolic operator. We will assume the following:
a;j(t,x) = a;;(t, x) Vi,j=1,2,...,d, (t,x) € Qr
{aij}i i b}y, c € CH(@r), (6.11)
FeLX(0.7) x Q), g€ Wy?(Q),
and, for higher regularity, additionally,
o f € L*((0,T) x Q), Vg € L*(Q). (6.12)
We have

Theorem 6.1.6 Let u € L2(0,T; W, ?(Q)) with d,u € L2(0,T; W~12(Q)) be a weak solution to our parabolic
problem in the sense of Definition 6.1.3. Assume that € C? and that assumptions (6.11) are fulfilled. Then
w e L2(0,T; W22()) N L>®(0, T; Wy *(Q)) with d,u € L2((0,T) x Q) and

S[lép IVullL2@) + 18:ull 20,1 x0) + IV ull L2¢0,7)x )
te[0,T
< C(Ifllz2o,rsc2 () + IVgllL2 (o)),

where C' depends on T, Q and coefficients of L. If, additionally, (6.12) is fulfilled, then u € L>(0,T; W22(Q)) with
dyu € L®(0,T; L2() N L2(0, T; Wy *(Q)), 2u € L2(0, T; W—12(Q)), and

e ](HV%HL?(Q) + 18l L2()) + [10¢ull 207w .2(2)) + 107l L2 (0,512 (02
telo,T

< C(Iflwrzo,m;e2) + 1IVellwrz@))-
Proof. Recall that due to the assumptions of Theorem 6.1.6, there exists unique weak solution to the parabolic
problem in the sense of Definition 6.1.3. Therefore we may work either with the Galerkin approximation or with the

weak formulation.
Step 1: We start with the Galerkin approximation

d
ou,, Owy,
a mn d i A a_ b n dx = ) )
/Q U, W x+/9(kz_1aj5$j oz, ; wk—f—cu wk) x=(f wk>W12(Q)

k= 1,2,...,n. We multiply the kth equation by 0;d}(t) and sum up for k from 1 to n (i.e, we test by the time
derivative of the approximate solution). We get

d d
Ouy, 0(0puy,) Ouy,
2 ..
/Q(atun) dx +‘/Q ( 'jz_l QA5 8xj oz, dx + 2 o

,J=

+ cu, atun) dx

= <f, atun>W01,2(Q) .
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As a;; =aj; forall¢,7 =1,2,...,d, we have

ou,, Ouy,
||8tun||L2 @ t35 9 dt/ Z Gij B:cj oz, dz = (f, 8t“n>w[}‘2(9)

ouy, 1 d ou,, Ouy,
— Z b;— 0w, dr — | cup,Oiu, de + = Z Oraij—— dz.
Q- 837@ Q 2 & 8333‘ 833,
=1 1,j=1
Due to our assumptions we can estimate the right-hand side as

[RHS| < || fll 2@ 10cun | L2 () + C(L) (IVunll 2(0)[10tin | 2(0)
+ lunll 2@ 10sunll L2(@) + [Vunlliz(q))

and due to the bounds from Theorem 6.1.5 and parabolicity of the operator 9, +L (i.e. ||Vu||L2(Q ray < C Ja 22t =1 aij (;9;‘ g;‘ )
7 i

we get
d

Oou,, Ouy,
sup / aij
tefo,7] Ja ”2221 7Oz, Ox;
< C(If1Z20.myx0) + 97200 + Vun(0)]|72(0)-
Recall that ||V, (0)[z2(0) < [[Vgllz2(n)- Then

2
(0, T)xQ)

[V un | Lo 0,7522(0)) + 10cunllL2(0.1)x0) < C(I1f1l 20,1y x02) + l9llwr2(e))s

where the constant C' depends on the coefficients of L, on T and ). We may therefore let n — oo to get

IVul| oo 0,152 () + 10cull 20,1y x2) < C I f 20,1y x ) + l9llwr2())-

(1) = /Q F(yvdz — /Q yu(t)v da,

/ Za”gujg;:idx:Af(t)vdw—Aatu(t)vdx—/ (Z

7,j=1

Step 2: We may write now

ie.,

)(t) da

for all v € W12(Q) and a.e. t € (0,T). Therefore, using the elliptic regularity, we get

lu@®llwz2@) < CIFBlL20) + 10ut) | L20) + ) lwr2)

hence, integrating over (0,7,

lull 20,0220 < C(1fle20,my <) + lgllwiz@))-

Above, the constant C' depends again on T, on the smoothness of 2 and on the coefficients of L.

Step 3: We now continue with the second part of the theorem. We return back to the Galerking approximation and
differentiate the corresponding system of ordinary differential equations with respect to time. This is, due to the
regularity theory for ODEs, possible, and we get

ou,, Ow
/Q(‘)ftunwk dz + B[Orun, wi](t / O fwy. d _/ Z 0 G ox &’Ef

wI=t (6.13)

/ (Z Oib; wk + 8tcunwk> dz.

We multiply the kth equation by 9,d}!(t) and sum for k from 1 to n (i.e., we test by Oyu,). We get

/(’)ftunatun dz + B[Orun, Oruy,)(t) = / 0 fOsuy, dx
Q

Ouy, O(Opuy,) d ou
/ Z ata” i a;n dx — /Q (Z 8tb187;8tun + 5‘tcun5'tun> dx
i i—1 %

7,‘]7

Therefore we have L d
iaHatun”QL?(Q) + IVOunll72 0y < N10:f 1 2 |0t || 20
+ Cl V|| L2 (@) I VOrun| L2 0) + Cl|Vtnl L2 (@) |1 0un | L2 (0
+ Cllun 2@ |0 un || L2 (o)
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which after employing the Gronwall and Young inequalities provides the estimate

T
t€[0,T) 0

< C10:f 11720112 () F 10 (0)]|72 () -
Looking once more at the Galerkin approxmation we see that

10t (0|72 0y < 1FO)172() + Cllun(0)1F22(a)
< C(”f”%/VLQ(O,T;L?(Q)) + lgllw22)),

where we used that [[u,(0)|[w=22q) < Cllgllw22(q). We can therefore let n — oo and get

||atun||L°°(0,T;L2(Q)) + ||V8tunHL2(0,T;L2(Q))
< C(19efllwr2 0,22 + lgllw22(@))-

Step 4: We look again at the problem
Blu,v](t) = / fvdx—/atuvda:
Q Q

for any v € W, ?(Q) and a.e. t € (0,T), and get, similarly as above

ullw220y < C(IIfllL2) + 19ull L2 @)
due to the elliptic regularity. Therefore

||U||L°°(0,T;W2«2(Q)) < C(Hf||L°°(O,T;L2(Q)) + ||atuHL°°(O,T;L2(Q)))
< C(Ifllwrzo,r;cz2) + lgllw22(0))-

Step 5: The last step is to show that 02u € L2(0,T; W~12(Q)). Since (6.13) holds, we may proceed exactly as in the
proof of the existence of a solution in Theorem 6.1.5 that d;u,, is bounded in L2(0,T; W ~12(Q)). |

Similarly as in the case of the elliptic regularity, we may improve the smoothness provided all the data are smooth
enough. In order to simplify the presentation, we assume here that the coefficients of the operator L are independent
of time.

Theorem 6.1.7 Let Q be of class C?*™2. Let g € W?*™t12(Q) and 0k f € L?(0,T;W?m=%2(Q)), k =
0,1,2,...,m. Let the coefficients of L be sufficiently smooth in the spatial variables and independent of time,
and let go == g € Wg2(Q), g1 = f(0) — Lgo € Wyg(), ..., gm = On=if — Lgm—1 € W,y 2(2). Then
OFu e L2(0,T; W +2=2k(Q)), k= 0,1,...,m+ 1, and

m—+1
Z ||5fkU||L2(0,T;W2m+2—2k(9)) < C(Hatkkf||L2(o,T;W2m—2k(Q)) + lgllwzm+1(9))s

k=0

where the constant C' depends on T, €2, m and on the coefficients of L.

Remark 6.1.8. We will not prove the result, however, let us at least indicate, where does the compatibility condition
come from. Formally, 0;u =: w solves

Ow + Lw = 0 f in Qr
w=0 on (0,7) x 99
w(0) = f(0) — Lg,

and recall that we needed above g € Wol’Q(Q). Hence we must require that f(0) — Lg € Wol’2 (©) which is the second
compatibility condition. Similarly for higher order estimates.

Therefore

Theorem 6.1.9 Let g € C(Q), f € C™(Qr), 2 € C™, the coefficients of L are time independent and of class

C>(Q) and let infinitely many compatibility conditions from Theorem 6.1.7 above hold. Then the solution to our
problem is smooth, i.e.

u € C™®(Qr).
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6.1.1 Maximum principles to parabolic problems

We first discuss the maximum /minimum principle which holds for classical solutions and whose proof is, unfortunately,
not possible to reproduce for weak solutions only. We will assume that

Ou— Lu <0 (or >0).

We restrict ourselves to the case when ¢ =0, i.e.

d

Lu=— Z a;j 8 (9 -+ Z
3,7=1

and {aij}ﬁjzl, b; € C(@), E?,j:l aij&fj > 9|§|2 for all € € Rd, and a;; = aj;, 4,J = 1,2,...,d. Denote further
Ty :=Qr \ Qr \ {T} x Q. We have

Theorem 6.1.10 Let u be twice continuously differentiable with respect to the space variables and once with

respect to time. Further, let u € C(Qr).

(i) If Opu + Lu < 0, then maxg—-u = maxr, u

(ii) If 9pu + Lu > 0, then ming—u = minr, u

Proof. Assume first d;u + Lu < 0 in Qr, but there exists (tg,z¢) € Qr U (T x Q) such that u(to,xo) = maxe—U.

(a) If 0 < tg < T, then (tg, o) is an interior point of Qr, hence dyu = 0 at (tg,xo). However, then also Lu > 0 at
the maximum (the first part is concave and necessarily, g—; = 0 at the point of maximum). Then dyu + Lu > 0 which
leads to a contradiction.

(b) If tg = T, then Oyu > 0 at the point of maximum and we may proceed as in part (a).

(c) If Oyu + Lu < 0, consider v(t, x) := u(t,x) — et. Then

O+ Lv=0u+ Lu—e<0.

Then v attains its maximum over Q7 in I'r which holds for arbitrary e > 0. Letting ¢ — 07 we obtain the result of
the theorem.
(d) If w fulfils dyu + Lu > 0, then denoting w = —u we get dyw + Lw < 0 and we may use (a)—(c). [ |

Next, we would like to prove the maximum principle for our parabolic problem and for weak solutions only. We
restrict ourselves to the case when ¢ > 0 a.e. in Qp, —divb > 0 in the weak sense and f < 0 in the following
sense

Definition 6.1.11 A distribution f € L*(0,7; W~12(Q)) > 0 (or < 0), provided

T
/<f, > 129) >0 (OI‘ §0)

for all ¢ € L2(0,T; W,"*(Q)) which are a.e. in Q7 non-negative.

We first present the heurisitic idea of the proof. Assume that the function (u*)’ is an appropriate test function.
Note that this function equals to the composition of the Heaviside function with . Then

d
(Oru, () ) yrag) = 37 / u e
d
Ju 0 v
— dz =0
/9121 O o, (7)) e =0,

d

ou , .,
/QZblaxi(u ) dx

=1

divbu™ dz >0,
Q

/ cu(u®) dor = /_ch"' dz >0
)

(f, (™)) >0,

d
— Tdx <
dt/Qu r <0,

hence u™ (t) < 0 provided u™(0) < 0. However, we need several technical tools to justify the computations above.
Note that for the function z — 2T there exists a sequence of functions z + 1, (z) such that 0 < 1, < 2T in R,
tn /2T in R and ¥/, ¢ > 0 and they are bounded uniformly with respect to n.
We may therefore use the following lemma

therefore we get
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Lemma 6.1.12 Let ¢: R — R be such that ¢, " are bounded and (0) = 0.
(i) If w € W 2(2), then ¢ (u) € Wy () and

in the weak sense and u +— 1(u) is continuous from W, *(Q) — W, *(Q).
(i) If uw € L2(0,T; Wy 2(2)), dyu € L2(0, T; W—12(1Q)), then

/ B(u(t)) dz = (Opu, ¥/ (u(t))
a.e. in (0,7)

Proof. Ttem (i) follows from Theorem 2.2.4. We therefore prove item (ii). Let first u € C([0,T]; Wy >(Q)) and o €
C?(R) with bounded first and second derivative. Then for t1, t5 € [0,7]

u(te) —u(ty) = /t ’ Oru(s) ds in Wy2(Q),

e u(ty,x) —u(ty,x) = fttf Oru(s, z) ds for a.e. x € Q. Therefore, for a.e. € Q

Op(u(t, x)) = ¢ (ult, 2))dpul(t, ),
and

P(u(te, x)) —P(ulty,z)) = ’ ' (u(s, z))0u(s, ) ds for a.e. v € Q.

ty

Then, integrating the identity above over ) and using the Fubini theorem and properties of the Gelfand triple
to
/T/J(U(tg,l‘))dl‘ - / Y(u(ty, x))dz :/ ' (u(s, z))0su(s, ) de ds
Q Q t, Jo

:/2<3tu(s),1//(u(s))>W01,2(Q) ds.

t1

Now, if u € L2(0,T; W (Q)) and dyu € L2(0,T; W~12(12)), there exists a sequence u, € C*([0,T]; Wy*(2)) such
that u, — uin L2(0,T; Wy "*(Q)) and dyu, — dyu in L2(0,T; W~12(12)), see Lemma 5.3.19. Moreover, due to Theorem
5.3.17, we also have u, (t) — u(t) in L?(Q2) for all ¢ € [0, T] (where we take u as the continuous representative). Then

0

/Qwun(tg,x))dx - /Qwun(tl,:c))dx = / (utn(), 0/ (un () v 2 g

Letting n — oo and recalling that i grows at most linearly we end up with the desired formula

vlalta,a)) o~ [ dluttr ) do = [ (0m(s). 6 (0) g e 0.
Q Q

t1

Theorem 6.1.13 Let u € L*(0,T; Wy *(2)) with d;u € L*(0,T; W~12(Q)) be a weak solution to our parabolic
problem, where 0; — L is a parabolic operator, divb < 0 (in the weak sense on Qr), ¢ > 0 a.e. in Qp, f < 0 in the
sense of Definition 6.1.11 and g < 0 a.e. in Q. Then

u(t) <0 a.e. in () for a.e. t € (0, 7).

Proof. We consider the sequence 1,, approximating the function z — 2T as presented above. We use 1/, (u) as a test
function in the weak formulation of our parabolic problem. Whence

ou OYp(u)
< tU, Q/Jn W12 / Z ”8 8.131 dl’

1,j=1

+ Zb v dot [ eutt () de = (7.6 ()0
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Now, due to Lemma 6.1.12, our assumptions and properties of the approximation ,, we have

(O, ) 2y = o / o

ou Oy, (u ou Ou
il >
/ Z g dx; 8961 / Z ”ax] Ox; Ya(w)dz 20,

1,7=1
ou N (1)
bi—! (u)dz = / b; dz > 0,
/921: O ) Q ; Ox;
/ cu)l, (u) dz > 0,
Q
Then
<
hence

/an(u(t)>dx§/gwn(g>dx§0

for all t € (0,T] (provided we consider the continuous representative of u). Letting n — oo and using the Lebesgue
Monotone Convergence Theorem we end up with
/ ut(t)dr <0
Q

for all ¢ € (0,77, hence u(t) <0 for all ¢t € (0,T]. |

6.2 Second order hyperbolic equation

We will consider the following equation of the hyperbolic type
Opu+ Lu=f in (0,7) x Q=: Qr,
u(0,) =g in Q,
ou(0,-) =h in Q,
u=0 on (0,T) x 09,

where ., 4
0 ou ou
Lu=— ijzzl 87371 (alja—%) + ;blaixl + cu.

Definition 6.2.1 We say that the operator 9 + L is (uniformly) hyperbolic, if there exists a constant § > 0 such
that

d
Z ai;&i&; > 0|€ for all £ € R? a.e. in (0,7) x Q.
i,j=1
Example 6.2.2. Assuming a;; = 6;5, b; =0,%=1,2,...,d and ¢ = 0, we get the classical wave equation

attu — Au = f

As in the parabolic case, we introduce

ou 0
B[u,v](t)z/n(z;laija;a; Zb v—l—cuv) dz

for all u, v € Wy (Q).
We expect the weak formulation in the form

(Oreu, v) + Blu,v](t) = (f,v)12(0),

where the reason why we prefer to have more regular right-hand side than in the parabolic setting will be explained
later. Therefore we expect, by analogy with the parabolic case, that u should belong to L?(0, T WO1 ’Q(Q)), while O u
should belong to L?(0,T; W~12(Q)).
We assume L
aij,bi,c ECI(QT), aij:aﬁ i,j:1,2,...,d,

1,2 (6.14)
h e L*(Q), g€ Wy*(Q), f € L*(0,T; L*(2)).
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Definition 6.2.3 We say that u € L2(0,T; W, () with d,u € L2(0,T; L*(Q)) and dyu € L2(0,T; W~12(Q)) is
a weak solution to the hyperbolic initial-boundary value problem problem provided

(O, v) 1.2 () + Blu, v](t) = (f,v)12()
for all v € W, *(Q) and a.e. t € (0,T), and
u(0) =g, 9yu(0) = h.
Remark 6.2.4. Recall that the assumptions above imply that u € C([0,T]; L*(Q)) and d;u € C([0,T]; W=12(Q)).

Theorem 6.2.5 Under assumptions (6.14) there exists a unique solution to our hyperbolic problem in the sense
of Definition 6.2.3.

Proof. Step 1: Galerkin approximation. We proceed similarly as in the case of the parabolic problem. We take {wy}72
the orthonormal basis in L2(€2) and orthogonal basis in W,'*(€2) formed by eigenfunctions of the Laplace operator
with the homogeneous Dirichlet condition. We write

up(t, ) = Z a7 (t)wg(z)
k=1

where
(8ttun7 wl)LQ(Q) + B[U;n, U}l](t) = (f7 wl)LQ(Q)a l= 1a 2a XL

i.e.

dr" (t) [Zd wkawl} t) = (f,w)r2(e)
h=1 . (6.15)
d;'(0) = (g, wi) L2 ()
i’ (0) = (b, wy) 120,
1=1,2,...,n. We obtained a system of the second order linear ODEs (n equations) which can be easily transformed
into a system of 2n ODEs of the first order. We may now apply the Carathéodory theory which yields existence of
a unique generalized solution on the time interval [0,7] such that d"’ € AC[0,T], | = 1,2,...,n. The fact that the
solution is global follows from the fact that the system is linear.
Step 2: Energy estimate. We now multiply (6.15) by dl"/7 sum for [ =1,2,...,n and get

(8ttun, atun)Lz(Q) + B[un, 8tun} = (f, atun)Lz(Q) .

First, we have

1d
(Osttn, Opun)L2(Q) = thHatunHL2(Q
Next 4
ou,, 00:uy, 8un
B[Un; 815“1’7,] = A ( Z ’L] axj 81’2 + 8 atun + Cunatun) dx

- 2dt/ Z Y Dw; Ox; **/ Z i G Dy O
Ouy,

+ /Q (Z biaiziatun + cunﬁtun) dx

1d ouy, aun

24dt / ]21 Y 0x; au

ou 8u,
/Q Z a” n v dx + ||6tun||2L2(Q)>

Y

Therefore we have

d Ou,, Ouy,
e (A / > 2 )

1,5=1

aun 6un
(171300 + / Z

N =
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Employing the Gronwall lemma and the parabolicity of the operator, we get
Betun () 32 + ltn (D220 < a1y + N3y + 1130150206

hence
r[g%,}]( (Hatun(t)”Lz(Q) + ||un(t)HW01’2(Q)>
< C(HgHW&’2(Q) + 7l L2y + I f 20,522 (02)) ) -

In order to estimate the second time derivative we proceed as in the parabolic problem. We write v = v} + v2,
where v} belongs to the linear hull of {w;}7, and v2 is perpendicular to it (both in L*(Q) and W, *(Q)). Recall that
||U711HW(}‘2(Q) < ||U||W01’2(Q)' Then

(Oretin, v) 12 () = (Oretin, v)2(q) = (Opttin, vp) 120
= = Blun, o3](0) + (£ 0} 2o

Thus

HattunHW*l’z(Q) = sup <8ttun?U>W1‘2(Q) < C(HunHWl?(Q) + HfHLz(Q))a
[0 y1.2 <1 " "

hence
18sewn 20, -12(0) < C(IIf L2 0,75220) + I9llwa 20y + [Pl L2(2))-

Step 3: Limit passage. We now let n — co. As in the parabolic problem, for suitably chosen subsequence

Un, —=* 1 in L>=(0,T; W, (),

k
Oy, =™ Opu in L>°(0,T; L*()),
3ttunk — attu in 112(07 T, W_172(Q))7

and we can pass to the limit in the modified weak formulation to get

T
/0 <attu,wl>W01,2(Q)¢dt+/o

for all I € N and all ¢ € C°(0,T). Hence, exactly as for the parabolic problem

T
/0 <8ttua”>wolv2(g)¢ dt"‘/()

for all v € W,*(Q) and all ¢ € C°(0,T), i.e.

T

T
B[%wl]wdt:/o (f,wi) L2y dt

T

T
Blu, vl dt = /0 (o) 22y dt

<attu7v>wolv2(g) + B[%U] = (fav)m(ﬂ)
for all v € W, %(Q) a.e. in (0,T).

Next we look at the initial condition. Here, the problem is slightly more complex than for the parabolic problem.
First, using the definition of the time derivative of the first time derivative of u we have

T T
| @ vhpaydt == [ @ o)y a
0 0

for all v € Wol -2 (©) and ¢ € C2°(0,T). Therefore, taking a sequence 1, € C2°(0,T) such that v, converges uniformly
to 1 € C°([0,T)) we end up with

T T T
- / (B, 0) dt + / Blu, vl dt = / (. 0) 22y dt + (Bu(0), 0) 12y (0)
0 0 0

for all v € C°([0,7T)). Now, as u € AC([0,T]; L*(€)), we finally have

T T T
/O (u, 0 ) dt+/0 B[u,v]wdt:/() (. 0) L2yt dt
+ (0yu(0),v) £2(0)¥(0) — (u(0),v) 20y (0).

We now return to the Galerkin approximation and multiply it by ¢ € C2°([0,T)) and integrate over the time

interval. We get
T

T T
/ (@tumwl)w(md)dﬂ'/ B[Umwlwdt:/ (fswi) 2oy dt.
0 0 0
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We integrate twice in the first term by parts and get

T T T
/ (umwl)wﬁdt"‘/ B[un,wl}wdt:/ (f,wi) L2yt dt
0 0 0
+ (Poh,wr) £2(0)%(0) = (Png, wi) L2y (0).

We let 7 — oo and use the density of finite linear combination of {w;}en in Wy'*(€) to get

T T T
| o [ Bludvar= [ (o
+ (h,v) L2 (0) = (9,v) L2(0)¥'(0)
for all v € W, *(Q) and € C°([0,T)). Therefore
(3tu(0), U)Lz(Q) = (h, ’U)Lz(Q)
(u(o)av)Lz(Q) = (gvv)L2(Q)

for all v € W, *(Q). Due to the density of W,*(2) in L(Q2) we get the desired equality.

Step 4: Uniqueness. We now show the uniqueness of weak solutions to the hyperbolic equation. As for the parabolic
case, it is enough to show that if f = g = h = 0, then the only solution is v = 0. However, we cannot proceed as
in the part devoted to the a priori estimates, as the function 0;u cannot be due to the lack of regularity used as test
function. Therefore we use the "minus first"derivative. To this aim, let us define

o(t) = /t u(r)dr, 0<t<s,

where u solves our hyperbolic problem with f = g = h = 0. Then v(t) € Wy*(Q) for a.a. t € (0,T) (even dv €
L2(0,T;W12(Q))), and
(Onu, ’U>W01‘2(Q) + Blu,v] =0

a.e. in (0,7), thus
/0 |:<8ttU,U>W01,2(Q) + B[u,v}] dt = 0.

As O = —u, Ou(0) = v(s) = 0, we get using the definition of the time derivative (and consequently, by approximation,
using as test function in the time variable a constant function ¢ = 1)

/O ) [~ (@1, B40) 2y + Bl o] (1)t = 0,

hence

/s |:(8tu, U)L2(Q) + B[0:v, v]} (t)dt = 0.
0

Therefore we have
d

*1d 9 ov Ov
[ 3 (1wl ‘Mzzl%a%awi)d’f—

d
1 (7 ov Ov
- = E ij=——=—dxdt
2/0 /Qi,j_latajawj Ox; v

+/S/ (cv@w—f—ibiaatvv) dz dt.
0 /e = O

We rewrite the last term as

b 4w
axiuvdm—i-/ﬂiz_;biuaxi dx.

d d
36tv /
b; vde =
Then s
[u(s)][Z2(0) + ||U(0)H€VOL2(Q) < C/o (HU||€V01-,2(Q) + [lull72()) dt + Cllo(0)[[ 720 -

We denote .
w(t) = / u(7)dr, 0<t<T;
0
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then
oy + Ty < € [ (1008) = 0Oy + Nul®lF ey )
Gl ey
< [ (20w ey + 0 o) + Tl o
+C [ ulr)le o
Hence

Iy + (1= 208)w(s) By 0y <C [ (0Ol + 1Ol .

We choose T7 so small that
2CT, = -

Then on [0,7}] we have

lu(s)lI72(0) + lw(s)ll le <C/ Hw HWw +||u(t)||%2(n>)dt

which yields the uniqueness on the possibly short time interval [0,77]. Since we may use u(71) as a new initial value.
We proceed as above and prove the uniqueness on the time interval [T}, 27T;]. After finite number of steps we reach
the time instant T'. The proof is complete. |

Next we study the regularity of the solution. As above, we start with a simple model case: here it is the wave
equation in R?. We consider
O —Au=f in (0,7) x R?

uw0,") =g in RY
wu(0,-) = h in R%.
‘We compute

1
,E/ (|atu|2+|vu|2)dx:/ (0tu8ttu+Vu-8Nu)dx
th Rd Rd

= / 8tu(8ttu - Au) dz = fOmude.
Rd Rd

Therefore

d
dt

which after employing the Gronwall 1nequahty yields

(|8tu|2+|Vu| da?</ fzdx—l—/ |0yu|? de,

) S(‘éPT) (I10sullZ2may + HVUH?L?(Rd)) < C(Hf“QL?(o,T;L?(Rd)) + ||h||2L2(Rd) + HgH?/VOva(Rd))'
€0,

Next, denote u := 0;u. Then

dui—Au=f  in(0,T)xR%
u(0,-) = du(0,-) = h in RY,
2:1(0,-) = 0yu(0,-) = Au(0,-) + £(0,-) = Ag + £(0,) in R%.
As

max 1172 ray < C(I1f L2 0,msL2Rey) + 10efllL20,7:L2Re))

we get

sup ([[0wul|72gay + [0: V]| 72 (ray)
t€(0,7)

< C(||f||2L2(0,T;L2(Rd)) + Hatf”%z(o,T;LZ(Rd)) + ||Vh||2L2(Rd) + ||A9H%2(Rd))~

Finally, we write

Au = &gtu— f

and we have due to the elliptic regularity

||v2u||%°°(0,T;L2(Q))

< C(”f”%Z(o,T;Lz(Rd)) + ||atf||2L2(o,T;L2(Rd)) + Hh”?/VOI»Z(Rd) + ”g”%/VZZ(Rd))'
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We now show these bounds rigorously. We assume the validity of (6.14) and additionally

O f € L2(0,T; L*()), g€ W>2(Q), he Wy?(Q),

6.16
Qec? {aij}g,j:l are independent of time. (6.16)

Theorem 6.2.6 Let conditions (6.14) be fulfilled. Let u € L2(0,T; W, *(Q)) with d,u € L2(0,T;L*(Q)) and
Opu € L*(0,T; W=12(Q)) be a weak solution to
Opu+ Lu=f in (0,7) x Q,
u(0,-) =g in €,
Bu(0,)=h  nQ,
u(-) =0 on (0,7T) x 99.

Then u € L>°(0,T; Wy*(Q)) with dyu € L>°(0, T; L*(Q)) and

”u”LOO(O,T;WOl’Q(Q)) + ||3tu||L°°(o,T;L2(Q))
< C(Ifllz2o,rsc2(0)) + lgllw2qy + 1Al L2 ())-
Moreover, if (6 ) holds, then u € L°°(0,T;W>2(Q)), d,u € L2(0,T;Wy2(R)), duu € L®(0,T; L3(Q)),
Ot € L? ( 7VV D (Q)) and
[ull o= 0, mw22 () + ||8tu||L°°(O,T;W(}'2(Q))
+ 10wl Lo (0,122 (0)) + Oeerull L20,75w 1.2 (0))
< C(||f||W1v2(O,T;L2(Q)) + ”g”W?’?(Q) =+ ||h||W01*2(Q))'

Proof. Step 1: The first estimate was shown in the existence proof. Due to the uniqueness of weak solutions we
know that it holds for arbitrary weak solution. Recall that the estimate follows from the Galerkin approximation,

Uy =3 dif (Hwi(z),
(attun7wl)L2(Q) + B[unawl] = (fv wl)L2(Q)7 l=12,...,n,

where {w;}$°, is a complete orthonormal system in L?(€2) and complete orthogonal system in Wy*(€2) formed by
eigenfunctions of the Laplace operator with homogeneous Dirichlet conditions. We may multiply the I[-th equation by
d”'(t), sum up for I = 1 to n and integrate over (0,7) (i.e., we test the equation by dyu, ). We get the estimate for u,,
with the right-hand side independent of n.

Next, let us assume (6.16). Using the regularity of the ordinary differential equations we differentiate the Galerkin
approximation with respect to time and get

(Orettin, wi)2(0) + BlOsun, wi]
= (Ouf, wn) L2(Q) — /Zat wz dx — / Oscunwy dx.

We intend to use as test function dyu,; we multiply the [-th equation by dI"(t) and sum for [ from 1 to n. It yields

(Ottetin, Oppun) L2(Q) + BlOyun, O]
d
Ju
= (O f, Orpin) 1.2 7/ Opb; —=0, undxf/acuna U, dr.
(Ot f, Orrun) L2(02) Q; ¢ oz, it A it

Then

1d 88 Uy, OO0 Uy,
337 (10l + [ o e amdw) = C(107unll e 1wl iz o

+ ||(9ttunHL2(Q)||3tun||L2(Q) + IVun | L2 |0t tinl 22 ()

o+ llunllzz )|t 2@ + 190 F 2@ | Ductnll ey ).
The Gronwall inequality yields

||attunHL°°(0,T;L2(Q)) + HatV“nHLf’O(O’T;Lz(Q))

< C ()10 (0)ll2(0) + 10Vt (0 22(c

+ Iflwaoz:zzy + I9lwe 2 + Ihllz@) )-
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As
1VOiun(0)|| L2y < VR L2,

and (v = P,v)
10tt1n (0)[| L2y < sup ((f(o)vvrll)m(sz) - B[Umv?'](o))
H'UHL2(Q)§1
C([[un(0) w220y + 1 F(O)llL2@) < C(lglw22(@) + I fllwr207:L2(0)),

we get
0cttun | oo 0,7;2(2)) + 10t Vun |l e 0,712 ()

< C(llgllwz2c@) + 1 fllwr2,riz20) + 1hllwr2 )

and passing to the limit we obtain the desired estimate.

Step 2: Next, we write
ou 61} L)
/ Z ”3 8961 /Q<—8ttu—|—f—;biaxi—cu)vdx

and using the elliptic regularlty we have

ullw2z20) () < C(10wull L2y + 1f1lL2@) + IVullL2) + llullL2 ) (£)-

Hence
l[ull Lo 0,73w2.2(0))

<]
< C(Ifllwr20.msz2 ) + ll9llw22 ) + [hllwr2@))-

(0.7512(92)))

Step 3: We now return back to the Galerkin approximation and differentiate it with respect to time. This is, indeed,
possible due to the structure of the Galerkin approximation and regularity properties of systems of ordinary differential
equations. We get

(Ottetn, wi) L2(0) + BlOstn, wi]

= (Ocf, w1) L2(q) /Zat wz dx—/atcunwl

Similarly as in the existence part we may compute that

[Oestin || 220, 73w~ 1.2(22))
< C(19ef 20,722 () + 10runl L2, rawr 2()) + lunll L2 0. miwr2(2))
< O(Iflwr2rnz@y + lgllwes@) + Ihlwie@)-

Exactly as in the parabolic problem we may proceed further

Theorem 6.2.7 Let {a;;}¢,;_,, {b;}{_,, ¢ be independent of time and sufficiently smooth in Q, a;; = aj;; for

i,j = 1,2,...,d Let g € Wm12(Q), h € W™2(Q) and &L € L2(0,T;W™=+2(Q)), k = 0,1,...,m. Let the
following compatibility conditions hold

g0 =9 € Wo*(Q),h1 :=h € Wg*(Q),...,

82l72f ' .
ga1 = W(O, ) — Lgo—2 € Wy’ (Q) if m = 2,
a?lflf 12 )
h21+1 = W( ) thl 1 € WO (Q) if m=2I + 1.
Then
9" u ) m+1—Fk,2
WEL (0,T7W ’(Q)), k:1,2,...,m+1,
and

L2(0,T;Wm—Fk.2(Q)) + ||g||Wm+1 2(Q) ol ||hHW7n 2(Q)>
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Remark 6.2.8. The role of the compatibility conditions is similar as in the case of parabolic problems and we saw
partially its use above.

Therefore also

Theorem 6.2.9 Let {a;;}¢;_;, {b:}{,, ¢ be C*(Q) (and independent of time), a;; = aj; for i,j = 1,2,...,d,
f € C®(Qr), g and h € C*(Q), and let the compatibility conditions from Theorem 6.2.7 hold for any m € N.

Then the unique solution to the hyperbolic problem is such that u € C*°(Qr).

6.2.1 Finite speed of propagation of data for hyperbolic equation

Unlike the parabolic problem, there is no increase of regularity for the parabolic problem. Note that if u(0) € L?(£2)
for the parabolic problem (and, for simplicity, f = 0), then for arbitrarily short time interval (0,7*) there exists
t; € (0,T*) such that u(t;) € Wy *(€2). Using this as initial value, we find in (¢1,7*) a time instant t, such that
u(ty) € W22(Q) ete.

Anything like this is impossible for the hyperbolic equation.

There is another property which is connected with the hyperbolic equation: the finite speed of propagation of data.
Recall that for the parabolic problem, the speed is infinite. We consider

Opu+ Lu =0 in (0,7) x R
u(0,-) =g in RY (6.17)
Owu(0,-) = h in R?

with
d
0%u
Lu=— Qij=——,
Z Y Bl‘iaxj
7,7=1
where a;; depends only on z in a smooth way, a;; = a;; for all 4,j = 1,2,...,d and ijzl a;;&&5 > 0|€]? for some

6 > 0 and all £ € RY.

Let us fix (g, 70) € (0,00) x R and let us try to find K — a cone-like domain with vertex (to, 7o) such that u = 0
provided u = u; = 0 on Ky = K N {t = 0}. We try to guess that such a region could be a level set {p = 0}, where p
solves

in (0,00) X R¢ (note that if a;; = d;;, i.e. we consider the wave equations, then the equation above reduces to

2\ 1
Orp — (2?21 (%) ) * = 0 with the solutions p = %x + ¢.
We assume the solution in the form

p(t, ) = q(z) +t —to,

x e R4 and 0 <t <y, hence
d

dq 0q
Z al]aixiaifj = 1, (618)

ij=1
g > 0in R%\ {z0}, ¢(z¢) = 0. We introduce
K ={(t,);p(t,z) <0} ={(t,2);q(x) < to—t},
and for ¢t > 0
Ky ={z;q(z) <ty —t},

cross section at time ¢ > 0. Recall that (6.18) implies that |Vgq| # 0 in R4\ {z¢} and 0K} is a smooth d — 1-dimensional
surface for 0 <t < tg.

Theorem 6.2.10 Let u be a smooth solution to (6.17). If u = d;u = 0 on Ky, then v = 0 within K.

Remark 6.2.11. Note that the claim of the theorem can be restated in the form that if u(0,-) = g and dyu(0,-) = h in
RY, then u(tg, o) depends only on values of g and h in K.

Proof. We define

d
du O

e(t) :5/K (|8tu|2+ ) aija—;a%f) dz,  0<t<to

t g J

ij=1
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Recall that due to the coarea formula

d /
ds.
@ for = ]
Then
d
Ou 00yu
8te(t) = /Kt (@u@ttu—!—i;l Clzja ; 83;] ) T

—1/ (au2+§dj Ou 3“) dS = A—B.
2 Jox, \ 55 e i 0z /) |Vq|

We compute, using (6.17) and Gauss theorem,

d

0 ou
A= /Kt 8tu(attu - z_: 87% (aZJ%)) dx
/MQ 12 awaa v;OudS — / Oru Z 8TJ a” dz,

7,7=1
where v is the outer normal to 0K;. We have, due to (6.18)
i O0q Oq 1
2] e N
; e Z VP 0z, 02; [V

hence using the generalized Cauchy inequality

d

ou Ou \ 3z 3
Z “”a (Z Y3 B, axj) ( Z asvis)
1,7=1 1,7=1 3,j=1
d 1
Ou Juyz 1
< e — ) ——.
= (Z Y B axj) V4l
i,j=1
Then
d 1
Ou Ou \ 2 |Owul
|A] < Core +/ i ds
i K, (jzl T, axj) |Vq|
d
1 Ou Ou
< Ce(t)+ = Oyul? i s <
< e<>+2/m(| P+ 3 o ) e 48 < et +
Therefore
Oee(t) < Ce(t),
and as e(0) = 0, we have e(t) = 0 for all 0 <t <. Therefore Oyu = Vu =0 in K, hence u =0 in K. [

6.3 Semigroup theory

We will now present another point of view to linear evolutionary PDEs: instead of studying a PDE in R4+ we consider
an ODE in a Banach space. This approach is closer to functional analysis.

6.3.1 Homogeneous equation

Recall that the ODE

has a unique solution
u(t) = upe™

By analogy, considering
Oru — Au =0, u(0) = ug

(together with some boundary conditions) we expect the solution in the form

u(t) = uge™
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for suitably defined exponential of the Laplace operator. More generally, let A: X — X, where X is a Banach space.
(Note that in the energy method we considered the Laplace operator as an operator from VVO1 2 to W12 ie. it is not
the same.) We consider the problem

du

— = Au, u(0) = u,

- (0) = wo
and hope to get the solution in the form

u(t) = uge.

However, as A is generally an unbounded operator, it is not always true that the series

e A"
Z n!

n=1

converges, at least, not for arbitrary t € R.

Before solving this problem, we slightly change our point of view. We consider the solution to our ODE in a Banach
space u; [0,00) — X. We assume that X is a Banach space, A: X — X a linear operator with D(A4) C X, a linear
subspace of X. The operator A is usually unbounded. We will consider such A that
(a) the ODE has unique solution for arbitrary u(0) = ug € X
(b) the theory covers as many as possible interesting PDEs.

Assume for a moment that (a) and (b) hold true and we write

u(t) = S(t)uo, t>0.

We expect the following properties:

(i) S(¢): X — X is linear

(ii) S(0)u = u for all uw € X in the sense of the limit in X, i.e. lim;_,q+ S(¢)u = u.
(iii) S(t+ s)u = S(t)S(s)u = S(s)S(t)u Vt,s > 0u € X.

Definition 6.3.1 A family {S(¢)};>0 of bounded linear operators mapping X to X is called a semigroup (a co-

semigroup) if (i)—(iii) holds. Moreover, if it holds [|S(t)||z(x) < 1, we call the semigroup a contraction semigroup.

Remark 6.3.2. A contraction semigroup fulfills ||.S(t)ul|x < |Ju|x.

Lemma 6.3.3 Let S(t) be a cg-semigroup in X. Then
(a) There exists M > 1, w > 0 such that

SOl exy < Me**  vt>0.
(b) The mapping ¢t — S(t)y is continuous from [0, 00) — X, for all u € X.

Proof. (a) We proceed by contradiction. We claim that there exists M > 1 and § > 0 such that [|S(t)[|zx) < M for
all t € [0,4]. If not, then there exists t,, — 0% such that ||S(t,)|lz(x) = oo, but S(t,)u — u for all u € X. Therefore
|S(tn)ul|x is bounded. This contradicts to the principle of uniform boundedness, as ||S(t,)||z(x) are bounded if and
only if |S(tn)u|lx are bounded for all u € X.
Now, let w := %ln M, i.e. M = e“9. Then for t > 0 arbitrary, t = nd + ¢, € € [0,5), we have
1Sy =156+ 0+ +0+¢)llx) = [15(6)5(0) ... S(6)S(E)lcix)
< ISONZolISENex) < M™ - M < Me*.

(b) The continuity at 0% is property (ii) from the definition of the semigroup. Continuity from the right at ¢ > 0
is a consequence of the following:

S+ h)u=S)S(h)u — S(t)u

for h — 0% due to the continuity of S(t) in X and the fact that S(h)u — w in X for h — 07. Similarly, we consider
the continuity from the left. Let 0 < h < t. Then

S(t—h)yu—S(t)yu=S(t—h)(u—Sh)u).
As u—S(h)u — 0in X for h — 0T and [|S(t — h)||z(x) < Me*" independently of h, we have
IS(t = h)u = Styulx < ISt = h)llecx)llu — S(h)ullx < Me*![lu — S(h)ulx — 0

for h — 0t. [ |
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Definition 6.3.4 An unbounded operator A: X — X with the domain D(A) is called a generator of the semigroup,
if
S i, 2=
h—0+t h

7

where

D(A) = {u €X; grg %(S(h)u —u) exists in X}.

Remark 6.3.5. Note that the above defined operator is linear and D(A) C X is a linear subspace.

Theorem 6.3.6 Let A be a generator of a co-semigroup with its domain D(A). Then
(i) ue D(A) = S(t)u e D(A) ¥Vt >0

(ii) u € D(A) = AS(t)u S( JAu = L S(t)u for all t > 0 (at ¢ = 0 from the right)
(ii) w € D(A), t > 0 = fo s)uds € D(A) and A(fo s)uds) = S(t)u — u.

Proof. (i) Let u € D(A) and t > 0 be given. We ask whether +(S(h)S(t) — S(t)u) — y in X, where y € X. Then
S(t)u € D(A) and A(S(t)u) = y. However,

- (S(h)S(t) - S(t)u) = S(t) (ﬁ (S(hyu — u)) — S(t)Au

in X, as S(t) is linear and bounded.
(ii) Let w € D(A). Above in (i) we also proved that A(S(t)u) = S(t)(Au) and %S(t)u = 5(t)(Au) from the right for
t > 0. We need to compute the derivative from the left. We have

St —h)u—S(t)u _S(t— h)<u— S(h)u)

"y "y
therefore
St - h)_“h_ S _ gy (Au) = St — ) (%) — St — h)S(h)(Au)
— S(t—h) [% - S(h)(Au)} 0,

as S(t — h) is bounded uniformly with respect to h and both terms in the bracket tend to Au.
(iii) Denote

t
y:/S(s)udaz, ueX, t>0
0

(as S(s) is bounded, the Bochner integral exists). Then
1
E(S(h)y Y) S Yuds — S uds

1 t+
:E(/ uds—/S uds
h

1

- /tt+h S(s)uds — E/o S(s )uds) — S{t)u— SO0)u = S{t)u— u.

Therefore y € D(A) and Ay = S(t)u — u. [

Remark 6.3.7. (i) Note that for u € D(A)

S(H)u —u = S(t)u — S(O)u = /O %S(s)u ds = /O S(s)(Au) ds

(ii) We proved that D(A) is invariant with respect to S(t), and S(¢) and A commute in D(A). Moreover, ¢ — S(t)ug
is a classical solution to &u = Au, u(0) = uo, if ug € D(A).

Recall that an unbounded operator A with its domain D(A) is closed, if for u,, € D(A), u, — w in X, Au, — v
in X we have u € D(A) and Au = v. It follows that
A with its domain D(A) is closed <= D(A) is a Banach space (complete) with respect to the norm |ul|x + ||Aul x
(the graph norm).

Theorem 6.3.8 Let A with D(A) be a generator of a co-semigroup S(¢) in X. Then D(A) is dense in X and A
with its domain D(A) is closed.
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Proof. (i) Density. Let x € X be given. Then = = limj_,o+ foh S(s)x ds, due to the continuity of S(s) and standard
properties of the Bochner integral. Let us show that xj := foh S(s)uds € D(A). We have

_ h+r h
S(r)an —xn _ 1/ S(s)zds — %/ S(s)zds
r 0

r r

1 h+r 1 r
zf/ S(s)xds—;/ S(s)xds = S(h)x —x
h 0

r

as r — 0T. Therefore z, € D(A) and Azy, = S(h)z — z.
(ii) Closedness. Let uy € D(A) and suppose ug, — u, Aup, — v in X. We have to verify that u € D(A) and v = Au.
According to Theorem 6.3.6

t
S(t)up —u = / S(s)Auy, ds.
0

Letting k — oo (recall that ||S(s)(Aux) — S(s)v||x < [|S(s)]lz(x)l|Aur —v|[|x — 0 uniformly with respect to s from a
bounded interval)

S(tu —u = /Ot S(s)vds.

Therefore

S(tyu — 1 [
lim St)u—u = lim — [ S(s)vds=w.
t—0+ t t—0+ ¢ Jo

Then u € D(A) and v = Au. [ |

We also need the following uniqueness result.

Lemma 6.3.9 Let S(t), S(t) be two cp-semigroups with the same generator. Then S(t) = S(¢) for all ¢ > 0.

Proof. (Idea): Let u € D(A). Define y(t) = S(T — t)S(t)u. We have

y'(t) = —AS(T — t)S(t)u+ AS(T — t)S(t)u = 0,
hence y/(t) = 0 in (0,T) and y(t) € C([0,T); X), we have S(T)u = y(0) = y(T) = S(T). Finally, we use the density of
D(A) in X. [ |

Definition 6.3.10 Let A with its domain D(A) be an unbounded operator. We define

(i) The resolvent set p(A) := {A € R;A\I — A: X — X is one to one} (can also be considered as a subset of C)
(ii) The resolvent Ry(= Rx(A)) = (M — A)~1: X — D(A), ) € o(A)

(iii) The spectrum o(A) = {\ € C; \] — A is not invertible} (generally, 0(A) = C\ p(A)).

Remark 6.3.11. The operator A: D(A) — X is continuous, therefore the same holds for AT — A. Hence R}, is by Banach
theorem on open mappings continuous (X — D(A)).

Lemma 6.3.12 (i) Let A € p(A). Then AR z = ARAx — x for all x € X and RyAz = ARz — «z for all z € X.
(ii) Let A\, u € o(A). Then Ryz — R,z = (u — A\)RaR, for all z € X; whence RyR, = R, R).

(iii) Let A with its domain D(A) be a generator of a co-semigroup. Let further ||S(¢)[|z(x) < Me“*. Then X € o(A)
for all A > w and

o0
Ryx = / e MS(t)xdt
0
for all z € X; thus ||Rallzx) < 2%

Proof. (i) We have
ARyx = (A — A+ )\I)R)\I =—z+ AR)z.

Similarly
R Az = R\(A— M+ M)z = —x + Ry\x = AR\x — .

(ii) Recall that

oo

(A=XD)"' =Y (A= (A=)

n=0
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Then -
Ry—Ry=— (A= p)"(A—pu) ™" 4 (A—pul) ™!
n=0
= (-0 -wr A=)+ 1) (A= 1)
n=0
== N (= DO = A = ) ud = A)7

n=1
= (=N = A)~(ul = A)~' = (u— N)RaR,.
As R, — Ry = (A — p)R, R, we easily see that
Ry —R,

Rultx = Rty = = —

(iii) Note that we may assume, without loss of generality, that w = 0. Indeed, if A with its domain D(A) generates
the co-semigroup S(t), then A = a — wl with D(A) = D(A) generates the semigroup S(t) = e~“!S(t). Moreover,
RA(A) = Ryu(A).

Assume therefore that [[S(t)||z(x) < M and A > 0. We show that A € o(A). Denote

Rx = / e MS(t)x dt
0

(Laplace transform of the semigroup {S(t)}+>0). As

le™S(#)z]lx < e MM]z|x € L(0,00),
we have

_ © M

IRallx < [ Ml dt = S lalx.

Thus R € £(X) and ||]§H£(w) < A Tet us show that Rz € D(A). We compute

1 ~ 1

F(S(h) — 1) = f/oo( S(h)S(t)x — e M S(t)) di

e~ At—h) e A
h/ S(t)xdt — h/ S(t

=— /0 e MS(H)xdt — 2}/0 e MS(t)xdt

S ARz — as h — 0T,

It means that Rz € D(A), ARz = ARz — z for all 2 € X, i.e. (\[ — A)Rz = 2. Then A — A: D(A) — X is onto.
We now show that it is injective. Let x € D(A) be fixed. Then (see homework)

ARz = A( / T e Mt at) = / T A(e S () dt
0

0

= / e MS(t) Az dt = RAx due to Theorem 6.3.6.
0

Thus AR = RA in D(A) and therefore R(\ — A)z = ARz — RAz = ARt — ARz +x = x. Hence A\ —A)z = 0 = z = 0,
A — A is injective, A € o(A) and R = (A — A)~! = Ry (A). [

We are now prepared to prove the main result of this subsection.

Theorem 6.3.13 — Hille—Yosida. Let A with its domain D(A) C X be an unbounded operator. Then A with
its domain D(A) is a generator of a contraction semigroup {S(¢)}+>oif and only if A with its domain D(A) is closed,
D(A) is dense in X, (0,00) C o(A) and ||Rx||z(x) < 3 for A > 0.

Proof. "="Deunsity and closedness follow from Theorem 6.3.8. The fact that (0,00) C o(A) together with the estimate
of the resolvent follow from Lemma 6.3.12.

"<="We use the Yosida approximation. We set A,, := nAR,(A) and aim at showing that lim,, ., e/4» = S(t).
We also recall that if F},: X — X linear, || F,||z(x) < C and F,,y — y for all y € S, S dense in X, then F,,z — x for
allz € X.

Step 1: We claim that A, = n?R,(A) — nl, hence A, € L(X), nR,(A)x — z for all x € X, A,z — Ax for all
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x € D(A).

(i) AR, (A) = A(nI—A)"t = (A-AI)(nI—A)"'4nl(nI—A)~! = —I+nR,(A). Therefore nAR, (A) = n*R,,(A)—nl €
L(X), as R,(A) € L(X).

(ii) Take F,, := nRy,(A). Then ||F,|lzx) < 1 as [|[Rn(A)|zx) < + for all n € N, S := D(A) is dense in X. Then we
have for all y € D(A) that

nR,(A)y =y+ AR, (A)y = (due to Lemma 6.3.12) y + R, (A)(Ay) = y

for n — oo.
(iii) Therefore nR, (A)x — x for all x 6 X and A,z = nAR,(A)r = nR,(A)Ax — Ax as n — oo for all x € D(A).

Step 2: We set S,,(t) 1= e4n =372 0 , € L(X), as A, € L(X) due to Step 1. It also holds A,, = n’R,,(A) — nl,
hence

ol An _ etann(A)—tnI _ e—nte—nztRn(A).
Now N
—n2tR,(A) i‘ ﬁL@&%&H
e l2ex) Z x L0

= (nt)k n

Z ol [[n R ( )||E(X) <e™

k=0
Thus

[1Sn (@) cx) <1

for all n € N, hence S, (t) are contractions.
Step 3: We now study lim,,_, o S, (t)z for z € X. First, let x € D(A). Let ¢ be fixed for a moment. We have

Sn(t)r = S () = [Sult = 8)Sm(s)]imp = [~ e Ana]]

s s=0
t
d
= / 1 [ (t=5)An g5 sc] ds
t
= / [ — At AnesAm gy o(t=5)An AmeSAmx] ds.
0
Recall that A, A,, = A, A, (as R, (A) and R,,,(A) commute, see Lemma 6.3.12). Then

¢
Sp(t)r — Sy (t)r = / et AnesAm (A o — A,x)ds
0

t
- / S (t — $)Sum () (A — Anz) ds.
0
Hence
18u(t)2 — Sm(t)allx < tlAn — Antl]x.

As both A,z and A,,x — Az, then A,z — Az — 0 as m, n — oo and {S,(t)x}>0 satisfies the Bolzano—Cauchy
condition uniformly with respect to t € [0,T], T < o0, i.e. S, (t)x = S(t)x as n — oo, for all © € D(A). Thus, due to
the convergence principle above

Sp(t)r = S(t)x Vo e X,

where S(t) is a cg-semigroup of contractions.
Step 4: Let us show that S(t) is generated by A with the domain D(A). Let A with the domain D(A) be the generator
of S(t). Let x € D(A). Then

¢ t
Sn(t)x—x:/ dS (s )a:dsf/ ApSp(s)xds
0 ds
/S Amds—)/S YAz ds as n — oo,
due to the fact that S, (¢t) = S(¢) in £L(X) and A,x — Az in X. Therefore
¢
Sty —xz = / S(s)Az ds.
0

It implies

1 I

—(S(h)x —z) = f/ S(s)Axds — Ax,
h h /g
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as h — 07. Hence € D(A), Az = Az, i.e. D(A) C D(A), Az = Az for all x € D(A). Now, let A > 0. As
1S@)]lzxy <1, A€ o(A) (due to our assumptions) and A € o(A) (due to Lemma 6.3.12), we have A\l — A — A — A in
D(A). Hence AI — AV|D(A) is onto, injective. Then D(A) = D(A), A = A and A with its domain D(A) is the generator
of {S(t)}+>o0. [ ]
Remark 6.3.14. A semigroup {S(t)};>0 is called w-contractive, if [|S(t)[|z(x) < e**.

Corollary 6.3.15. Let A with the domain D(A) C X be an unbounded operator. Then A with the domain D(A) is a
generator of an w-contractive semigroup {S(t)}:>o if and only if A with its domain D(A) C X is closed, D(A) is dense
in X, (w,00) C o(A) and ||Rxl|z(x) < 125 for A > w.

Proof. As S(t) := e “!S(t) is a contraction semigroup, we may proceed as in Theorem 6.3.13. Note that even the case
M > 1 can be treated similarly, however, we do not need it here. |

Remark 6.3.16. If ug € D(A), then S(t)up is a classical solution to

d

d—ltt = Au, u(0) = wo,
where S() is a cp-semigroup generated by A with its domain D(A). If ug € X merely, then we may take S(t)ug :=
lim,, o0 S(t)ty, where {u, tnen € D(A) and u,, — up in X.
Example 6.3.17. Consider the second order parabolic problem

Ou+ Lu=0 in (0,7) x Q
u=0 on (0,7) x 9Q
u(0) =g in €,

where

3,j=1

9 9 9
Lu=— Z (97%(&”87;;) +;biaxui+6u

with smooth coefficients {aij}f,j:l, {b;}¢_, and c in the z-variable, independent of the time variable ¢. Moreover, let

Qe C? ge W, %Q). We take X = L2(Q), D(A) = W>2(Q) N Wy*(Q) and Au = —Lu. Then A is an unbounded

linear operator. Recall that a||u||3v1,2(ﬂ) < Blu,u] + ’y||u||2Lz(Q) holds for @ > 0, v > 0 and B[, -] defined via Lu as
0

above.
Theorem 6.3.18 The operator A generates a co-semigroup {S(t)}s>0 on L?(£2) which is y-contractive.
Proof. We must verify assumptions of Corollary 6.3.15 with w := 7.
(i) Clearly, D(A) is dense in L?(€2).
(ii) The operator A is closed. To this aim, let {uy}ren C D(A) be such that
up — w in L*(Q)
Aug — f in L*(Q).

Let uy solve
Auk = Gk in Q

uE =0 on Jf).
Then due to a generalized result on the elliptic regularity we have
lurllw220) < CUIGRL2(0) + urllL2@)) = C(|Aur |2 ) + lurllz2@)),
hence due to the linearity of the operator A we have
ue — wllwzz20) < C(|Aur — Awl|2(0) + luk — wll20))-

Whence uj, — u in W22(Q), which implies Au = f (as Auy, — Au in L*(Q)).
We know that for each A > v the boundary value problem
Lu+ X u=f in Q
u=20 on OS2

has unique solution u € W'?(€2) and due to the elliptic regularity, further, u € W22(£2). Thus u € D(A). Therefore
we may write

Au— Au = f.
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Thus M — A: D(A) — X is one to one, onto, for A > . Hence p(A) C (v, 00). Therefore, using as test function u in
the weak formulation,

A = MullZz ) < 1Lz lull 2 @)
As u = Ry f, we have
1
|Bafllr2o) < E'lfHLQ(Q)

for any f € L?(Q2). Whence

1
Rallexy £ ——.
IRsleco) < =

[ |

To summarize the difference between the energy method and the semigroup approach for the parabolic problems,
by the semigroup theory we immediately get regular solution and the method is elegant, however, it requires more
restrictive assumptions on the coefficients of the problem and the regularity can anyway be proved by other methods.

Example 6.3.19. We now consider the hyperbolic problem

Opu+ Lu=0 in (0,7) x Q
u=0 on (0,T) x 99
uw(0) =g in Q
Ou(0) = h in Q.
We first rewrite the system as a system of first order equations
Oru = v in (0,7) x Q
Oov+Lu=0 in (0,7) x Q
u=0 on (0,7) x 9Q
u(0) =g in Q
v(0) =h in Q.

We assume that

d
0 ou
Lu=— —(a”—) cu,
Z Ox; Y Ox; *
1,7=1
where ¢ > 0 and a;; = a;;, i,j = 1,2,...,d are sufficiently smooth in = (and independent of time).

We denote X = W, () with the norm

=

vl = (Bluul + ol3a))

where
d
Ou Ou 9
Blu,u] = /Qi;I aija—xia—xj dx—i—/ﬁcu dz.
We define
D(A) == (W*2(Q) N W, *()) x Wy ()
and set

A(u,v) = (v, —Lu), u,v € D(A).
We show that A with its domain D(A) fulfills the assumptions of the Hille-Yosida Theorem 6.3.13.

Theorem 6.3.20 The operator A generates a co-contraction semigroup {S(t)};>0 on W, () x L2(Q).

Proof. We have to verify the assumptions of the Hille-Yosida theorem.

Step 1: Density of D(A). Clearly, (W?22(Q) N W012(Q)) x Wy 2(Q) is dense in W, (Q) x L2().

Step 2: Closedness of A. Let (ug,viy) C D(A) be such that (ug,vg) — (u,v) and A(ug,v) — (F,G) in X. As
A(ug,ve) = (v, —Lug), we have F = v and Lup — —G in L?(Q). Using the same argument as in the previous
theorem (here the situation is even easier) we get

lur — willw220) < [[L(ug —w)|l22(0),
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and we see that uy, is a Cauchy sequence in W22(£2). Whence uj, — u in W22(Q) and Lu = —G. Since v, € Wy *(Q)
and v, — v in Wy2(€2), we have that (u,v) € D(A), A(u,v) = (v, —Lu) = (F,G).
Step 3: Properties of the resolvent. Let A > 0, (F,G) € X = W, *(Q) x L*(Q) and consider
AMu,v) — A(u,v) = (F,G). (6.19)
This is equivalent to
Au—v=F ue W2(Q) N W, 2(Q), (6.20)
A+ Lu=G ve Wy2(9Q). .

Then A2u+ Lu = AF 4+ G. As X2 > 0, there exists unique solution u € W22(Q)NW, () (due to the regularity of the
elliptic problem). Then v = Au — F € W'*(2), hence (6.19) has unique solution (u,v). Consequently, o(4) C (0, c0).
Step 4: Resolvent estimate. We write the solution to (6.19) as

(u,v) = RA(F, G).
From (6.19)2 we see that
NolEzo) + Bluso) = [ Guda.
Q

Since v = Au — F, we have (here we need the symmetry of {a;;}{;_,)

Ml + Blusd) = Blu Fl+ [ Guda

< (IG1172(q) + BIF, FI)* ([0l n2() + Blu,u]) *.

N

Whence )
1w, 0)lx < FI(F G)llx,
and )
1Bl < 50 A>0.
|
6.3.2 Nonhomogeneous equation
We consider now
du _ Au+ f(t)
dt (6.21)
u(0) = up € X.

Above, f(t): I — X is Bochner integrable, I = [0,7] and A with its domain D(A) is an unbounded operator.

Definition 6.3.21 A function u(t) is a
(i) classical solution to (6.21), if u € C1((0,7T); X)

C([0,T]; D(A)) and equality (6.21); is fulfilled for all ¢ € (0,T")
(ii) strong solution to (6.21), if u € W11(0,T; X) [

N ;
NC([0,T]; D(A)) and (6.21); is fulfilled for a.e. t € (0,T).

Definition 6.3.22 Let A with its domain D(A) be a generator of a cg-semigroup {S(¢)}+>0. Then the function

u(t) = S(tyuo + /0 S(t—s)f(s)ds Ve [0,T]

is called a mild solution to (6.21).

Remark 6.3.23. The motivation for this definition comes from the variation of constants formula.

Lemma 6.3.24 Let {S(¢)}+>0 be a co-semigroup, v(t) := fot S(t—s)f(s)ds.

(i) If f € L'(0,T; X), then v € C([0, T); X).

(i) If f € C%([0,T); X), then v € C%1([0, T]; X).

(iii) If f € C1([0,T); X), then v € C*([0,7T]; X) and v'(t) = S(t) f(0) + fot S(t—s)f'(s)ds for all ¢t € [0,T].

Theorem 6.3.25 (1) Let ug € D(A), f(t) € C1([0,T]; X). Then the mild solution from Definition 6.3.22 is a

classical solution to (6.21).
(2) Let ug € D(A), f(t) € C*1([0,T]; X). Let X be reflexive. Then the mild solution from Definition 6.3.22 is a
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strong solution to (6.21).



Kapitola 7

Nonlinear parabolic equations

We now consider two examples of nonlinear equations of parabolic type which can be studied using combination of
methods presented above.

7.1 Linear parabolic equation with a nonlinear compact perturbation

We consider a system of parabolic equations

1
8tu+u~Vu+§udivu—Au:f in (0,7) x Q,

u(0) = uy in Q, (7.1)
u=20 on (0,7T) x Q,
where (for simplicity) @ C R® is bounded, open, u = (u1,uz,u3) is the unknown (vector-valued) function and

f = (f1, f2, f3) is the given right-hand side. The system above can be considered as a simplified model for the 3-
D incompressible Navier—Stokes equations.

Definition 7.1.1 The function u € L2(0, T'; Wy "> (€%; R?)) such that its time derivative dyu € L2(0, T; W ~12(Q; R3))
for some ¢ > 1 is called a weak solution to (7.1), if

1
(u, V>W01,2(Q;R3) + /Q (u -Vu-v+ Tl vdivu+ Vu: Vv) dz = {f, V>W01‘2(Q;R3) (7.2)

holds for all v € W, *(Q;R?) and a.e. t € (0,T), and
u(0) = uo.

Remark 7.1.2. (i) Note that for ¢ < 2 (which will be our case), we cannot expect that u € C([0,T]; L2(£;R?)) (recall
that Wy %(Q;R3), L2(Q;R3) and W~12(€;R3) is the Gelfand triple) since then ¢ and 2 are not Holder conjugate
exponents. Therefore we only have u € C([0,T]; L2 (Q;R?)) (see Lemma 5.3.22) and thus

t—0t

lim u(t,-)~vda::/u0~vdx
Q Q

for all v € L?(2;R3). We will, however, construct a solution with slightly better properties.
(ii) Using formally as test function in (7.2) v := u (the solution) and assuming that we may perform all necessary
operations below, we end up with

1d

1 .
5&“11”%2(9"?3) + ||vu||%2(QRg) —‘r/Q (u -Vu-u + §|u|2le u) dz = <f, u>W01,2(Q;R3).

Now, as u(t) € Wy (Q;R?),

1 1
/ (u -Vu-u+ f|u|2divu> do = 7/ (u- |u]® + divulul?) dz
Q 2 2 Ja

1
= 5/ (—divulul® + divulu[?) dz = 0.
Q

Thus . .
1 1
310 Esam + [ IV 0 ds = [ (s + g Il (73)

163
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We call this identity energy equality. In fact, we will be able to prove a weaker relation, so called energy inequality

1 K K 1
§Hu(t)||%2(Q;R3) + ) ||vu||2L2(Q;R9) ds < /0 (f, u>W01’2(Q;R3) ds + §||u0||2L2(Q;R3)' (7.4)

We have the following result

Theorem 7.1.3 Let ug € L2(;R3), f € L?(0,T; W~12(Q;R3)), T € (0,00). Then there exists a weak solution to
(7.1) in the sense of Definition 7.1.1. Moreover, the weak solution fulfills the energy inequality (7.4) a.e. in (0,7)
and the initial condition is satisfied in the sense

Jim [u(t) — ol z2(asre) = 0.

Remark 7.1.4. Note however, that u is generally not a continuous function with values in L?(2;R3), the continuity
holds only from the right at ¢+ = 0, otherwise the function is only continuous in the weak topology in L?(£;R3).
Moreover, no uniqueness is claimed.

Proof. Step 1: Galerkin approximation. We follow the strategy developed in the proof of existence of a solution for
the parabolic problems. We consider a basis {vvk}z"=1 such that Aw,f-C = )\kwf, 1=1,2,3, k € N. Then we look for a

solution in the form i
7= Y qOwHe),  neN
k=1

such that )
/atu” -wldz + / (u” -Vu" + =div u”u") -whdz
Q Q 2

= / Vu" : VWl = <f7wl>W01’2(Q;R3)7 l= 1,27 N 4 (7'5)
Q
u”(O):Pnu:Z(/QUO'Wkdx>wk, n € N.
k=1

Note that we may rewrite the problem above as a system of the first order ordinary differential equations

k=1 m=1
; ;(écﬁt)wk)dw (m: i (wy,) - '] do .
—|—/QV(ZCZ(?§)W}€) Vw!dz = (f, w') 12 (;R3)

Step 2: Existence of a solution for the Galerkin approximation. We may use again the Carathéodory theory (classical
one if we regularize the right-hand side) and get, now locally in time, existence of unique solution to the Galerking
approximation such that ¢ € AC;.([0,T*)), I =1,2,...,n for some 0 < T* < T. The question is whether T* = T.
If T* < T, then due to the theory of ODEs it holds lim sup,_,p.— |c},(¢)] = oo, at least for one 1 <1 < n. We exclude
this possibility by proving suitable a priori estimates below.

Step 3: A priori estimates. We multiply each equation in (7.6) by ¢}(¢) and sum from 1 to n (i.e., we use as test
function the solution u™). We get

1
(Opu"™u"™) 2R3y + / (u” -Vu" + idiv u"u") -u"dx
Q
+ /Q Vu":Vu'dz = <f,u”>W01,2(Q;R3).

Now, we repeat the computations from the formal proof of the energy inequality

/Q(u”~Vu")~u"dx:/Zu—u de = = /Zu (“)xz

7,7=1

3 n 1
/Z — :—f/|u"|2divu”dx.
5 2 Ja
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Hence )
/ (u” -Vu" + =div u"u") -u"dx =0.
Q 2

Therefore we have )

d, ., . .
ia”u ”%Q(Q;RB) +A|Vu |2 dz = (f,u >W&*2(Q;R3)~
This yields

1 n ' n
5““ (t)”%?(sz;m)-&-/ /|Vu 1> dads
0 JQ

t
n 1 n
= [ O s+ S0 g,

and consequently

1 2 i 2
max —||[u”(t . + Vu"|“dx dt
[0.7] 2” ( )HL?(Q,RS) /0 / | | L

IN

n 1 n
1l 20, mw-12@ron 1™ | 20, ry w2 2 ire) + 5 10 (0)172(0sr9)

17 . r -
5/0 /Q|Vu 2 dxdtJrC’/O IE13y 1.2 (oume) At + S 0" (O) 17205

IN

However
[u"(0)|[z2(o:rs) < [[uollL2(a:r%)

T T
PR T A —
and we have

max||u"(t)|\%2(Q.Rs)+/ /|Vu"|2dxdt§C’,
[0,7] ' 0o Ja

where C' is independent of 7 < T™ (and also of n), depends linearly on |[uol|z2(o:rs) and on ||f||%2(0 TW-12(R%)"
Back to Step 2: Thus the solution remains bounded when 7 — 7%~ and hence T = T™*.
Back to Step 3: We proved

0"l Lo 0,752 (r%)) + 0" | 20, 7,02 (ure)) < O

where C' depends on the data of the problem, but is independent of n.

Next we need to estimate the time derivative of the approximate solutions. We have, as in the linear problem,
that arbitrary v € L2(Q;R?) can be written as v + v%, where v} belongs to the linear hull of {w*}?_, and v¥ is
perpendicular to it. Moreover,

Vi llzms) < IVIlzz@re)s IV w2 arsy < VIl 2 @ire)-

Furthermore,
(O V) 12y = (O™ V) () = (O™, V) 1o

and we may for v € VVO1 2(9) use the Galerkin approximation to deduce

n _ n n
sup (Opu ,V)Wol,z(Q;Rs) = sup (Opu™, V1) L2(;R3)

vew} 2 (:R3) vewl 2 (iR3)

I\Vl\W(},z(n)Sl HVIlW[}z(Q)Sl
1.

= su — u” - vu" + =divu"™u") - v + Vu" : Vv7) dx
B 1 1

Q

H\’Hwol,z(mSl
VD)
< C(Hun”L3(Q;R3)Hvun||L2(Q;R9) + HVUnHH(Q;RQ) + ||f||W*1’2(Q;R3))-

Hence

n
”atu HL% (0,T;W—1.2(Q;R3)

< [ s @ IV e + IV0 @iy + IElw- 2 g o

3 1
= C(”un||22(0,T;W&’2(Q;R3))”un||fi°°(07T;L2(ﬂ;R3))

+ ||un||L2(0,T;W01=2(Q;R3)) + ”f”L?(O,T;W*l?2(Q;R3)))-
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Therefore we proved

1060”4 o w12 (aurey S ClIollzz@re): [Ellz2 0,7 -1.2(0;r9)))

(C depends on the data nonlinearly).
Step 4: Limit passage in the Galerkin approximation. We know that there exists a subsequence {u”* };en such that it
holds

u™ —u in L2(0,T; W, (4 R%))

u"t —~* u in L>(0,T; L*(Q;R%)) (7.8)
du™ — gu in L3(0,T; W L2(Q;R?))
as k — 0o0. Due to the presence of nonlinear terms this is not enough to pass to the limit in the nonlinear terms. We

therefore apply the Aubin-Lions Theorem, where we take Xo = W2 (;R?), X; = W~12(Q;R?) and X = L2(Q;R?),
ag=2,01 = %. Then we have, in addition to (7.8) (taking, if necessary, another subsequence which we do not relabel)

u™ —u in L?(0,T; L?(S; R?)). (7.9)
It yields, when combined with the a priori estimates

u™ = u in L9(0,T; L*(;R?)), 1<g<oo
a™ - u in L2(0,T; L"(;R3)), 1<r<6 (7.10)

1
u™ —u in L*((0,T) x ;R?), 1<s< 30

We may now try to pass to the limit in the Galerkin approximation. As in the linear problem, we multiply the Galerkin
approximation by ¢ € C°(0,T) and integrate the resulted identities over (0,T"). We have

T
/O<3fu >W12 R3)1/1dt+/ / u™ - vVu™t + dlvu"*u k) w! dae dt
T
+/0 /Qvu"k:ledmpdt:/o <f,wl>W01,2(Q;R3)¢dt Vi=1,2,...,n.

We consider each term separately. First

T T
/0 <6tunk,Wl>Wol,2(Q)¢ dt — /0 <atu7 Wl>W01’2(Q)1/]dt'

/ / SVu™) - wldap dt = / / ) - Vu™) - wldzy dt
+/0 /Q(u-V(u”’“ —u))-wldxwdt—i—/o /Q(u~Vu)-Wld9m/Jdt.

The first terms on the right-hand side

’/ / ) V) - w dxwdt(

< / [[u™* 7u||L3(Q;R3)||vunkHLZ(Q;RQ)||Wl||L6(Q;R3) dt
0

Next

< COllu™ =l L2013 @re)) VU || L2 (0, 7,22 (:R9)) — 0
for k — oo, while the second term tends to zero as Vu™ — Vu in L?((0,7T) x Q;R?) and

[uw! || 22 0,1y xsre) < [lall 220,720 0:re)) W] L3 (urs) < o0

Exactly in the same way we may treat the third term and get
1T e
— / / divu™u™ - wldayp dt — = / / divuu - w! dzey dt.
2Jo Ja 2Jo Ja

T T
/ Vu - Vw! daip dt — / Vu- Vw! dzip dt
0 Q Q

Finally
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due to the weak convergence of Vu™ in L%((0,7) x Q;RY) and we end up with
T
/0 (O, WZ>W01,2(Q;R3)1/} dt
r 1
+/ / ((u-Vu—l—idivuu) wl 4+ Vua: Vw) day dt
0o Jo
T
_ / (W) gz ey
0
for all I € N and all ¥ € C2°(0,T). Now, as in the linear case, it is an easy matter to verify that
1.
(Opu, V>W01’2(Q;R3) + /Q (u-Vu+ §d1V uu) v+ Vu: Vv)dzs = <f7v>W01‘2(Q;R3)

for all v € Wy?(Q) and a.e. in (0, 7).
Step 5: Initial condition. As in the linear case we may show that u(0) = ug in the sense that

lm (u(t), v)rzire) = (W0, V)r2(me) Vv € Wy 2 (4 R?).

t—0+

Moreover, since u € C([0,T]; L2/(Q;R?)) (recall that u € L>(0,T;L?(%;R?)) and u € C([0,T]; W~12(Q;R3))) we
easily see that the limit above holds even for all v € L?(Q;R?).
Step 6: Energy inequality. We return back to (7.7), multiply it by a non-negative ¢ € C°(0,7T) and integrate over

(0, 7). We get
T]. T t
[ s @samede+ [ ([ ] 1vumPdeds)va
0 0 0 Q

T t T 1 ,
:/o (/0 <f7un>W01’2(Q;R3)d8> +/o wdtgHun(O)HLz(Q;Rsy
t t
liminf/ /|Vu”’“|2dmd82/ / |Vul|? dz ds,
k—oo Jo Ja 0 Ja
due to the Fatou lemma we have

T
liminf/ //|Vu”’“\2dxds)wdt>/ (hmmf/ / \Vu”k|2dxds)d
k—o0 k—r o0
/ //\Vu|2dxds dt

The limit passage in the other terms is trivial and we end up with

1 5 T t ,
/ §Hu(t)”L2(Q;R3)wdt+/ (/ / |Vul dxds>1/1dt
0 o Mo Ja
T t T 1 )
S/O (/0 <f’u>W3'2(Q;R3)dS> +/O ¢dt§||uo||L2(Q;Rs),

1 K k 1
§||u(t)‘|%2(sl;R3)+/0 /Q|V11|2d95d5§/0 <f’u>W&’2(Q;R3)dS+5”110”%2(9;&3)'

We now let k — oo. Since

hence

a.e. in (0,7).
Back to Step 5: Due to the weak continuity we have

litrgégf [u(t )||L2(Q R3) = ||u0||L2(Q R3)"
On the other hand, the energy inequality yields
limsup [[u(t)[|72 sy < [WollZ2(0sre)-
t—0+4

Hence

2 2
thf& [u(t )HL2(£2;R3) = ||u0||L2(SZ;R3)

which together with the weak continuity implies

. 2 o
t1_1>%1+ a(t) = uol|Z2(q;rs) = 0.
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7.2 Rothe’s method for parabolic monotone operator problem

Let us consider the following problem

Opu + diva(z, u(x), Vu(x)) = f in (0,7) x Q
u(0) = ug in Q (7.11)
u=0 n (0,7) x 99,

where a: R x R x R? — R? is a given function.

We assume
l1<p<oo, la(z,0,V)|<CA+[V[)

up € LA(Q), f € LV(0,T; W1 (9)),
where W17 (Q) = (Wy(€))*. Then

(7.12)

Definition 7.2.1 We say that u € L>(0,T; L2(€)) N LP(0, T; W'2(Q)) with d,u € L¥' (0, T; W12 (Q)) is a weak
solution to (7.11), provided

<5tu,v>W01,p(Q) +/Qa(.,u,Vu) -Vodz = (f, v>W01.,p(Q)

for all v € W, P(Q) and a.e. t € (0,T), and u(0) = wuo.

Remark 7.2.2. Note that u € C([0,T]; L2(Q)) (as Wy P(Q) N L3(Q), L2(Q), (W, P(Q)NL2(Q))* form a Gelfand triple).
Note also that the intersection with L?() is important only for small p’s, more precisely, for p < f—_f_ig; for larger p's,
WhP(Q) < L2(Q).

In order to prove existence of a solution, we will need additional assumptions

{ai(-,-,-)}%_, are Carathéodory functions
(a(z,v, V) —a(z,v,W))- (V-W) >0 ae inQ VvoeR, and V,W € R? (7.13)
a(x,v,V)-V>a|VIP = C, forsomea >0, ae. €, allveR,VcR%

Theorem 7.2.3 Under assumptions (7.12) and (7.13), there exists a weak solution to (7.11) in the sense of
Definition 7.2.1. Moreover, if a is independent of the second variable (i.e. a = a(x, Vu)), then the solution is unique.

Proof. Part I: Uniqueness. Let u, w be two (possibly) different solutions corresponding to the same data. Then we
have

<8tu,v>w(},p(m +/Qa(~,Vu) -Vodz = (f, U>WJ"’(Q)

<atw7U>W01-,p(Q) + /Q a(', Vw) . V'U dx = <f, U>W01’p(ﬂ)

for all v € W, P(Q). Denote U = u — w, subtract the equalities above and use v := u — w = U. Then
(0, U, U>W01*”(Q) + /Q (a(-, Vu) —a(-, Vw)) - V(u — w) dz = 0.

Due to property (7.13); we have
<atU7 U>W01~P(Q) <0,

i.e.

d
aHUH?}(Q) <0.

As U(0) =0, we have U(t) =0 for all t > 0, i.e. w = w a.e. in (0,7T) x .

Part II: Existence. We present here another method how to construct solutions to evolutionary problems. The method
uses as approximate solution a variant of the corresponding steady problem and therefore we may take advantage that
we already constructed such solutions. On the other hand, the limit passage is slightly more difficult.

We divide the time interval (0,7) into a finite number of subintervals of the length %, m € N and on each
subinterval we consider a steady problem based on the fact that we replace the time derivative by the corresponding
differences. We may use Theorem 4.1.5 to construct approximate solutions on all subintervals. Then we let m — oo
and show that the corresponding limit of the approximate solutions is our weak solution to the evolutionary problem.
Step 1: Approximate solution u,,. Let us fix m € N, denote 7 = %, ty, =k7,k=0,1,...,m — 1 and define

1

tht1 ,
fr= / fdt € Ww='P(Q) (Bochner integral mean).

Ttk
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We define u,, (t) := uo and look for functions constant on each interval (£, t1]. We define ny, 1= u, (t) € Wy ()N
L?(2) and look for m;41 as weak solution to

/M@d.’tﬁ‘/a(~,nk+1,Vnk+1).V@dl':<fk7<p>W1,p(Q)
Q T Q 0

for all ¢ € Wy () N L2(Q). Using the method from Theorem 4.1.5 we can prove existence of a solution 7,41 (z). Note
that, using ¢ = Mx41, we get the following a priori estimate

1 1
*/ |77k+1|2d$+0/ |77k+1|pdff§C+<fk,nk+1>wlw(n)+*/ Mk Tk+1 . (7.14)
7 Ja Q 0 T Ja

Since the right-hand side can be easily bounded, we see that n;1 € VVO1 P() N L?(Q). Repeating the construction for
k=0,1,...,m — 1 we obtain u,,. Note that generally, u,, may be non-unique.
Step 2: A priori estimates. We take (7.14) with ¢ := g1 and sum it up for k =0,1,..., M < m. We get

M M
/ {Z Mot — M)kt +7 Y a(, g1, Vi) - V77k+1} dz
@ k= k=0

=T Z<fk’ 77k+1>wgvp(g)-
k=0

We use that

o mg)® k) (kg — )
(M1 — M) M1 = 5 5+ 5 ,

which yields

/((”M+1)2+§:(77’“+1_77’“)2+T§:a(- Moty Viiesr) - V1 )dm
0 9 - 2 - s NE+15 k+1 k+1

_ (770)2 dx+7—i<f >
- 0 9 ks Nk+1 WOLP(Q)-

k=0

Note that 7y are constant on (tg,tg+1], Um is defined as ng on (tx, trr1] and 7 = tg1 — tx. We have

/ (s Mes1, Vikg1) - Vg do
L —

tht1
/ / S Mhet1s VTk41) - Vg1 dodt

k41
Z/ / Uy V) + Vi, dodt

|P%§

(M+1)T
:/ /a(~,um,Vum)~Vum da dt,
0 Q

and
M M Tkt
T e wio) = Z</ fdt’nk+1>wlvp
k=0 k=0 “tr 0

M bt (M+1)T
Z (o) war ) dt = (o) won o) At
0 0 0

Therefore we have

/ <(um<tM+1>)2 430 (omlia) —um<tk>)2) "
Q

2 2
k=0

(M+1)7
+ a/o ||Vum||§p(Q;Rd) dt

L (M+1)
< C+ §||UOHL2(Q) +/O Hf”W*l*pl(Q)||um||Wol’p(Q) dt.
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The Young inequality yields

(tm (tars1))? + f: (tm (trg1) = tm (t))?) da
Q

k=0

(M+1)T
+a /0 IVt %, ey

T
< C(1+ ol +/O 712, gy dt) < C(DATA).

Since M was arbitrary, we have
m—1

[t (try1) — um(tk)HL2(Q) dt <C
k=0

[t [l L= 0,732 (0) < €
HumHLP(O,T;WOI”’(Q)) <C.

Moreover, we also have
a(:, wm, V)|l Lo 0.7, 10" (2:R2)) < C-

Thus we can extract subsequences such that

U, — U in LP(0,T; W, *(2))
Uy, =" U in L>°(0,T; L3(9))

a, tm,, Vim,) = A in L¥ (0,T; L” (;RY)).

In what follows, we write without loss of generality w,, instead of u,, .
Step 3: Another sequence and its limit. We now modify wu,, by redefining it on (¢g, tx+1) to be linear. Hence

t—t tr
At (t51) = i (14)) = 0+ iy — )

U (t) = um (k) +
for t € (tg,trs+1). We easily see that
||ﬂm||L°°(O,T;L2(Q)) <C and ||ﬂm||LP(0’T;W01'P(Q))a
and 1
Ol = ;(um(tkﬂ) — U (tr)), t € (teythr1)
We now compute an estimate of the time derivative. For ¢ € (¢, tx+1) it holds

/3ﬂ7m<pd:v= —/ a( ki1, Vigs1) - Vo da + (fr, @)yieq)
Q Q

< O+ IVt 125 e IVl oty + il sy 1l )

Thus on the same time interval

||at7jm||wfl,p’(g) = sup <6tﬁma<P>W01~P(Q) /8tum30d33
el 1p(Q)<1 el 1p(m<1

< O+ IVl s may + 1ol )

T ’
[ 10l 1yt

T m—1 tht1 ,
<O+ [ IVunlao e+ 3 [ 1A g de) < C.
k=0 k

tri1 (7] p/
Z/ [P L ey 0 = Z/ / Feds| g 3

th+1 1 tk41 p’
G [ Wl ds)” a
k

which yields

since

IA
3
L
\

k=0 Ytk T
m—1 .y 1 k1 , T ,
<> [ / el syttt = [ ISy
tr th o
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where we used the Holder inequality. Thus
U —u  in LP(0,T; Wy P(Q))
Oytim — Oyu in LP' (0, T; W17 (Q))

and due to the Aubin-Lions Theorem applied on spaces W, *(2) << LP(Q) < W17 (Q) also
U — U in LP(0,T; LP(2)).

Let us show that @ = u. We have

th+1
L/ it = 3 gyt = E:(/) it — 3y

-1 /tk+1

k+1 t—1tp\2
/ Mk41 — 77k||[,2 (1— - ) dt

te4+1
/“ st — el dt

2

dt
L2(©)

t— 1t
Mk+1 — 77k + 7(77k+1 - Uk)) ’

._.o

O

-1

| /\

k=0

m—1
CcT
=T E k11 = Mkl 72) < =0
=0

for m — o Therefore Uy, — uy — 0 in L2(0,T; L2(R)). Since u,, — u in LP(0,T;Wy*(Q)) and @,, — @ in
LP(0,T; Wy P (), we easily see that u = .

Step 4: Initial condition. First, since u € LP(0,T; Wy (Q) N L2(2)) and &gu e ¥ (0 T; (1W0 P(Q) N L?(Q))*) (the
former follows from the a priori estimates, the latter from the fact that (W, (Q))* < (W0 P(Q) N L2(Q))*) we may
use properties of the Gelfand triple to verify that u € C([0,T]; L?(2)). Let us show that u(0) = ug in this sense. We
fix 6 and h > 0 and define

1 tel0,4]
P(t)=< 1—F(t—06) te(5,6+h]
0 t>d+h

and multiply the weak formulation for w,, by ®(¢) and integrate over (0,T). It yields
tk+1 T
Wo 0o Jao

T
+/ /a(-,um,Vum) -Veddadt = —/ /ﬂmgoat@ dx dt
0 Q 0 Q

T
—/um(O)goQ(O)dx—i—/ /a(-,um7Vum)-Vg0<I>dxdt.
Q o Jo

1 o+h o+h
E/ /ugﬁdxdtf/uogadz+/ /A-V(p@dxdt
8 Q Q 0 Q

6+h
:/ @)y @ dt
0

(recall that @, — win L2((0, T)XQ), tn (0) = ug, (-, tpm, Vir) — A in L' (0, T; L' (€;RY)), Veod € LP(0, T; LP (2 RY)),

and finally
tht1 1 tht1
— s)ds, d(t)dt
/ <T/i f6)dsg) 00

We now let m — oo

(7.15)

k=0 k

m—1 . thi1 1

=3 [T g ds) o0

(Q)

k=0 Y1k L
m—1 1 tht1 1 tht1 ( )

= - s), 1,p dsf/ D(t) de(t —t
P (7_ /fk <f( ) ‘P>WO () 457 " (k+1 k))

T
- <f(t)7‘P>W(}vP(Q)(I)(t) dt.

o
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The last limit passage above uses the fact that @ is uniformly continuous on [0, T]. Letting h — 0

5 5
/ u(d)pde — / uocpder/ / A -Voddzdt = / (f @)wrw(q)®dt.
Q Q 0 Ja 0 0
Finally, letting 6 — 0 (recall, u € C([0,T]; L*(Q)))

/u(())godx:/uogodx
Q Q

for all ¢ € WyP(Q) N L?(Q); in particular for all ¢ € C2°(Q) which due to the fact that u € C([0,T]; L*()) implies
the equality also for all ¢ € L*(Q).
Step 5: Weak formulation. Let us multiply the weak formulation for w,, (m € N) by ¢ € C°(0,T). We get

T T
/ /5‘tﬂm<p1/1dxdt+/ /a(~,um,Vum)~V<pwdxdt
0o Ja 0o Ja

m—1

tht+1
= / <fk790>ngP(Q)7/)dt-

k=0 7tk

As above (the first term, which is different, can be treated easily) we get

T T T
/0 /Q<8tu,<p>wol,p(mwdxdt+/o /QA-Vgowdxdt:/O <f,<p>W01.,p(Q)¢dt.

It remains to show that A = a(-, u, Vu).
Substep 5(i): Let us show that
U (1) — u(t) in L2(Q) (7.16)

for a.e. t € (0,7T). Recall that u,, — u in LP((0,T) x Q) and U, — u, — 0 in L2((0,T) x ). Thus
U, = U in LI((0,T) x Q)

with ¢ = min{2, p}. Therefore
U (1) — u(t) in LY(Q) (7.17)

for a.e. t € (0,T) (possibly for a subsequence). However, for a.e. t € (0,T') the sequence {u,(t)}:c(o,r) is bounded
in L?(Q) and thus it contains a weakly convergent subsequence in this space. If ¢ is such that (7.17) holds, then
U (t) — u(t) in L2(£2). Since all this can be repeated for arbitrary subsequence, (7.16) holds for all ¢’s such that (7.17)
is valid, for the whole sequence.
Substep 5(ii): Let us show that

t ¢
limsup/ / a(cy Um, V) - Vi, deds < / / A -Vudzds
m—oo Jo Ja 0 Ja

for a.e. t € (0,T). Let us take ¢ such that (7.16) holds. For fixed m € N take k = k(m) such that ¢} <t <} ;. Since
tity — tit — 0 for m — oo, we have

t
/ /a(~,um,Vum) - Vi, dr ds
o Ja
ti
= / / (a(-,um, Vum) —a(-, um, O)) - (Vty, —0)dads
0 Q
Z4
- / / (al, wm, Vum) — als, tum, 0)) - (Viy, — 0)dzds
t Q

t tih
—|—/ /a(~,um,0))~Vumdxds§/ /a(~,um,Vum)~Vumdxds
0o Ja 0 Q

m

lk+1
—/ /a(-,um,O))-Vum dz ds
t Q

i
< / / a(e, Um, V) - Vi, dzds + o(1) as m — 0o,
0 Q

tR ty
/ / a(s, um, 0)) - Vg, d$d8‘ < C/ / [V, | deds.
t Q t Q

where we used that
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We now have (recall that w,,(t) is constant in (2}, ] ])

k

t;cn+l ].
/0 /Qa(.,um,Vum) -Vu,, drds = i/ﬂug dz + TZ(fk,um)WOl,p(Q)

Jj=0

1 may 2
_§/Qu2 k+1 /Z U, ;11 m(tjn)) dz

m

[J)

(o126 — lltim (7) 2acey) + / (o ds

IN

IN
N = N =

t
(1) = O Ea(oy) + | (F- g s o)

(as m — 00). Hence, using the weak lower semicontinuity of the norm in L?(2) and our choice of ¢, we have

t
1imsup/ /a(-,um7Vum)-Vumdxds
o Ja

m— o0

1
< 5 ol ~ IO ) + [ oty

1 t
= 5ol = POl ) + [ Oty ds

t
+/ /A-Vudxds=/A~Vudxds,
0 Ja Q

where we used the properties of the Gelfand triple, in particular, that the function u € C([0, T]; L?(Q2)).
Substep 5(iii): We now finish the proof by employing the Minty’s trick. We fix B € L?(0, T'; LP(2; R?)) and get

m—o0

t
0< limsup/ / (a(, wm, Vum) — a(s; um, B)) - (Vuy, — B)dzds
Q

t
< hmsup/ / a('vum; vum) -V, dzds
Q

m—r o0

t
- liminf/ / (a(, tm, V) - B+a(-, uy, B) - (Vuy, —B)) dzds

m—o0

//A Vudxdsf// (A-B+a(,u,B)- (Vu—B))dzds

// —a(,u,B))(Vu—B)dzds.

Note that a(-, um, B) = a(-,u,B) in LP'((0,T) x Q;R%) due to the Lebesgue Dominated Convergence Theorem, as
la(-, -, B)| < C(1+ B]F).
We now set B := Vu — AH, A > 0 and H € LP(0,T; LP(2;R?)), arbitrary. Then we have

t
0< / / (A —a(,u,Vu — )\H)) -Hdxds.
o Ja
We let A — 0" and use the properties of Carathéodory functions (continuity of the Nemytskii operator) to conclude
t
0< / / (A —a(-,u,Vu)) - Hdzds (7.18)
o Ja

for all H € LP(0,T; LP(€;R?)). Therefore, equality in (7.18) holds and, moreover, A = a(-,u, Vu). The proof is
finished. .



Priloha A

Prostory funkci

A.1 Uvod a znadeni

Zakladnimi prostory pro feSeni linedrnich (resp. nelinearnich) rovnic a jejich soustav eliptického typu jsou Sobolevovy
prostory W*P(Q) a pro slaba fegeni evolucnich rovnic a jejich systémii jsou zakladnim kamenem Bochnerovy prostory
WkP(0,T; X). Vychozim bodem teorie téchto prostort jsou viak prostory spojitych a spojité diferencovatelnych funkei,
jimz je vénovana Sekce A.2; a Lebesgueovy prostory, jimz je vénovana Sekce A.3. S témito prostory se ¢tenaf mohl
podrobné seznamit v zakladnich kurzech matematické analyzy a teorie miry a integralu, ale pro ¢tenarovo pohodli
uvadime zékladni prehled vysledkt z teorie téchto prostori v piislusnych kapitolach. Diikazy téchto tvrzeni lze dohledat
napf. v Kufner et al. [1977] a Lukes and Maly [1995]. Specialné&jsi tvrzeni, které pak budou potieba v dalsim textu,
jsou prezentovany s dikazy. Sobolevovy prostory jsou pak podrobné studovany v Kapitole 2.

Nez se za¢neme vénovat jednotlivym prostorim funkci, pfipomeneme jesté standardni znaceni multiindexu a zkré-
ceného zapisu parcidlnich derivaci.

Znaceni A.1.1 (Multiindex). Uspofadanou d-tici @ = (a1, ..., aq), @; € Ng, nazyvame multiindex. Vysku multiin-
dexu znacime |a| a definujeme ji jako |a| = a1 + -+ + ag.

Znaceni A.1.2 (Zapis parcidlnich derivaci uZitim multiindexu). Symbolem D%¢ znacime parcialni derivaci funkce ¢

o,y 0%()
Do) = goom g
A.2 Prostory spojitych, holderovsky spojitych a spojité diferencovatel-
nych funkci

V této sekci pfipomeneme nékteré vlastnosti prostori spojitych funkei, hélderovsky spojitych funkei a spojité diferen-
covatelnych funkci. Véty budeme uvadét zpravidla bez dikazu, ¢tendf je maze nalézt i s dukazy napiiklad v monogra-
fii Kufner et al. [1977].

Definice A.2.1 — Spojité a spojité diferencovatelné funkce. Bud © C R? oteviend mnozina.
1. MnoZinu vech spojitych funkei na Q znacime C(Q) resp. C°(€).

2. Bud k € N, pak C¥(Q) oznacuje mnozinu viech funkei u, které maji na mnoziné § vechny parcialni derivace
az do fadu k a pro kazdy multiindex « spliwjici |« < k plati, ze D*u € C().

3. C*°(€2) zna&i mnozinu vSech nekone¢ngkrét spojité diferencovatelnych funkef na €, tedy C*° () = Nycn CF ().

4. Oznacme suppu = {z € Q| u(x) # 0} nosi¢ funkce u. Potom pro libovolné k¥ € Ng U {oco} definujeme prostor
E() = {u € C*(Q)| suppu C Q,suppu je kompaktni}.

5. C(Q) resp. C°(Q) zna¢i mnozinu viech funkei z C(Q), které jsou omezené a stejnomérné spojité na 2.
6. Bud k € N, pak definujeme prostor C¥(Q) := {u € C*(Q)| Vo, |a| < k: D*u € C(Q)}.

7. Q) = n ck Q).

Pozndmka A.2.2. Je-li {2 omezena mnoZina, je (5) v predchozi definici ekvivalentni s tim, Ze existuje spojité prodlouzeni
funkce na €2. V dalsim proto uvazujeme, ze k takovému prodlouzeni doslo.

Zakladni vlastnosti téchto prostora funkei jsou shrnuty v nasledujici vété.

174
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Véta A.2.3 — Vlastnosti prostoru C*(Q2). Bud k € Ny. Ozna¢me pro u € C*(Q)

lullexay =D, sup|Du(x)|. (A1)
{o:]a|<k} 2E€Q

Potom plati néasledujici tvrzeni:
1|~ ”Ck(ﬁ) je norma na C*(0).
2. C*(Q) je vzhledem k vyZe uvedené normé Banachiv prostor.
3. Je-li Q navic omezena, je C*(€2) separabilni.

4. Prostor C¥(Q) neni reflexivni.

Proof. Viz [Kufner et al., 1977, sekce 1.3-1.7]. [

Vzhledem k tomu, ze prostor C*(Q) nenf reflexivni, uvedeme i pfesnou charakterizaci dualntho prostoru. Tato charak-
terizace bude pozdéji vyuzita k popisu vlastnosti nékterych specialnich Sobolevovych prostort.

Véta A.2.4 — Reprezentace dudlniho prostoru k C(Q). Bud Q C R? oteviena omezena mnozina. Bud ¢
spojity linearni funkcional na C(Q2). Potom existuje pravé jedna koneéné regularni Radonova mira p na € takova,

7e plati

Vu e C@) : du) = (6 u) = L wdp. (A2)
Q
Navic plati, ze ||¢)H(C(§))* = |u|(Q), kde |u|(Q) je totalni variace miry u na €.

Proof. Viz Dunford and Schwartz [1988]. |
Nasledujici véta udava presnou charakterizaci prekompaktnich mnozin v C(€2).

Véta A.2.5 — Arzela—Ascoliho véta. Bud 2 C R? oteviend omezena mnozina. Necht A C C(). Mnozina A
je totalné omezené pravé tehdy, kdyz

1. je stejné omezeni, tj.
3C € R : sup 1fllc@) = sup max |f(z)| < C,
feA fEA z€Q)
2. je stejné stejnomérné€ spojita, tj.
Ve>030>0VfEAVD, 22 €Q: |2 — 20| <§ = |f(m1) — fm2)| <e.

Proof. Viz [Kufner et al., 1977, Theorem 1.5.3]. |

V néasledujicim zavedeme prostory hélderovsky spojitych funkci, které mohou byt chapany jakozto interpolaéni prostory
k prostorim spojitych a spojité diferencovatelnych funkei.

Definice A.2.6 — Holderovsky spojité funkce. Bud © C R? oteviena mnozina, k € Ny a u € C*(Q). Pro
libovolné A € (0, 1] a multiindex « takovy, Ze |a| < k, oznaéme

|D%u(x) — D*u(y)|

|z —y| (4.3)

Hya(u) = sup
z,y€eQ, zAy

Potom definujeme C**(Q) = {u € C*(Q)| Va, |o| = k: Ha(u) < oo}
Zakladni vlastnosti prostort holderovsky spojitych funkeci jsou shrnuty v nasledujici vété.

Véta A.2.7 — Vlastnosti prostoru C**(Q). Bud Q C R? oteviend mnozina, k € Ny a A € (0,1]. Pro u € Ck(Q2)

oznacme
lullgray = lullesay + D, Han(w). (A4)
{a: |a|=k}
Potom plati
L |- llerr(qy Je norma na C*(9Q).

2. CHA(Q) je k vyse uvedené normé Banachiv prostor.
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3. C** () neni separabilni.
Proof. Viz [Kufner et al., 1977, sekce 1.3-1.5]. [ |

Nekteré prostory holderovsky spojitych funkci maji v teorii vyzna¢né postaveni a proto zavadime nasledujici znaceni.

Znaceni A.2.8 (Lipschitzovsky spojité funkce). Je-li @ = (0,...,0) budeme pouzivat misto Hg, o) (u) znaceni
Ho x(u). Navic, je-li A = 1, mluvime o C%1(Q) jako o prostoru lipschitzovsky spojitych funkcich. Pokud je A = 0,
ztotoznime prostor C*Y(Q) := C(Q).

Stejné jako v pripadé spojitych funkei muzeme studovat podmnoziny prostort hélderovsky spojitych funkei, které
jsou prekompaktni v prostoru spojitych funkci. Nasledujici véta pak rika, Ze jakdkoliv omezena podmnozina uz tuto
vlastnost ma.

Véta A.2.9 — Kompaktni vnotreni C%*(Q2) do C(Q2). Bud ) oteviend omezena mnozina. Pak pro kazdé
A € (0,1] plati B B
COMQ) == C(Q).

Proof. Tvrzeni je dasledkem Arzela—Ascoliho Véty A.2.5. |
Plati dokonce i silnéjsi tvrzeni.

Véta A.2.10 — Kompaktni vnoteni C%?(Q) do C%*(Q). Bud Q oteviend omezend mnozina. Pak pro kazdé
a, B € [0,1] takove, ze 0 < a < 8 < 1, plati

COP(Q) —— CO*(Q).
Proof. Véta je snadnym dusledkem interpola¢ni nerovnosti z nésledujiciho cviceni. |

Cviceni A.2.11. Ukaite, Ze pro kazda 0 < A1 < Ay < 1 plati

A=A

x 2
Hoou(0) <2 (ulleq) ™ (Hoaa(w)™ .
Véta A.2.12 — Rademacherova véta. Funkce z C%!(Q) je diferencovatelna skoro viude® na Q a |D%u(x)| <
Hy 1 (u) plati skoro v8ude na Q pro |a| = 1.
®Termin skoro viude znamené aZ na mnoziny Lebesgueovy miry nula, viz Sekci A.3.
Proof. Viz [Luke$ and Maly, 1995, Theorem 30.3]. [ |

A.3 Lebesgueovy prostory

Predpokladame, Ze ¢tenar je v dostate¢né mife obeznamen se zaklady teorie Lebesgueova integralu. Podrobnéjsi
informace je mozno nalézt ve skriptech Lukes and Maly [1995]. TamtéZ je dokdzana vétsina vét, které uvadime v této
sekei. Dalsim vhodnym zdrojem je Kufner et al. [1977].

Nebude-li feceno jinak, bude 2 v této sekci znacit libovolnou méfitelnou (vzhledem k Lebesgueové mife) mnoZinu
v R%. Integralem rozumime Lebesgueiiv integral a mirou Lebesgeuovu miru.

A.3.1 Zakladni vlastnosti méritelnych funkci a Lebesgueova integralu
Nejdrive pfipomeneme charakterizaci méfitelnych funkei.

Véta A.3.1 — Luzinova véta. Bud f: Q — R, f skoro vSude konecna a 2 méfitelna. Pak je ekvivalentni
1. funkce f je méfitelna,
2. pro kazdé € > 0 existuje oteviena mnozina G' C Q tak, ze |G| < € a f |q\¢ je spojita.
Proof. Viz [Luke§ and Maly, 1995, Theorem 18.1]. [ |
Dale pfipomeneme zakladni véty o charakterizaci posloupnosti méfitelnych (integrovatelnych) funkei.

Véta A.3.2 — Leviho véta o monoténni konvergenci. Bud 2 C R? mé&fitelnd mnozina a { f,, }5°, posloupnost
méfitelnych funkei takova, Ze pro kazdé n a skoro viechna z € Q plati f,,(x) < fr41(x), a navic

/Qfl(:c) dz > —oo0.
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Pak existuje méritelna funkce f takova, Ze

hm fu(x) = f(2) pro skoro vSechna z € €,
lim fn )dx = / flx
n—oo

Véta A.3.3 — Lebesgueova véta o majorizované konvergenci. Bud 2 C R? mé&fFitelnd mnozina, {f,}%
posloupnost méfitelnych funkei a funkce f takova, Ze pro skoro v8echna x € €2 plati

lim f,(x) = f(z).

n—oo

Navic, necht existuje méritelna funkce g takova, Ze pro vSechna n € N a skoro v8echna x € ()

ful@)] <g)  a /Q o(z) dz < oo.

Potom
lim fn )dx:/f(x)dx
n— oo O
Véta A.3.4 — Vitaliho v&ta. Bud Q C R? omezena méfitelna mnozina, {f,}3%, posloupnost mé&¥itelnych

funkei a funkce f takové, ze pro skoro vSechna x € Q) plati

lim f,(x) = f(x).

n—oo

Navic, necht je dané posloupnost stejné stejnomérné integrovatelna, tj.

Ve >030 >0Vn e NVH C Q: |H|<§ = / |fn(2)] <e.
H

Potom
lim fn x)de = / f(z)dz
n— oo Q
Véta A.3.5 — Fatouovo lemma. Bud  C R? méFitelna mnozina, {f,}5, posloupnost nezapornych méfitel-

nych funkci. Potom

/liminffn( ) dx <hm1nf/ Jol@
Q

n—roo n—roo

Véta A.3.6 — Jegorovova véta. Bud ) mé&fitelnd a |Q| < co. Bud f a {f,}72,; méfitelné funkce, které jsou
konecéné skoro vsude na 2. Pak je ekvivalentni:

1. Pro skoro vSechna z € Q)

lim f,(x) = f(x).

n—oo
2. Pro kazdé € > 0 existuje oteviena mnoZina G C Q tak, Ze |G| < ¢ a
fn = f stejnomérné na Q\ G.
Proof. Dukazy V&t A.3.2-A.3.6 lze nalézt v [Lukes and Maly, 1995, sekce 8 a 12]. [ |
A.3.2 Zavedeni Lebesgueovych prostort, Holderova nerovnost a jeji dasledky

Nyni zadefinujme zakladni pojem v teorii Lebesgueovych prostori.

Definice A.3.7 — T¥ida £P. Bud p € [1,00). Pak znaéime

LP(Q) = {f méfitelnd na Q | / |f|Pdz < oo},
Q

1flles = £l = ( / f|pdx)’17 (A.5)
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Pro p = oo znacime

L£2(Q) := {f mefFitelnd na Q| 3C € R* : |f(z)| < C skoro viude na Q},

~ :=esssup |f(x)| = inf sup x A6
Ifllew o= esssuplF(@)| =, int - sup |f(2) (A6)

= infR {a | |f(z)] < a skoro vSude na Q}.
ae

Zména funkce f na mnoziné miry nula nemé vliv na to, zda f € LP(Q2), p € [1, 0], ani na hodnotu funkcionalu
Il - || ce. Pro funkce f € L£P(Q) tedy neni funkcional || - ||z» norma. Uvazujeme proto misto individualni funkce f t¥idu
ekvivalence [f] definovanou jako
f1 €f] & f1 = f skoro viude na Q.

Misto tfid [f] budeme (ponékud nepfesné) hovofit o funkeich f, pficemz budeme mit na mysli celou t¥idu ekvivalentnich
funkei.

Definice A.3.8 — Lebesguetv prostor. Bud p € [1, 00]. Oznafme
LP(Q) = A{[f] | f € L2()}.
Potom LP(Q2) nazyvame Lebesgueiv prostor. Pro otevienou mnozinu 2 déle zavadime

LP

loc

(Q) := {f méfitelnd na Q| VK C Q, K kompaktni: f e LP(K)}.
Zakladni vlastnost funkcionalu definovaného v (A.5) a (A.6) je nésledujici.

Véta A.3.9 — Minkowského nerovnost. Bud p € [1,00] a f,g € LP(Q). Pak plati
1. f+g€LP(Q)

2. ||f+g||LP(Q) = ||f||Lp(Q) + ||9||Lp(g)-

Proof. Viz [Luke$ and Maly, 1995, Theorem 10.4]. [ |
Na jejim zakladé pak mizeme dokazat nasledujici zékladni vlastnost Lebesgueovych prostort.

Véta A.3.10 — Uplnost Lebesgueovych prostorii. Bud p € [1,0c]. Pak plati, ze funkcional || -||z» definovany
v (A.5) a (A.6) je na LP(Q2) norma a prostor LP(Q) je vzhledem k této normé Banachiv. Navic, pro p = 2 je L?(2)
Hilbertiv prostor se skalarnim souc¢inem definovanym jako

(u,v)r2(0) :/QU(x)v(a:) dz.

Proof. Viz [Luke$ and Maly, 1995, Theorem 10.6]. [ |

Zcela zasadni roli nejen v teorii Lebesgueova integralu ale i v teorii parcialnich diferencialnich rovnic pak hraje
nésledujici nerovnost.

Véta A.3.11 — Holderova nerovnost. Bud p € [1,00] a f € LP(Q), g € L¥ (Q), kde % + 1% =1 (s amluvou
p =1= p = oo a naopak). Pak plati

1. fg e LYQ),
2. ||fg||L1(Q) < ||fHLp(Q) ||g||Lp'(Q)~
Proof. Viz [Luke§ and Maly, 1995, Theorem 10.3]. |

Holderova nerovnost méa nékolik pFimych dasledki.

Lemma A.3.12 — Hélderova nerovnost pro vice funkci. Budte proi=1,...,k, p; € [1, 00] takové, Ze plati
Y, = = 1. Budte déle f; € LP*(). Pak plati

1. [I5, fi e LY(Q),

k k
2 || £, g < TTit Uil

LY(Q
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Lemma A.3.13 — Trivialni vnofeni LP(2) prostori. Bud?® |Q] < oo, pak pro p1,ps € [1, 0], p2 > p1 plati
1. LP2(Q) — LP1(Q),

P2—P1

2. || fll e @y < 1907172 || fll o2 ()

2Symbol | - | znaci d-dimenzionalni Lebesgueovu miru mnoziny Q C R<.

Lemma A.3.14 — Interpolaéni Hélderova nerovnost. Bud pi,ps € [1,00], p2 > p1 a f € LP1(Q) N LP2(Q).
Potom Vr € [p1, p2], plati

1. feL(Q),

a 11—«
2. ||f||m(sz) = ||f||LP1(Q) HQHLP2(9)7

kde « spliuje % = [%1 + 1;2“.

Cviceni A.3.15. Uzitim Véty A.3.11 dokazte Lemmata A.3.12-A.3.14.

Jako posledni v této sekci uvedeme charakterizaci L>°(£2).

Véta A.3.16 — Souvislost norem v L>(Q) a LP(Q2). Bud

Q| < oo. Je-li f e L>(Q), pak plati
1. Vpe[l,00): fe€LP(Q),
2. limy 00 ||f||LP(Q) = ||f||L°°(Q)'

Existuje-li posloupnost {p;}{2, takové, Ze lim; oo p; = oo a konstanta C' € Ry takova, Ze sup;en || fllpri o) < C,
pak plati

1. feL>(Q),
2. [[fll o) £ C-

Proof. Dikaz je pomérné jednoduché cviceni a lze jej nalézt v [Kufner et al., 1977, Theorem 2.11.4-2.11.5]. [ |

A.3.3 Hustota spojitych funkci v Lebesgueovych prostorech

Z konstrukce Lebesgueova integralu plyne, Ze v prostorech LP(2), p € [1,00), jsou husté jednoduché funkce. V kapitole
o konvoluénim zhlazovani si ukdZeme hustotu hladkych funkci. K tomu ale budeme potiebovat vétu o Lebesgueovych
bodech, jejiz diikaz vyuZziva hustotu spojitych funkcei v L!(Q). Tento vysledek si nyni dokazeme.

Véta A.3.17 — Hustota spojitych funkci v L'(2). Necht Q C R? je oteviena. Pak spojité funkce jsou husté
v LY(Q).

Proof. Zvolme u € L*(Q2) a e > 0. Piedné s vyuzitim Lebesgueovy Véty A.3.3 snadno ukdZeme, 7e existuje R > 0 tak
velké, Ze |[u — uxpg)ll1 < €. Nyni ndm staci spojité aproximovat funkci u1 = ux g, (o), kterou dodefinujeme nulou
mimo defini¢ni obor u. Diky vlastnostem Lebesgueova integralu existuje jednoduché funkce us € L'(R?) takova, ze
|luz —u1l|1 < e. Z¥ejmé miuzeme predpokladat, Ze us = 0 na R%\ Br(0). Tato funkce ma jen koneény poécet nenulovych
funkénich hodnot, jejichz vzory jsou méFitelné podmnoziny Bg(0). Diky vnitini regularité Lebesgueovy miry miizeme
kazdou takovou mnozinu zevnitf libovolné pfesné aproximovat kompaktem.

Umime tedy ziskat jednoduchou funkei uz takovou, Ze |jug — ul|; < 3¢ a

n
usz = § AiXK;»
=1

kde n € N, a; jsou realna ¢&isla a K; C Bg(0) jsou disjunktni kompakty. Nutné pak
d:= min dist(K;, K;) > 0.

1<i<j<n

Nyni jiz sta¢i zvolit & € (0, 4) a polozit
- 1
ug(x) = ;ai max{l -5 dist(z, KZ-),O}.
Ziskali jsme tak spojitou funkci, ktera navic pro § dostateéné malé spliiuje ||ug — uyll1 < e. Skuteéng, hodnotu funkce

uz jsme zménili jen na mnozinach, kde 0 < dist(z, K;) < § pro nékteré i, mira téchto mnozin jde do nuly pro § — 0
(spojitost miry) a funkéni hodnotu jsme zménili nejvyse o max;—1,._, |a;|. [ |
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A.3.4 Lebesgueovy body

Pfipomenime nyni Luzinovu vétu A.3.1, ktera fikd, Ze je-li Q omezend, miZeme volit G tak, ze Q\ G je kompaktni a
u je spojita funkce na Q\ G, coZ je mnozina témét celé miry. Kdyby byla spojita vSude v 2, nebylo by tézké ovérit,
ze plati

VreQ: lim ;

u(y) dy = u(x).
r—0+ |BT(J})‘ B, (z) ( ) ( )

Protoze vyse uvedena vlastnost je zcela zasadni pro vybudovani teorie PDR, bude nés zajimat, pro jak velkou mnozinu
bude uvedena rovnost platit, pokud bude u pouze lokalné integrovatelné funkce. Zadefinujme proto nejdiive nésledujici
pojem.

Definice A.3.18 — Lebesguetv bod. Bud u : R? — R lokalné integrovatelna funkee. Rekneme, 7e bod x € R?
je Lebesguetiv bod funkce u pravé tehdy, kdyz

1
lim —— u(y) —u(z)|dy = 0. A7
S o ) ) (A7)

Odpoved na otéazku, jak velkd je mnozina Lebesgueovych bodi, dava néasledujici véta.

Véta A.3.19 — O Lebesgueovych bodech. Bud u : R? — R lokalné integrovatelna funkce. Pak skoro viechny
x € R? jsou Lebesgueovy body funkce w.

Diikaz tohoto tvrzeni obycéejné nebyva soucasti zdkladniho kurzu z teorie Lebesgueova integralu a prestoze ¢tenar mize
najit dikaz tohoto tvrzeni v [Lukes and Maly, 1995, Theorem 23.9], uvadime pro tplnost tento dukaz i zde.
Nejprve si odvodime dva pomocné vysledky.

Vé&ta A.3.20 — Vitaliho pokryvaci lemma. Necht {B,,(7;)}i=1... » C R? je koneény systém kouli. Pak existuje
jeho disjunktni podsystém {B,,(z;)};es, J C {1,...,n}, takovy, Ze

| U Bn(@)c | Bsr, (@) (A.8)

=1,...,n JjeJ

Proof. Muzeme ptedpokladat, ze koule jsou sefazeny sestupné podle velikosti. Podsystém { B, (z;)}jes, J C {1,...,n},
vybereme nasledujicim zptsobem. Nejprve polozime j; = 1 a odstranime vSechny koule, které protinaji nejvétsi kouli
B, (z1). Dale jo > j; je pofadové ¢islo druhé nejvétsi ze zbyvajicich kouli. Nyni odstranime vSechny koule, které
protinaji B, (xj,), a do dalsiho kroku pokracujeme se t¥eti nejvétsi kouli ze zbyvajicich. Takto pokradujeme, dokud
neziskame disjunktni systém. Vlastnost (A.8) plyne z toho, Ze byla-li n&jaka koule B,,(z;) vyfazena, musi existovat
Je{l,...,i—1} takové, ze B, (x;) je mezi vybranymi koulemi a B, (z;) N By, () # (. Zaroveh viak mame r; > r;,
a proto B, (z;) C Bs,, (). [

Dale si predstavime operétor, ktery hraje vyznamnou roli v harmonické analyze.

Definice A.3.21 — Hardyuv—Littlewoodiv maximalni operator. Hardyuv-Littlewoodiv maximalni ope-
rator je operator, ktery lokalné integrovatelné funkci v : R¢ — R pfifadi funkci Mu definovanou piedpisem

1

Mu(z) = sup —_—
(Br(2): 2€B, ()} | Br(2)] JB,(2)

[u(y)| dy.

Véta A.3.22 — Hardyova—Littlewoodova véta. Necht u € L*(RY). Pak pro viechna ¢ > 0 plati®

d
o € RY: (Mu)() > £}] < > full.

%Tento odhad se nazyva ,slaby (1,1)-odhad®.

Proof. Mnozina Gy := {x € R: (Mu)(x) >t} je ziejmé oteviena, coz plyne ze spojité zavislosti integralu na mnoziné
pies kterou integrujeme (ovéite podrobn&). Zvolme K C G; kompaktni. Pro kazdé » € K existuji z, € R? a r, > 0
takova, ze

/ ()| dy > 1|B,._(x2)]-
Brz (‘Lz)

Systém {B,_(x.)}.cx pokryva mnozinu K C R? a lze z ngj tedy dle Lindelsfovy véty vybrat spocetné podpokryti.
Protoze K je navic kompaktni, miZeme z tohoto podpokryti vybrat dle Borelovy véty kone¢né podpokryti, ze kterého
1ze zase pomoci Vitaliho Véty A.3.4 vybrat disjunktni podsystém {B,, (z;) }i=1, .. » tak, ze { Bz, (x;) }i=1,....n pokryva K.
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Proto
t|K|<tZ|Bm z; |—3dtZ\B ) |<3dZ/ ()| dy < 3%Jul|;.

Nyni sta¢i prejit k supremu pres K C G; na levé strané predchozi nerovnosti (Lebesgueova mira je zevnitf regularni)
a véta je dokazana. |

Koneéné muzeme pristoupit k dikazu véty o Lebesgueovych bodech.

Diikaz Véty A.3.19. Pro € > 0 polozme

N, = {x e R: limsup ———

D ] 0 N > 22}

Nagim cilem je ukazat, ze |N:| = 0, kdykoliv € > 0. Zafixujme tedy ¢ € (0,1) a dale § € (0,1). Protoze spojité funkce
jsou husté v L'(RY), mizeme najit takovou spojitou funkci v € L*(R?), Ze ||u — v||1 < §. Definujme jeste

N.s={zx e R M(u—v)(z) >e}U{xeRe: Ju(z) —v(z)| > €}
Zafixujme nyni © ¢ N, 5. Diky spojitosti v miZeme najit ¢ > 0 takové, ze
()~ v(@) < proly—a| <o
Pro vSechna r € (0, ¢) tedy mame (pfipomenme = ¢ N, )

1

1
S TB@) Sy 1)~ 0@ o) — v+ fof@) — u(z)]) dy

<e+Mu-—v)(zr)+e<3e,

a proto N C Ng 5.
Zaroven diky Cebysevové nerovnosti a Hardyové-Littlewoodové Vété A.3.22 mame

3¢ 1 o))
[Nes| < H{M(u—v) >ep[+ {lu—v[>e}| < ;Hu =l + gIIu -l = -

Celkove tedy dostavame |N| < |N, 5| < %, a protoze d > 0 bylo libovolné, musi platit |[N.| = 0. [

Cviceni A.3.23. Jako ne zcela trivialni rozsifeni véty o Lebesgueovych bodech dokazte nasledujici. Bud w € LP(Q)
a p € [1,00). Pak pro skoro v8echna x € Q plati

1
lim 7/ u(y) —u(z)Pdy = 0.
R RYRE] B’,‘(I)l (y) —u(z)[P dy

A.3.5 Regularizator a operator zhlazeni, spojitost v priméru v p-té mocniné, separa-
bilita L?(2) prostort

Definice A.3.24 — Spojitost v priméru v p-té mocniné. Bud f € LP(Q) a p € [1,00). Polozme f(z) =0
pro x ¢ (). fekneme, Ze funkce f je spojitda v praméru v p-té mocniné pravé tehdy, kdyz

Ve>036>0VheRY: |n|<d = / |f(z+h)— f(z)Pde < &P. (A.9)
Q
Véta A.3.25 — O spojitosti v priméru v p-té mocniné. Bud p € [1,00). Pak kazda funkce z LP(Q) je
spojita v primeéru v p-té mocning.

Proof. Pro x € R4\ Q mame f(z) = 0. Zfejmé lze volit R > 0 tak, aby pro dané € > 0 bylo

Loy 1102 < (5)

E\P
[flz+h)Pde < (=),
/Rd\BR+1(0) (6)

pfifemz jsme bez ijmy na obecnosti predpokladali, Ze pro ¢ z (A.9) plati 6 < 1. Diky vySe uvedenym vztahiim dale
miZeme pracovat jen na kouli Br41(0).
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Zvolme n > 0 takové, ze VE C Br42(0), |E| < 27, plati

ENP
P <
/E|f(x)| ar < (5)". (A.10)
Funkce f je zfejmé méFitelnd na Br42(0) a podle Luzinovy Véty A.3.1 pak existuje kompaktni mnoZzina Ff C
Bpry2(0) takova, ze f € C(F[) a |Bry2(0) \ FFf| < n. Pak zfejmé existuje 6 € (0, 1) tak, Ze
€

Vm,yEFR:|x—y|<(5:> fl@)— fly) < ————.
! | ! 3|Bra1(0)[?

(A.11)

Ozna¢me Ff’h = {2 € Br42(0): z+he Ff} a I, = Ff N FnR’h N Br+1(0). Mnozina F;, je kompaktni a plati

[Bre1(0) \ Fy| = | (Br+1(0) \ EY) U (Br41(0) \ F;") | < 21,
nebot diky volb& n mame
[Br+1(0) \ Fy'| < |Br+2(0) \ Ej| <,
|Br11(0) \ ¥ = |Bra1(=h) \ FY| < |Br42(0) \ F;| < n,

kde jsme pro druhy odhad vyuzili pfedpoklad |h| < 1. Celkem tedy z pfedchoziho a z (A.10) plyne

2v~! /BR+1(0)\Fn (‘f(ﬂf +h)[P + |f(x)|p> dz < (g)”

a dale pro v8echna h € Bs(0) méame z (A.11)

NP
_ P <
[t m = swra < ()
Konec¢né pro |h| < § plati

/Rd If(z+h) — f(2)|Pde < 2},,1/

RI\Br+1(0)

(@ +m)p +1f@)) de
e [ (S s e

+/|ﬂx+m—fmwﬂw<ﬁ,
F,

n

coz jsme chtéli ukazat. |

Cviceni A.3.26. Modifikujte dikaz pfedchozi véty a ukazte nasledujici: Bud p € [1,00) a u € LP(Q2) libovolné. Pro
7 € (0, 1] definujeme u,(z) = u(rz). Potom pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, Ze [|[u — u, | zr) < &.

V teorii parcialnich diferencilnich rovnic hraje vyzna¢nou tlohu operétor zhlazeni, ktery je dan konvoluci s vhod-
nym zhlazovacim jadrem (regularizatorem).

Definice A.3.27 — Regularizator. fekneme, ze funkce 1 : R? — R je regularizator (zhlazovaci jadro), prave
kdyz jsou splnény néasledujici podminky

1. ey (R,

2. suppn C By (0),

3. Vz e R: n(z) >0,

4. Yo,y €R?: Jz] = |y| = n(z) = n(y),
5. Jpan(z)de = 1.

Priklad A.3.28. Prikladem zhlazovaciho jadra je funkce

1
_ ) Cel="-1 pro |z| < 1,
) =
(@) { 0 pro|z| >1,

kde konstanta C' je volena tak, aby byla splnéna podminka fRd n(z)dz = 1.

V dalsim budeme znacit 7. (pro € > 0) funkci definovanou jako

(e i= L (2).
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Definice A.3.29 — Zhlazeni funkce. Bud Q C R? oteviend a u € L}, (). Funkei u. : Q. — R definovanou na
O = {z € Q] dist (x,00) > €} jako

Ue 1= Ne * U (tj. us(x) = /Rd ne(z —y)u(y)dy = /B o n=(z — y)u(y) dy)

nazyvame zhlazenim (regularizaci) funkce u.

Véta A.3.30 — O konvoluci. Bud p,q € [1, oo] takové, Ze %Jr% > 1. Pak pro kazdou f € LP(R%) a g € LI(RY)
plati

1. f*gGLT(Rd), kde % ;:%4_%_17

2. f *gllrmay < N FllLoray 191 La(ray-

Proof. Viz [Lukes and Maly, 1995, Theorem 26.20]. |

Cviceni A.3.31. Dokazte odhad 2. ve vété pomoci Holderovy nerovnosti.

Véta A.3.32 — O vlastnostech zhlazeni. Bud 2 C R? oteviend a u € L, (). Bud u. zhlazeni funkce u. Pak
plati:

1. u. € C*(Qe).

2. 51—1>%1+ ue(z) = u(x) pro skoro vsechna x € .

3. Je-li u € C (), pak u. = u na kazdé kompaktni mnozing K C €.
4. Je-liw e L?

loc

(Q2) pro p € [1,00), pak ue = u v Ly, (Q).

5. Je-li u € LP(R?), pak je ltellpsray < l|ullpo(ray PrO p € [1,00] @ ue = u v LP(R?) pro p € [1,00).
Proof. Ditkaz tvrzeni 1: Z definice je

usw) = [ o= )uty) dy,

kde 7. € C*°(R?). Staci tedy pouZit vétu o spojitosti integralu podle parametru a o derivaci integralu podle parametru
a ihned dostaneme pozadované u. € C*(2,).
Dukaz tvrzeni 2: VyuZijeme Definice regularizatoru A.3.27 a spocteme pro libovolné x € €.

|u(2) — ue(2)| =

u(z) /Rd Ne(z —y)dy — /Rd n=(z — y)u(y) dy‘

/ ne(@ — ) (u() — u(y)) dy

_€d

-2 /Bgm (22) o) = utw)
<S [ -l
()

Podle Véty A.3.19 pak pro skoro v8echna x plati 6% I @ |u(z) — u(y)| dy — 0 pro € — 0 a tvrzeni je dokdzano.
Dukaz tvrzeni 3: Postupujeme stejné jako v ditkazu tvrzeni 2, pouze pfi odhadu vyrazu

C
— u(x) —u(y)| dy
), ) )

vyuzijeme stejnomérné spojitosti funkce u na kompaktni mnoziné K.
Ditikaz tvrzeni 4: Tvrzeni je dusledkem Vé&ty A.3.25 a vlastnosti regularizatoru (dist(K,9€) > ). Skuteéné (pou-
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Zivame Holderovu nerovnost a Fubiniho vétu)

e =l = [ fela) = u(@))” da

-/ (/Bg(z)ng(x—ynu(y)—u<x>|dy>p da
-/ ( [, eluta =) - uwdz)p &a
<cf ( [ ute-en- u(mdz) a
—cf . ([ tute—e9) -t o) .

Vnitini integréal pres K jde podle Véty A.3.25 k nule pro € — 0 a tvrzeni je dokdzano.
Dtikaz tvrzeni 5: Podle Véty o konvoluci A.3.30 mame pro libovolné p € [1, 00]

[uellp < llullplinelln = llullp-

Necht nyni p € [1,00) a u € LP(R?). Zvolme &islo ¢ > 0 libovoln&. Zejmé existuje R > 0 tak, Ze

0 p
ulPde < (=

Analogicky jako vySe muzeme pro ¢ < 1 dokézat, Ze

p
/ lue|P do < (Q)
R\ Br1(0) 4

Nyni podobné jako v dikazu tvrzeni 4 miZzeme dokazat, Ze existuje eg > 0 tak, Ze pro libovolné e € (0, &¢] plati, ze

P
/ lu — ue|P da < (Q)
Br+1(0) 2

Potom kombinaci vyse uvedenych nerovnosti dostaneme
lu = telp < |lu— vellLrRa\Br 4 (0) T 1t = UellLe (B4 (0))
< HUHLP(Rd\BR(O)) + ||Ua|\Lp(Rd\BR+1(o)) + [lu— UEHLT‘(BRJrl(O)) <o.
|

Z predchozi Véty A.3.32 plyne napi. nasledujici. Je-li u € LP(Q), p € [1,00), potom u, — u v LP(§). Stadi totiz
prodlouzit u nulou vné ) a pouzit patou ¢ast zminéné véty.

Poznamenejme, Ze pata ¢ast Véty A.3.32 nemiZe platit pro p = oo, protoze konvergence v L*°(Q)-normé je pro
hladké funkce konvergenci stejnomérnou. Plati ale slabsi tvrzeni, totiz

ue 2 u v L®(Q)

(tj. Vo € LY(Q) : [quepdr — [,upde, viz oddil o reflexivité a duélnich prostorech A.3.6 a ruznych konver-
genci A.3.7).

Pomoci Bernsteinovy véty o aproximaci spojité funkce polynomy v C°(Q) normé (a tudiz polynomy s racionalnimi
koeficienty v LP({2) normé, p € [1,00)) dostavame jako trivialni dasledek prvni ¢ast nasledujici véty.

Vé&ta A.3.33 — Separabilita LP(f2) prostori. Prostor LP(Q) je pro p € [1,00) separabilni. Prostor L ()
separabilni neni.

Proof. Viz také [Kufner et al., 1977, Theorem 2.6.1]. [ |

Cvigeni A.3.34. Pomoci charakteristickych funkei intervali ukazte, ze L°° () nemiZe byt separabilni.

A.3.6 Spojité linearni funkcionaly nad L?(Q2)
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Véta A.3.35 — Reprezentace spojitého linearniho funkcionalu nad LP(Q)). Bud Q neprazdna oteviena
mnozina. Bud dale ¢ spojity linearni funkcional nad LP(2), p € [1, 00). Pak existuje pravé jedna funkece g € LP (),
% + ﬁ = 1, takova, ze plati

VI eI o) = (0f) = [ fodo (4.12)
Navic [[¢ll(ze )+ = 9]l Lo (0)-
Proof. Viz [Kufner et al., 1977, Theorem 2.9.5]. |

Predchozi vétu vyuziva nésledujici vysledek.

Véta A.3.36 — reflexivita LP(Q). Bud p € (1, 0). Pak je LP((2) reflexivni. Prostory L>°(£2) a L'(Q) reflexivni
nejsou.

Proof. Viz [Kufner et al., 1977, Theorems 2.10.1, 2.11.2 a 2.11.10]. [ |

A.3.7 Riuzné typy konvergenci, relativné (slabé) kompaktni mnoziny v LP(Q)

Podivejme se nyni na to, v jakém smyslu muze posloupnost f, konvergovat k limitni funkci f a jaké jsou vztahy mezi
ruznymi typy konvergenci.

Definice A.3.37 — Typy konvergenci. Bud {f,}22, posloupnost méfitelnych
funkci a f méfitelna funkce na €.

1. Rekneme, ze posloupnost {fn}22, konverguje k f bodové na Q pravé tehdy, kdyz pro kazdé z € Q je
lim, 00 fr(x) = f(2), tj.

Ve € Q, Ve >0, Ing € N, Vn > ng : |fulz) — f(z)] <e.

2. Rekneme, #e posloupnost {fn}52, konverguje k f stejnomérné na Q pravé tehdy, kdyz

Ve >0, dIng € N, Ve € Q, Vn > ng : |fn(z) — f(2)] <e.

3. Rekneme, ze posloupnost {fn}52, konverguje k f lokalné stejnomérné na  pravé tehdy, kdyz VK C , kde
K je kompaktni, konverguje posloupnost {f,}52; stejnomérné k f na K.

4. Rekneme, ze posloupnost {f,}>2; konverguje k f stejnomérné na € az na malé mnoziny pravé tehdy, kdyz

Ve >0,3M C Q, | M| <e:{fn}>2, konverguje k f stejnomérné na '\ M.
5. Rekneme, Ze posloupnost {fn}52; konverguje k f skoro viude na 2 pravé tehdy, kdyz
IM CQ, |M|=0: {fn}>2; konverguje k f bodové na Q\ M.
6. Rekneme, Ze posloupnost {fn}52, konverguje k f v mife na ) pravé tehdy, kdyz

Ve>0: lim [{z €0 |fulz) ~ f(x)| > £} = 0.

7. Rekneme, #e posloupnost {fn}52, konverguje k f v LP(Q), p € [1, 00], pravé tehdy, kdyz

nh_{I;C |.frn — f”Lp(Q) =0.

8. Bud p € [1,0) a p/ = pfl (s obvyklou tmluvou p’ = oo pro p = 1). fekneme, Ze posloupnost {f,}5°

konverguje k f slab& v LP(f2), znadime f, — f, pravé tehdy, kdy?z
Vge LV (Q): lim [ fogda = / fgdaz.

9. Rekneme, 7e posloupnost {f,}°2; konverguje k f slabé s hvézdickou (slabéx) v L>°(R), znacime f, = f,
pravé tehdy, kdyz

n— oo

Vg€ L'(Q) : lim fngdm:/fgdx.
Q Q
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Nékteré vztahy mezi vyse uvedenymi konvergencemi jsou schématicky zachyceny na Obrazku A.1. Tyto vztahy se daji
lehce ukéazat z definice a za pomoci vét o limitnich pfechodech uvedenych na za¢atku této sekce.

stejnomérna konvergence
1] < o0
=

lokalné stejnomérna konvergence
konvergence v LP

bodova konvergence N
konvergence v mife

konvergence skoro vsude .,
vybrana podposloupnost

konverguje skoro vsude
konvergence v mite

Obrazek A.1: Nékteré vztahy mezi konvergencemi

Pozndmka A.3.38. Pro p € (1,00) vySe uvedené slabé konvergence splyvaji diky Vété A.3.35 se standardni Definici
slabé konvergence B.2.5. Pro p = oo Véta A.3.35 iiké, ze (L'(Q))* = L>°(£2), a proto slaba s hvézdickou konvergence
zavedend vyse odpovida Definici B.2.5. PfestoZe bychom mohli zavést i slabou konvergenci na L™ (), neuvadime ji,
protoze Véta A.3.35 nefika nic o tom jak vypadal! (L°°(Q2))*. Naproti tomu na L*(£2) nezavadime slabou s hvézdickou
konvergenci, nebot neexistuje Banachtiv prostor X, pro ktery by platilo X* = L(Q).

Navic, na LP(Q), p € (1, 00), mame k dispozici slabou i slabou s hvézdickou konvergenci, ale protoZe na reflexivnich
prostorech (coz LP(§2) pro p € (1, 00) podle Véty A.3.36 jsou) obé& konvergence splyvaji, viz Vétu B.2.6, neni pouzivani
obou typu konvergenci nutné.

Na zavér se podivejme na charakterizace totalné omezenych mnozin v LP(Q), p € [1,00). Pajde o analogii Arzela—
Ascoliho véty A.2.5, roli stejnomérné spojitosti ale bude hrat spojitost v priméru v p-té mocniné.

Véta A.3.39 — Kolmogorovova véta. Bud p € [1,00). Oznatme 7, f(x) := f(x + h) (mimo mnozinu €
definujeme f(z) := 0). Mnozina A C LP(f2) je totalné omezena pravé kdyz

1. je stejné omezeni, tj.
sup || fll Lr(q) < € < o0,
feA

2. stejné spojitd v primeéru v p-té mocniné, tj.

Ve>030 >0VfeA:|h <6 = |Irnf — fllpo) <&

3. stejné stejnomérné klesa v nekoneénu, tj.

Ve >03R>0Vf € A: | fllroonBa) <&

Proof. Krok 1: Diikaz implikace ,, =— *
Krok la: stejné omezenost
Je z¥ejma z definice totalni omezenosti (provedte podrobng).
Krok 1b: stejné spojitost v priméru v p-té mocniné
Necht {fi}ilil je §-sit v A. Zfejmé plati, ze sit {fi}fil je stejné spojita v praméru v p-té mocning (sit tvori koneénd
mnoho funkei z LP(Q2) a pro kazdou z nich plati Véta A.3.25). Pak

[raf — .f”LP(Q) <|lrnf - ThfiHLp(Q) + lrnfi — fz‘”Lp(Q) +fi = f”LP(Q) <e

pro vhodné zvolené¢ i € {1,..., N} z vlastnosti sité (nebot mame || fi — fll 100y < 5, I7afi — o fll o) < 5) a vhodné
zvolené h (nebot ze stejné spojitosti v priméru v p-té mocniné sité mame |ry f; — fill o) < 5)-

Krok 1c: stejnomérné klesani v nekoneénu
Oznacme opét 5-sif v A pomoci { fi}ilil. ProtoZe pro kazdé i je f; C LP(Q) a funkei f; je kone¢né mnoho, plati

Ve>03R > 0Vi € {L...,N} ¢ |fill o mmion <

N ™

Pak lze pro libovolné £ > 0 nalézt vhodné i € {1,..., N} a R > 0 tak, ze

I Lo\ Broy < If = fillLo@\Brioy T I1fill Lo\ Brioy) < €

Prostor (L°°(£2))* je dobie definovany, ale jeho charakterizace vysoce pfesahuje ramec téchto skript.
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Krok 2: Dukaz implikace ,, <= “
Myglenka dikazu je nasledujici. Nejdifve ukazeme, Ze stadi najit sit na néjaké omezené oteviené mnoziné M C R?
(pfipometime, Ze f je definovana vné 2 nulou). Specialné pak bude M kompaktni.

Funkce z A zhladime a dostaneme mnozinu A;, spojitych funkci na M. UkaZeme, Ze tato mnoZina splituje pozadavky
na totéalni omezenost v C(M) podle Arzela—Ascoliho véty A.2.5 a existuje tedy konecn4 sit na A, C C(M).

V zéavérecném kroku pak dokdZeme, Ze funkce z A, jejichZ zhlazeni tvoii koneénou sit na A, C C(M), uz tvoii sif
na A C LP(Q).

Krok 2a: sta¢i uvazovat omezené mnoziny
Skute¢ns, bud {fz}f\; 5-sit na LP(Q2N Bg(0)) pro R vybrané tak, aby

3
Vi€ A I loonmacoy < 7

To je jisté mozné, nebot predpokladdme stejné stejnomérné klesani v nekonecnu. Nyni je snadné ukazat, ze { fi}ivzl je
e-sit na LP(f2), nebot pro kazdé f € A:

If = fill Loy < I = fill Lo @nrioy) T 1@ Br)) + 1fill Lo Brioy <€

pro vhodné vybrané i € {1,..., N}.

Bez Gjmy na obecnosti proto mizeme v dalsim predpokladat, Zze ) je omezena mnozina.

Krok 2b: zhlazeni, pouZziti Arzela—Ascoliho véty
Ozna¢me Aj, = {fn| f € A}, kde fi, = f *np, je zhlazeni funkce f na R?. Pak je A, C C(Q). Navic je A, totaln&
omezena v C(Q), nebot jsou splnény pozadavky z Véty A.2.5, a sice stejnd omezenost

@) < | [ o= 0)70) ] < OO ey < OO
a stejnomérné spojitost

s b 6552 (7))
<l 1 ( (571 -0 (%)

C)z[ £ Loy < C(R)[2]-

3 e

p/
dy

£ -sit mnoziny A, v C(Q). Oznac¢me (f;)n, i = 1,..., N, prvky této sité.
2|0 P

Pro libovolné f;, € Ay, tedy existuje j € {1,..., N} tak, ze

K ¢islu € > 0 tudiz existuje konecné

€
1= Ul < —=- (A.13)
iIklle(@) 20
Krok 2c: sit mnoziny A v LP(Q)
Ukéazeme, ze {fi}i]\il, kde f; jsou nezhlazené funkce odpovidajici (f;)n ze sité A, v C(Q), tvoif e-sit v A v LP(Q).
Zvolme § > 0 tak, ze

Vfe AVzeRY |z] <6 (/ |f(z+2) — f(z)] dx)p < Z%, (A.14)
Q

kde C je konstanta, kterou upfesnime pozdégji. Existence § > 0 zajistujiciho splnéni vyge uvedené nerovnosti je ziejma

z pozadavku na stejnou spojitost v priméru v p-té mocniné pro mnoZinu A.
Potom

15 = Fllooiey < 5 = Ul + 100 = Fall gy + 1 = Flloogey -

Prvni ¢len na pravé strané je mensi nez §, nebot pouzitim Hélderovy nerovnosti, Fubiniho véty a vlastnosti n dostéavame

15 = Ul o (/‘/ (@) — F5)) m(z — ) dy dx>

C(n )(/Bl(o)/ fy(a+h2) — fi(o >|pdxdz>p <

(x) = fj(z + hz)) n(z) dz

Bl(o

IN
..J;\m
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coz plyne z (A.14), kde jsme zvolili C = C(n)|B, (O)|% Obdobné odhadneme i posledni €len na pravé strané. Kone¢né

druhy ¢len na pravé strané je mensi nez 5, coz plyne z (A.13). Celkem

Hfj - fHLP(Q) <g,

a {fz}fil je proto n-sit v A v LP(Q).

A.3.8 Némytského operator a slaba zdola polospojitost

V této zavérecné Casti pripomeneme dva vysledky, které jsou zdkladem pro vybudovani teorie nelinearnich PDR. Tyto
vysledky uvedeme i s dikazy, protoze nejsou standardni soucasti zakladnich kurzt z teorie miry a integralu. Budeme
se zajimat o chovani slozené fukce f(x,u(z)). Jsou-li f a u pouze méFitelné funkce svych proménnych, nemusi byt
slozena funkce f(x,u(x)) méfitelna. V nasledujici definici uvedeme postacujici podminku pro méfitelnost takového
zobrazeni.

Definice A.3.40 — Carathéodoryho zobrazeni. Bud Q C R? méfitelna a N € N. fekneme, Ze zobrazeni
f: QxRN — R je Carathéodoryho zobrazeni pravé tehdy, kdyz plati

1. pro skoro viechna x € € je zobrazeni f(z,-) : RV — R spojité,

2. pro viechna y € RN je zobrazeni f(-,y) : @ — R mé&fitelné.

Nyni uz muzeme zavést zakladni pojem potiebny pro teorii nelinearnich PDR.

Véta A.3.41 — Némytského operator. Bud Q c R? métitelna a f : Q x RV — R Carathéodoryho zobrazen.
Pro u = (uq,...,uy) : @ — RY definujme Némytského operator

W (W)(z) = f(z, u(z)).
Potom plati, Ze pokud u je mé&Fitelné zobrazeni, pak i N'(u) je mé&Fitelné.

Navic, necht pro ¢ = 1,..., N existuji p; € [1,00), p € [1,00), g € LP(2) a konstanta C' > 0 tak, Ze pro skoro
viechna x €  a viechna y := (y1,...,yn) € RY plati

by
P

N
(@, 9)] < g(@) +C D lys (A.15)
=1

Potom N: u — N (u) je spojity operator z LP1(Q) x --- x LPN(Q) do LP(Q).

Proof. Krok 1: méfitelnost
ProtoZe u je méfitelna, existuje posloupnost jednoduchych funkei {u,}52, takova, Zze u, — u skoro v8ude na Q.
Definujme funkce f,(z) := f(z,un(z)). Pak f, — N(u) skoro viude na Q diky vlastnosti 2 pro Carathéodoryho
zobrazeni f. Navic f, jsou méfitelné, jak snadno nahlédneme aplikaci vlastnosti 1 z Definice A.3.40 na jednotlivych
troviiovych mnozinach funkei u,,. Kone¢né tedy mame, ze M (u) je méfitelné.

Krok 2: omezenost
Pokud u € LP*(Q) x --- x LPN(Q), pak konecnost [N (u)|rr) plyne z Minkowského nerovnosti a ristové pod-
minky (A.15), nebot

N
Pi
gl +C Y il 7

i=1

NV (u)]| ey <

Lr(Q)
v (A.16)

y
< gl +C 3 il fos g < 00
i=1

Zaroven vidime, Zze N zobrazuje omezené mnoziny v LP! () x -+ x LP¥(Q) na omezené mnoziny v LP(Q).

Krok 3: spojitost
Zbyva dokéazat spojitost zobrazeni . Necht u™ — u v LP1(Q) x - - x LPN (). Pfechodem k podposloupnosti mtzeme
zajistit, ze u™ — wu skoro vsude v 2 a

lwi — will ey < 27" pro viechnan e Naie€ {1,...,N}.
Pak funkce
[e.°]
vi::|ui\+2|u?—ui| ie{l,...,N}
n=1
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jsou LPi(Q))-majoranty jednotlivych slozek vektorovych funkeci z posloupnosti {u™}. Z predpokladu (A.15) a od-
hadu (A.16) vidime, Ze funkce

()

i=1
je majorantou posloupnosti {f(-,u™)}. Dale pak diky (A.16)

[f (@, 0" (2) = S, u(@)]” < 2°|f (2, u" (2))[" + 27| f (2, u(z))]”

i

neboli jsme nagli integrovatelnou majorantu. Vzhledem k tomu, ze f(z,u™(z)) — f(z,u(x)) pro skoro véechna z € Q (z
konvergence u™ — wu skoro vSude a spojitosti f v druhé proménné), miZeme pouZit Lebesgueovu vétu o majorizované
konvergenci (Véta A.3.3) a dostavame

) + 2| f(u(@)] € LH(Q),

[ 1 @) = e a@)pas "= 0.
Q
Snadno se dokéze sporem, ze vysledek plati pro celou posloupnost. |

Nakonec formulujeme posledni klicovou vlastnost Carathéodoryho zobrazeni, ktera jsou navic konvexni v posledni
promeénné.

Vé&ta A.3.42 — Slaba zdola polospojitost. Bud € C R? métitelna a f : Q x (RY x RM) — R Carathéodoryho
zobrazeni. Navic predpokladejme, ze

1. f je zdola omezena integrovatelnou minorantou, tj. existuje g € L'(Q) tak, ze pro viechna (u,v) € RN x RM
a skoro vSechna z € () plati

f(w,u,v) > -9,

2. f je konvexni v poslednich proménnych, tj. pro véechna u € RY, viechna vy, vy € RM, kazdé a € [0,1] a skoro
vSechna z € Q) plati
f(x,u,avl + (1 - a)UQ) é af(xvuvvl) + (1 - a)f(l'vuﬂ’UQ)'

Potom pro kazdou posloupnost {u™}52; = {u},...,uR}52, spliwjici pro kazdé i =1,..., N
ul — u;  silng v LY(Q) (A.17)
a kazdou posloupnost {v"}22, = {v}, ..., v, 152, spliwjici pro kazdé i =1,..., M
v = v; slabg v L}(Q) (A.18)
plati
/f z,u(z),v(z))dz <hnlglol<1>f/ flz,u™(z),v" (x)) de. (A.19)

Proof. Necht plati (A.17)—(A.18). Ozna¢me

L= liminf/gf(:v,u"(x),v"(x))dx.

n—oo

Prechodem k podposloupnosti mtazeme docilit toho, Ze
[z, u"(z),0" () dz — L,
Q

u? — u; v Q) Vi=1,...,N,
u; — u; skoro viude v Q2 Vi=1,... N.

V dal§im budeme tedy uvaZovat pouze tuto podposloupnost. Navic, protoze g € L'(), piipadnym piechodem k
funkei f(x,u,v) + g(x) mizeme docilit toho, Ze f je nezdporna Carathéodoryho funkce, ktera je konvexni v posledni
proménné. V dalsim tedy budeme navic predpokladat, ze f je nezaporna.

Krok 1: Myslenka dikazu
Pfedpokladejme na moment, Ze funkce f nezavisi na druhé proménné, tedy ze f(z,u,v) = f(x,v). StéZejni myslenkou
diikazu je pouziti Mazurovy véty (Véta B.2.13). Diky ni a (A.18) miZeme najit posloupnosti {w"}>°; C LY(Q) a
{k"}52, acisla ap € [0,1] tak, ze

kK" > n, Zakv Zakfl
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Vi=1,...,M: w! — v silné v L}(Q).
Nakonec diky konvexité f v posledni proménné ziskime

/Qf(x,w dx<Zak/fxv d:z:<sup/fxv

k>n

a limitnim pfechodem n — oo, kde na levé strané pouZijeme bodovou konvergenci (pro vhodnou podposloupnost),
nezapornost f a Fatouovo lemma (Véta A.3.5),

/ f(z,v(z)) dz < liminf f(x w"(x))dx < 1iminfsup/ f(z, vk (x)) dz

n—oo n—o0 L>n Q

glimsup/fxv ))dz =L,

n—oo

coz je presné nerovnost (A.19). Zbyva tedy vyfesit pfipad, kdy f zavisi i na u".
Krok 2: ,e-porucha® diky zévislosti na u"
Bud © C Q libovolna omezena méfitelnd mnozina a € > 0 libovolné. Definujme

Qe = {2 € Q: |f(,u"(2),0" (@) — f(z,u(@),v"(2))| > }.
Ukéazeme, ze
Q] " 0. (A.20)

Pro spor pfedpokladejme, Ze (A.20) neplati. Pfechodem k podposloupnosti a pfipadnym zmenSenim é&isla € > 0
dostavame
Q| > 4e pro v8echna n € N. (A.21)

Diky (A.18) existuje C; > 0 takové, Ze ||v"||f1(q) < Ci. Polozime-li C. := < a definujeme-li
Q8= {z € Q: V" (2)] > C.},

pak mame pro vSechna n € N odhad

QY] < — \1} ) dz < < — == (A.22)

E

Pouzitim Jegorovovy véty (Véta A.3.6), mizeme najit mnozinu Q* takovou, Ze u € C(Q\ Q%) a

Q4] <e,
~ (A.23)
u" — u stejnomérné na Q) \ Q“.

Muzeme tedy najit Co > 0 tak, Ze pro v8echna n € N, ||u"||Lm(§\§u) < Cs. Konetné diky Luzinové véts (Véta A.3.1)

a faktu, ze f je Carathéodoryho funkce, mizeme nalézt Qf tak, Ze
Q7] <&, f je stejnomérné spojita na (Q\ Q) x Be, (0) x Be, (0). (A.24)
Kombinaci (A.21)—(A.24) neni tézké nahlédnout
9.0\ (2T UQUNQY)[ >¢  pro kazdé n € N. (A.25)
Kone¢né pouzitim stejnomérné konvergence (A.23) a stejnomérné spojitosti (A.24) mame
G 0™) = £ ™) e @ @rogengsy) 5 0
coz s pouzitim definice ﬁgm vede ke sporu s (A.25). Tim je (A.20) dokazéno.

Krok 3: Dokonceni ditkazu
Diky (A. 20) muizeme vybrat podposloupnost a po opétovném pre(nslovam miizeme piedpokladat, ze \Qs nl <27

Polozme €, := U, Q. . Pak mame |Q.| < € a pro viechna z € Q \ Q. a viechna n € N platf

|f (@, u" (2),0" (2)) = f(z, u(z),v"(2))] <e. (A.26)
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Nyni budeme postupovat podobné jako v Kroku 1. Nejdfive stejnym zpiisobem najdeme posloupnost {w™}$2; a
pouZitim konvexity f v posledni proménné ziskdme bodovy odhad

kn
fla,u(@), w™(@) <Y ap f(@,u(z),v" ()
k=n

En
<Y aplf (@, u(@), o (@) = fl@u (@), 0" (2))]
k=n

En

+ Y ap f (b (), 0 (2)).
k=n
Integraci pres Q \ Q¢ a vyuZitim (A.26) spolu s ZZ;L ap =1 ziskame
~ kn
| )t @)as <@\l + [ Y et @), (@) da
Q. ae. =
<elQ + sup/ f(z,uf (x),v"(z)) dz.
k>nJao

Nyni mizeme stejné jako v kroku 1 piejit k limité na pravé strané a na levé strané pouzit Fatouovo lemma (Véta
A.3.5)

[, ) vt e < <0+ 1

Nynf piejdeme s e — 0. Na pravé strand vyuzijeme omezenost  a na levé strané Leviho vétu (Véta A.3.2), tedy
(pfipomenme || < ¢)

/~f(337u(50),v(:c)) dx < L.
Q

Kone¢nd bud Q" C O posloupnost omezenych mnozin spliujici Qr ' Q, potom limitnim prechodem ve vyse uvedené
nerovnosti (pouzitim Leviho véty, tedy Véty A.3.2) dostaneme (A.19). |



Priloha B

Neékteré poznatky z funkcionalni analyzy

mozno nalézt napiiklad v Lukes [1998], Edwards [1995] ¢i Dunford and Schwartz [1988].

B.1 Banachovy a Hilbertovy prostory

Definice B.1.1 — Norma, normovany prostor. Zobrazeni x — |z|, kde = patii do n&jakého realného
(komplexniho) vektorového prostoru V', se nazyva norma, jestlize

e ||z|[y > 0 pro vSechna z € V| pficemz ||z|y = 0 pravé tehdy, kdyz z =0
o |Az|lv = |A|||lz]|v pro v8echna A € R (A € C) a v8echna x € V
o [z +y|lv <|zllv + |lyllv pro viechna z a y € V.

Vektorovy prostor V', na kterém je definoviana norma, se nazyva normovany vektorovy prostor.

Definice B.1.2 — Skalarni soudin, unitarni prostor. Zobrazeni (z,y) — (z,y)v, kde z, y patii do néjakého
redlného (komplexniho) vektorového prostoru V, se nazyva skalarni soudin, jestlize

e (z,z)y >0 pro viechna z € V, pficem? (z,z)y = 0 pravé tehdy, kdyz 2 =0

e (z,y)v = (y,x)v pro véechna z, y € V
e (A\z,y)v = Az,y)v pro véechna z, y € V, A € R (A € C).

Vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem se nazyvéa unitarni prostor.

Definice B.1.3 — Silna konvergence, neboli konvergence v normé. Rikame, Ze posloupnost {vn }nen prvki
normovaného vektorového prostoru V' konverguje silné (tedy v normé) k prvku v € V| jestlize

lim ||v, —v|v = 0.
n—o0

Definice B.1.4 — Cauchyovska posloupnost. Rikame, Ze posloupnost {v, }nen prvki vektorového prostoru
V' je cauchyovska, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé m, n > ng plati

v, — vV < e.

Zatimco kazda silné konvergetni posloupnost je nutné cauchyovska (coz si ¢tenar zajisté sim ovéri), opacné implikace
neni obecné pravda.

Definice B.1.5 — Uplné prostory, Banachovy a Hilbertovy prostory. Normovany vektorovy prostor V,
ktery splituje, Ze kazda cauchyovska posloupnost jeho prvkit ma ve V silnou limitu, se nazyva aplny. Uplné normované
prostory se nazyvaji Banachovy prostory, Gplné unitarni prostory (vici normé indukované skalarnim sou¢inem) se
nazyvaji Hilbertovy prostory.

192
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Definice B.1.6 — Separabilni prostor. Normovany linearni prostor V se nazyva separabilni, jestlize v ném
existuje spocetnd hustd podmnozina, tedy mnozina M = {v,}nen C V takova, Ze pro kazdé € > 0 a kazdé v € V
existuje prvek v, € M takovy, ze ||vp — v||v < €.

B.2 Dualni prostory, slaba konvergence

Definice B.2.1 — Dualni prostor. MnoZina v8ech spojitych linearnich funkcionalt nad Banachovym prostorem
X se nazyva dudlnim prostorem a znaci se X*.

Dualni prostor je opét Banachovym prostorem vzhledem k normé

||L||X* = sup <L7U>Xa
veX;|lv||x <1

viz |Lukes, 1998, Véta 2.4]. Dualni prostor k LP(Q), 1 < p < oo, lze ztotoznit s prostorem L¥ (), % + ]% =1, duélni
prostor s C(Q) s prostorem Radonovych mér nad Q. Pro piipad, kdy je piislusny tplny normovany prostor navic
prostorem se skalarnim soucinem, plati

Véta B.2.2 — Rieszova reprezenta¢ni véta. Necht L je spojity linearni funkcional nad Hilbertovym prostorem
H. Potom existuje pravé jeden prvek v € H takovy, ze
(Lyuyg = (v,u) .

Navic, L]z = llo]ls-

Dukaz lze najit napifklad v [Lukes, 1998, Véta 2.9].
K dualnimu prostoru X*, kde X je Banachtv prostor, miZeme definovat jeho duélni prostor X** (druhy dual k
X) a miZeme definovat kanonické zobrazeni E: X — X** predpisem

Eu=u", kde (u"",L)x = (L,u)x pro v8echna L € X™.

Definice B.2.3 — Reflexivni prostor. Banachiuv prostor X se nazyva reflexivni, jestlize kanonické zobrazeni
splije E(X) = X**.

Zatimco kazdy Hilberttiv prostor je reflexivni, napiiklad na tfidé Lebesgueovych prostori to plati jen pro p € (1, 00).
Nasledujici vysledek je elementarni.

Véta B.2.4 — Vlastnosti uzavienych podprostord. Bud X Banachtiv prostor, Y jeho uzavieny podprostor.
Pak plati:

e Je-li X separabilni, pak Y je separabilni.

e Je-li X reflexivni, pak Y je reflexivni.

Definice B.2.5 — Slaba a slaba hvézdicka konvergence. f{ikame, Ze posloupnost {v,}nen v Banachové
prostoru X konverguje slabé k prvku v € X, znac¢ime v,, — v, jestlize

Jim (L, vn) x = (L, v)x
pro kazdé L € X*. Rikdme, Ze posloupnost {Ln}nen C X* konverguje slab&* (slabé hvézdi¢ka) k prvku L € X*,
znadime L, = L, jestlize

lim (L, v)x = (L,v)x

n— oo

pro kazdé v € X.

Véta B.2.6 — Alaogluova—Bourbakiova—Banachova. Bud X Banachtv prostor. Pokud existuje separabilni Y’
takové, ze Y* = X, pak lze z kazdé omezené posloupnosti ve X vybrat slabé hvézdicka konvergentni podposloupnost.

Dukaz 1ze najit napifklad v [Lukes, 1998, Véta 16.6].

Véta B.2.7 — Eberleinova—Smulyanovova. Necht X je Banachuv prostor. Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvi-
valentni:

e 7 kazdé omezené posloupnosti v {v, }nen C X lze vybrat slabé konvergentni podposloupnost
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e X je reflexivni.

Dukaz 1ze najit napifklad v [Lukes, 1998, Véta 16.9].

Definice B.2.8 — e—sit. Bud X Banachiv prostor. Rekneme, ze neprazdna mnozina A C X je e-sit v X, pravé
tehdy, kdyz systém otevienych kouli {B.(z)| x € A} pokryva X.

Definice B.2.9 — Totalné omezeni mnozina. Rekneme, ze neprazdna mnozina M C X, X Banachuv prostor,
je totalné omezena, pravé kdyz pro kazdé e existuje konecné e-sit, tj.

Ve > 0,3N € N,El{m,;}il\;1 C M tak, ze UY, tvoif e-sit.

Véta B.2.10 — Vztah relativné kompaktnich a totalné omezenych mnozin. Necht X je Banachiv prostor.
Potom je jeji podmnozina Y relativné kompaktni (tj. jeji uzavér je kompaktni mnozina) pravé tehdy, kdyz je YV
totalné omezena.

Dukaz 1ze najit napiiklad v [Lukes, 1998, Odstavec 24.4].

Definice B.2.11 — Spojité vnofeni. Bud X,Y Banachovy prostory. Rekneme, ze X je spojité vnotfen do Y
(znadfme X < Y') pravé tehdy, kdyz

1. XCY

2. identita, jakozto zobrazeni X — Y, je spojité zobrazeni
AC > 0,Vz € X: ||z]ly < C|lz| -

Definice B.2.12 — Kompaktni vnoreni. Bud X,Y Banachovy prostory. Rekneme, 7e X je kompaktné vnoren
do Y (zna¢ime X << Y) pravé tehdy, kdyz

1. X =Y
2. identita, jakoZzto zobrazeni X — Y, je kompaktni zobrazeni (kazd4 omezena podmnozina B C X je v Y totalné
omezena).
Véta B.2.13 — Mazurova véta. Necht X je Banachiv prostor a u, — u v X. Pak existuji posloupnost

{k,} CN, k,, > n pro viechnan € N, a éisla a® >0, n € N, k € {n,...,k,}, takova, Ze pro viechna n € N

B kn
E ak =1 a Wp = E afuy, — u silng v X.

k=n k=n

Dukaz 1ze najit napiiklad v Brezis [1993].

B.3 Spektrum operatort v Hilbertovych prostorech, Fredholmova alter-
nativa

UvaZzujme zobrazeni (operator) A: H — H, kde H je realny Hilbertav prostor. Budeme uvaZovat pouze linearni
operatory, tedy
A(Au + pv) = MNA(u) + pA(v)

pro libovolné u, v € D(A) (definiéni obor A) a libovolné A, u € R. Navic pfedpokladejme, Ze A je omezeny (a tedy
spojity), tj. existuje C' > 0 takové, Ze
[A)|[z < Cllulla

pro viechna u € D(A).

Definice B.3.1 — Rezolventa, spektrum. Necht A: H — H je omezeny linearni operator. Potom rezolventou
A, zna¢ime p(A), nazyvame mnoZinu viech 7 € R takovych, Ze A —nl, kde I: H — H je identita, je prosté a na.
Spektrum operatoru A je mnozina o(A) = R\ p(A).
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Definice B.3.2 — Vlastni hodnota, vlastni funkce, bodové spektrum. Necht A: H — H je omezeny
linearni operator. Cislo \ € o(A) nazveme vlastnim ¢islem operatoru A, jestlize jadro operatoru A — AI nen
trivialni (tedy existuje netrivialni x) € H takové, ze A(xy) = Azy. Takové X, nazyvame vlastni funkci operatoru
A. Sjednoceni viech vlastnich ¢isel operator A se nazyva bodové spektrum operator A, znac¢ime ho o,(A).

Definice B.3.3 — Kompaktni operator. Necht A: H — H je operator. Tento operator se nazyva kompaktni,
jestlize zobrazuje omezené mnoziny na mnoziny relativné kompaktni.

Kompaktni operator tedy zobrazuje omezené posloupnosti v H na relativné komapktni, tedy takové, Ze z nich lze
vybrat konvergentni podposloupnost. Je-li kompatni operator navic linearni, potom je také omezeny (a tedy spojity).

Definice B.3.4 — Adjungovany operator. Necht A: H — H je linearni operator. Adjungovanym operatorem
A*: H — H nazvu takovy operator, ktery pro vSechna u, v € H spliiuje

(Au,v)g = (u, Axv)g.
Véta B.3.5 — Kompaktnost adjungovaného operatoru. Necht linearni operator A: H — H je kompaktni.
Potom je kompaktni téZ k nému adjungovany operator A*: H — H.

Dukaz lze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Definice B.3.6 — Samoadjungovany operator. Operitor A: H — H nazyvame samoadjungovany, jestlize
A= A"

Véta B.3.7 — Fredholmova alternativa. Necht H je Hilberttv prostor a K: H — H je kompaktni linearni
operator. Pak plati

(v) dim N(I — K) = dim N(I — K*)

(i) N(I — K) je koneénédimenzionalni
(ii) R(I — K) je uzavieny
(iii) R(I — K)=N(I — K*)*
(iv) NU-K)={0} & RU-K)=H
)
)

(vi) Spektrum K je nejvySe spocetné a obsahuje 0. Pokud je spektrum nekoneéné, pak 0 je jediny hromadny bod.

Dtikaz lze najit naptiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Véta B.3.8 — Spektrum kompaktniho operatoru. Necht dim H = oo, A: H — H je linearni kompaktni
operétor. Potom

e 0co(A)
e o(A)\ {0} = op(4) \ {0}

e Bud je 0(A) \ {0} kone¢na mnozina, nebo o(A) \ {0} je posloupnost s limitou rovnou 0.

Dukaz 1ze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Véta B.3.9 — Odhad na spektrum. Necht A: H — H je linearni, omezeny, samoadjungovany operator.
Oznacme
m = inf  (Au,u)m, M= sup  (Au,u)py.
u€H;||ullp=1 weH;||ul|p=1

Potom o(A) C [m, M] am, M € o(A).

Dukaz lze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Véta B.3.10 — Spektrum kompaktniho samoajungovaného operatoru. Necht A: H — H je linearni,
kompaktni, samoadjungovany operator, H je separabilni. Potom existuje spocetna ortonormalni béze H tvorena

vlastnimi funkcemi operatoru A.

Dukaz 1ze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].
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