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10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech |

Definice (22 Limita zobrazeni D 11.9.1)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: Py — P2, xo € P je
hromadnym bodem D, a yo € P>. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ ma v bodé xo
limitu yo, jestlize

Ve>030>0  x¢€ Ps(x)ND, = p(x) € Us(y0)-

V takovém pripadé piseme lim,_,,, ¢(x) = yo nebo ¢(x) — yo pro x — xo.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech |

Definice (22 Limita zobrazeni D 11.9.1)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: Py — P2, xo € P je
hromadnym bodem D, a yo € P>. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ ma v bodé xo
limitu yo, jestlize

Ve >030 >0 x € Ps(x0) N D, = p(x) € U=(y0)-
V takovém pripadé piseme lim,_,,, ¢(x) = yo nebo ¢(x) — yo pro x — xo.

Definice (23 Spojitost zobrazeni D 11.9.3)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: Py — P> a xo € D,.
Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je v bodé xo spojité, jestlize

Ve >030 >0 x € Us(xo) N Dy, = p(x) € U=(¢(x0))-



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech Il

Definice (24 Limita a spojitost zobrazeni vzhledem k mnoZiné)

Necht (P1,01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, p: Py — P>, A C Py. Je-li
xo € A", D, NPxo) N A # D pro viechna P(xp), Fikame, Ze zobrazeni ¢ ma
v bodé xg limitu vzhledem k A yy, jestlize

Ve >036 >0 x € ANPs(x) N Dy, = p(x) € Uz(y0)-

Je-li navic xp € D, N A, fikdme, Ze zobrazeni ¢ je v bodé xo spojité vzhledem k
A, jestlize

Ve >036 >0 x € ANUs(x0) N Dy, = ¢(x) € U ((x0)).



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech Ill

Véta (28 Heineho véta V 11.9.10)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: Py — P2, xo € Py je
hromadnym bodem D, a yo € P>. Pak

(i) limx—x ©(x) = yo pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost

{xn} C Dy \ {x0} spliiujici x» — xo plati o(xn) — yo.

(i) limy—, ©(x) existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost
{xn} C Dy \ {x0} spliiujici x, — xo existuje limita posloupnosti {¢(xn)}.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech Ill

Véta (28 Heineho véta V 11.9.10)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: Py — P2, xo € Py je
hromadnym bodem D, a yo € P>. Pak

(i) limx—x ©(x) = yo pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost

{xn} C Dy \ {x0} spliiujici x» — xo plati o(xn) — yo.

(i) limy—, ©(x) existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost
{xn} C Dy \ {x0} spliiujici x, — xo existuje limita posloupnosti {¢(xn)}.

Véta (29 O B-C podmince V 11.9.11)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, (P2, 02) je dplny, . P1 — P>
a xo € Py je hromadnym bodem D,. Pak limy_,, ©(x) existuje pravé tehdy,
kdyZ zobrazeni ¢ spliiuje B-C podminku

(Ve >030 >0 x,y € Ps(x0) N Dy = 02(0(x), p(y)) < €).



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech 1V

Véta (30 O spojitosti slozeného zobrazeni V 11.9.12)

Necht (P1, 01), (P2, 02) a (Ps, 02) jsou metrické prostory, v: PL — P, a

1 Po — Ps. Je-li ¢ spojité v xo € P1 a v spojité v p(x0), pak 1 o ¢ je spojité
V Xp.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech 1V

Véta (30 O spojitosti slozeného zobrazeni V 11.9.12)

Necht (P1, 01), (P2, 02) a (Ps, 02) jsou metrické prostory, ¢: P1 — P, a
1 Po — Ps. Je-li ¢ spojité v xo € P1 a v spojité v p(x0), pak 1 o ¢ je spojité
V Xp.

Véta (31 O limité slozeného zobrazeni V 11.9.13)

Necht (P1, 01), (P2, 02) a (Ps, 02) jsou metrické prostory, p: Py — P»,

Y: P — P3 axg € P1. Necht limy_.., o(x) = yo € P2, limy_y, ¥(y) = 20 € Ps,
Xo je hromadnym bodem Dy, a je splnéna alespori jedna z podminek

(i) existuje prstencové okoli bodu xy, kde vnitini zobrazeni ¢ nenabyva své
limitni hodnoty yo

(ii) vné&jsi zobrazeni 1) je spojité v bod§ yy.

Pak limy_x, (¢ 0 9)(x) = 2.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech V

Véta (32 O vzoru otevfenych mnoZin pfi spojitém zobrazeni 11.9.21)

Mé&jme metrické prostory (Pi, 01) a (P2, 02), ¢: Pr = P> a D, = P1. Pak ¢ je
spojité na Py pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou otevienou mnozinu A C P, je jeji
vzor ¢ (A) otevreny.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech V

Véta (32 O vzoru otevfenych mnoZin pfi spojitém zobrazeni 11.9.21)

Mé&jme metrické prostory (Pi, 01) a (P2, 02), ¢: Pr = P> a D, = P1. Pak ¢ je
spojité na Py pravé tehdy, kdyz pro kaZdou otevrienou mnozZinu A C P, je jeji
vzor ¢ (A) otevreny.

Véta (33 O obrazu kompaktni mnoziny pFi spojitém zobrazeni V 11.9.27)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: P1 — P, D, = P1, AC Py
je kompaktni a o je spojité na A. Pak ¢(A) je kompaktni.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech V

Véta (32 O vzoru otevfenych mnoZin pfi spojitém zobrazeni 11.9.21)

Mé&jme metrické prostory (Pi, 01) a (P2, 02), ¢: Pr = P> a D, = P1. Pak ¢ je
spojité na Py pravé tehdy, kdyz pro kaZdou otevrienou mnozZinu A C P, je jeji
vzor ¢ (A) otevreny.

Véta (33 O obrazu kompaktni mnoziny pFi spojitém zobrazeni V 11.9.27)

Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: P1 — P, D, = P1, AC Py
je kompaktni a o je spojité na A. Pak ¢(A) je kompaktni.

Véta (34 O nabyvéni extrémi spojitou funkci V 11.9.18)

Necht ¢: RN — R, kde oba prostory bereme s obvyklymi metrikami, je spojité
na kompaktni mnoziné A C RV. Pak zde nabyvd svého maxima a minima
(existuji x1,x2 € A tak, Ze maxa ¢ = p(x1) a minap = ¢(x2)).



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech VI

Definice (25 Stejnomérnd spojitost)

Rikdme, ?e zobrazeni : Py — P,, kde (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické
prostory, je stejnomérné spojité na A C Pi, jestlize Ve > 03§ > 0 tak, ze

Vx,y € A o1(x,y) < je 02(p(x), o(y)) < €.



10.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych prostorech VI

Definice (25 Stejnomérnd spojitost)

Rikdme, ?e zobrazeni : Py — P,, kde (P1, 01) a (P2, 02) jsou metrické
prostory, je stejnomérné spojité na A C Pi, jestlize Ve > 03§ > 0 tak, ze
Vx,y € A o1(x,y) < je 02(p(x), o(y)) < €.

Véta (35 Cantorova véta o stejnomérné spojitosti V 11.9.14)

Necht (P1, 01), (P2, 02) jsou metrické prostory, ¢: P1 — P> je spojité na
A C Py (vzhledem k A) a A je kompaktni. Pak je © stejnomérné spojité na A.



