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Opakovani |

Véta (10 O dplnosti trigonometrického systému V 19.3.1)

Necht a € R a | > 0. Pak trigonometricky systém odpovidajici periodé | je
dplny na L*((a,a+1)).



Opakovani |

Véta (10 O dplnosti trigonometrického systému V 19.3.1)

Necht a € R a | > 0. Pak trigonometricky systém odpovidajici periodé | je
dplny na L*((a,a+1)).

Véta (12 Riemann—Lebesgueovo lemma V 19.3.7)
Necht a€ R, | >0af € L'((a,a+1)). Pak

a+l a+/
/ f(x) cos(ﬁx) dx “2$° 0 a / f(x) sin(ZkTﬂx) dx “Z5° 0.

Specidlné ax — 0 a by — 0 pro k — oo.



Opakovani Il

Véta (13 O vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficientd V
19.3.10)

Necht a€ R, />0 aneNU{0}.

(i) Necht f € C"(R), f je I-periodickd, f"™*V) existuje v intervalu (a,a + 1) az
na kone&né mnoho bodii a je po Edstech spojitd na [a,a+ I]. Pak

> " k"(lak| + |by]) < 0.

k=1

Déle F¢, = f na [a,a+ ], fadu F¢ Ize aZ n-krdt derivovat ¢len po élenu,
vysledné Fady konverguji stejnomérné na [a, a + I] k odpovidajicim derivacim
funkce f a jsou jejich Fourierovymi radami.

(ii) Jestlize n € NU {0} splriuje >~ ;2 k"(|ax| + |bk|) < oo, pak trigonometrickd
fada odpovidajici koeficientiim ay, bx konverguje stejnomérné na R, soucet je
I-periodickd C"([a, a + I])-funkce, Fadu Ize aZ n-krdt derivovat &len po éElenu a
vysledné fady konverguji stejnomérné na R k odpovidajicim derivacim souctu
fady a jsou jejich Fourierovymi Fadami.



Opakovani Il

Véta (14 O integrélnim zépisu Fourierovy fady V 19.3.11)

Necht a € R, | >0, f € L*((a,a+ 1)), f je I-periodickd a n € N. Pak pro n-ty
&dstecny soucet Fourierovy rady plati

a+/
Fr.n(x) = / Dn(x — t)f(t)dt naR,

== proz=mlimeZ

Dy(z) := sin(2E (n+1)z ..
(2) %7(. 5“” jinak.



Opakovani IV
Lemma (1 O vlastnostech Dirichletova jadra L 19.3.13)

Nechtac R al> 0.
(i) Dirichletovo jddro je sudé, nekonecné hladké, I-periodické a

a+/
/ Dn(z)dz = 1.

(ii) Jestlize h € L*((a,a+ 1)), pak

[ ersin(%F (n+ 3)2) a2 "o,



Opakovani IV

Lemma (1 O vlastnostech Dirichletova jadra L 19.3.13)

Nechtac R al> 0.
(i) Dirichletovo jddro je sudé, nekonecné hladké, I-periodické a

a+/
/ Dn(z)dz = 1.

(ii) Jestlize h € L*((a,a+ 1)), pak
at! . 27 1 n— 00
/a h(z) sm(T (n+ 5)2) dz =" 0.

Lemma (2 O lokalizaci V 19.3.14)

Necht ac R, I >0, f € L'((a,a+ 1)) a f je I-periodicks. Necht x €R, ACR a
5 €(0,1). Pak

Fe(x) = A = /05 (f(x +2) + f(x — z) — 2A) Dn(2) dz "7 0.



Opakovani V

Véta (15 Diniho kritérium V 19.3.15)
Necht a € R, I >0, f € L*((a,a+ 1)), f je I-periodickd a x € R. Necht existuji
0 >0 aAcR takovd, ze

6 — p—
/ |f(x 4+ z) + f(x — z) — 2A] dz
0 z

konverguje. Pak F¢(x) = A.



Opakovani V

Véta (15 Diniho kritérium V 19.3.15)

Necht a € R, I >0, f € L*((a,a+ 1)), f je I-periodickd a x € R. Necht existuji
0 >0 aAcR takovd, ze

6 — p—
/ |f(x 4+ z) + f(x — z) — 2A] dz
0 z

konverguje. Pak F¢(x) = A.

Lemma (3 O vlivu translace na Fourierovy fady L 19.3.17)

Necht ac R, >0, f € L*((a,a+ 1)), f je I-periodickd a b > 0. PoloZme
g(x) := f(x + b) na R. Pak pro vSechna n € N a x € R plati

Fe.n(x) = Frn(x + b).

Specidlné pokud Fr, = Fr na R, pak F;, =% F; na R.



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému |

Véta (16 O konvergenci Fourierovy fady V 19.3.16)

Necht a € R, | > 0, f je I-periodickd, f' existuje v intervalu (a,a+1) az na
kone&né& mnoho bodi, f a f' jsou po &dstech spojité na [a, a+ I]. Pak pro
vSechna x € R plati

_ fxH) +f(x-)

= 5 .

Pokud je navic f spojitd na jistém intervalu (o, B) C R, pak dokonce plati

Fr(x)

Frn= f na (a+46,8—19)

pro kazdé § € (0, 25%).



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému |l

Véta (17 O integraci Fourierovych fad V 19.3.20)

Necht | > 0, f je |-periodickd a po &dstech spojitd na intervalu (0, ).
Fourierovy koeficienty funkce f znaéme ax a bx. Oznaéme

e [

Pak je g I-periodickd spojita funkce, existuje vlastni g’ viude v (0, 1) aZ na
koneény pocet bodii a je po &dstech spojitd na [0, I]. Déle plati

Fe(x) = % + i (Ak cos(ﬁx) + Bk sin(ﬁx)),
k=1

kde

Ao | = b I b IRED
Zk’ KTk KT ook

pro vdechna k € N. Navic F; , = g na R.



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému IlI

Definice (7 Variace funkce, funkce s kone¢nou variaci D 19.4.1)
Necht [a, b] C R a f: R — R je definovana na [a, b]. Pak veli¢inu

VE(F) = sup > [£(9) = F )]

kde supremum poéitame pFes viechna koneéna déleni intervalu [a, b] vyjadfena
jako a =x0 < x1 < -+ < Xap = b, se nazyva variace funkce f na

intervalu [a, b]. Jestlize V2(f) < oo, fikime, e f ma koneénou variaci na [a, b].
Definujme dale funkci

v(x) == V(f) pro x € [a, b].



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému IlI

Definice (7 Variace funkce, funkce s kone¢nou variaci D 19.4.1)
Necht [a, b] C R a f: R — R je definovana na [a, b]. Pak veli¢inu

VE(F) = sup > [£(9) = F )]

kde supremum poéitame pFes viechna koneéna déleni intervalu [a, b] vyjadfena
jako a =x0 < x1 < -+ < Xap = b, se nazyva variace funkce f na

intervalu [a, b]. Jestlize V2(f) < oo, fikime, e f ma koneénou variaci na [a, b].
Definujme dale funkci

v(x) == V(f) pro x € [a, b].

Definice (8 Absolutné spojita funkce D 19.4.9)

Necht [a,b] C R a f: R — R je definovana na [a, b]. Rekneme, ze funkce f je
absolutné spojitd na [a, b], jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 s nésledujici
vlastnosti. Jestlize n € N a {(aj, bj)}/_1 je soubor po dvou disjunktnich
podintervald intervalu [a, b], pak

> (bj—a) < = Z|f-—fa,)|<a
j=1



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému 1V

Véta (18 O vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficienti
(verze s absolutni spojitosti) V 19.4.18)

Necht a € R, | >0, n € NU {0}, f: R — R je I-periodickd, f € C"(R), f" je
absolutné spojita na [a,a+ 1] a f"Y) € [2((a,a+ 1)). Pak

" Kkl + i) < oo.

k=1

Dile Fs., = f na [a,a+ [], Fadu Ff Ize aZ n-krdt derivovat &len po ¢&lenu,
vysledné fady konverguji stejnomérné na [a, a + I k odpovidajicim derivacim
funkce f a jsou jejich Fourierovymi radami.



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému 1V

Véta (18 O vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficienti
(verze s absolutni spojitosti) V 19.4.18)

Necht a € R, | >0, n € NU {0}, f: R — R je I-periodickd, f € C"(R), f" je
absolutné spojita na [a,a+ 1] a f"Y) € [2((a,a+ 1)). Pak

Z k"(|ak| + |bk|) < 0.

k=1

Dile Fs., = f na [a,a+ [], Fadu Ff Ize aZ n-krdt derivovat &len po ¢&lenu,
vysledné fady konverguji stejnomérné na [a, a + I k odpovidajicim derivacim
funkce f a jsou jejich Fourierovymi radami.

Véta (19 Dirichlet—Jordanovo kritérium V 19.4.21)

Necht a € R, | > 0, f je I-periodickd, f € L*((a,a+ 1)) a f ma konecnou
variaci na [a, 5] C R.

(i) Pak v kazdém bodé x € (v, B) plati Fr(x) = {CRE0),

(it) Je-li navic f spojitd na [, 8], pak pro vsechna ¢ € (0, ﬁ_T“) plati Frn = f
nala+46,8—94].



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému V

Véta (20 Fejérova véta V 19.4.24)

Necht a € R, | > 0, f je |-periodicks funkce a f € L*((a,a+ /).
(i) Pak v kazdém bodé x € R, ve kterém je limita lim,_o "CT =8 konecns,

plati

orn(x) 257 %
(ii) Pokud je navic f spojitd na [, B] C R a v krajnich bodech je spojitd z obou
stran, pak

=i na [a, 8.



