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Opakovani |

Definice (1 Pomocny prostor £P(Q2) a veli¢ina NV, D 16.1.1)
Necht p € [1,00) a Q C RY je méitelna. Pak L£P(Q) oznaluje mnozinu véech
mé¥itelnych numerickych funkci na Q, pro které plati

1
Noy(f) = (/ |f\”dx)p < .
Q
Déle £°°(Q2) oznaluje mnoZinu véech méfitelnych numerickych funkci na €,

pro které plati

Noo(f) = esssupq |f| := Plr&fQ sup |f] < oo.
An(P)=0

Veli¢ina esssup se nazyva esencidlni supremum.
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Definice (1 Pomocny prostor £P(Q2) a veli¢ina NV, D 16.1.1)

Necht p € [1,00) a Q C RY je méitelna. Pak L£P(Q) oznaluje mnozinu véech
mé¥itelnych numerickych funkci na Q, pro které plati

No(F) = (/Q|f\”dx)% < 0.

Déle £°°(Q2) oznaluje mnoZinu véech méfitelnych numerickych funkci na €,
pro které plati

Noo(f) = esssupq |f| := Plrg; sup |f] < oo.
An(P)=0

Veli¢ina esssup se nazyva esencidlni supremum.

Definice (2 Lebesgueiv prostor LP(Q2) D 16.1.5)

Necht p € [1,00] a Q C RY je méfitelnd. Pak Lebesgueiiv prostor LP(Q) je
mnozina vSech tfid ekvivalence (vzhledem k rovnosti funkci skoro viude) na

LP(Q).



Opakovani Il

Lemma (1)

MnozZiny LP(2), 1 < p < oo, jsou vektorové prostory s obvyklymi operacemi
s¢itani funkci a ndsobeni funkci redlnymi & komplexnimi Cisly.
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Lemma (1)
MnozZiny LP(2), 1 < p < oo, jsou vektorové prostory s obvyklymi operacemi
s¢itani funkci a ndsobeni funkci redlnymi & komplexnimi Cisly.

Lemma (2 Holderova nerovnost V 16.2.1)
Necht p, q € [1, 0], % + % =1 (s konvenci L =0) a Q C R je méiteln.
Jestlize f € LP(Q) a g € L9(Q), pak fg € L}(Q) a

/ﬂ | dx < || Flluoqey €]l oo,

kde [|f|.o0) = Np(f)-
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Lemma (1)
MnozZiny LP(2), 1 < p < oo, jsou vektorové prostory s obvyklymi operacemi
s¢itani funkci a ndsobeni funkci redlnymi & komplexnimi Cisly.

Lemma (2 Holderova nerovnost V 16.2.1)
Necht p, q € [1, 0], % + % =1 (s konvenci L =0) a Q C R je méiteln.
Jestlize f € LP(Q) a g € L9(Q), pak fg € L}(Q) a

/Q | dx < || Flluoqey €]l oo,
kde [|Fllur(a) = Ny(F).

Véta (1 Lebesgueovy prostory jsou linedrni normované)
Vektorovy prostor LP(Q2), kde Q je méfitelnd, jsou normované linedrni prostory,
pricemz

[flle 1<p<oo

jsou normy na téchto prostorech.



15.2 Husté podmnoziny v LP(Q2). Separabilita Lebesgueovych prostori |

Definice (3 Nosi¢ funkce D 16.4.1)

Necht (X, g) je metricky prostor a f: X — R je funkce. Nosi¢em funkce f
nazyvame (uzavienou) mnoZinu

supp f := {x € Dr: f(x) # 0}.
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Definice (3 Nosi¢ funkce D 16.4.1)

Necht (X, g) je metricky prostor a f: X — R je funkce. Nosi¢em funkce f
nazyvame (uzavienou) mnoZinu

supp f := {x € Dr: f(x) # 0}.

Lemma (4 L 16.4.2)

Necht (M, o) je metricky prostor a My C M, C M. Jestlize My je hustd v M> a
M, husta v M, pak M je husta v M.



15.2 Husté podmnoziny v LP(2). Separabilita Lebesgueovych prostort |l

Véta (4 O hustych podmnozindch LP(Q2) V 16.4.3)

Necht Q C R" je méfitelnd a p € [1,00). Pak v LP(Q) jsou husté ndsledujici
mnozZiny:

(i) mnoZina vsech funkci z LP(Q2), které jsou omezené

(if) mnoZina vsech funkci z LP(QQ), jejichZ nosi¢ je omezenou podmnoZinou Q
(iii) mnozZina viech omezenych funkci z LP(S2), jejichZ nosi¢ je omezenou
podmnoZinou

(iv) mnoZina véech méfitelnych jednoduchych funkci s omezenym nosi¢em
(v) mnozina véech méfitelnych jednoduchych funkci s omezenym nosi¢em,
které nabyvaji jen racionadlnich hodnot

(vi) mnoZina viech méfitelnych jednoduchych funkci s omezenym nosi¢em,
které nabyvaji jen racionadlnich hodnot a droviiové mnoZiny pro nenulové
hodnoty jsou po dvou disjunktni otevrené intervaly s raciondlnimi souradnicemi
vrcholii

(vii) mnoZina spojitych funkci s kompaktnim nosicem (znaci se Co(RV))
(viii) je-Ii Q navic otevrend, jsou husté také nekoneénékrat diferencovatelné
funkce s kompaktnim nosi¢em obsaZzenym v Q (zna&i se D(Q)).



15.2 Husté podmnoziny v LP(2). Separabilita Lebesgueovych prostor Il

Dasledek (1 Separabilita Lebesgueovych prostorti Ds 16.4.4)
Necht Q C RY je méfitelnd a p € [1,00). Pak je LP() separabilni.



15.3 Konvoluéni zhlazovéani a alternativni dikaz separability Lebesgueovych
prostort |

Definice (4 Regularizator D 16.5.1)

Funkce w: RY — R se nazyva regularizdtor jestlize spliiuje
(i) w € D(RY) B

(ii) w > 0 a suppw = B1(0)

(iii) w je radidlné symetricka

(iv) fsl(o) wdx = 1.
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Definice (4 Regularizator D 16.5.1)

Funkce w: RV — R se nazyvé regularizdtor jestlize spliiuje
(i) w € D(RY) B

(ii) w > 0 a suppw = B1(0)

(iii) w je radialné symetricka

(iv) fBl(O) wdx = 1.

Definice (5 Zhlazeni funkce D 16.5.4)

Necht f € Li,.(R"), w je regularizator na R" a k € N. Pak zhlazenim funkce f
nazyvame funkci

W) = Y [ wlklx = )F(y) dy.



15.3 Konvoluéni zhlazovéani a alternativni dikaz separability Lebesgueovych
prostort |l

Véta (5 Spojitost v priméru V 16.6.1)

Necht'1 < p < oo, Q je lebesgueovsky méfitelnd a f € LP(Q). Potom pro
vechna € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro véechnah € RV, |h| < § je

/ F(x + ) — F() dx < <,
Q

kde f oznacuje funkci, kterd je na Q rovna f a vné Q je nulova.



15.3 Konvoluéni zhlazovéani a alternativni dikaz separability Lebesgueovych
prostort |l

Véta (5 Spojitost v priméru V 16.6.1)
Necht'1 < p < oo, Q je lebesgueovsky méfitelnd a f € LP(Q). Potom pro

/ [F(x +h) — f(x)|P dx < &P,
Q
kde f oznacuje funkci, kterd je na Q rovna f a vné Q je nulova.

Véta (6 O Lebesgueovych bodech V 16.5.13)

Necht f € L1 (R"). Pak skoro viechny body v R" jsou body Lebesgueovymi,
tedy pro s.v. x € RV plati

1 —
0SB o, ) Iy =0,

tedy téz
1
Jim S B o) wB.0) f(y) dy = f(x).



15.2 Konvoluéni zhlazovédni a alternativni dikaz separability Lebesgueovych
prostora Il

Véta (7 O vlastnostech zhlazeni funkce V 16.5.6)

Necht f € L, (R"), k € N a fi je zhlazeni funkce f. Pak

(i) f € C=(RY)

(i) fi = f skoro viude na RV

(iii) jestlize f € LP(R") pro p € [1, 0], pak ||fll» < |Ifll»

(iv) jestlize f € LP(R) pro p € [1,00), pak fi — f v LP(RY)

(v) jestlize f € C(R) pro Q C RY otevienou, pak fu = f na kaZdém kompaktu
K cC Q.
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(i) f € C=(RY)
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Véta (8 Hustota hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em Pozn. 16.5.16)
Necht Q C R" je oteviend. Je-li f € LP(Q), 1 < p < 0o, potom existuje
{f} C G5°(Q) tak, Ze

fo = f in LP(Q).



16 Klasicka teorie kfivkového a plosného integralu
16.1 Klasicka teorie krivkového integralu
16.1.1 K¥ivky v RN |

Definice (1 Kfivky D 17.1.2)

Necht I C R je interval. Kfivkou tfidy C* v R" nazyvdme zobrazeni

@ € CH(I;RN) (v p¥ipadé, e v I lezi n&ktery z jeho krajnich bodii, jako obvykle
v ném uvazujeme jen jednostrannou derivaci, kterd musi byt vlastni). Kfivkou
po &dstech tridy C* v RN nazyvame zobrazeni ¢: | — RV, pro které existuje

n €N aintervaly h,..., I, takové, ze |, j € {1,...,n}, jsou kfivky tfidy ct,
| = UJ'.’:1 I;, vnitrky téchto intervald jsou disjunktni a sousedni intervaly

obsahuji pfislugny délici bod. Je-li ¢ kfivkou po &astech t¥idy C* v RV, ¥ikame,
Ze je regularni, jestlize plati

@'(t) = (1(t), @a(t), ..., on(t)) #0  nal

(v p¥ipadé krajnich bodi a vyse citovanych délicich bodt bereme jen
jednostranné derivace).

Mnozina (p) := () se nazyva geometricky obraz kfivky . Pokud existuje
¢'(t) (tentokrat uz jako oboustranna derivace), pak se tento vektor nazyva
te¢ny vektor ke kfivce @ v bodé (t) a 7(t) := % (pokud ¢'(t) existuje a je
netrivialni) se nazyva jednotkovy te¢ny vektor.
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Definice (2 Jednoduchd a uzavrena kfivka D 17.1.4)

Necht I C R je interval a ¢ € C(I;R") je k¥ivka. Rekneme, %e ¢ je jednoduchs,
jestlize plati alespon jedna z podminek

(i) ¢ je prosta na /

(i) 1 =[a, b] a ¢ je prostd na [a, b) a na (a, b]

a ¢! je spojitd na obrazu intervalu (a, b).

Rekneme, Ze ¢ je uzaviend, jestlize | = [a, b] a @(a) = p(b). Rekneme, Ze ¢ je
Jordanova krivka, jestlize je jednoducha a uzavrena.
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Definice (3 Soucet kfivek, kfivka opa¢na D 17.1.7)

Necht (¢, /) a (,J) jsou k¥ivky v RY. Necht —oco < a1 < by < o0,

—00 < a < by < 00, | = (a1, b1], nebo | = [a1, b1], J = [a2, b2) nebo

J = [az, b] a p(b1) = 1p(a2). Pak definujeme soucet kfivek ¢ @ 1 predpisem

o(t) prot el

(‘p®¢)(t)_{¢(tb1+32) prOtEK\Ia

kde interval K je dan vzorcem K = [ U (J — a» + b1) (interval J jsme posunuli,
aby navazoval na /, tedy J — a + b1 = [b1, bo — a2 + b1) respektive

J—ay+ b1 = [b1, by — a2 + b1]).

Opacénou krivkou ke k¥ivce (¢, I) nazyvame k¥ivku (S¢, —1) danou predpisem

Op(t) = (—t) prote —I.



