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Opakování I

Definice (1 Prostor Sp(RN) D 24.1.1)
Nechť p ∈ N ∪ {0}. Pro každé ϕ ∈ S(RN) definujme jeho normu

‖ϕ‖Sp(RN ) := sup
x∈RN

α∈(N∪{0})N ,|α|≤p

(1 + |x |2)p|Dαϕ(x)|.

Dále definujme množinu
Sp(RN) := S(RN),

kde uzávěr bereme v prostoru C p(RN) vzhledem k normě ϕ 7→ ‖ϕ‖Sp(RN ). Navíc
pro {ϕk}∞k=1 ⊂ Sp(RN) zavádíme na prostoru Sp(RN) konvergenci

ϕk
Sp(RN )→ 0 def⇐⇒ ‖ϕk‖Sp(RN ) → 0

a

ϕk
Sp(RN )→ ϕ

def⇐⇒ ϕk − ϕ
Sp(RN )→ 0.



Opakování II

Tvrzení (1 O charakterizaci prostorů Sp(RN) T 24.1.3)
Pro každé p ∈ N ∪ {0} platí

Sp(RN) = {ϕ ∈ C p(RN) : (1 + |x |2)pDαϕ(x)
|x|→∞→ 0 kdykoliv |α| ≤ p}.

Dále platí
S(RN) =

⋂
p∈N∪{0}

Sp(RN).

Definice (2 Třída pomalu rostoucích funkcí D 24.1.4)
Množinu ΘM definujeme jako množinu všech funkcí a ∈ C∞(RN) takových, že
pro každé α ∈ (N ∪ {0})N existují mα ∈ N ∪ {0} a cα > 0 takové, že

|Dαa(x)| ≤ cα(1 + |x |2)mα .

Lemma (1 L 24.1.5)
Nechť a ∈ ΘM . Pak operace ϕ 7→ aϕ spojitě zobrazuje S(RN) do S(RN).
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Opakování III
Definice (3 Temperované distribuce D 24.1.6)
Prostorem temperovaných distribucí S ′(RN) nazýváme množinu všech spojitých
lineárních funkcionálů nad S(RN), kde spojitost funkcionálu T chápeme tak, že

ϕk
S(RN )→ 0 implikuje 〈T , ϕk〉 → 0. Dále definujeme

Tk ⇀
∗ T v S ′(RN)

def⇐⇒ 〈Tk , ϕ〉 → 〈T , ϕ〉 pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Analogicky pro všechna p ∈ N ∪ {0} zavádíme (Sp(RN))′ (často se též značí
S−p(RN)) jako množinu spojitých lineárních funkcionálů nad Sp(RN). Navíc pro
tyto funkcionály zavádíme

||T ||S−p(RN ) := sup
ϕ∈Sp(RN ),‖ϕ‖Sp (RN )

≤1
|〈T , ϕ〉|.

Lemma (2 L 24.1.8)
Nechť {Tk}∞k=1 ⊂ S ′(RN) a platí

sup
k∈N
|〈Tk , ϕ〉| <∞ pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Jestliže {ϕk}∞k=1 ⊂ S(RN) a ϕk
S(RN )→ 0, pak

〈Tk , ϕk〉
k→∞→ 0.
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Opakování IV

Věta (1 O charakterizaci slabé∗ konvergence temperovaných distribucí V
24.1.9)
Nechť {Tk}∞k=1 ⊂ S ′(RN) je taková posloupnost, že pro každé ϕ ∈ S(RN) má
číselná posloupnost {〈Tk , ϕ〉}∞k=1 vlastní limitu pro k →∞. Pak funkcionál T
definovaný předpisem

〈T , ϕ〉 := lim
k→∞
〈Tk , ϕ〉 pro všechna ϕ ∈ S(RN)

splňuje T ∈ S ′(RN) a Tk ⇀
∗ T v S ′(RN).

Věta (2 O omezené posloupnosti temperovaných distribucí V 24.1.10)
Nechť posloupnost temperovaných distribucí {Tk}∞k=1 ⊂ S ′(RN) splňuje

sup
k∈N
|〈Tk , ϕ〉| <∞ pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Pak existují C > 0 a m ∈ N ∪ {0} taková, že

sup
k∈N
|〈Tk , ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖Sm(RN ) pro všechna ϕ ∈ S(RN).
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Opakování V

Důsledek (1 Důsl. 24.1.11)
Pro každou temperovanou distribuci T ∈ S ′(RN) existují C > 0 a m ∈ N ∪ {0}
taková, že

|〈T , ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖Sm(RN ) pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Navíc lze v takovém případě uvedenou distribuci prodloužit na prvek S−m(RN).

Důsledek (2 Důsl. 24.1.13)
Nechť {Tk}∞k=1 ⊂ S ′(RN) je posloupnost temperovaných distribucí taková, že
Tk ⇀

∗ T v S ′(RN) pro jisté T ∈ S ′(RN). Pak existuje m ∈ N ∪ {0} takové, že
distribuce {Tk}∞k=1 a T je možné rozšířit na prvky S−m(RN) a pro rozšířené
distribuce platí

Tk ⇀
∗ T v S−m(RN).



Opakování V
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23.1 Prostor temperovaných distribucí I

Definice (4 Operace s temperovanými distribucemi D 24.1.15)
Nechť T ∈ S ′(RN). Pro libovolné α ∈ (N ∪ {0})N definujeme DαT ∈ S ′(RN)
předpisem

〈DαT , ϕ〉 := (−1)|α|〈T ,Dαϕ〉 pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Je-li A ∈ RN×N regulární matice a b ∈ RN vektor, pak definujeme

〈T (Ay + b), ϕ〉 :=
〈
T ,

ϕ(A−1(x − b))

| det A|

〉
pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Jestliže a ∈ ΘM , pak definujeme aT ∈ S ′(RN) předpisem

〈aT , ϕ〉 := 〈T , aϕ〉 pro všechna ϕ ∈ S(RN).



23.2 Fourierova transformace temperovaných distribucí I

Definice (5 Fourierova transformace temperovaných distribucí D 24.2.1)
Nechť T ∈ S ′(RN). Pak temperované distribuce F(T ) a F−1(T ) zavádíme
pomocí předpisů

〈F(T ), ϕ〉 := 〈T ,F(ϕ)〉 pro všechna ϕ ∈ S(RN)

a
〈F−1(T ), ϕ〉 := 〈T ,F−1(ϕ)〉 pro všechna ϕ ∈ S(RN).

Věta (3 O spojitosti Fourierovy transformace V 24.2.3)
Fourierova transformace a inverzní Fourierova transformace jsou spojitá
zobrazení z S ′(RN) na S ′(RN), která jsou vzájemně inverzní.

Věta (4 O vztahu Fourierovy transformace a distributivní derivace V
24.2.7)
Nechť T ∈ S ′(RN) a α ∈ (N ∪ {0})N . Pak

DαF(T ) = F((−i2πx)αT ) a F(DαT ) = (i2πξ)αF(T ).
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23.3 Konvoluce distribucí a temperovaných distribucí. Fourierova
transformace distribucí
23.3.1 Tenzorový součin dvojice distribucí a temperovaných distribucí I

Definice (6 Tenzorový součin distribucí D 24.3.1)
Nechť Ω1 ⊂ RN a Ω2 ⊂ RM jsou otevřené množiny, T ∈ D′(Ω1) a G ∈ D′(Ω2).
Pak definujeme tenzorový součin distribucí T a G předpisy

〈T (x)⊗ G(y), ϕ(x , y)〉 := 〈T (x), 〈G(y), ϕ(x , y)〉〉

a
〈G(y)⊗ T (x), ϕ(x , y)〉 := 〈G(y), 〈T (x), ϕ(x , y)〉〉

pro všechna ϕ ∈ D(Ω1 × Ω2).



23.3.1 Tenzorový součin dvojice distribucí a temperovaných distribucí II

Lemma (3 L 24.3.2)
Nechť Ω1 ⊂ RN a Ω2 ⊂ RM jsou otevřené množiny, Ω′ ⊂⊂ Ω1 × Ω2 je otevřená
množina a G ∈ D′(Ω2). Pak existují otevřená množina Ω̃1 ⊂⊂ Ω1 a čísla
C > 0, m ∈ N ∪ {0} s následující vlastností:
jestliže ϕ ∈ D(Ω′) a α ∈ (N ∪ {0})N , pak funkce ψ: x 7→ 〈G(y), ϕ(x , y)〉
splňuje

ψ ∈ D(Ω̃1),

Dαψ(x) = 〈G(y),Dα
x ϕ(x , y)〉 pro všechna x ∈ Ω̃1

a
|Dαψ(x)| ≤ C max

(s,y)∈Ω′

β∈(N∪{0})M

|β|≤m

|Dα
x D

β
y ϕ(s, y)| pro všechna x ∈ Ω̃1.

Navíc je operace ϕ(x , y) 7→ ψ(x) lineární a spojitá z D(Ω1 × Ω2) do D(Ω1).



23.3.1 Tenzorový součin dvojice distribucí a temperovaných distribucí III

Lemma (4 L 24.3.3)
Nechť ϕ ∈ D(Ω1 × Ω2), kde Ω1 ⊂ RN a Ω2 ⊂ RM jsou otevřené množiny.
Potom existuje posloupnost {ϕk}∞k=1 ⊂ D(Ω1 × Ω2) taková, že

ϕk(x , y) =

nk∑
i=1

ui
k(x)v i

k(y) pro všechna k ∈ N,

kde {nk}∞k=1 ⊂ N a pro každé k ∈ N a i ∈ {1, . . . , nk} platí ui
k ∈ D(Ω1),

v i
k ∈ D(Ω2), a

ϕk → ϕ v D(Ω1 × Ω2).

Věta (5 O vlastnostech tenzorového součinu distribucí V 24.3.4)
Nechť Ω1 ⊂ RN , Ω2 ⊂ RM a Ω3 ⊂ RL jsou otevřené množiny a T ∈ D′(Ω1),
G ∈ D′(Ω2) a H ∈ D′(Ω3). Pak
(i) T ⊗ G = G ⊗ T (tenzorový součin je komutativní)
(ii) (T ⊗ G)⊗ H = T ⊗ (G ⊗ H) (tenzorový součin je asociativní)
(iii) supp(T ⊗ G) = suppT × suppG .
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