Otézky ke zkousce Uvod do PDR &k. rok 2024/25

. a) Definujte linearni PDR 1. fadu a jeji feSeni, odpovidajici charakte-
risticky systém a charakteristiky. Formulujte a dokazte Vétu o charak-
terizaci Teseni linearni PDR 1. fadu.

b) Definujte fundamentalni feseni Poissonovy rovnice. Formulujte a do-
kazte Vétu o trech potencidlech.

. a) Definujte pojem zavislé funkce na mnoziné a formulujte Jacobiho
vétu o zavislosti funkci. Formulujte a dokazte Vétu o zavislosti N feseni
(pro linedrni homogenni PDR 1. fadu).

b) Vysvétlete Duhamelav princip pro pfipad vlnové rovnice. Ukazte,
jak lze takto ziskat feSeni Cauchyovy tlohy pro vlnovou rovnici. Ukazte
specialné, jak vypada tvar Teseni této tlohy alespon pro jednu a dvé
prostorové dimenze.

. a) Definujte pojmy linedrni PDR 1. fadu a jeji feSeni, zavislost funkei
na mnoziné a fundamentalni systém. Formulujte a dokazte Vétu o ma-
ximalnim poc¢tu nezavislych feSeni (pro linedrni homogenni PDR 1.
radu).

b) Formulujte vnitini a vnéjsi Dirichletovu tlohu pro Poissonovu rov-
nici. Formulujte a dokazte véty o jednoznacnosti jejich feseni.

. a) Definujte zavislost funkci na mnoziné a fundamentalni systém. For-
mulujte a dokazte Vétu o redukci.

b) Formulujte okrajové tlohy (Dirichletova, Neumannova) pro vlnovou
rovnici. Za vhodnych dodatec¢nych predpokladti dokazte vétu o ,,jedno-
znacnosti feseni“ téchto okrajovych tloh.

. a) Definujte kvazilinedrni PDR 1. ¥adu, jeji FeSeni a odpovidajici cha-
rakteristicky systém a charakteristiku. Formulujte a dokazte Vétu o
charakterizaci feseni kvazilinearni rovnice.

b) Formulujte a dokazte Vétu o konecné rychlosti Sifeni signalu pro
vlnovou rovnici. Porovnejte toto s vlastnostmi feseni rovnice vedeni
tepla.

. a) Definujte kvazilinedrni PDR 1. fadu a jeji feSeni. Formulujte a do-
kazte Vétu o postacujici podmince pro feSeni kvazilinearni rovnice.

b) Napiste tvar feseni Cauchyovy ulohy pro vlnovou rovnici s nulovou
pravou stranou ve tfech prostorovych dimenzich. Metodou sestupu do



10.

11.

12.

nizsi dimenze ukazte, jak vypada feseni této tlohy ve dvou prostoro-
vych dimenzich.

. a) Definujte kvazilinedrni PDR 1. fadu a jeji feSeni. Formulujte a do-

kazte Vétu o nalezeni vSech TesSeni kvazilinedrni rovnice.
b) Formulujte Dirichletovu a Neumannovu tulohu pro rovnici vedeni
tepla na polopfimce (jedna prostorova dimenze). Formulujte, jak zis-
kate feseni pomoci feseni na celém prostoru, a dokazte.

. a) Definujte linedrni PDR 2. fadu a jeji FeSeni. Definujte klasifikaci

rovnic 2. fddu v bodé a na mnoziné. Vysvétlete, jak urcite typ rovnice
v bodé pomoci prevedeni na kanonicky tvar.

b) Definujte fundamentalni feSeni Poissonovy rovnice. Formulujte a
dokazte Vétu o feseni Poissonovy rovnice na R”.

. a) Definujte fundamentélni feSeni rovnice vedeni tepla. DokaZte vztah

pro feseni rovnice vedeni tepla pro nulovou pravou stranu.

b) Formulujte Vétu o tfech potenciadlech. Ukazte, Ze kazda harmonicka
funkce na omezené mnoziné je hladkd (C*). Definujte potencidly a
ukazte, ze potencial jednoduché vrstvy a dvojvrstvy jsou harmonické
funkce na omezené mnoziné.

a) Vysvétlete Duhameliv princip pro rovnici vedeni tepla. Dokazte
Vétu o feSeni (Cauchyovy tlohy) pro rovnici vedeni tepla s netrivi-
alni pravou stranou.

b) Definujte harmonické funkce a harmonické funkce s kontrolovanych
ristem. Formulujte a dokazte Vétu o stiedni hodnoté pro harmonické
funkce.

a) Definujte tepelnou kouli. Dokazte Vétu o st¥edni hodnoté pro rovnici
vedeni tepla.

b) Formulujte Dirichletovu tlohu pro Laplaceovu rovnici, vysvétlete
zavedeni Greenovy funkce a naznacte jeji odvozeni pro poloprostor.

a) Formulujte a dokazte Vétu o principu maxima pro rovnici vedeni
tepla.

b) Formulujte vnitini a vnéjsi Neumannovu tlohu pro Poissonovu rov-
nici. Formulujte a dokazte nutnou podminku existence feseni pro vni-
tfni Neumannovu tlohu. Formulujte a dokazte véty o ,,jednoznacnosti
feSeni pro dané ulohy.
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a) Formulujte a dokazte Vétu o principu maxima pro Cauchyovu tlohu
pro rovnici vedeni tepla. Okomentujte dodate¢nou podminku na rist
feseni v nekonec¢nu. Dokazte Vétu o jednoznacnosti feSeni Dirichletovy
ulohy pro rovnici vedeni tepla.

b) Formulujte a dokazte Liouvilleovu vétu pro harmonické funkce a
Vétu o limitnim chovani harmonickych funkei s kontrolovanym rtistem.

a) Formulujte okrajovou ulohu (Dirichletovu, Neumannovu a Robi-
novu/Newtonovu) pro rovnici vedeni tepla. Dokazte existenci nejvyse
jednoho feseni pro Dirichletovu tlohu.

b) Definujte objemovy potencidl a fundamentalni feSeni Poissonovy
rovnice. Formulujte a dokazte Vétu o objemovém potenciadlu. Vysvét-
lete aplikaci této véty pro feSeni okrajovych tiloh pro Poissonovu rov-
nici.

a) Formulujte okrajovou ulohu (Dirichletovu, Neumannovu a Robi-
novu/Newtonovu) pro rovnici vedeni tepla. DokaZzte existenci nejvyse
jednoho Feseni pro Neumannovu a Robinovu/Newtonovu tlohu.
b) Formulujte Vétu o stfedni hodnoté pro harmonické funkce. Formu-
lujte a dokazte Vétu o principu maxima pro harmonické funkce.

a) Formulujte Cauchyovu tlohu pro vlnovou rovnici. Naleznéte tvar
feSeni (pro nulovou pravou stranu) v jedné prostorové dimenzi. Formu-
lujte a dokazte lemma o feSeni Euler-Darboux—Poissonovy rovnice.

b) Formulujte Dirichletovu tlohu pro Laplaceovu rovnici. Vysvétlete
pojem Greenova funkce. Naleznéte tvar feSeni Dirichletovy tlohy na
vnittku koule (tj. naleznéte Greenovu funkei na vnitiku koule).

a) Formulujte a dokazte lemma o feSeni Euler-Darboux—Poissonové
rovnice. Naleznéte tvar feseni Cauchyovy tlohy pro vinovou rovnici ve
tfech prostorovych dimenzich.

b) Formulujte a dokazte Vétu o feSeni Dirichletovy tlohu pro Lapla-
ceovu rovnici na kouli.



