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1 Sylabus z pripravy akreditace 2017

Uvod do parcialnich diferencialnich rovnic — typicky sylabus

1. Zakladni informace o PDR (2 prednasky)
Notace. Riizné typy PDR. Klasifikace PDR 2. fadu ve 2D a v Rn. Rovnice matematické fyziky.
Pocatecni a okrajové podminky. Cauchyova tiloha. Klasické feSeni. Korektnost tilohy.

2. Cauchyova uloha pro kvazilinearni PDR 1. radu (1 prednaska)
Charakteristiky. Konstrukce a vlastnosti feSeni ve specialnich ptipadech.

3. Vlnova rovnice (4 prednasky)

Reseni Cauchyovy tilohy a smiSené dlohy pro rovnici struny metodou charakteristik. Fourierova
metoda pro rovnici struny. Integrél energie. Metoda sférickych priimérti a metoda sestupu pro
vlnovou rovnici v Rn.

4. Parabolické rovnice (2 prednasky)
Princip maxima pro parabolické rovnice na omezené prostorové oblasti, apriorni odhad. Re$eni
Cauchyovy ulohy pro rovnici vedeni tepla pomoci Skalovani, princip maxima. Reseni
smiSené ulohy pro rovnici vedeni tepla Fourierovou metodou.

5. Eliptické rovnice (4 prednasek)
Princip maxima pro eliptické dlohy. Okrajové tlohy pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici.
Véta o trech potecidlech. Greenova funkce. Poissontiv vzorec pro feSeni Dirichletovy tlohy pro
Laplaceovu rovnici na kouli. Harmonické funkce. Existence feSeni Dirichletovy tlohy pro
Laplaceovu rovnici.

6. Pokud zbyde cas:
ReSeni rovnic pomoci Fourierovy transformace v LAL.

Anotace:

Zakladni informace o PDR - motivace, typy PDR, typy tloh a jejich klasicka feSeni (2)
Cauchyova tloha pro kvazilinearni PDR 1. fadu - existence a vlastnosti feSeni(1)
VInova rovnice - klasické feSeni, jeho vlastnosti (4)

Parabolické rovnice - klasické feSeni a jeho vlastnosti, princip maxima (2)

Eliptické rovnice - klasické feSeni a jeho vlastnosti, princip maxima (4)

Literatura:

L. C. Evans: Partial Differential Equations, AMS 1999
M. Renardy, R. C. Rogers: An introduction to partial differential equations, Springer 1993



2 Prednaska Posledni zména: 17.01.2024 11:14:55

Prednaska a skript vznikaji hlavné s vyuzitim skriptu M. Rokyty z roku 2011. Velké ¢éasti jsou doslovné piejaty.

Nekteré ¢asti jsem nestihl zcela odprednést, ale je dobré je v celém textu pro tplnost mit. Jsou uvedeny Sedé jako
tento odstavec.

1 Zakladni informace o PDR

Notace. Rovnice matematické fyziky. Pocatec¢ni a okrajové podminky. Cauchyova tloha. Klasické
feSeni. Korektnost dlohy.

Uvod Uvodni povidani o parcialnich diferencialnich rovnicich (PDR). PDR pouzivame k popisu jevi, které
pozorujeme v realném svété. Tyto jevy muzou byt velice odlisného charakteru, naptiklad Sifeni vin v néjakém
prostiedi, rozlozeni teploty v daném télese, pohyb aut po dalnici, tani ledu. Ned& se ¢ekat, ze bude existovat
jednotna teorie pro PDR. Je také mozné vymyslet spoustu prikladi PDR, které pravdépodobné nic nepopisuji. Pri
vybéru rovnic, kterymi se budeme zabyvat, je potfeba dobfe zvazit, zda jejich studium mé smysl. Dobré kriterium
je, jestli dané rovnice ma né&jaké vyuziti, napriklad ve fyzice, biologii, prirodovédé, ekonomii. . .

Ke studiu PDR vyuzijeme vétsinu znalosti, které jsme dosud ziskali. Specidlné budeme aplikovat vysledky z Ma-
tematické analyzy, Teorie miry, Geometrie, Linearn{ algebry, Funkcionalni analyzy.

Parcialni diferencialni rovnice, notace Nejprve se seznamime se zakladnim znacenim, které budeme pouzivat
v celém uéebnim textu. Bud Q € R™, m € N, oteviena mnozina, u : £ — R realna funkce. V bodech x € €, ve
kterych existuji prislusné derivace vlastni, oznaéimeﬂ

ou
2. = Uy; = Opu = Oju, parcialni derivace funkce u podle proménné z; ,
Zj
ou ou
Vu = Du := (Tm”%) gradient u.
Formalné lze psat
( 0 0 ) stor ,nabla
==y .., =— operator ,nabla“,
axl Y 6l‘d ) p )

symbol , V* je tedy mozné chépat jako zobrazeni, které diferencovatelné funkci u prirfadi vektorovou funkei Vu.

Pro Vektorovo funkci f : G C R™ — R®, G oteviena mnozina, f := (fl,...,fs)T, fi: G—=R, j=1,....d,
znaime (opét - a takto tomu bude i ve zbytku tohoto paragrafu — v bodech = € G, ve kterych existuji prislusné
derivace vlastni):

Vf = (Vf1,...,VfS)T7

tedy ,gradient vektorové funkce uvazujeme po slozkach®.

Prof: G C R™ — R™, G oteviena mnoZina (ano, dimenze prostorti, ze kterého a do kterého f zobrazuje, je tataz),
znacime dale:

0 :
divf := fj = operator ,,divergence”.
a 7 b
Tj
17Zapisem A := B, piipadné B =: A, budeme rozumét, ze A je definovano pomoci B. Naprotitomu symbol ,,=*“ bude mit vyznam

ztotoznéni nebo ekvivalence, pripadné identické rovnosti, nikoli definice.

2Vektorovou funkci budeme nékdy téz znacit polotuéns, f = (fi,...,fs)T, nebo pomoci symbolu vektoru, f = (fi,..., f)7,
Casto vSak budeme symbol vektoru vynechévat, bude-li situace jasna z kontextu. Symbolem (...)7 zde jako obvykle oznatujeme
transponovany (tj. ,,sloupeckovy“) vektor.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kaplicky/pages/pages/2021z/sources/rokyta-PDR1-20110114.pdf

Poznamka. Pro f : G C R™ — R™ je tedy potfeba rozliSovat mezi Vf (vektorovy gradient) a V - f (divergence
f chapané jako formalni skaldrni soucin operatoru nabla a vektoru f )E| Zatimco VT je (Jacobiho) matice prvnich
derivaci f, rozméru m x m, je divf = V - f jeji stopa, tedy, v pravé zavedeném znacend,

V- f=Tr (VE).
Prou:Q C R? = R, resp. f: G C R™ — R® definujeme (se stejnymi konvencemi jako vyse)
Au=S ==,  Af:=(Af1,...,AF),

tzv. Laplaceiv operator. Symboly ,V* a | A“ tedy pouzivime v nezménéné podobé jak pro skalarni, tak pro
vektorové funkce.

Vektor tvaru a = (ai,...,ay), kde a; € NU {0}, j = 1,...,m, nazvu m-dimenzionalnim multiindexem vysky
(nékdy téz Fddu) |al, kde
lal :=a1 4+ + am .
Pro multiindex a = (aq,...,0,) a funkei u € Cl*/(Q), kde @ € R? je neprazdna oteviena mnozina, definujeme
derivaci u dle multiindexu o, v bodé z € €,
ol ()

D%u(x) x=(x1,...,2q) €.

= o Qam ?
oxi'... Oz

Pro k € NU {0} zavddime mnoZinu (¢asto se fikd ,forméalni vektor®) v8ech parcialnich derivaci fadu k funkce
u € CF(Q), v bodé = € Q,
DWu(z) := {Du(x); |a| =k},

pro f: G C R™ — R® piSeme podobné jako vyse
DOf(x) i= (D fi(2), ... D fu(@)”,  DOE(z) = {DOF(x); |a] = k}.

Cviéeni. Necht Q C R? je neprazdna oblast, x € Q. Rozmyslete si, ze plati:

e Pro funkci u € C¥(Q) je pocet prvkia D®u(z) roven d*.
e Pro funkci u € C(Q) je DOu(z) = u(z).

e Pro funkci u € C*(Q) jsou prvky mnoziny DMu(z) tytéz jako prvky vektoru Vu(z) = Du(z).

81'7;(9:Ej
H(u(x)) je tzv. Hessova matice druhych derivaci funkce v v bodé z. Presvédcte se dale, ze v tomto znaceni
je Au=Tr(H(u)).

d
e Pro funkei u € C2(Q) jsou prvky mnoziny D®u(z) tytéz jako prvky matice H (u(z)) := <82u(x)) oy Matice
,J]=

Na otazku ,,co vlastné je parcialni diferencialni rovnice“ lze (ponékud nepfesnég, ale nazorné) odpovédst tak, ze je
to rovnice pro neznamou funkci u vice nez jedné proménné, ktera obsahuje alesponi jednu jeji parcialni derivaci.
Matematicka definice muze vypadat napiiklad takto.

3Znageni ,V - £ nepat¥i k nejstastngjsim pravé pro jeho snadnou zaménitelnost s , Vf“, skute¢nosti viak zlistava, Ze je, zejména v
aplikacich, ¢asto pouzivané.



Definice 1.1. Budte d,n € N, d > 2. Bud ddle Q C R? neprdzdnd oteviend mnozina. Parcialni diferencialni rovnici
(ddle PDR) pro nezndmou funkci u : Q — R nazvu vgraz tvaru

F(z,u(x), Du(x), - ,D(”_l)u(z),D(”)u(x)) =0, (1.1)

kde
qn—1

F:OxRxR4x... xR x R¥" 5 R

je dand funkce.

Poznamka. Rddem rovnice (1.1)) rozumime Fad nejvyssi derivace u, ktera ,se vyskytuje“ v (1.1)). Bez tjmy na
obecnosti lze u¢init amluvu, Ze zapisem (|1.1)) budeme vyjadrovat skute¢nost, Ze fad rovnice (1.1} je pravé n, tedy
7e funkce F' je nekonstantni v alespon jedné z poslednich d” proménnych.

Vice nez jednu rovnici pro vice nez jednu neznamou funkci nazyvame systémem PDR. Onu ,,vice nez jednu nezna-
mou funkci® 1ze také chapat jako jednu vektorovou funkci a podobné pro ,,vice nez jednu rovnici“. Definice systému
PDR pak vypada takto.

Definice 1.2. Budte s,d,n € N, s,d > 2. Bud ddle Q C R? neprdzdnd oteviend mnoZina. Systémem s parcialnich
diferencialnich rovnic pro nezndmou vektorovou funkci u : Q — R® nazvu vyraz tvaru

F(z,u(z), Du(z),- - , D" Du(z), D<”')u(:lr)> =0, (1.2)

kde
F:QxR xR x ... x R x R 5 RS

je dand funkce.

Umluvu z poznamky [l| budeme v dalsim vztahovat i na systém PDR, budeme tedy pod 7ddem systému ([1.2))
rozumét Fad nejvyssi derivace u, ktera se vyskytuje v rovnicich (|1.2) a soucasné predpokladat, ze zapisem (|1.2))
vyjadiujeme skutecnost, ze fad tohoto systému praveé n.

Nejcastéji se v teorii PDR vyskytuji systémy, pro které m = s, tedy systémy, u kterych je pocet rovnic roven poctu
neznamych funkei. Lze se v8ak setkat i se systémy preurcengmi (m > s), piipadné podurcengmi (m < s).

Definice pojmu feSend ([1.1)) resp. (1.2) obecné zavisi na tom, v jakém smyslu se chapou derivace a rovnosti, které se
v (1.1} resp. (1.2]) vyskytuji. Z klasického pojeti vlastni derivace a rovnosti ve vSech bodech x € € vychézi pojem

tzv. klasického Tesent (1.1)) resp. (1.2)).

Definice 1.3. Klasickym fegenim (I.1)) resp. (1.2) v neprdazdné oteviené mnozine Q C R nazveme funkciu : Q — R
resp. u : Q0 — R, magici ve vsech bodech x € Q vlastni vSechny derivace, vyskytujici se v (1.1)) resp. (1.2)), a spliiugici
(1.1) resp. (1.2) identicky v Q.

Poznamka.

1. Misto podminky ,,majici ve v8ech bodech x € 2 vlastni vSechny derivace, vyskytujici se v resp. “ se
casto pouziva jednodussi podminka, pozadujici vSak od u vice: v této ,klasi¢t&jsi definici“ klasického FeSeni,
se pozaduje, aby u € C"(2), kde n je ad resp. . I zde je vsak podstatné to, ze se vyzaduje splnéni
resp. identicky v €.

2. Existuji i jina, obecné&jsi pojeti pojmu FeSeni PDR, pii kterych se napiiklad nékteré derivace uvazuji pouze
ve skoro vSech bodech, pfipadné se uvazuji takzvané slabé derivace, derivace ve smyslu distribuci, atd. Tento
uCebni text se v8ak bude zabyvat pouze klasickou teorii, vychazejici z definice [I.3] resp. jeji modifikace z
predchoziho bodu, coz vzdy v textu pfesné specifikujeme.



Poznamka 1.4. Casto hraje ve vztahu , resp. vztazich jedna z proménnych z; vyznacnou roli. Tato
vyznacnost mize spocivat naptiklad v tom, Ze nejvyssi parcialni derivace u podle této proménné jsou nizsiho fadu
nez je fad rovnice, nebo v tom se v rovnici vyskytuji ,,s jinym znaménkem* nez derivace podle zbylych proménnych.
Vétsinou je v téchto pfipadech dulezita fyzikalni interpretace rovnic , resp. , podle které takova vyznamna
proménné ¢asto hraje roli ,,éasu“. V tomto pfipadé je zvykem bud tuto proménnou pfeznacit symbolem ¢ (,,éas®),
tedy uvazovat bud napiiklad z7 = t, tedy

u=u(z), kde x=(t,x9,...,24), v € Q,

v tomto piipadé pak  chépeme jako ,c¢asoprostorovou oblast*. Druhou mozZnosti je rozsifit pocet stavajicich
proménnych funkce u o jednu, tzv. ,,¢asovou proménnou® ¢, a psat

u=u(t,z), kde (t,)€ (0,T)xQ, T>0.

Druhy z pravé zminénych pripadu je obvyklejsi a budeme jej v tomto uc¢ebnim textu pouzivat. I v tomto pripadé
vBak nékdy (zejména pro jednoduchost zapisu) ztotoZznime ¢ = xg a budeme psat

u=u(z), kde z= (v9,71,...,24), € (0,T)xQ, T>0.
Tuto konvenci ve znaceni pouZijeme napiiklad v teoretické ¢asti paragrafu

Poznamka. Rovnicim, které neobsahuji ¢asovou proménnou, fikime staciondrni, rovnicim ,,s ¢asem* fikame ne-
staciondrni nebo evolucéni. Poznamka [I.4] ukazuje, pro¢ se tyto terminy nesnazime definovat ,matematicky presné*:
sama pritomnost ,asu’ v rovnici je totiz zavislad na interpretaci role nékterych proménnych.

Odvozeni zakladnich rovnic matematické fyziky V tvodu jsme zminili, Ze je potfeba dobfe vybirat rovnice,
které chceme studovat. Nyni odvodime zakladni rovnice, pro které si v nésledujicim kursu ukiZeme teorii. Na
odvozeni transportni rovnice, rovnice vedeni teplal a vIlnové rovnice se zatim podividme do materiali od Novozhilova.

~ive .

Stru¢néjsi a jednodussi odvozeni vlnové rovnice je v [Evans, 2010, Sekce 2.4] - pfislusna stranka je zde.
................................................................................... konec prednasky 1, 6.10.2023

Nyni zavedeme oznaceni specialnich typii PDR, které budeme studovat. Protoze se v tomto u¢ebnim textu nebu-
deme zabyvat systémy PDR, budeme nasedujici pojmy definovat pouze pro jednu parcialni diferencialni rovnici.

Definice 1.5.

e Parcidlni diferencidlni rovnici (ddle jen ,rovnici“) (1.1) nazveme linearni, lze-li ji psdt ve tvaru
Z ao(z)D%(x) = f(x), x e, (1.3)
la|<n

pro dané funkce ao, f. Rovnici (1.3) nazveme homogenni, pokud f = 0. V opacném pripadé ji Fikime
nehomogenni, pripadné (nepresné, ale o to s vétsi chuti) ,s pravou stranou®. Jsou-li vSechny funkce a
konstantni, nazgvame rovnici (1.3]) linearni rovnici s konstantnimi koeficienty.

e Rovnici (1.1) nazveme semilinearni, lze-li ji psdt ve tvaru
Z ao(x)D = f(x,u,Du,..., D("_l)u) , x e, (1.4)
|al=n
pro dané funkce aq, f.

e Rovnici (L.1)) nazveme kvazilinearni, lze-li ji psat ve tvaru

Z ao(z,u,Du,... ,D(”*l)u)Dau(az) = f(z,u,Du,..., D("*l)u) , e, (1.5)

lafj=n

pro dané funkce aq, f.


https://www.ndsu.edu/pubweb/~novozhil/Teaching/483%20Data/02.pdf
https://www.ndsu.edu/pubweb/~novozhil/Teaching/483%20Data/09.pdf
https://www.ndsu.edu/pubweb/~novozhil/Teaching/483%20Data/05.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kaplicky/doc/nmma339/evans-76.pdf

e Rovnici (1.1)) nazveme nelinedrni, pokud neni linedrni ve vyse uvedeném slova smyslu. Rovnici (1.1) na-
zveme ryze nelinearni, je-li funkce F v (L.1)) nelinedrni funkci (alespori) v nékteré z proménngch, do kterych
dosazujeme nékterou derivact u nejvyssiho rddu.

Priklad. Jak semilinearni, tak kvazilinearni rovnice jsou nelinearni (ale nikoli ryze nelinearni) rovnice, které jsou
Hlinearni vici nejvyssim derivacim u*. U kvazilinearnich rovnic v8ak pFipoustime zavislost koeficienti a,, pro |a] =n
na na derivacich u az do fadu (n — 1) v¢etné.

Piiklad. Bud u = wu(t,z), t € (0,00), * € R% Potom nasledujici evolucni parcialni diferencialni rovnice lze
charakterizovat takto:

%1; + <x2 + cos x%ﬂ) Awu = 0 je linearni (homogenni) rovnice 2. fadu, s nekonstantnimi koeficienty;

. 2 . o ” e . s
° %1; + <x2 + sin (u2 + g—;) ) Au = 0 je nelinedrni, a pfitom kvazilineadrni rovnice 2. fadu;

. 2 . L o e : »
° %—? + 22Au + sin (u2 + g—;) = 0 je nelinearni, a pritom semilinearni rovnice 2. fadu;

o %1: + (Au)? = 0 je ryze nelinearni rovnice 2. fadu;
ou d a
® 5 Z (@t u) = f(x,t,u) je nelinearni, a pfitom kvazilinearni, 1. fadu.

Co chceme na dané PDR zkoumat? Zajima nas, jestli

1. ma reSeni,
2. TeSeni je jednoznacné,

3. zavisi spojité na zadanych datech.

Pojem teSeni vzdy obsahuje v jakém prostoru funkci mé hledana funkce lezet a v jakém smyslu ma byt PDR
splnéna.

Jednoznaénost Uz piiklady nejjednodussich PDR nemaji jednoznacéné feSeni. Je potieba zadat dalsi podminky,
které mé hledand funkce splhovat. Jednou z moznosti jsou takzvané okrajové podminky. Jednou z takovychto
okrajovych podminek miZe byt pozadavek, aby se u rovnalo predem dané funkci napfiklad na neprizdné casti
hranice I' C 9€). Okrajové podminky mohou mit velké mnozstvi riznych forem, od préavé zminéné, az po velmi
komplikované vztahy, zahrnujici nejen hodnoty w, ale i hodnoty derivaci u, pifipadné jejich kombinaci. Vzdy vSak v
principu jde o dodateéné pozadavky, které na u klademe na jistych ¢astech (obecné nikoli nutné na ¢astech hranice)
mnoziny 2. V piipadé evoluéni rovnice, kdy u = u(t, z), a pokud

I' c {0} x Q,
tedy kdyz ,,podminka je zadana pro ¢as t = 0%, hovofime o tzv. pocdtecni podmince ¢i pocdatecnich podminkdch, je-li
jich vic.

Je také mozné po feseni vyzadovat splnéni dalsich podminek, které umozni vybrat to sprdvné feseni s ohledem na
to, odkud problém prisel. Napiiklad muzeme pozadovat splnéni energetické nebo entropické nerovnosti.

Za jistych podminek, napfiklad pokud je mnozina 2 = R", zaddvame pouze pocatecni podminku a hovorime o
Cauchyové tloze. Pokud je potfeba navic na hranici 2 zadat okrajovou podminku, pak hovofime o pocCiteéné-
okrajové tloze.

Uvedeme si zékladni pfiklady okrajovych podminek.



Definice 1.6. V situaci, kdy hleddme funkciw : [0,T) x Q =R, T > 0, Q C R%:
Podminky kladené na u a jeji derivace v {0} x Q nazjvame pocitecni podminky.
Podminky kladené na mnoziné (0,T) x 0Q se nazgvaji okrajové podminky.

Okrajovd podminka
u=yg, mna(0,T)x 0N

se nazyvd Dirichletova okrajovd podminka. Pokud bychom predepisovali g = 0, nazgvali bychom 731 homogenni
Dirichletova okrajovd podminka. UvaZuji se také dalsi typy okrajoviich podminek.

Neumannova okrajovd podminka md tvar

ou

— =g, na(0,T) x 09.

5 =9 (0,T)
Pro rovnici vedend tepla piedepisuje tok tepla hranici oblasti 2. Vektor v oznacuje jednotkovou vnéjsi normdlu k €
a g je zadand funkce. Zobecnéni Neumannovy okrajové podminky je Robinova akrajovd podminka

Ou

ov

a—+pfu=g, na(0,T) x ON.
pro zadané konstanty o, 8 € R a zadanou funkci g. Pokud je g nulové nazgvime okrajovou podminku homogennd.
Je také mozné na riznych cdstech hranice predepsat jinyg typ okrajové podminky.

Spojita zavislost na datech Data tlohy jsou vSechny pfedem zadana data, ktera se v tloze objevuji. Tedy
napiiklad hodnoty, které mé hledané funkce nabyvat na hranici oblasti 2 a v pocateénim ¢ase. Data tlohy jsou
ale také funkce, které se objevuji ve formulaci diferencialni rovnice (|1.1)), tj. funkce F resp. F.

»Spojitou zavislost na datech ulohy“ nebudeme v tomto okamziku pfesné specifikovat (prislusné vyroky jsou vzdy
soucasti pozdéjsich vét, tykajicich se dané konkrétni ulohy), v podstaté se tim v8ak mysli vyrok typu ,,mald zména
dat ma za nasledek jen malou zménu v feSeni“. Uvedeny vyrok se ¢asto realizuje diikkazem nerovnosti typu

k
lur = usll < e NI} = @l (1.6)
j=1
s vhodné zvolenymi normami na obou stranach této nerovnosti. Zde @{, 90%7 7 =1,...,k jsou dvé k-tice dat, s

nimiz méa dand tloha na dané oblasti feSeni po fadé ui, ug. I tlohy, které jsou na prvni pohled rozumné nemusi
podminku spojité zavisloti na datech splhovat

Piiklad. Bud T > 0. Ukatte, Ze un(t,z) = e V"cos(nz)sinhnt/n pro n € N Fesi v kazdém bodé rovnici
O?u + 0%u = 0 v (0,T) x (=7/2,7/2) s okrajovou podminkou u = 0 na (0,T) x {—mw/2,7/2} a pocitecni
podminkou u(0,z) = 0, 9:(0,z) = e V*cos(nz) pro x € (—m/2,7/2). Navic plati 10¢un (0, )l o(=r/2,7/2) +
[un (0, )| c(—r/2,7/2) = O pro n — +oo, ale ||unllc(o,1)x (= /2,7/2)) = +00 pro n — +oc.

Uloha V kontextu PDR rozumime wlohou nésledujici trojici:

1. Rovnici tvaru (1.1]) resp. systém tvaru (1.2]) pro neznamou funkeci u resp. u.

2. Mnozinu, na které (uvniti které) ma byt splnéna rovnice (1.1)) resp. splnény rovnice (|1.2). Typicky pujde o
neprazdnou oblast, tj. neprazdnou otevienou souvislou mnozinu v R™.

3. Pojem fesSeni, tj. v jakém smyslu ma byt rovnice splnéna. Nafiklad je potfeba urc¢it, do kterého prostoru
funkci X maé feSeni patfit.
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4. Sadu okrajovych a/nebo pocateénich podminek, piipadné dalsich podminek.

Rekneme, 7e tloha v kontextu PDR je korektné zadand (presnéji je korektné zadand v prostoru funkci X na mnoziné
) pokud:

1. existuje feSeni v € X dané tlohy;

2. toto feseni je v prostoru funkci X jeding;

3. toto TeSeni tzv. spojité zdvisi na datech ilohy.

P¥iklad. Bud © C R? neprazdna oteviend mnozina, T' > 0. Hledejme funkci u = u(t,z,y) : (0,T) x Q — R,
spliujici

01, 2,9) — At z,y) = sin(ayt) . pro (12,9) € (0.T) x 2, (17)
u(0,z,y) =1, pro (z,y) € Q,
u(t,z,y) =t+1, pro (t,z,y) € (0,T) x 09.

Jde o evoluéni parcidlni diferenciélni rovnici druhého fadu. Vyjimeénost proménné ¢ spoc¢ivé jak v tom, Ze derivace
u podle ¢ je pouze prvniho fadu, tak v tom, Ze prostorové derivace x;, obsazené v Laplaceové operatoru, maji
opacné znaménko nez %

Pracujeme v tzv. ¢asoprostorovém valci (0,7) x Q2 s podstavou €. Rovnici FeSime uvnitt tohoto valce, podminka
(1.8)) je poc¢atecni podminka, zadané na jeho podstavé, podminka (|1.9)) je podminka okrajova, zadané na ,,bo¢ni
Casti plasté casoprostorového valce.

Tato tloha se nazyvéa pocatecéné-okrajova tiloha pro rovnici vedeni tepla.

Intuitivné je jasné, Ze pri definici feSeni u celé tzv. dlohy f je potfeba fici nejen jaké geometrické vlastnosti
o¢ekavame od hranice 9((0,T") x ), ale pfedevsim v jakém smyslu budou splnény podminky , — funkce
u je totiz pro potieby rovnice definovana pouze na (0,7") x €, tj. uvniti Casoprostorového valce. Presnéji se
témto tvaham budeme vénovat pii studiu konkrétnich tloh, jiz ted vSak miiZzeme struc¢né fici, Ze pro klasické feSeni
vétsinou pozadujeme, aby prislusné okrajové a pocateéni podminky byly splnény ve smyslu limity, tedy aby (v
tomto piipadé) funkei u bylo mozno spojité rozsifit aZ na ty ¢asti hranice, na kterych jsou predepséany dodatecné
podminky.

Poznamka. Uloha (L7)—(L.9) ma nasledujici fyzikaln{ interpretaci: Pokud pod u(t, ) rozumime teplotu v bodé
x € Qv case t € (0,T), predstavuje tzv. rovnici vedeni tepla, se zdroji tepla sin(xyt). Podminka pak
reprezentuje piedepsané rozlozeni teploty v ¢ase t = 0, podminka predepsané rozloZeni teploty ,na sténéch
mistnosti“ Q v ¢ase t € (0,7). Pii pfemysleni o vyznamu této interpretace muzeme dojit k podezieni, ze by tuloha
f mohla byt korektné zadana. Toto podezieni samoziejmé musi potvrdit ¢ vyvratit dikaz piislusné
matematické véty, kterou zformulujeme pozdéji.

2 Cauchyova tloha pro kvazilinearni PDR 1. fadu

Definice 2.1. Bud'd > 1, a1,...,aq, f : R x R = R. Rowvnici

d

> aj(u,x)du = f(u, ), (2.1)

=1
nazveme kvazilinedrni parcidlni diferencidlng rovnict pruniho Fddu pro nezndmou funkei u : R* — R.

Bud Q C R? oteviend. Rekneme, Ze u: Q! — R je klasickym FeSenim kvazilinedrni rovnice (2.1) na Q, pokud
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1. ue (),

2. u spliiuge (2.1)) ve vsech bodech x € .

Bud navic xg e R, v : R — R. Pocdtecni podminku predepisujeme ve tvaru

u(x) =u’(x) prox€Qszy=2aY (2.2)

Rekneme, %e u : Q@ — R je klasickym feSenim Cauchyovy ilohy pro kvazilinedarni rovnici (2.1) na Q s pocdtecni
podminkou (2.2)), pokud

1. u je klasickym tesenim na €,

2. u spliiuje (2.2) ve vsech bodech x € s v = 2.

Poznamka. e V podstaté lze (obecné) Fici, Ze kdyz mluvime o klasickém feSend, mame nejcastéji na mysli tak
hladkou funkci, aby vSechny jeji v rovnici vystupujici derivace byly spojité. Proto klasické feSenf u rovnice
hledame v prostoru C!(€2). Termin ,,Cauchyova tloha® se v kontextu evoluénich PDR pouziva, kdy?
zadavame pouze pocateéni podminku.

e Pocateéni podminku neni nutné zadavat jen na nadroving {z; = 29}. Obecné ji mizeme zadat na plose
dimenze d — 1.

e Pokud chceme zvyraznit roli jedné z proménné jako ¢asu, znacime proménné (t,x) € R x R%.

Budeme nyni hledat feseni ulohy ([2.1)—(2.2) ve dvou krocich. Nejprve vySetiime piipad, kdy f na pravé strané
rovnice ([2.1)) bude identicky nulova funkce a poté se budeme vénovat piipadu obecné f.

‘Moinost L f= 0.‘

V tomto piipadé prejde rovnice (2.1)) v rovnici
d
Zaj(u, z)Oju =0, x € Q, (2.3)
j=1

s po¢ateéni podminkou (2.2)). Reseni tlohy (2.3)—([2-2) budeme hledat tzv. metodou charakteristik.Vyslovie nejprve

néasledujici definici.

Definice 2.2. Budu € C'(Q2), Q C R? oteviend. Rovnici (2.3) prifadime systém obycejnych diferencialnich rovnic
(zvany téZ charakteristicky systém rovnice (2.3))) pro nezndmé funkce x; = x;(s), 7 =0,...d,

d

%xj(s) = a;(z(s),u(z(s))), s€ (a,p)CR, (2.4)

kde a; jsou funkce z (2.3). KaZdé klasické teseni x : (o, 3) — R? systému rovnic (2.4) nazvu charakteristikou
(charakteristickou k¥ivkou) rovnice (2.3)).

Poznamka.

1. Charakteristika je tedy kiivka v R?, jejiz parametrizace je ddna zobrazenim z : («, ) — RY. Vzhledem k tomu,
ze systém ([2.4)) je systém se spojitymi pravymi stranami a;, existuje podle teorie ODR (viz [Kurzweil, 1978])
feSeni ([2.4) alespon lokalné v okoli kazdé pocate¢ni (proto index p v (2.5))) podminky typu

z(sp) =xp, Sp€(a,B), zp€ RY . (2.5)
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Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze s, = 0 € (a, ). Piipomeinme, Ze pro pouze spojité a; nemusi byt
FeSeni tulohy f urceno jednoznacné, k tomu je potfeba, aby a; byly alesponi lokalné lipschitzovské
funkce (podrobnéji viz napt. [Kurzweil, 1978|). Zaroven je také vhodné si uvédomit, Ze charakteristika mutize
zobrazovat cely interval do jednoho bodu v R%. Napiiklad pro rovnici zd,u + yOyu = 0 je charakteristika
s+ (0,0) pro s € R.

2. Pfesnéji feceno, charakteristika x je kiivka, pfifazena nejen rovnici (prostfednictvim funkei a;), ale i
funkci u € C1(£2). Obecné tedy nemusime na u nahliZet jako na feeni rovnice , které ostatné teprve
hledame, ale jako na libovolnou dostatecné hladkou funkci u, ktera spolu se znamymi koeficienty a; definuje
charakteristiky. Lépe vSe osvétlime za chvili na piikladech.

Nasledujici identita je pro metodu charakteristik kli¢ova. Studujme chovani libovolné funkce u € C*(£2) na charak-
teristice = : (o, ) — 2, pfifazené rovnici (2.4]) a této funkei w. Derivovanim podle s dostaneme:

d d
3 5 i) B Y a4 (06), 0l (9)) (). (2.6)
J=1 7=0 J

Je-li leva strana identity (2.6)) rovna nule, znamena to, ze funkce u je konstantni na charakteristice z(s), nulovost
pravé strany (2.6) pak znamené, Ze funkce u je klasickym FeSenim rovnice (2.3) v bodech, které lezi na piislusné
charakteristice.

Tato identita dokazuje nésledujici lemma, jehoZz formulaci vénujte pozornost: zdanlivé jde o dvé implikace, které
dohromady vytvori ekvivalenci; vyroky, tvorici implikace (a) a (b), se v8ak pongkud 1igi.

Lemma 2.3. Uvazujme funkci u € C1(Q), kde Q C R? je neprizdnd oteviend.

1. Bud'u konstantni na charakteristice x : (o, ) — Q prirazené koeficientim a; rovnice (2.3)) a funkciu. Potom
funkce u Tesi v klasickém smyslu rovnici (2.3|) v bodech charakteristiky x leZicich v Q.

2. Necht naopak u je klasické eSeni rovnice (2.3) v oblasti Q2. Potom u je konstantni na libovolné charakteristice
x, leZici v €.
Diikaz. Diikaz obou implikaci vychézi z rovnosti (2.6)) a diskuse za ni. O

Priklad (Cauchyova uloha pro lineérni transportni rovnici). Budeme fesit nasledujici ilohu: Najdéte funkci u :
R? -+ R, u € CYR), u = u(t,v) tak, aby
0w+ cOyu = 0 na R?

u(0,y) = ug(y) pro danou funkci ug € C*(R) a c € R.
Resend je u(t, z) = ug(z — ct).

Piiklad. Rovnice dsu + xd,u = 0 s poc¢ateéni podminkou ug na mnoziné ¢t = 0. Charakteristicky systém je ¢’ = 1
a ' = z. Jeho feSeni se da zapsat ve tvaru (t(s),z(s)) = (s + K, Le®). Jde tedy o ,logaritmicky vé&jii“, viz
Obr. [1} Protoze nés zajimaji pouze trajektorie, mizeme diky tomu, Ze je systém autonomni, polozit K = 0. Pak
charakteristika prochézi bodem (0, L) pro s = 0. V tomto bodé méame piedepsanou pocateéni podminku. Zafixujme
bod (t,z). Timto bodem prochazi charakteristika s L = ze™*. Z Lemmatu [2.3| dostaneme, Ze u(t, z) = u(0,xe™") =
ug(ze™?). Hledané feeni je tedy u(t, z) = up(ze™t). Pokud je ug urcena na R, je feseni na R? jednoznaéné urcené.

Napiiklad pro ug(z) = e *, z € R dostaneme u(z,t) = exp(—z2e 2!, z € R, ¢ > 0.

.................................................................................. konec prednagky 2, 13.10.2023
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Obrazek 1: Charakteristiky rovnice u; + zu, = 0.

| Moznost I1, f #0.]

Pro f # 0 mame vyfesit obecnou rovnici tvaru

d
> aj(u,2)0u = f(u,z), €Q, (2.7)
j=1
s pocatecni podminkou
u(z) = ug(z) na mnozing {z € Q; x4 = 29}. (2.8)

Ulohu (2.7)-(2-8) budeme fesit tak, Ze nejprve vyfesime ponékud jinou tlohu s homogenni rovnici (tedy s nulovou
pravou stranou). Problém se tim prevede do situace, kterou jsme studovali v moznosti I.

Zna&eni. Pro x € R? budeme znacit T = (x1,...,24_1).

Véta 2.4. Budz® € G C RY, G oteviend mnozina, G*¢ := {z € R~ (z, 29) € G}, u’ € CHG)), u0(x0) € J C
R, J otevieny interval, f,a; € C(J x G). Bud ddle w € C*(J x G) klasické veseni 1ilohy

d
0 0
Zaj(z,x)a—;l;—i—f(z,x)a—fzo, (z,2) € J x G, (2.9)
j=1
w(z,z) =z — u’(T) na mnoziné {(z,z) € J x G; zq = 23}, (2.10)

takové, ze D,w(u®(x9)),x%) # 0. Potom existuji okoli U(z") C G, U(u’(x9)) C J a funkce u € C*(U(z°)), u :

U(z%) — U(u®(z0)) takovd, ze

1. w(u®(20),2°) = 0, d,w(z,x) # 0 pro viechna (z,z) € U(u’(x9)) x U(z°),
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Obrazek 2: Funkce u(x,t) = exp(—z2e~2!) pro x € (=5,5), t € (0, 3).

2. w(u(z),z) =0 pro vsechna x € U(z"),
3. u je klasickym (lokdlnim) Fesenim <ilohy (2.7)-([2.8) na U(z?).
Diikaz. 7 (2.10) vime, Ze wu®(x9), 2°) = u0(29) — u0(z0) = 0 a vlastné takeé, ze d,w(u’(z0),2°) = 1. JelikoZ je

(ul(20),2°) € J x G aw € CY(J x G), lze predpokladat, ze d,w # 0 na J x G. Jinak bychom J a G vhodné
zmens§ili. Tedy tvrzeni [1] bude platit pokud okoli zvolime v J a G.

Tvrzeni [2] spolu s volbou okoli jsou dusledkem véty o implicitnich funkcich. Tvrzeni [1] a [2| dokonce nijak nesouvisi
s tim, Ze w TeSi n&jakou diferencialni rovnici.

Pro dikaz tvrzenisi sta¢i uvédomit, ze funkce w(u(z), x) je spojité diferencovatelna jako slozena funkce a identicky
nulové pro z € U(zY), jsou tedy pro x € U(z") nulové i jeji derivace podle viech z;, j =0, ...,d:

ow ow ou .
a—%(u(:s),x)-i-a(u(:c),x)%j@)—0, j=0,...,d.

Vyjadiime z téchto rovnosti %(u(l‘), x), dosadime do (2.9)) a dostaneme:

ow d ou 0
-, (u(@), ) —Zaj(u(x),x)%(x)—i—f(u(av),:v) =0, zel().
j=0 J

Protoze 0,w(u(z),z) # 0 pro x € U(2°) (viz tvrzeni, musi byt nulovy vyraz v kulaté zévorce, coz dava (2.7)) pro
x € U(2).

Dale je pro z € U(z°), z4 = 27, podle tvrzeni a ,

0=w(u(z),z) =u(x) —up(z),
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coZ neni nic jiného nez (2.8) na {z € U(2),z4 = 29} O

Priklad (Cauchyova tloha pro linearni transportni rovnici s nenulovou pravou stranou). Budeme esit ndsledugict
ilohu: Pro dané funkce f : R? = R, f € CY(R?), ug € C'(R) a c € R najdéte funkci u : R? = R, u € C'(R?) tak,
aby

O1u + chou = f na R2

u(0,2) = up(z) pro x € R.

Resent je u(t, x) = up(x — ct) + fo ,x —c(t—s))ds.

3 O klasifikaci rovnic 2. fadu

Mé&jme linearni rovnici 2. fadu v R¢

d%u ou
Y aii(®) g+ D bi(a) g +ela)u=f(@) (3.1)

i,j=1

Jde-li ndm o klasické feseni, predpokldddme dostate¢nou hladkost u a tedy miZzeme zaménit smiSené parcialni
derivace. Tudiz bez Gjmy na obecnosti je a;j(z) = aji(x) pro kazdé x a matice A := (aij(m))gjzl je realna,
symetrické a proto diagonalizovatelna. Pro pevné x tedy existuje regularni matice P a diagonélni matice D, které
na diagonale obsahuje pouze prvky z {0,1,—1} tak, ze PTAP = D. Ptipomeiime si, Ze signatura kvadratickeé
formy urcené matici D je trojice (n,p,q), kde n je pocet nulovych, p pocet kladnych a ¢ pocet zapornych prvka
na diagonale D. Dle zakona setrva¢nosti kvadratické formy je pocet nulovych, zdpornych a kladnych prvka na
diagonéle matice D pevné dan a tedy je signatura dobie definované.

Predpokladejme, Ze jsou koeficienty u ¢lentt druhych fadi rovnice (3.1) konstantni, tedy a;j(z) = a;;. Definujme
funkci v predpisem u(z) = v(PTz), tj. v = uo (PT)~! a polozme y = PTx, pak mame

d d
8 a2u 62,0
8932 Z 37 )pir - a 92:0z, (z) = k%; Durdun (y) Pikpin

Odtud je vidét, ze u(z) spliuje rovnici (3.1) praveé, kdyz v(y) Tesi rovnici

d d
ou
> dis + Y ei(y) 5 + 9(y) u = h(y), (3.2)
j= 8?/1 ayj = (3yj
nebot
d d d
9%u %y
2 gy, oz; ) = 2 i D Ty V) Pk =
i,j=1 2,j=1 k,h=1
d
; 3yk8yh ) i;I iPikDjh
din

Definice 3.1. (Typ diferencialni rovnice druhého ¥adu) Bud z € R? a matice D = (dij)zd,j:1 jako vyse a
(n,p,q) jeji signatura. Rekneme, Ze rovnice (3.1) je v bode x:

1. elipticka, jestlize p = d nebo q = d, tj. jsou znaménka vSech diagondlnich prvkid matice D stejnd. Typickym
zastupcem je Poissonova rovnice: —Au = f.

16



it. hyperbolicka, jestlize jen =0AN(p=d—1Vqg=d—1), tj. D je regulcirm a vSechna znaménka diagondlnich
prokid D jsou stejnd az na jedno. Typickym zdstupcem je vinovd rovnice: W — Au = f (Laplaceiv operdtor
je brdn jen vzhledem k prostorovgm proménnym,).

0. parabolicka jestlize jen =1A(p=d—1Vqg=d—1) BUNO dgq = 0, a koeficient transformované rovnice
(13.2) u e nenulovy v bodé PTxz. Typickym zdstupcem je rovnice vedent tepla: Opu — Au = stejné jako
a J Y Yprery 14 J P Jne j

v predchozim pTipadé je A = Zi:l 0?2 ).
1. parabolicka v Sirsim slova smyslu, jestlize n > 0.

v. ultrahyperbolicka, jestliZen = 0Ap > 1A q > 1, tj. matice D je reguldrni a alespoti dvé znaménka prvkd D
jsou kladnd a alespori dvé zdpornd.

.................................................................................. konec prednasky 3, 20.10.2023

Piiklad. 1) Tricomiho rovnice

xo > 0...eliptickd, xo < 0... hyperbolickd, tedy meni typ pTi piechodu x1 0sy.

2) Prevedte rovnici 010ou = f pro danou funkci f : R? — R a nezndmou funkci u : R? — R do diagondlniho tvaru
a rozhodnéte jakého je typu.

4 VlInova rovnice

Cauchyova tuloha Pro dané ug,u; :R —R, T >0,c>0a f:[0,7) xR — R najdéte funkci v : [0,7) xR — R,
ktera splituje 1) 02u — c20%u = f in (0,T) x R, 2) u = ug, du = u v {0} x R.

Podminka 2) se nazyva pocateéni podminka. Je potieba dat rozumny smysl vyrazu d,u(0, x) pro = € R.

Definice 4.1. Bud Q C R? oteviend, k € NU {0}, 0 < T < +00. Definujeme

CFQ) ={f: Q= R;Va € (No)? |a| < k: Df je moiné spojité rozsiFit na Q},
CH([0,T) x RY) = {f: (0,T) x R = R;Va € (Ng)?, || < k : DOf je moiné spojité rozsirit na [0,T) x R%}.

Poznamka. e Ddle nebudeme pro funkce z prostorti C*(Q) a C*([0,T) x R?) rozlisovat funkci samotnou a jeji
rozsient. To je urcené jednoznacneé.

e Viznam protori C*(Q) a C*([0,T) x RY) se mirné lisi od prostorti zavedengjch v [Kufner et al., 1977 a
[Evans, 2010).

Odvozeni FeSeni vinové rovnice v 1d.
.................................................................................. konec prednasky 4, 27.10.2023

Véta 4.2. Bud' 0 < T < 400, up € C*(R), ug € CY(R), f,0,f € C([0,T) x R). Definujme prot € (0,T), x € R

1 1 fatet T+c(t— T)
u(t,z) == §(UQ(QZ‘ +ct) +up(x — ct)) + % /x_ct £)d¢ + 2c/ / (1,&)dédr.
(pokud je f =0 nazygvd se d’Alembertova formule)

Pak plati: 1) w € C*([0,T) xR), 2) ?u—c20?u=f in (0,T) xR, 3)u=ug, Ou=1u; v{0}xR.
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Cviceni. Vyjddrete reSeni z predchozi véty pro piipad ug = 0 a f = 0 pomoci pevné primitiond funkce k uy.

K dikazu Véty

Pocateéné okrajova uloha v (0,7) x (0, +00).

Lemma 4.3 (O lichém rozsifeni). Bud u; € C*([0,+00)), u1(0) = 0 a @y liché prodlouZeni uy na R. Pak je
i € CL(R).

Véta 4.4. Necht 0 < T < +oo, f,0.f € C([0,T) x [0,4]), f(t,0) = 0 pro t € [0,T), up € C*([0,+)),
up(0) = uf(0) = 0, uy € C*([0,4+00)), u1(0) = 0. Funkce u definovand pro x > ct > 0 piedpisem

1 1 x+ct z4c(t— ‘r)
u(t,x) := i(ug(m’ +ct) +ug(x —ct)) + % /xct £)dé + 20/ / (1,€)dedr,
apro0 <z <ct<cl predpisem
1 1 x+ct
u(t,z) = 2(u0(:n Fet) — uglet — 7)) + 5 / i (€)de
ct—x

t—2 /:c+ct 7) e d§d7-+/ L /as—i-c(t 7) (. £)dedr

spliuje 1) uw € C?([0,T) x [0,4+00)), 2) O2u— c20?u = f v (0,T) x (0,+00), &) u = ug, Opu = uy v {0} x [0, +00),
4)u=0wv][0,T) x {0}.

Poznamka o nutnosti podminky kompatibility pro funkei f ve VEt&[A.4l| Myslim, Ze podminka kompatibility uvedena
pro f ve Vété je prilis silna. Mélo by stacit pouze f(0,0) = 0, viz tyto vypocty.

.................................................................................. konec prednasky 5, 3. 11. 2023

Pocateéné okrajova tloha v (0,7)x(0,1). Prodané! > 0,7 > 0,c > 0, ug,u; : (0,1) = Ra f:(0,7)x(0,1) —
R najdéte funkei u : [0,7) x [0,1] — R, ktera spliwuje 1. 02u — c20%u = f v (0,T) x (0,1), 2. u = ug, u = uy v
{0} x[0,1],3.u=0v[0,T) x {0,1}.

Podminka [2| se nazyva pocatecni podminka. Podminka [3} se nazyva okrajova podminka. Tato konkrétni okrajova
podminka se jmenuje homogenni Dirichletova okrajova podminka.

Fourierova metoda pro pocatec¢né okrajovou alohu. Nyniodvodime tvar feSeni pomoci Fourierovy metody
separace proménnych. Reseni budeme hledat ve tvaru fady

+oo
> Ti(t) X (x)
k=1

Funkce T} a X pro k € N jsou zatim neznamé. Je potieba je urcit. Nejdiive si poloZime otézku: ,,Jaké z pozadavki
muze splnit funkce T'(¢) X (z)7*. Pokud jsou 7', X nenulové dostaneme po dosazeni do

T//(t) _ X//(:I/,)
ATt  X(z)

JelikoZ levé strana zavisi pouze na t a prava pouze na x, musi se ob& rovnat spoleéné konstantni hodnoté. Tuto
hodnotu oznac¢ime A € R. Rovnice [I] se nam tedy rozpadla na dvé obycejné diferenciélni rovnice

T —AXT =0, X"—)XX=0.
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Pro druhou z t&chto rovnic méme v [3 okrajovou podminku X (0) = X (I) = 0. Dohromady tedy mame najit funkce
:[0,1] = R a X € R, které splhuji X” — AX =0 v (0,1) a X(0) = X(I) = 0. Pridame jesté podminku hladkosti
X € C%([0,1]). Pro dané X jsou funkce X jednoznaéné uréeny urceny aZ na nasobek. Refeni jsou viechny dvojice

{ Xk, A bren, Xp(x) = sin(wka/l), Ay = —(7k)? /1%,
Poznamky trigonometrickému systému a Parsevalové rovnosti.

Lemma 4.5. Bud'l >0, ¢ € C*1(R), k e N, p*~1) € AC(0,1), ¢ 2l-periodickd,

us

21 21
.onm 1 n
Qn = l/o o(y) Sln(Ty)d@/, Bn = l/o o(y) COS(Ty)dy-

Pak n*(|on| + [Ba]) — 0 pro n — +oo. Je-li navic o) € L2(0,21), plati 31 n* 1 (Jan| + |Bn]) < +o0.
Vé&ta 4.6. Necht ug € C?([0,1]), uy € CH([0,1)), ufj,uy € AC(0,1), uf,uy € L*(0,1) a plati

up(0) = uo(l) = u1(0) = w1 (1) = u((0) = uj(l) = 0.

Definujeme
2 [l 2 [l . onm
oy = l/ uo(y) sm( l )dy, Bn = l/ u1(y) sm(Ty)dy
0 0
+0o0
Bl .  nme ., nmax
[anCOb +mmsm( i t)| sin( l ).

=1

3

Pak funkce u splituje 1) u € C%([0,4+00) x [0,1]), 2) ?u — c*9?u=0 v (0,+oc) x (0,1), &) u=1ug, Ou=1us v
{0} x [0,1].

Poznamka. Necht,T >0, f,0.f € C([0,T) x [0,1]), 0. f(t,-) € AC(0,1) prot € [0,T), d2f € C([0,T), L*(0,1)),
f(t,0) = f(t,1) = 0. Definuyme pro T € (0,T)

cni

! - ]
:?/0 f(T,y)sin(g)d y, u(t,x) Z/O 7fn Sm(m; (t—T))dem(nlx)

Funkce u spliuje 1) u € C%([0,T) x [0,1]), 2) O?u — c20?u = f v (0,T) x (0,1), 8) u(0,:) = du(0,-) = 0, 4)
u(-,0) =u(-,1) =0 na [0,T).

Poznamky k poznamce.

Poznamka. Fourierova metoda ddvd horsi visledky nez metoda zrcadlent prezentovand ve Vété[f.4 Metoda vyZa-
duje splneni podminek pro konergenci Fourterovijch 7ad a to vede k silnéjsim predpokladim na data ulohy.

................................................................................. konec prednéasky 6, 10. 11. 2023

Metoda sférickych praméra.

Véta 4.7 (Gauk-Green-Ostrogradskii, [Evans, 2010]). At je Q C R? oleviend a omezend mnoZina s C*' hranici.
Pro x € 08 oznacime v(x) vné&jsi jednotkovou normdlu k Q. At u € C1(Q), u: Q — R. Pak

Vie{l,...,d}:/@iud/\—/ uy; dS.
Q 0N

N

normdlou v. At u,v € C2(§), w € C’l(Q), u,v,w: Q — R. Pak
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/Auwd)\:/ w(Vu'l/)dS—/Vu‘de)\,
Q o0 Q

/ Auv — uAvd\ = / v(Vu-v)— (Vv-v)udS.
Q o0N

Lemma 4.9. Budxz € RY, r > 0, u spojitd na U (z,r). Pak

][ wdS = ][ w(x +1rz)dS(z).

oU (z,r) ou(0,1)

Lemma 4.10. Budxz € R, R > 0, u spojitd na U(z, R). Pak

8r(/ud)\ 8// udSdp = / udS.
oU (z,p)

Ulz,r) AU (z,7)
Lemma 4.11.
d / 1d\ = / 1dS
U(0,1) aU(0,1)
Definice.
ag = XWU(0,1), dog = / 1dS.
au(0,1)
Disledek.

)\d(U(O, r)) = adrd, / ds = dadrd_l.
ou(0,r)

Lemma 4.12. Budx € RY, R >0, u € C*(U(x, R)). Oznacme

U*(r) = ][ udS.
oU (zr)
Pak plati
0, U*(r) = ][ Vu(y) - Y ; ’ dS(y), prore (0,R).
oU (1)
Je-li navic u € C*(U(z, R)), j
o U*(r) = ][ Au(y) d\(y), O*U%(r) = (% —1) ][ Au(y) d\(y) + ][ Au(y)dS(y), pror e (0,R).
U(:r r U,r) oU (1)

Lemma 4.13. Budz € R, m € N, m > 2, u € C™(]0, +00) x R?), u spliiuje bodové
Ou—Au=0 v(0,T) xR,
w=muy, Ou=u; v{0} xR
Oznacime
U(r,t) = ][ u(t,y)dS(y), Ug(r) = ][ uo(y) dS(y), Ui(r) = ][ u1(y) dS(y).
oU (w,r) U (z,r) oU (w,r)
Pak U* € C™([0,+00)?) a

d—1
QPUT — D2U” — ——0,U"=0 v (0, +00)2,

U™ =UZ, QU™ =UF v [0, +00) x {0}.
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................................................................................. konec prednasky 7, 24.11.2023

Lemma 4.14. Za predpokladi Lemmatu budd =3 am = 2. Ozna¢me prot,r > 0 funkce U*(r, t) == rU%(r,t),
U (r) == rUg(r), Uf(r) == rUf(r). Pak plati 97U = 82U" v (0,400)?, U* = 0 v [0,400) x {0}, U* = U§ and
0U* =UY v {0} x [0, +00).

Navic jsou splnény podminky kompatibility UF(0) = 0, (UF)"(0) = 0 a UF(0) = 0.
Véta 4.15. Bud'd € {2,3}, ug € C3(R?), u; € C*(R?). Definujme u piedpisem

u(t,z) = ][ uo(y) + tui(y) + Vup(y) - (y —x)dS(y) prox €R3 at >0, je-lid=3,
OU (2,t)
(Kirchhoffiv vzorec)

1 1
wtn) =5 f el
Ul(x,t)

(Poissoniv vzorec)

tug(y) + t2ur(y) + tVuo(y) - (y — ) d\(y) prox € R? at >0, je-lid = 2.

Pak

1. u € C?([0, +00) x RY),
2. 0?2 — Au=0 v (0,+00) x R?,
3. u=ug, Ou=u; v{0} xR

................................................................................... konec prednasky 8, 1.12.2023

Precteni fundamentalniho FeSen.
Definice 4.16. Funkce Wy : R x R* — R, d = 1,2 nazveme fundamentdlni veseni vinové rovnice. Funkci Wy -

R — M(R?) nazveme fundamentdini fesent vinové rovnice v R3.

1
Wi(t,z) := §X(O,+oo)(t)X(—t,t)(m)v
1

1
P 00) (T X)) —m——s
27TX(0,+ )( )XU(O,t)( ) 2 \y|2

1
Ws(t) == RX(O,JFOO) (t)ﬂaU(O,t)‘

Wa(t, z) =

Symbol pay(o,r) 02nacuje miru na sfére OU(0,1).

Vé&ta 4.17. Budxg € R?, tg > 0, K = {(t,x) € [0, +00) x R%; |2 — 0| < tg—t,t € [0,t0]}. Budu € C*(K) a plati
O#u—Au=0vK,u=0,0u=0uv{0}xU(zg,tg). Paku=0v K.

Disledek. 1) Klasické ieseni Cauchyovy ilohy pro vinovou rovnici je uréené jednoznacné. 2) Informace se pomocit
vinové rovnice $iTi pouze konecnou rychlosti.

Disledek. Budte T > 0, d € {2,3}, u a @ Fesent vinové rovnice odpovidagici datiim (ug,u1) a (i, @1) na [0, T) xR,
Na data klademe piedpoklady z Véty[{.15 Oznacme

[0 = tol| oo (0,7 ey + Tl Vto = Vo[ Lo (0.1)xrey + Tllur — | poo 0,1y xrey =t €.
Pak ezistuje C > 0, Ze
lu = @l oo ((0,7) xre) < Ce.

Podobné se dd postupovat i pro d =1 a pro nenulovou pravou stranu pro d € {1,2,3}.

Cauchyova tloha pro vinovou rovnici je dobfe zadand.
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5 Rovnice vedeni tepla

Rovnici

Ou — Au = f (5.1)

nazyvame rovnice vedend tepla. Rovnici budeme studovat v (0, +00) x 2, kde Q C R? je omezena oteviena mnozina
s C! hranici nebo Q = R?. Neznama funkce u miize reprezentovat napiiklad teplotu, pak zadana funkce f udava
hustotu zdroju tepla.

Priklad. Specidlni reseni rovnice vedend tepla s f =0

o u(t,x) =c, c€ R 7esi RVT v R x R?
o Je-lizg € R tg € R, esi u(t,x) =t —to + |v — x0|?/(2d) RVT v R x RY

o Je-liu € C%((0,4+00) x R?) Fesent RVT na (0, +00) xRY, je funkce uy definovand prot > 0, x € R? predpisem
ux(t, ) = w(\’t, \x) také resenim RVT na (0,400) x RY,

Cviceni. Najdéte sféricky symetrické samopodobné Feseni RVT na (0, +00) x R?, tj. veseni RVT, pro které plati
pro vSechny A > 0, Ze u = uy na (0, +00) X R? o navic zdvisi na x pouze pies jeho normu. Toto Teseni musi mit
tvar u(t,z) = v(|x|?/t) pro vhodnou funkci v.

Priklad. Dalsi Tesent rovnice vedeni tepla s f =0

o Je-li u € C((0,+00) x R?) Feseni RVT na (0, +00) x R? tvaru u(t,z) = v(|z|?/t), jsou funkce dyu a Oju
také Fesenim RVT na (0, +00) x R, Plati Opu(t, x) = —v'(||?/t)|z|?/t2, Ou(t, z) = o' (|z|?/t)2x;/t.

Motivovéni poslednim piikladem hledejme feseni RVT ve tvaru u(t, z) = t~Pv(|z|?/t) pro vhodné 3 € R. Dosazenim
do RVT zjitime, Zze v musi spliiovat obycejnou diferencialni rovnici

40" (1)1 + (2d + 1)V (1) + Bo(r) = 0.

Pomoci metody integracniho faktoru tuto rovnici miZeme napsat, pokud je 8 = d/2, jako

([41}’(7‘) + v(7)] T%)/ =0.

v(t) = e T <C/ sgezds—é—D)
0

pro jisté C,D € R a 7 € (0,400). Pro jednoduchost polozime C' = 0 a D dopoCteme tak, aby [pqu(t,z)dr =1
pro t > 0, tj. D = (4m)%/2.

Definice (Fundamentalni feseni RVT). Funkci

Integraci této rovnice dostaneme

................................................................................... konec prednasky 9, 8.12.2023
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Definice (Prostor testovacich funkei). Je-li Q C R? neprdzdnd oteviend mnozina, definujeme prostor testovacich
funkci jako mnozinu
D(Q) ={p € C*(N);IK C Q, K kompaktni: spt C K},

viz napt. [M. Renardy, 1993/, Section 5.1.2.

Vé&ta 5.1 (Vlastnosti fundamentalniho feSeni RVT). 1) G € C®(R x R%\ {(0,0)}), 2) 9,G — AG =0 v R x R4\
{(0,0)}, 3) pro viechna t > 0 plati [pa G(t,z)dx =1, G € L (R*™), 4) pro vsechna ¢ € D(RY™) plati

loc

G(—0kp — Ap) dX = ¢(0,0).
Rd+1
Poznamka. Pro ¢ € D(R™), t € R a 2 € R? definujeme pro 7 € R a € € R? funkci o(1,€) = (t — 1,2 — £).
Ziejmé je o € D(RH). Dosazenim do Véty ziskame

¢(t7 x) = SO(Oa 0) = Ri+1 G(_aﬂp - A&@) d\ = /Rd+1 G(T7 5)(5t¢(t -7, — 5) - AISD(t -7, — g)) dA
= owu(t,x) — Au(t,x), pro
u(t’ ‘T) = Ra+1 G(Tv £)¢(t - T, T = f)d(T, f)

Véta 5.2 (Klasické feseni Cauchyovy tlohy pro RVT). Bud'T >0, Q7 = (0,T) xR?, f,0,f,V f,V2f € L>=(Qr)N
C(Qr). Definugme prot € [0,T), z € R?

wta) = [ [ Grost-ra-0dre,

Pak plati: 1) uy € C([0,T) x RY), dyuq, Vuy, Viuy € L®(Q7) N C(Qr), 2) Oy — Auy = f prot >0, z € R, 3)
ur =0 v {0} x RY, 4) [lurllpoo(@r) < Tl FllLos(@r)-

Dukaz je mozné nalézt v [John and Necas, 1982 Sekce 6.3, Véta 3|.

Véta 5.3. Bud ug € C(RY) N L¥(RY). Definujme

us(t,r) = /Rd(\/%)def&“o(x —&)d§, prot >0,

up(x), prot=0.

Pak plati: 1) uy € C([0,+00) x RHNC>((0, +00) x RY), 2) yus — Aug = 0 v (0, +00) x R4, 3) ug = ug v {0} x R?,
4) lluzll oo (0,4-00)x et < 10|l oo (ray-

................................................................................. konec prednasky 10, 15.12.2023

Drikaz. PrepiSeme ug pomoci substituce x — & = y nésledovné

T— 2
ug(t, z) = /Rd(\/i?)de_ i uo(y)dy, prot > 0. (5.2)
Z tohoto vyjadieni{ je zfejmé, Ze je mozné us v t > 0 libovolné derivovat podle t a x a vysledné funkce jsou
spojité. Pro majoranty vyuzijeme fakt, Zze ¢ > 0, ¢imZ se podafi zvladnout ¢ ve jmenovateli. Ukazme napiiklad,
7e us je spojita v (0,+00) x RY. Integrand je jisté spojity v (t,z) € (0, +00) x R?, integrovana funkce je spojité
v 9. Stac¢i tedy pro pevné (tg,z) € (0,4+00) x R? najit na dostateéné malém okoli U((tg,z0),€) s € € (0,t/2)
integrovatelnou majorantu. P¥ipravme si nejdiive odhad pomoci Youngovy nerovnosti 2z -y < 2|z|? + |y|?/2, pak
—|z =yl = —|z* + 2z -y — y|* < |2|* — [y|*/2. Odhadujme pro (t,z) € U((to,x0),€)

1 lz—y/? d lel2 —ly? 4 Uzgl+e? |2
I( Yle™ Tm ug(y)| < Ct2e are s < Ctg —€) 2e 20— e~ 8i .
Vant



Nagli jsme tedy majorantu, ktera dokazuje uy € C((0,+00) x R?). Podobné se ukaze také uy € C*°((0, +00) x R9).
Mame tedy, ze ve vyjadieni (5.2) je mozné prohazovat derivace a integral, a vzhledem k tomu, Ze G fesi RVT v
(0, +00) x RY dostavame platnost 3).

Ukazme nyni uy € C([0, +00) x R?). Zafixujeme xo € RY, € > 0. Chceme ukazat, Ze existuji § > 0 a v > 0 takové,
ze pro (t,z) € (0,7) x U(xo, d) plati |u(t,x) — up(z)| < e. Konstanty ~, § nastavime pozdéji. Najdeme S > 0 tak,
aby pro y € U(xg,20) platilo |ug(y) — uo(xo)| < € a odhadujme

ult,a) = (e < | ()% 5 fuole — €) = waloolag
1

_ LRy e s e 1
- /U o T o =€) (o)l + /U o T

Zvolime 6 = 3, pak pro x € U(xg,d) a & € U(0, ) plati |z —& —xo| < 28 a tedy |ug(x —&) —ug(z0)| < €. Dostavame

1 le|?
—E/Rd( )t de = ¢

K odhadu integralu II pouZijeme omezenost ug, substituci & = 2v/ty a Leviho vétu.

Lo g — ) — up(ao)lde = T+ IT.

1
IT < QHUOHOO/ (—)de*‘ylzdy — 0, prot— 0+.
U, VT
Je tedy mozné zvolit v > 0 tak, aby pro ¢ € (0,v) platilo IT < e. S piihlédnutim ke spojitosti ug dostavame

spojitost ug v (0,z0) vzhledem k [0, +00) x R Dokonéili jsme ditkaz 1) a 3). Odhad 4) plyne hned z definice s
a vlastnosti fundamentélniho feSeni, viz Véta 3). O]

Poznamka. Funkce uy spliiuje uy € C°((0,+00) x R?) i za slabsich predpokladii na ug. Z dikazu je vidét, Ze
napriklad staci ug € L= (RY) U L' (RY).

Hladkost us v jistém smyslu nezdvisi na pocdtecni podmince. Je-li pro jisté T > 0, zg € R%, R € (0, \/T), Qr =
(T — R2,T) x U(wg, R) auy € C*(Q) 7esi v Q rovnici yug — Aug =0, je u € C°(Qr).
2

Véta 5.4 (Slaby princip maxima na omezené mnozing). Bud Q C R? omezend, oteviend, T > 0, Qr = (0,T) x €,
u€ C(Qp), I = ({0} x QU ([0,T] x 99Q), dyu, Vu,V*u € C(Qp \T) a plati du — Au < 0 na Qp \ . Pak plati

max ¢ = max u.
Qr

Poznamka. I' se nazyjvd parabolickd hranice Qr.

Diikaz. Diikaz povedeme sporem. At existuje (tog,zo) € Qp \ I' takové, Ze u(to, zo) = maxg U > Maxr u.

1) Pokud plati dyu(to, zo) — Au(to, o) < 0 dostaneme snadno spor. V (¢, zp) nabyva u maxima, tedy zde musi
platit nutné podminky maxima, tj. dyu(to,ro) > 0 a dwu(to, o) = 0, d2u(ty,zo) < 0 pro kazdé i € {1,...,d}.
Dohromady dostaneme dyu(tg, zo) — Au(to, xo) > 0 a to je spor s pfedpokladem tohoto odstavce.

2) V obecném pifpadé definujeme funkei v(t,z) = u(t,z) + €|z|?> a ukdzeme, ze pro vhodné zvolené malé € > 0
na ni miZeme pouzit odstavec 1). Pro kazdé € > 0 plati pro funkci v nerovnost ;v — Av < 0 v Q4 \ I'. MnoZina
Q je omezens, existuje tedy R > 0 takové, ze Q C U(0, R). Plati tedy [[u — v||p(g,) < €R?. Definujme m =
maxg u—maxp u > 0 avolme € > 0 tak, aby eR? < m/2. Pak plati v(to, zo) > u(to, z0) —eR% > u(to, z9) —m/2 =
maxp u +m —m/2 > maxp(v +u —v) + m/2 > maxr v — |[u — v||gee(ry + m/2 > maxr v. Funkce v tedy nabyva
svého maxima na Q, v n&akém bodé z Q7 \ T a to vede ke sporu podle ostavce 1. ]

Véta 5.5 (Slaby princip maxima pro Cauchyovu tlohu pro rovnici vedeni tepla). Bud T > 0, u € C([0,T] x R*) N
L>®((0,T) x RY), dyu, Vu, VZ2u € C((0,T] x RY) a plati dyu — Au < 0 na (0,T] x RY. Pak plati

sup w = Ssup u.
[0,T]xR4 {0} xR4
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Disledek. Regent Cauchyovy ilohy pro rovnici vedend tepla je urceno jednoznacné ve tridé funkci, které jsou
omezené a spliuji predpoklady na regqularitu z Veéty[5.9

Disledek. Reseni Cauchyovy ulohy pro rovnici vedeni tepla zdvisi spojité na datech ve tridé funkci, které jsou
omezené a spliugi predpoklady na reqularitu z Véty[5.5 AUT > 0 a funkce u a v jsou omezené a splivgi predpoklady
na reqularitu z Véty . At Qu — Au=f, 0w — Av =g v (0,T] x Q, u = ug, v =1vp v {0} x R%. Pak

lu — v Loo (0,1 xRy < o — vol| oo (may + TN f — gll Loo((0,7)xR%)-

Poznamka. Pozor, existuji netrividlni hladkd ve3eni tilohy Opu — Au = 0 v (0,T] x R?, w = 0 v {0} x RY, viz
[Tichonov, 1935]. Tato Teseni nemohou byt omezend.

konec prednasky 11, 5.1.2024

6 Eliptické rovnice - Laplaceova a Poissonova rovnice
Definice. Funkci ' : {z € C;Re(z) > 0} — C definujeme piedpisem

+oo
I'(z) = / " le 8 ds.
0

Poznamka. Pro z € C s Re(z) > 0 plati T'(z + 1) = 2I'(2).
Lemma (Objem jednotkové koule). Pro d € N plati

[NJIsH

NI 3
+
=

. \d _
aq = A(U(0,1)) = N

Diikaz. Plyne z integralu
/ exp(—|z|?) d.
Rd
Pocita se dvéma ruznymi zptisoby. Jednou pomoci polarnich souradnic a podruhé pomoci sférické Fubiniho véty. [
Lemma. Bud R >0, a € R. Pak fU(o R) |z|*d\(z) < 400, prdvé kdyZ a > —d.

Definice. Bud Q C R, f : Q — R. Rovnici —Au = 0 pro nezndmou funkci v : Q@ — R nazveme Laplaceovou
rovnici. Rovnici —Au = f pro nezndmou funkci u : Q@ — R nazveme Poissonovou rovnict.

Fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice ziskame pro d > 2 integraci fundamentélniho feSeni rovnice vedeni tepla

podle ¢asu t. Plati
d
+o00 1\2 [t |2 2—d
G(t, z)dt = (4) / R T |
0

0 T d(d—2)ag

Definice. Funkci definovanou pro x € R%\ {0} predpisem
2 d=2
—lg(jzl),  pro :

, prod €N, d > 2,

nazweme fundamentdni Teieni Laplaceovy rovnice. Pro x € R definujeme funkci ®, : R\ {2} — R piedpisem
Dy(y) = ®(y — z) proy € R?\ {z}.
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Véta 6.1 (Vlastnosti fundamentélniho feseni Laplaceovy rovnice). Fundamentdlni feseni Laplaceovy rovnice spl-
fiuje 1) ®, VO € C°(RN{0})NL},.(RY), 2) —A® = 0 v RN{0}, 3) pro viechny ¢ € D(R?) plati — [pa AP = ¢(0).

loc

Diikaz. 1) Hladkost @ je jasna. Integrovatelnost ® a V® plyne z predchoziho lemmatu.
2) Tato rovnost je cvieni na parcialni derivace.
3) Tato identita plyne z nasledujici véty. O

Véta 6.2 (Véta o tiech potencialech). Bud Q C R? oteviend, omezend s C* hranici, u € C?(Q). Pro pevné x € §
ay € RN\ {2} definujme ®,(y) = ®(y — x). Pak pro kaZdé x € Q plati
ou 0,

w(z) = [ —Aud,d\+ — &, dS — U
(@) /Q aq Ov o Ov

ds. (6.1)

Diikaz. Diikaz provedeme pro d > 2. Pro d = 2 se postupuje obdobné. Chceme pouzit druhou Greenovu identitu
[4.8 na v a ®,. Pfimo to neni mozné, kvili singularité ®, v z. Proto z Q vyFizneme malou kouli. Bud tedy
p € (0,dist(z, 98)). Definujeme Q, := Q\ U(z, p). Na této mnozing uz je mozné Greenovu identitu na u a @,
pouzit. Dostaneme

0P,

Tov

I, +11 ::/ Aucbx—uA@xd)\:/ @%— ds =:111,+1V,. (6.2)
Q, o0, ov

7 Véty 2) dostaneme hned 11, = 0. V ostatnich ¢lenech piejdeme k limité p — 0+. Zacneme s vyrazem
I,. Chceme pouzit Lebesgueovu vétu. Ziejmé plati Au®,xo\v(0,p) = Au®Py s.v. na Q. Integrovatelna majoranta
nezavisla na p > 0 je funkce ||Au||foo(q) Pz, viz opét Véta 6.1 Podle Lebesgueovy véty tedy plati I, — [, Au®,

pro p — 0+. Dale si uvédomime, Ze 9Q, = 9Q U U(z, p) a pro y € OU(x, p) plati ®,(y) = p>~¢/(d(d — 2)a).
Odhadneme

0
| 2,45 < L~ |Vullo = 0, pro p— 0+.
oU<(,p) OV -2
Plati tedy
ou
111, — —&,dS prop— 0+.
o0 aV
Kone¢né pro y € oU¢(x, p) spocitame
x—y 1 y—=x 0P, 1 1 / 1
W VYT e e Y T a0
7 predeslého a ze spojitosti u v bodé x dostavame
0P 0P
IVp——/ u——dS — udS — — u——dS —u(z) pro p— 0+.
oo Ov oU<(z,p) oo Ov
Limitni pfechod k p — 0+ v (6.2)) a preusporadani ¢lenti v ziskané rovnosti dava (6.1)). O

Definice. Bud f : R? — R. Rekneme, se u: R* = R je klasické FeSeni Poissonovy rovnice s pravou stranou f na
R, pokud u € C%(R?) a plati —Au = f na R?.

Vé&ta 6.3 (|[Evans, 2010], Sekce 2.2, Theorem 1). Bud f € D(R?). Pak funkce u : R — R definovand pro x € RY
predpisem

uw) = [ 1= axe) = | fe-p)o0) i)
je klasické Feseni Poissonovy rovnice s pravou stranou f na R%. Toto Feient spliiuje

lim wu(z)=0.
|x| =400
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Diikaz. Regularita plyne z Véty o derivovani Lebesgueova integralu podle parametru. Splnéni rovnice je disledkem

Véty O

Definice (Harmonické funkce). Bud Q C R? neprdzdnd oteviend mnoZina. Rekneme, Ze u : £ = R je harmonicka
v Q (piseme u € H(Q)), pokud u € C*(Q) a Au(z) = 0 pro viechna x € Q (tj. u bodové Fesi Laplaceovu rovnici
v Q).

Pi#iklad. Buda € R?, b € R. Funkce u(x) = a-x +b pro x € R? jsou harmonické na R
Funkce definovand u(z) = x1x2 pro x = (x1,...,2q9) € R? je harmonickd na R?.

Funkce ® je harmonickd na R%\ {0}.

Bud = € R, Funkce ®, je harmonickd na RY\ {x}.

Funkce u(z,y) = e cos(y) je harmonickd na R? a neni omezend.

Vé&ta 6.4 (Véta o prioméru). Bud Q C R? neprdzdnd oteviend mnozina, u € H(SY). Pro kazdou kouli U := U (z,7)

takovou, Ze U C Q, plati
u(z) :][ udS = ][ ud. (6.4)
ou U

Diikaz. Diikaz provedeme pro d > 2, piipad d = 2 lze dokézat analogicky. JelikozZ je funkce u harmonicka, dostavame
z Véty (pfi zachovani znaceni z této véty)
ou 0,

u(z) = —&,.dS — U
(=) ou Ov ou Ov

dS =: I +1II. (6.5)

Funkce @, je na OU konstantni. Oznacime tuto hodnotu ®g a spocitame I pomoci Véty

I:@o/ audS:/Aud)\:O.
ou OV U

Podobné jako v dikazu Véty viz , spocitame, ze na QU je

00, »
- _—(/8U1d5‘) .

Dosazenim tohoto vztahu do (6.5) dostaneme tvrzeni o sférickém prameéru.

Dale poé¢itdme pomoci Lemmatu a pomoci jiz dokazané rovnosti pro r > 0 takova, ze U(z,r) C £
8r(/ wd\ — agriu(z)) = / wdS — dagr®tu(z) = 0.
U(w’r) 8U((E,T‘)

Jelikoz je lim, o4 fU(x py WA = agriu(z) = 0, musi platit fU(x py wdA = agriu(z) = 0, pokud U(z,r) C Q. O

Véta 6.5 (Liouvilleova véta). Bud u € H(R?) zdola (nebo shora) omezend funkce. Pak je u na R? konstantni.

Disledek. o Klasické Tesent Poissonovy rovnice je jednoznacné uréeno ve tridé

{ve C*RY); lim wv(z)=0}.

|z| =400

o Spojitd zdvislost Feseni Poissonovy rovnice na datech. Bud f € D(R?) a u prislusné jednoznacné urcené iesent
Poissonovy rovnice splitujici u € C?(RY) a limy, 400 u(z) = 0, pak

[ull Lo (may < CUIf Il may + | fl oo (mey)-

Konstanta C' nazdvisi na f ani u.
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Vé&ta 6.6 (Silny princip maxima). Bud Q C R? neprdzdnd, oteviend a souvisld mnoZina, u € H(Q) a existuje
xo € Q takové, Ze u nabyvd v bodé xy svého (i neostrého) globalniho extrému. Pak je u na Q konstantni a v 0 plati
u = u(xp).

Diikaz. Ozna¢me U = {z € Q;u(x) = u(xo)}. Mnozina U je zjevné uzaviena v €. UkaZeme, Ze tato mnozina je i
oteviend. Ze souvislosti mnoziny 2 pak hned dostaneme U = (2. Volme tedy bod x € U. Bod z je bodem maxima
funkce u. Existuje tedy r > 0 takové, ze u < u(z) na U(z,r). Z Véty o prumeéru |6.4] dostavame

0= uw) - f e I ) () xw).

Protoze pro y € U(z,r) plati u(z) — u(y) > 0 musi pro tato y platit u(x) = u(y) a tedy U(x,r) C U. Mnozina U
je tedy oteviena. O

.................................................................................. konec prednasky 12, 12.1.2024

Diisledek 6.7 (Slaby princip maxima). Bud Q C RY neprizdnd, omezend, oteviend a souvisld mnoZina, u €
H(Q) NC(Q). Pak plati

infu <infu < supu < supu.

o2 Q Q 90

Poznamka. Véta[6.7] neplati pro neomezené mnoZiny. Uvazte funkei u(z,y) = e” cos(y) na R x (—m/2,7/2).

Definice (Dirichletova tiloha pro Laplace-Poissonovu rovnici). Bud Q C RY neprdzdnd, oteviend mnoZina. Budte
ddile g : 002 = R a f: Q — R. Rekneme, Ze u je klasickym Tesenim Dirichletovy wlohy pro Laplace-Poissonovu
rovnici (s daty g, f) v Q, pokud 1) u € C2(Q)UC(Q), 2) ~Au=f v, 3) u= g na ON.

Véta 6.8. Bud Q C RY neprdzdnd, oteviend a omezend mnoZina. Budte ddle ¢ : 002 — R a f : Q — R. Klasické
reSent Dirichletovy ilohy pro Laplace-Poissonovu rovnici s daty g, f v € je uréené jednoznacné.

Diikaz. At jsou u,v dvé klasicka feSeni Dirichletovy tlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici s daty ¢, f v €. Pied-
pokladame, Ze €2 je souvisla. Jinak provedeme nasledujici ivahu pro v8echny jeji komponenty. Funkce w = u — v
splituje w € C(Q). Nabyva tedy v Q svého maxima i minima. Pokud nabyva svého maxima i minima na 9, je
w=0na Q atedy u = v na Q. Dale vime, ze w € H(2). Pokud w nabyva svého maxima v Q, plyne z Véty
7e je w konstantn{ na Q. ProtoZe je w € C(Q) a w = 0 na 92, musi byt opét w = 0 na . Podobné se postupuje
také v pripadé, ze w nabyva svého minima v 2. O

Definice (Greenova funkce). Bud Q2 C R? otevrend, omezend s C' hranici. Predpokldidejme, Ze pro kazdé x € Q
ezistuje funkce W, vesent problému 1) ¥, € C(Q) NH(Q), 2) ¥, = &, na IN. Funkci G : Q> — R definovanou
predpisem G(z,y) = ®,(y) — V. (y) pro x,y € Q nazveme Greenovou funkci Laplaceovy-Poissonovy ilohy na Q.

Véta 6.9 (Reprezentace feseni Laplaceovy-Poissonovy rovnice pomoci Greenovy funkce). Bud Q C R? oteviend,
omezend s C' hranici. Predpoklddejme, Ze existuje Greenova funkce Laplaceovy-Poissonovy tlohy na Q. Bud f €
C%(Q), g € C(09), u € C?(Q) klasické Feseni Dirichletovy tilohy pro Laplace-Poissonovu rovnici (s daty ¢, f) v
Q. Pak pro x € Q plati

u(x) = /Q F(0)C () dA(y) — / (1) VGl y) - v(y) dS(y).

o0

Dusledek. Bud Q2 C RY oteviend, omezend s C' hranici. Predpoklddejme, Ze existuje Greenova funkce Laplaceovy-
Poissonovy dlohy na Q2. Pak pro x € ) plati

l=— [ VuG(x,y)- v(y)dS(y).
J O
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Véta 6.10. Bud R > 0, Q = U(0, R). Greenova funkce Laplaceovy-Poissonovy ulohy na S je definovdna piedpisem

6o = i Ny —apt— () - B co
T,y _(d—2)dad Y x R Yy ‘x’.:v pro x,y .

Navic plati

1 R? — |z|?
-V,G(z,y) - v(y) = EW-
Véta 6.11. Bud R >0, g € C(0U(0, R)). Definujme
9(x), pro x € OU(0, R),
uz)=4 1 1 / R? — |z
_— g(y)——— dS(y), prox € U0, R).
dag R Jou(o,r) ) |z —yl ) 0.R)

Pak je u klasické teSeni Dirichletovy ilohy pro Laplaceovu Poissonovu rovnici s daty g a f =0 v U(0, R).
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7 Véty a definice ke zkousSeni

Definice

1. kvazilinedrni parcialni diferenciélni rovnici prvniho fadu a jeji klasické Feseni

2. charakteristicky systém kvazilinearni PDR

3. typ diferencialni rovnice druhého radu

4. prostor testovacich funkci

5. Laplaceova a Poissonova rovnice

6. klasické feSeni Poissonovy rovnice s pravou stranou f na R?

7. harmonické funkce

Véty

1. Lemma o vztahu reSeni linedrni PDR a charakteristik

2. Véta o lokalnim reSeni kvazilinearni PDR

3. Metoda prevedeni PDR druhého fadu s konstantnimi koeficienty na kanonicky tvar

4. Véta o TeSeni vlnové rovnice na (0, 4+00) x R (d’Alembert)

5. Véta o FeSeni vlnové rovnice na (0, 4+00) x (0, +00)

6. Véta o FeSeni vlnové rovnice na (0, 4o00) x (0,1)

7. Lemma o derivovéani integralu pies kouli podle poloméru
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8. Lemma o pievedeni vlnové rovnice v R?® na vlnovou rovnici v (0, +00) x (0, 4+00)

9. Véta o feeni vlnové rovnice v R, d = 2,3 (Poisson, Kirchhoff)

10. Véta o jednoznacnosti feSeni vinové rovnice na kuzelu a jeji disledky

11. Vlastnosti fundamentalniho reseni RVT

12. Véta o klasickém feSeni RVT

13. Slaby princip maxima na omezené mnoziné pro RVT

14. Slaby princip maxima pro Cauchyovu tlohu pro RVT a jeho disledky

15. Vlastnosti fundamentalntho feSeni Laplaceovy rovnice

16. Véta o tfech potencidlech

17. klasické feSeni Poissonovy rovnice s pravou stranou f na R%

18. Véta o primeéru

19. Liouvilleova véta a jeji dasledky

20. Silny princip maxima pro harmonické funkce

3 Cviceni Posledni zména: 12.01.2024 17:38:30

1 Prvni cviceni (6.10.2023)

ReSeni jednoduchych PDR Najdéte obecna hladka FeSeni nésledujicich rovnic. Hleddme u : R?2 — R. 1)
O1u=0,2) )10ou=0,3) O3u=0,4) O3u+u=0.
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Hadani FeSeni Ovéite, Ze dané funkce fesi zadanou PDR. Urcete, na které oblasti. 1) x € R?, u(z) = |z|>~¢
e

fesi Au = 0, 2) z € RY ¢t € R, u(t,z) = t~Y2exp(—|z|?/4t) fesi Ou — Ayu = 0, 3) (z,y) € R%, t € R,
z,y) = (2 — 2% — y?) V2 fesi OPu — Ayu = 0.

Hledani FeSeni ve tvaru Taylorovy ¥fady Bud a € R, ug: R — R. Hledejte u : R? — R feeni Oyu+ adyu = 0
s pocatecni podminkou u(0, ) = ug(z) ve tvaru

“+00 400

ult,z) =) agthal,

k=0 j=0

kde ay; € R pro j, k € Np. Regent.

Hledani FeSeni ve tvaru Fourierovy fady Bud a € R, ug : R — R 27 periodicka funkce. Hledejte u : R? — R
feseni Oyu + adyu = 0 s pocatecni podminkou u(0, ) = ug(x) ve tvaru

u(t,x) = (—)U + Z c(t) cos(kx) + di(t) sin(kz),
T k=1

kde ¢, dy,co € R pro k € N. Regend.

2 Druhé cvi€eni - homogenni linearni rovnice prvniho fadu (13.10.2023)

Linearni homogenni rovnice Pro nasledujici rovnice najdéte obecna feSeni a feSeni zadaného Cauchyova pro-
blému.

1. Najdéte u : R? — R fesici Opu — 6x28yu = 0 s poc¢ateéni podminkou u(z,0) = up(x) pro danou funkei uy.
ReSeni.

2. Najdéte u : R? — R Fesici dpu + ydyu = 0, u(0,y) = i

3. Najdéte u: R3 — R, u = u(z,y, 2) Tedici (z +y — 2)0pu + (2 + & — y)Oyu + 20,u = 0 s potatetni okrajovou
podminkou u(x,y, 1) = ug(z,y) pro danou funkei ug. ReSeni.

4. Bud ug € C®(R). Uvazme tlohu zd,u + (z + y)dyu = 0 pro neznamou funkei u : R? — R s poddtetni
podminkou u(z,0) = ug(z) pro x € R. a) Najdéte feSeni zadané ulohy na jistém okoli bodu (1,0). b) Pro
kterd ug existuji C! fegeni tlohy s poc¢ateéni podminkou u(z,0) = ug(z) na jistém okoli bodu (0, 0)?

5. Bud up € C*®(R). Uvazme tlohu z20,u + xydyu = 0 pro neznamou funkci u : R* — R. a) Najdéte Fedenf
zadané tlohy s pocate¢ni podminkou u(z, 1) = up(z) pro = € R na jistém okoli bodu (1,1). b) Pro ktera ug
existuji C' feSeni tlohy s pocatecni podminkou u(z,0) = ug(x) na jistém okoli bodu (1,0)?

6. Bud ug € C*(R). Uvazme tilohu (3z + 4y)9,u + (4 — 3y)0yu = 0 pro neznamou funkei u : R? — R. Najdéte
feseni zadané tlohy s po¢atec¢ni podminkou u(z,0) = ug(z) pro z € R na jistém okoli bodu (1,0).

7. Bud up € C*°(R). Uvazme tlohu yd,u — xdyu = 0 pro neznamou funkei w : R? — R. Najdéte feseni zadané
tlohy s pocate¢ni podminkou u(z,0) = up(z) pro x € R na jistém okoli bodu (1,0). Pro jaké hladké funkce
up existuje FeSeni na jistém okoli bodu (0,0)?

8. Bud ug € C*®(R). Uvazme tlohu zd,u + lg(x)dyu = 0 pro neznamou funkei u : R? — R. Najdéte fesent
zadané tulohy s pocateéni podminkou u(z,0) = ug(x) pro x € R na jistém okoli bodu (2,0).
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3 Treti cviceni - linearni a kvazilinearni rovnice prvniho radu
Linearni rovnice s nenulovou pravou stranou-Cauchyova tiloha

1. Najdéte u : R? = R, u = u(t, ) feici Oyu + xdu + tu = 0, u(z,0) = sin . Redeni.

2. Pro danou funkci f € C*(R?) a ¢ € R najdéte funkci u : R? — R, u = u(t, ), feseni tlohy dyu + cOu = f,
u(0,z) = 0 na okoli bodu (0,0).

3. Najdéte u: R*? —» R, u = u(x,y) fesici 20,u + dyu =y, u(z,0) = z°. ReSeni.
4. Najdéte u: R? — R, u = u(x,y) fesict 20,u + 59,u + 6u = 0, u(z,0) = z cos(x). Reeni.
5. Najdéte u: R? = R, u = u(x,y) fesici Opu — Opu = u?, u(z, 22 — 1) = 4.

6. Dokazte, Ze neexistuje zadné klasické feseni Cauhyovy tlohy: Najdéte funkci u : R? — R, u = u(z,y) fesici
20,u + 30yu + 8u = 0, u(z, (3z — 1)/2) = e”. ReSeni.

7. Najdéte obecné feSenf u : R? — R, u = u(x,y) diferencialni rovnice 20,u + 39,u + 8u = 0. Redent.

8. Najdéte obecné feseni u : R? — R, u = u(x, y) diferencialni rovnice z0,u — yOyu = u. Reseni.

Kvazilinearni rovnice 1) Najdéte u : R? — R, u = u(t, z) fesici dyu + ud,u = 0, u(x,0) = up(z) pro danou
funkei ug. ReSeni.

4 Ctvrté cviceni - kanonicky tvar rovnice druhého radu

Cviceni. 1. Uvazujte linearni PDR druhého #adu v kanonickém tvaru (vzhledem k nejvyssim derivacim), tedy
rovnici pro u = u(y),

d 9%u d ou
;ak(y)ayg+;ﬁk(y)ayk+0(y)U—f(y), kde o (y) € {~1,1,0}. (4.1)

Ukazte, ze v kazdém bodé€ y lze provést tyto avahy:

(a) Pokud e);istuje takovy index j, Ze oj # 0, B; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y) substituci
_FiY%

u=wve °% (pfes stejné indexy nes¢itame, jde o ono konkrétni j) zpusobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude ¢len, odpovidajici §; (odpovidajici koeficient bude nulovy)
e vSechny koeficienty u ¢lentd druhého fadu ztstanou beze zmény a vSechny zbylé koeficienty u ¢lent
prvého Fadu (s vyjimkou vyse zminéného) zistanou rovnéz beze zmény
Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele neni preklep. Sledujte jeji roli pfi vypoctu.
(b) Pokud e)ccistuje takovy index j, ze a; = 0, B; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y) substituci
U= e_ﬂijj (pres stejné indexy nescitame, jde o ono konkrétni j) zpusobi, ze:
e v rovnici pro v nebude absolutni ¢len, tj, ¢len odpovidajici nulté derivaci (koeficientu c)
e vSechny koeficienty u ¢lentt druhého i prvniho Ffadu ztstanou beze zmény

2. Pomoci vyse uvedenych dvou substituci ukazte, Ze kazdou linedrni PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty
lze vhodnymi substitucemi prevést na jeden z nasledujicich typi:

e Eliptickou rovnici na —Au + ku = f. Pro k = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k # 0 o
rovnici Helmholtzova typu. Koeficient k, je-li nenulovy, obecné nelze ,, vynulovat®.
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e Parabolickou rovnici na % — a?Au = f, tj. na rovnici vedeni tepla. Viechny parabolické linearni PDR

2. fadu s konstantnimi koeficienty jsou tedy néjakou rovnici vedeni tepla.

e Hyperbolickou rovnici na % — a’Au + ku = f, tj. na vlnovou rovnici. Koeficient k, je-li nenulovy,

obecné nelze , vynulovat*.

3. Urcete typ rovnice, pievedte na kanonicky tvar, piipadné pfevedte na jednu z rovnic z pfedchoziho bodu,
pripadné se pokuste vyfresit, pokud se po prevedeni dostanete na ,TeSitelny typ“ rovnice.
(a) Ugy + 2Ugy + 2uyy + 4y, + Buzy + Uy +uy =0
(b) gy + dugy + Suyy + uy +uy =0
Ugz + AUzy + 4ty — Uy — 2uy =0
Ugg — 2Ugy — SUyy + Uy =0

AUy — Bty + 4, — Su,, — 5u = 0, FeSte obecné a poté s podminkami u(x,0) = e2, uy,(x,0) = 0. ReSen.

Regenf téchto prikladit je dole .

Kanonicky tvar rovnic 2. fFadu s konstantnimi koeficienty Uréete typ rovnice. Pfeved'te rovnici na tvar,
ktery neobsahuje smiSené druhé parcidlni derivace. Je-li to mozné odstraiite z rovnice prvni derivace. 1) d3u —
201 02u+ Ot = 0 2) O3u+ 401 Oou+ 802u+ O1u+202u = 0 3) O2u+ 20100u + 205u + 40203 + 58§u +01u+bu =0

Cviceni. Uvazujte linedrni PDR druhého Fddu s konstantnimi koeficienty, v R?, tedy rovnici typu
ad?u + b0y 0,u + c@iu =f, la| + [b] + |¢| > 0. (4.2)

Ukazte, Ze plati:

o ([£2) je elipticki <= b — 4ac < 0;
o ([4.2) je parabolickd v Sirsim slova smyslu <= b*> —4dac = 0;

e (£.2)) je hyperbolickd <= b* — 4ac > 0.
Resen.

Reseni prikladt  Reseni prikladu Po provedeni substituce £ = x, n =y — x, x = 22 — 2y + 2z s naslednym
zavedenim nové funkce predpisem u = ve ¢/2 dostaneme rovnici Av = %v. Jde o eliptickou rovnici (Helmholtzova
typu). Regeni pitkladu . Po provedeni substituce £ = z, 7 = 4 — s naslednym zavedenim nové funkce predpisem
u = ve ¢/21/4 dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vee +vy, = 1%.7). Regeni pitkladu[3c| Po provedent
substituce { = z, n = y — 2x dostaneme parabolickou rovnici u, — uge = 0. Regeni prikladu Po provedeni
substituce { = z, n = § + & s naslednym zavedenim nové funkce predpisem u = ve* dostaneme hyperbolickou
rovnici veg — Uy = 13—61;. Regenf piikladu Po provedeni substituce £ = x 4y, n = & + 2y s naslednym zavedenim
nové funkce predpisem u = ve?737 dostaneme hyperbolickou rovnici vee — 4vy,, = 0. Jeji obecné fesent je v(&,n) =
fn—28) + g(n + 2¢), tedy u(x,y) = ez Y (f(x) +g(3x + 4y)) Okrajové podminky daji u(z,y) = 6%73’(1 +y).

5 Paté cvicéeni

Kanonicky tvar rovnic 2. fFadu s nekonstantnimi koeficienty na okoli bodu Vyse jsme definovali typ
diferenciélni rovnice druhého fadu v pevném bodé. Je jisté zajimavé védét, jestli lze rovnici na kanonicky tvar
prevést na okoli daného bodu. To je jisté pravda, pokud se jedné o rovnici s konstantnimi koeficienty. Pokud jsou
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vSak koeficienty nekonstantni, obecné to neni mozné. UkaZeme si nyni, Ze odpovéd je pozitivni pro diferencialni
rovnici v R2.

Uvazme proto rovnici tvaru
a110%u + 2a120,0yu + aggaju + b(0pu, Oyu, u, x,y) = 0, (5.1)

pro neznidmou funkci u : R?> — R. Funkce a1, a12, as jsou zadané a zavisi na x, y. Budeme piedpokladat, Ze na
okoli jistého bodu (z,yo) plati aj; # 0. .

Uvazujme transformaci proménnych £ = ¢(z,y), n = ¥(x,y), ktera je prosta a dvakrat spojité diferencovatelna.
Navic predpokladame, Ze determinant Jacobiho matice této transformace je nenulovy. Necht U = U (£, n) je funkce
u = u(x,y) vyjadfena v novych proménnych, tj. plati vztah
u(z,y) = Ulp(z,y),v(z,y)).
Tedy
Uug = Ug 0z + Up ¥z,
uy = Ug oy +Up ¢y,
uze = Uge @3 + 2 Usy 02 o + Upy V3 + Us @z + Uy Yo
Uzy = Uge pa y + Usn (9 ¥y + 0y ¥z) + Uny ¥z by + Ug pay + Uy tay ,
uyy = Uge 905 +2Uen oy Py + Uny %3 + Us pyy + Untyy
z ¢ehoz plyne
a11 Uge + 212 Ugyy + Go Upyy +b =0,
kde
11 = a11 2 + 2a12 Pz Py + a2 80@2, )
a12 = 11 Pz Pz + @12 (0o Yy + @y Va) + a2 0y Py,
agy = a11 Y7 + 2a12Yg by + anz Py
b= 6(57777 U, Us, Uy) -

Pokud byla vychozi rovnice linearni, pak transformovana rovnice je téz linearni.

Cilem provedené transformace je pivodni rovnici zjednodusit, a tudiz nas zajimé, za jakych podminek je néktery
z koeficientd ai1, @12, Ggo nulovy.

Hyperbolicky pripad V tomto odstavci budeme predpokléddat, ze rovnice je hyperbolicka na okoli bodu
(w0, y0) a tedy zde plati 0 < a2, — agzai;. Checeme volit ¢, 1 tak, aby se nulovaly koeficienty @11, @2o. Proto chceme
prepsat a1 do tvaru

a1 = a11(0zp + BOyp) (O + 00yp).
Pozadujeme tedy, aby 85 = ago/a11 a B+ 0 = 2a12/a11. Tato soustava ma realné feSeni, pokud 0 < a%Q — a99a11-
Tato podminka je splnéna diky predpokladu. Dostéavame, ze 3, ¢ jsou uréeny jednoznacné aZ na jejich zameénu a

1 1
B=—(a12 +/a?y —azai1), 0 =—"(a12 —y/ady — agean).
ai an

Najdeme ¢ jako C? fegen{ linearni diferencialn{ rovnice 1. fadu 0, + B9y = 0 a 1 jako C! feeni 0,1 + B9, = 0
na jistém okoli U bodu (¢, yo)pomoci Lemmatu V U plati Vi L (1,8) a V¢ L (1,6). Plati tedy, ze hodnost
matice V(g,) je rovna 2 a zobrazeni (o, 1) : U — R? je regularni. Podle [Pick et al., 2019, Véta 11.6.2] mtzeme
predpokladat, pripadné po zmenseni U, ze V := (p,1)(U) je oteviena a (¢,1) je na U difeomorfismus. Po pouziti
transformace (¢,%) na (5.1) na U, dostaneme na V' rovnici

2(_11285877(] + b=0.

Funkce @2 a b jsou definovany v (5.2)).
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Parabolicky pfipad Je potifeba dodélat. Zatim je ho mozné najit v knize [Pinchover and Rubinstein, 2005
Section 3.4].

Ellipticky pripad Vyzaduje funkce komplexni proménné a holomorfni funkce a nebudeme ho zde studovat. Je
zpracovan napiiklad v knize [Pinchover and Rubinstein, 2005, Section 3.5].

V nasledujicim seznamu je u : R? — R, u = u(z,y).

1. Najdéte kanonicky tvar Tricomiho rovnice 92u + xagu = 0 na oblasti, kde je hyperbolicka, tj. z < 0. ReSeni.
2. Na oblasti {(z,y) € R%z > 0 Ay > 0} najdéte kanonicky tvar rovnice y?0%u — angu = 0. Regeni.
3. Uvaite rovnici °92u — yd2u + 20,u = 0 na oblasti {(z,y) € R*y > 0}.

(a) Najdéte kanonicky tvar rovnice.
(b) Najdéte obecné feSeni rovnice.

(c) Najdéte feseni spliiujici pocateéni podminky u(0,y) = 8y3 a d,u(0,y) = 6 pro y > 0.
Resen.
4. Uvazte rovnici 4y207u + 2(1 — y?)0,0yu — Opu — %(2&& — Oyu) = 0 na R%

(a) Najdéte kanonicky tvar rovnice.
(b) Najdéte obecné feseni rovnice.

(c) Najdéte feseni spliwujici poc¢ateéni podminky u(z,0) = g(z) a dyu(x,0) = f(x) pro dané funkce f,g €
C%(R).

Regeni.
Priklady [3] a [4] jsou z [Pinchover and Rubinstein, 2005, Section 3.6]

A dalsi sada prikladu pro vaSe samostatné pocitani: v kazdé oblasti, kde je rovnice hyperbolické nebo parabolické,
najdéte jeji kanonicky tvar. (Tyto piiklady jsem nepfepocital. Nevim, jestli to je dopocitatelné.)

1. Uy — 28I 2 Ugy + (2 — cos? ) uyy =0
2. 22Uy — 2TUgy + Uyy = 0

3. Yugr — TUgy =0

6 6. cvideni - VInova rovnice - zrcadleni

Priklady teseni 1d vlnové rovnice v programu Mathematica.

Véta (Vétad.2). Bud 0 < T < +oo, ug € C*(R), u; € CH(R), f,0,f € C([0,T) x R). Definujme pro t € (0,T),

reR
1 1 z+ct 1 t  pxtc(t—T7)
u(t, ) = 5 (o + ef) + ol — et)) + o / i+ /0 / o, S

(pokud je f =0 nazgvd se d’Alembertova formule)

Pak plati: 1) u € C*([0,T) xR), 2) 0?u—c20?u=f in (0,T) xR, 3)u=ug, Ou=1u; v{0}xR.
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Cviceni. Vyjddrete reSeni z predchozi véty pro piipad ug = 0 a f = 0 pomoci pevné primitiond funkce k uy.
Cvigeni. Bud ¢ > 0, ug,u1 : (0,4+00) — R, f : (0,+00)? — R. Najdéte Feseni ndsledujici tilohy. Hleddme
u: (0,+00)% — R, které splituje 1) u € C%([0,+00)?),  2) 2u — c?d?u = f in (0,+00)?, 3) u = ug, hu = u
v {0} x [0,400), 4) Ozu =0 v [0,400) x {0}. Soucdsti Teseni je volba prostori funkci pro data tlohy i vyjadieni
explicitni formule pro FeSend.
Cviceni. Dokazte ndsledujici vétu.
Véta Cv0.1. Necht 0 < T < 400, 1 > 0, f,0.f € C([0,T) x [0,1]), uo € C*([0,1)), w1 € CL([0,1]) a plati pro
tel0,7)

Ft,0) = f(£,1) = uo(0) = uo(l) = u1(0) = ur (1) = ug(0) = ug(l) = 0.
At jsou g, w1 2l-periodickd rozsireni ug, w1 na R lichd vzhledem k bodu 0 a f je 2l-periodické rozsitent, liché
vzhledem k bodu 0 v proménné x. Definujeme

1 ) et ote(t— T>
u(t,z) = 5 [Go(z — ct) + to(x + ct)] + % /x_ct s)ds + 26/ /ac e f(r,&)dédr.

Pak funkce u spliuje 1) u € C*([0,T) % [0,1]), 2) 0?u—c?0%u = f v (0,T) x (0,1), 3) u = ug, Opu = uy v {0} x [0,1],
4)u=0v(0,00) x{0,1}.

Cviceni. Vyjddiete feSeni z predchozi véty jen pomoct funkci ug, ui, f na mnoziné (0,20/c) x (0,1).

d’Alembertova formule Pomoci d’Alembertovy formule najdéte feseni tlohy d?u — d5u = f na (0, +00) x R,
u(0,-) = ug, 1u(0,-) = u; na R s nasledujicimi daty. 1) f =0, u3 =0, ug = ¢, 2) f =0, u3 =0, ugp = ¢, 3)
f(t,z) = ¢(z) pro t € (0,+00), z € R, uy = 0, up = 0. Uvazujte postupné funkce ¢ = sin a ¢ = sin3 X(2r3m)-

Vlnova rovnice na poloprostoru Reste piedchozi tlohu na poloprostoru (0, 4+00)? s okrajovou podminkou
u(t,0) = 0 nebo dru(t,0) =0 pro t > 0.

7 7. cvifeni - Vlnova rovnice - Fourierova metoda

1. a) Reste Fourierovou metodou tlohu 82u — ¢29%u = 0 pro (¢,z) € (0,400) x (0,1) =: Q, u(0,z) = ug(z),
ut(0,2) = uyi(z) pro z € (0,1), u(t,0) = 0, dyu(t,l) = 0 pro ¢t € (0,400). Urcete, za jakych predpokladi na funkce
ug a uy Fourierova fada stejnomérné konverguje ke klasickému feSeni, a se¢téte ji. Jaké jsou nutné a postacujici
podminky pro existenci klasického FeSeni?

b) Pomoci Duhamelova principu Feste tlohu 92u — c202u = f pro (t,x) € R x (0,1), u(0,z) = 0, dyu(0,z) = 0 pro
x € (0,1), u(t,0) = 0, Opu(t,l) =0 pro t > 0. Jaké jsou postacujici podminky na funkci f pro existenci klasického
reSeni?

) Reste tlohu 02u — 292u = 0 pro (t,z) € R x (0,1), u(0,z) = 0, du(0,z) = 0 pro 2 € (0,1), u(t,0) = a(t),
Lu(t,l) = B(t) pro t > 0. Jaké jsou postacujici podminky na funkce o a 8 pro existenci klasického Feseni?
Reseni

2. Bud ¢ > 0, ug,u1,9 : (0,+00) = R, f : (0,400)®> — R. Najdéte fegeni nasledujici tlohy. Hleddme u :
(0,4+00)? — R, které spliuje 1) u € CQ([O,—i—oo)Q) 2) O?u — c20%u = f in (0,4+00)2, 3) u = ug, u = u
v {0} x [0,400), 4) u = g v [0,+00) x {0}. Soucasti FeSeni je volba prostort funkei pro data tlohy i vyjadieni
explicitni formule pro FeSeni.
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8 8. cvideni - VInova rovnice - Fourierova metoda - 2D

3. Pomoci Fourierovy metody naleznéte kandidata na Feseni tlohy d?u — Au = 0 pro (t,z) € R x €, kde
(0,7)2 =: Q, u(0,2) = up(x), ut (0, 2) = uy(x) pro x € (0,7)%, u(t,r) = 0 pro (t,z) € (0, +00) x Q. Najdéte Fesent
pro ug(z,y) = sin®(x)sin(y) a u; = 0.

Navrhnéte podminky na data, které zajisti regularitu reseni.
Odtivodnéte, ze mnozina, do které rozvijite feseni, tvoii bazi L2((0,7)?).
Reseni.

Vizualizace TeSeni v programu Mathematica.

9 9. cvideni - vlnova rovnice 2d a 3d

4. Odvodte pomoci Duhamelova principu fefeni vinové rovnice s nenulovou pravou stranou z néasledujici véty

Véta Cv0.1. Budd € {2,3}, T >0, f € C%([0,T) x RY). Pak funkce definovand prot € (0,T), x € R? piedpisem

tT)
// §)dédr prod=1,

f(7,9) ) )
ute) 2”//“7)\/t_7)2 ‘x_f‘Qd/\(f)dT pro d = 2,

t_ |l‘—€|7§) 3 _
u(t,z) = 47T/(xt) P dX’(&) prod=3,

splniuge

1. u € C%([0,T) x RY),
2. O}u— Au=f v (0,T) x R,

8. u=0,0u=0wv{0} xR

5. Bud d =3 a ug = uo(|z|?), u1 = u1(]z|?). Dokate, Ze FeSeni vInové rovnice v R3 bude opét zaviset pouze na
|x| a spoctéte ho.

Vizualizace Feseni v programu Mathematica.

6. Dokazte: Je-li T > 0, 2 € R% s O hranici, u € C2([0,T] x ), 02u—Au=0v[0,T] xQ, u=0v [0,T] x 09,
u=0,0u=0v{0} xQ jeu=0v][0,T]xQ.

10 10. cviceni - zapoctova pisemka

Zapoctova pisemka.

11 11-té cviceni

7. Ovéite tvrzeni o Tichonovové protiptikladu z knihy [Krylov, 1996].
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REMARK 8.1.24. Widder’s theorem says that any nonnegative function which
is continuous in [0, 00) x R and equals zero for ¢ = 0 and satisfies the heat equation
uzz — ug = 0in (0,00) x R is identically zero.

Tychonoff’s example shows that the assumption on sign of u is essential. Namely,
the following function satisfies all the above requirements apart from positivity:

u(t,x) = 3 _g_(i)_(t_) 2 g(t) =exp(~-t7%) t>0, g¢(0)=0.

— (2k)!

Specialné ukazte, ze funkce u : (0,+00) x R — R definovani nahote fesi rovnici vedeni tepla dyu — 9?u = 0 na
(0,400) x R s poc¢ateéni podminkou u(0,x) = 0 pro x € R. Napovédu je mozné nalézt na mathoverflow nebo v
¢lanku [Ferretti, 2003].

Reseni.

8. a) Reste Fourierovou metodou tlohu dyu — 82u = 0 pro (t,z) € (0,400) x (0,7) =: Q, u(0,z) = up(x) pro
x € (0,m), u(t,0) =0, Oyu(t,m) = 0 pro t € (0,+00). Urcete, za jakych predpokladi na funkci ug Fourierova fada
stejnomérné konverguje ke klasickému feSeni, a se¢téte ji. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro existenci
klasického Feseni? Najdéte feseni pro ug(x) = sin®(x).

b) Pomoci Duhamelova principu najdéte kandiddta na fegeni ilohy dyu—02u = f pro (t,z) € Rx (0,7), u(0,2) =0
pro x € (0,7), u(t,0) = 0, dyu(t,m) = 0 pro t > 0. Jaké jsou postacujici podminky na funkci f pro existenci
klasického teSeni?

Reseni.

9. Pomoci Fourierovy metody naleznéte kandidata na FeSeni ulohy dyu — Au = 0 pro (t,z) € R x Q, kde
(0,7)2 =: Q, u(0,z,y) = uo(z,y) pro (z,y) € (0,7)%, u(t,z,y) = 0 pro (t,z,y) € (0,+00) x . Najdéte feseni pro
uo(, ) = sin®(z) sin’(y).

Resen.
Navrhnéte podminky na data, které zajisti regularitu reseni.

Vizualizace TeSeni v programu Mathematica.

12 12-té cviceni

10. Pomoci Fourierovy metody naleznéte kandidata na feeni dlohy —Au = 0 v (0,7)? =: Q s okrajovou
podminkou v = 0 na 9Q N {y > 0}, u(x,0) = up(x) pro x € [0,7] a dané ug. Diskutujte podminky na wug, aby

nalezeny kandidat byl skutecné reseni.

11. Reste stejnou dlohu pro okrajovou podminku u = 0 na dQ N {z > 0}, u(0,y) = ue(y) pro y € [0,7] a pro
dané ug.

12. Reste stejnou ulohu pro okrajovou podminku u = ug na 9. Specialné pro v = 0 na 9Q N {zy > 0},
u(0,y) = 1 +sin®(y) — y/7 pro y € [0, 7] a u(z,0) = 1+ sin®(z) — x/7 pro z € [0, 7]

13. Pomoci Fourierovy metody naleznéte kandidata na feSeni tlohy —Au = f v (0,7)? =: Q s okrajovou
podminkou v = 0 na 9.
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https://mathoverflow.net/questions/356573/the-solutions-of-the-heat-equation-from-0-datum
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Priklady jsou feSeny v poznamkach doc. Rokyty. Obréazky reSeni v programu Mathematica jsou zde.

14. Najdéte Hadamardiv priklad $patné zadané tlohy. Reste —Au = 0 v (0,+00) x (0,7) =: Q s okrajovou
podminkou v = 0 na {y € {0,7}} a pocatetni podminkou v = 0 a du = sin(ny)/n na {0} x (0,+00) pron € N.
Uvazte u(1,-).

15. Spoctéte objem jednotkové koule v R? pomoci integrace funkce exp(—|z|?) s vyuzitim sférické Fubiniho
véty.

13 Zbytky

Véta. Véta Gaussova-Greenova-Ostrogradského Bud Q C R, oteviend, 0Q € C1, tj. aZ na otoceni
Ve e dQ,3r > 0,7 : R 4y e CYRIY - QnU(z,7) = {y € Uz, r);yn > YW1, .., Ya—1),

F e CYQ), F:Q — R. Oznacme vnéjsi normdlu k Q v. Pak

Vie{l,...,d}:/&-F:/ Fu, dS.
Q o0

Poznamka. Takto je véta formulovdina v [Evans, 2010, Appendixz C.2]. Pozndmky o souvisloti uvedené véty s vétou
z Geometrie 2. Specidlné, diskuze kvalit Q a F.

Véta. Sférickd Fubiniho véta Bud g : R* — R, g € LY(R™). Pak

+oo
/ g :/ (/ gdsS)dr.
R4 0 oU (z,r)

Poznamka. Véta obecné plyne z co-area formule, viz [Evans, 2010, Appendiz C.3]. Také se dd dokdzat piimo z
definice, coZ je jednoduché pro d € {2,3}, ale vyZaduje multipolani souiadnice ve vyssich dimenzich. To miZe byt
piilis technicky ndrocné.

1) Pomoci Gaussovy-Greenovy-Ostrogradského véty aplikované na F(z) = z, F : R? — R? urete vztah mezi
objemem jednotkové koule a plochou jednotkové sféry v R%. Ma vyjit S=1(oU (0, 7)) = dr?='A4(U(0,7)). 2) Pomoci

sférické Fubiniho véty aplikované na F(z) = e 7, F : R — R a predchoziho pifkladu spoctéte A4(U(0,1)). 3)
Dokazte

Lemma. Bud R >r >0, x € R, w € C(U(z,R)). Pak

OT(/ udA™) —/ udS a ][ udS = u(x + rz) dS(z).
U(z,r) oU (z,r) oU (z,r) ou(0,1)

Pristé néco z nasledujiciho . ..

Zmnaceni, korektnost podle Hadamarda

Zde néco chybi.
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13.1 26.11.

16. Bud I > 0, ug : [0,]] — R. Najdéte pomoci Fourierovy metody rozdéleni proménnych kandidata na feseni
problému

dpu — 0%u =0, v (0, 400) x (0,1), (13.1)
u = ug, v {0} x [0,1], (13.2)
u =0, v [0, +00) x {0,1}. (13.3)

Ukazte, Ze, je-li ug € L'(0,1), splituje kandidat na Feseni u € C*°((0,+o00) x [0,1]). Ukazte, 7e kandidat spliiuje

rovnici (13.1) a ((13.2)).
Ukaizte, 7e, je-li ug € C1([0,1]) a up(0) = up(l) = 0, je u € C([0,4+0oc) x [0,1]) a plati rovnice (13.3).

13.2 3.12.

17. Rozmyslete si, Ze v tloze ze Sekce je mozné oslabit piedpoklady na ug € C%1([0,1]), uo(0) = ug(l) = 0.
18. V tloze ze Sekce[13.1] polozte ug(z) = min(z,l—z) pro = € (0,1) a spoctéte fedeni.  19. V tloze ze Sekee[13.1]
poloZte | = 7 a up(x) = sin(z) + 3sin(3z) pro x € (0,7) a spoctéte feseni.

20. Bud f:(0,400) x (0,1) — R. Najdéte kandidata na feSeni problému

Opu — O*u = f, v (0, +00) x (0,1), (13.4)
u=0, v {0} x [0,1], (13.5)
u =0, v [0, 4+00) x {0,1}. (13.6)

Ukazte, ze, je-li f € C2([0,+00) x [0,1]) N L>([0, +00) x [0,1]), f = f" =0 v [0,4+00) x {0,1}, je u € C?([0, +00) x
0,1]) a sphitje (T3.3), (13.5) and (T3.0).

21. Bud ug : [0,+00) = R, f:(0,+00)? — R. Najdéte kandidata na feseni problému

dpu — 0%u = 0, v (0,400) x (0, 400), (13.7)
u = up, v {0} x [0, +o0], (13.8)
u=0, v [0,4+00) x {0}. (13.9)

Ukazte, Ze, je-li ug € L'(0,+00) a f = 0, splituje kandidat na fegeni u € C°°((0,+00) x [0,+00)). Ukazte, 7e

kandidat splije rovnici ((13.7) a ((13.8)).

Ukaizte, 7e, je-li ug € C1([0,4+00)) N L>®([0, +00)), f = 0 a up(0) = 0, je u € C([0, +00) x [0,+00)) a plati rovnice
([3.9).

Ukaizte, Ze, je-li ug = 0 a f € C?([0,4+00)%) N L>2([0,+00)?), f = f" =0 v [0, 4+00) x {0}, je u € C%([0, +0)?) a
spliwe (13.7), (T3.8) and (T3:9).

13.3 Notace

22. Spoctéte Au a D(Au), je-li u(z) = |z|>~? pro z € R?, d > 2. Spoététe Au a D(Au), je-li u(z) = 1g(|x|) pro
rzeR? d=2
Vysledek:

D(Au) = D(u) = R\ {0}, Au=0
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23. Spoctéte dyu — Au a D(9; — Au), je-li u(t, z) = (4t)~4? exp(—|z|?/4t) pro z € R a t > 0.
Vysledek:
du—Au=0proz eR?at>0.

24. Spoctéte Ofu — Au, je-li u(t, ) = X (0,400)(ct — |2[)//(ct)? — |x]? pro z € R* a t > 0.
Vysledek:

D(0?u — Au) = (0,+00) x R2\ {(t,2) € R x R%;ct = ||}, 0?u — Au = 0.

13.4 Korektnost podle Hadamarda
25. Bud c € R. Ukazte, Ze u(t,x) := ct pro t,x € R fesi ilohu 9?u+ 0%u = 0 s pocateéni podminkou u(0, z) = 0
pro x € R.

26. Bud n € N. Ukazte, Ze u(t,z) := exp(—+/n) cos(nx)sinh(nt)/n pro t,z € R fesi tlohu d2u + 0%u = 0 s
pocateéni podminkou u(0,z) = 0, Ou(0, x) = exp(—+/n) cos(nx) pro x € R. Zkoumejte chovani (0, -) a u(1,-) pro
n — +00.

27. Uvazte ulohu z predchoziho ptikladu na (0, +00) x (—m/2, 7/2) navic s okrajovou podminkou u(t, £m7/2) = 0
pro t > 0. Ukazte, Ze neni dobfe zadana napft. v prostorech L* nebo C.

28. Najdéte feseni rovnice dyu — 02u = 0 na (0, +0c0) x R s pocateéni podminkou u(0,z) = 0 pro = € R.
Vysledek:
u=20

29. Najdéte netrivialni feseni predchozi ulohy, viz [Tichonov, 1935].

Zvolte a € (1,2), definujte A,, = [an + 1]! a ukazte, ze fada Z:i% 1/ 3/ A,, konverguje.

Podle dikazu na strané 63 knihy [Carleman, 1926] existuje nenulova F' € C*°(R) takova, ze pro vSechna
n € {0,...} a pro viechna t € R plati F(W(0) = 0 a |F(™(t)| < A,.

Definujte u(t,z) = 3120 F(")()2?"/(2n)! a ukaite, Ze tato fada spolu se viemi jejimi formalnimi derivacemi
konverguje lokalné stejnomérné na R? a tedy u € C°°(R?).

Ukazte, ze funkce u fesi zadanou rovnici i po¢ateéni podminku a je netrivialni.

13.5 Linearni a kvazilinearni PDR 1. Ffadu

Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) FeSeni nasledujicich rovnic:
30. u, = 6x2uy.
Vysledek:
u(x,y) = F(22% +y), kde F je libovolna hladk4 funkce. 31. wu; + au, = 0, u(x,0) =sinz, (a # 0).
Vysledek:

u(x,t) =sin(z —at).  32. up+ xu, +tu =0, u(z,0) = sinz.
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Vysledek:

u(x,t) = e‘é sin(ze™®).  33. (z+y—2)us + (z+ 2 —y)uy + zu, = 0.

Vysledek:

uw(z,y,z) = ®(x +y — 22,2%(z — y)), kde @ je libovolna hladka funkce dvou proménnych.

34. Odvodte, ze feseni Cauchyovy ulohy u; + aug = 0, u(x,0) = p(z), (a # 0) je toto: u(x,t) = ¢(x — at) jeste
jinak, nez metodou charakteristik.

Navod:

Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) FeSeni nasledujicich rovnic:
35. uz +yuy =0, u(0,y) = %

Vysledek:

u(z,y) =e*/y.  36. up + uuy =0, u(x,0) = ¢(x), kde

= —z prox <0, ¢(x) =0 pro z > 0.

() )
(z) (

3. p(x) =0prox <0, p(x) =1proxz > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.
(x) =1 pro z <0, ¢(x) =0 pro x > 1, ¢ spojita a po ¢astech afinni funkce.
()

Vysledek:

ProtoZe pro tuto rovnici maji charakteristiky, vychazejici z bodu [zg, 0], smérnici 1/¢(z9) (spoctéte si to!), lze
odtud odvodit, Zze v prvnich tfech pripadech existuje globélni klasické feseni, zatimco v dalsich dvou je klasické
feSeni definovano pouze lokdlné.  37. wzz, + yzz, = 2?2+ y? + 22 2(1,y) = 2.

Vysledek:
u(z,y) =2(x® + y*) Inx — gyT‘;
38.F Metodou charakteristik Feste nasledujici ﬁlohlﬂ pro neznamou funkci w = w(y,t):

ow Mo
— = ——(1+sd
ot a—y—sw( ts

w(y,0) = 0, yeR.

dw

, eR, t>0,
8y> 4

M, o, s, d jsou kladné (znamé) konstanty. Uvazujte |y| < o a t > 0 dostatecné malé.
Navod:

Vysledek:

w(y,t) = ﬁ(o —y— \/(0 —y)? — 25(d+1)M0t).

4Vysledek této ulohy se uplatni v ditkaze véty Cauchyho-Kowalevské .
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39. Naleznéte feSeni systému rovnic

Ug(z,t) +A-Uy(z,t) = 0, z€R, t>0, (13.10)
U(z,0) = F(z), z€eR, (13.11)
_( 08 _ ([ wm ([ f : )
kdeA—(2 0>’U_<u2 ),F-(g>,af(a;),g(:c)Jsoudanefunkce.

Navod:

40. Pro obecny systém s rovnic tvaru ((13.10)) ukaZte, Ze pokud A je konstantni s x s diagonalizovatelna matice,
lze postup z predchoziho piipadu vzdy pouZit a nalézt FeSeni takového systému. P¥ipomeite si, Ze matice majici
rizna redlna vlastni ¢isla je diagonalizovatelna.

13.6 Kanonicky tvar linearnich PDR 2. fAdu ve dvou proménnych

Urcete typ PDR, pievedte ji do kanonického tvaru a nacrtnéte realné charakteristiky.  41. wugzy — yuyy = 0
42, TUgy — 2\/TYUgy + YUyy + %uy =0,2,y >0 43, 2upy + 2Uzy + Uyy + 4uy +4uy +u =0

13.7 ResSeni linearnich rovnic 2. faddu ve dvou proménnych

44. Necht u € C?(R) je fefenim rovnice augy + 2bugy + cuyy, = 0 s a # 0. Dokazte, Ze je-li tato rovnice
parabolické, pak existuji funkce F,G € C?(R) takové, ze u(z,y) = F(mx + y) + 2G(mz + y), kde m = —b/a.
Varianta 4. At a,b,c € R, a # 0 a u € C%(R) fesi rovnici atzy + 2bugy, + cuy, = 0 v R% A f € C?(R), g € CL(R)
a u fesf potatetni podminku u(x,0) = f(z), uy(z,0) = g(x) pro z € R. Oznatme A = b? — ac a predpokléadejme
A > 0. Oznaéme ¢, = —(b+VA)/a a1, = —(b— v/A)/a a predpokladejme ¢, 1), # 0. Pak

1

o y) = bz — e

(G f(z+ %) — Yo f(x + %)) + m /Q:JZE g(s)ds. (13.12)

Naznak ditkazu: charakteristické rovnice jsou 3/(z) = (b4 v/A)/a a charakteristiky tedy y(z) = ¢z + ¢ a y(z) =
Yyx + ¢ pro ¢ € R. Transformaci soufadnic zvolime ¢(x,y) = y + ¢.z),¥(x,y) = y + Yyx. Po transformaci
U(o(x,y),¥(x,y)) = u(x,y) dostavame rovnici Ugy = 0 a po vyfeseni U(&,n) = G(&/¢z) + F(n/1s) a u(z,y) =
Gz +y/dz) + Flz +y/va).

Pro dopocteni tvaru feSeni vyuzijeme linearity rovnice a priklad rozdélime na dva pripady. Pfedpokladejme na
chvili, Ze ¢ = 0 na R. Po dosazeni do pocatecni podminky dostavame rovnice

G'(2) + F(2) = f(2), —G'(x) + —F(z) =0,

o (o
tedy F'(z) = wxw_z% f(z)+caG(z) = qu)_%f(m) + d pro vhodné ¢,d € R. Dohromady
1
u(@y) = o= Gaf (et 5) =+ ),

coz je prvni ¢ast vzorce (13.12). Fakt, Zze ¢ + d = 0 plyne z poc¢ateéni podminky pro u.

Je-li f =0 dostavame po dosazeni do pocatecni podminky rovnice

G+ Fl() =0, &)+ JEF’(:C) — g(2),
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tedy

Vado +e¢, F(z)= /mg(s) dsiww)x +d,
0

G(”:/o gl)ds g, T e Go— Vs

kde ¢,d € R jsou vhodné zvoleny. Po dosazeni do spo¢teného tvaru feSeni a poc¢ateénich podminek dostavame

Gy e+ 37
= d
u(xa y) U i /:1: j‘z 9(3) S,

coz je druha ¢ast (13.12)).

Naleznéte fefeni Cauchyovy tlohy — 45. 4y%uzy + 2(1 — y?)ugy — uyy — %(21@ —uy) =0v R?2 u(z,0) = f()
a uy(z,0) = g(z) pro z € R, kde f € C*(R) a g € C}(R) jsou zadané funkce. 46. uzy — 2sin(z)ugzy — (3 +
082 (2))uyy + ug + (2 — sin(z) — cos(x))u, = 0 v R?, u(z,cos(x)) = 0, uy(z,cos(x)) = e~*/2cos(z) pro = € R.
47, Uy + 2008(T)ugy — sin?(z)uyy — sin(z)uy, = 0 v R%, u(z,sin(x)) = = + cos(x), uy(z,sin(x)) = sin(x) pro

zeR. 48, (1 —cos(y))ugs + cos(Y)Uzy — Uyy — 2fi§()(g()y) (ug —uy) = 0v R% u(z,0) = 2z, uy(x,0) = 1 pro z € R.

49. 2ugy +2Upy — 4ty — Uz +3uy =0V R2 u(x,0) = 23, uy(x,0) =0prox € R.  50. uy —a®ug, = |2| v R?,
u(x,0) = ug(x,0) = 0 pro z € R. Ukaite, ze u ¢ C3(R?). 51. Bud a >0, f(x,t) =at pro x < at a f(z,t) ==
pro x > at. Ukaite, Ze Cauchyova tloha uy — a?uz, = f v R x (0, +00), u(z,0) = u(x,0) = 0 pro x € R neméa
fegeni u € C%(R x (0, +00).

13.8 Klasifikace PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty v R"

Urcete kanonicky tvar a typ rovnice  52. Uz +2uUzy — 2Uyp, + 2uyy +6u,, = 0, u = u(x,y,z) 53, dug, — gy —
2y, +uy +u, =0, 54, Upy — Uz + Uz Uy —u; =0, 85, Upy + 2Ugy + 2Uyy + 2y, + 2Uy + 2U,, + 3uy = 0,
56. 8%u + 2 ZZ:Q OpOru — 2 ZZ;% OpOk+1u =0 57. 312 —2 22:2(—1)k8k_18ku =0,

13.9 Charakteristiky
Bud 7 € R", m € N, @ : R" - R, ® € C"(U(%)), (@) = 0, 0,2(x) # 0, Lu = }_ =, Aa(@)D% + b, kde
Ay R? — RVXN g R™ — RN,

58. Ukazte, 7ze plocha S = {z € R"; ®(x) = 0} je charakteristickd v bodé T pravé tehdy, kdyz

det( Y Aa(@)(VE)*(x)) = 0.

|a|=m
Ukazte, 7Ze plocha S = {z € R"; ®(z) = 0} je charakteristicka pravé tehdy, kdyz pro kazdé T € S plati
det( Y Aa(T)(VE)*(T)) = 0.
|a)]=m
59. At Lu=>"_, A, (3:)597“& Uréete podminku pro charakteristickou plochu. Bud navic N = 1. Jak charak-

teristicka plocha souvisi s charakteristickou kiivkou rovnice Lu = 07

Charakterizujte charakteristické plochy pro rovnice 60. Au = 0, kde A = >}, 83(1 61. Ju— Au =0
62. 0?u— Au=0

63. Uvazme systém pro neznamé funkece (u,v,w) proménnych (z,y)

Ozt = v
Oyu = w
Oyv + Oyw =0
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Jedn4 se o Laplaceovu rovnici prepsanou jako systém. Chtéli bychom tedy, aby tento systém byl elipticky. Pokud
bychom jako jeho hlavni ¢ast zvolili pouze ¢leny nejvyssiho fadu

d. 0 O
e =1[a, 0 o
0 9, 9,

dostali bychom det LP(£) = 0. Budeme postupovat podle [M. Renardy, 1993, Sekce 2.1.3|. Kazdému sloupci piifa-
dime celd ¢isla t; a kazdému Tadku cela ¢isla s; tak, aby fad diferencialniho operatoru ve sloupci j a rfadku k byl
mensi nebo roven ¢; + sj. Za hlavni ¢ast vezmeme pouze tu ¢ast diferencialniho operatoru, kterd ma rad ¢; + s;.
Cisla volime tak, aby det L? (2€) nebyl identicky roven 0. Najdéte ¢; a s a ukazte, Ze poté je systém elipticky, tj.
neexistuji netrivialn{ vlastni sméry.

64. Stokestv systém v R3 ma tvar —Au + Vp = 0, divu = 0 pro neznamé funkce v : R? — R3, p: R3 — R.
Jak vypadaji charakteristické plochy?

13.10 Vlastni ¢isla druhé derivace

65. Bud I > 0a ¢ € CY[0,1]), p(0) = p(I) = 0. Pak existuje jednoznaéné uréené rozsiieni ¢ definované na
R, které je liché vzhledem k bodu 0 a 2[ periodické. Navic plati ¢ € C1(R) a & je liché vzhledem k bodu [. Je-li
@ € C?([0,1]) a ©"(0) = ¢"(I) = 0, je téz ¢ € C*(R). Dokaite.

66. Najdéte vlastni ¢isla a funkce druhé derivace na intervalu (0,1) s okrajovou podminkou w(0) = 0, w(l) = 0.
Tedy najdéte A € R a w € C?([0,1]), w(0) = 0, w(l) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).

67. Najdéte A € R a w € C?([0,1]), w(0) = 0, w'(I) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).
68. Najdéte A € R a w € C?([0,1]), w'(0) = 0, w(l) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).

69. Najdéte A € R a w € C?([0,1]), w'(0) = 0, w'(I) = 0, aby platila rovnice —w” = \w v (0,1).

13.11 VlInova rovnice

Bud a > 0. V této sekci budeme Fesit rovnice

Ugr — a*uge =0 v R? (13.13)
U — @Pugy = f v R2 (13.14)

pro neznamou funkei u : R? — R.

70. Af Q C R? je konvexni oblast a u € C?(Q fesi bodové (13.13)). Pak existuji P,Q € C?(R?) takové, ze
u(z,t) = P(x — at) + Q(x + at). Dokazte.

71. Bud déno ¢ € C?(R), ¥ € C*(R). Najdéte fegeni (13.13)) s pocateéni podminkou u(z, 0) = (), u(z,0) =

Y(x) pro x € R. Ukazte, e feseni u je uréené jednoznacné a u € C?(R?).

72. Ukazte, ze pokud navic k predpokladim predchozi ulohy existuje z¢ € R tak, ze pro z € R : p(xg + ) =
o(xog—x), Y (xo+z) = P(xo— ) (¢ a1 jsou sudé kolem bodu zp) ma stejnou vlastnost i feseni u. Specidlné potom
plati pro t € R, ze uy(zo,t) = 0.

73. Ukazte, Ze pokud navic k predpokladim piedchozi tlohy existuje z¢ € R tak, ze pro = € R plati p(xg+z) =
—p(xg —x),Y(x0 + ) = —(xog — ) (¥ a1 jsou liché kolem bodu z(), méa stejnou vlastnost i feseni u. Specialné
potom plati pro t € R, ze u(xzg,t) = 0.
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74. Necht f € C?(R?) a uvazme Cauchytv problém (13.14)) s po¢atecni podminkou u(z,0) = uy(x,0) = 0 pro

x € R. Vypoctem ukazte, Ze existuje pravé jedno reseni.

75. Je-li navic funkce f lich4 podle bodu xy € R, je téz TeSeni liché podle bodu zg. Specialné je pro t € R
u(0,t) = 0.

76. Uvazujme (13.14) s pocateéni podminkou u(z,0) = ¢(z), ui(x,0) = ¢ (x) pro z € R, kde f € CY(R?),
o € C%(R), ¥ € C*(R) jsou sudé podle zg € R. Pak fedeni je pro viechny ¢ € R také sudé podle zg a tedy u, je
licha podle xg a tedy u,(0,t) =0 pro t € R.

77. Ukazte, Ze okrajova tloha uy — a?uz, = 0 pro (z,t) € (0,+00) x R =: Q, u(x,
pro z € (0,+00), u(0,t) = 0 pro t € R, kde ¢ € C*([0,+00)), ¢ € C'([0,40)), (0
pravé jedno feseni u € C%(Q) a odvod'te pro né&j vzorec.

0) = (P(x)v ut(x70) = 77/}('%')
) =1(0) =¢"(0) =0

78. Ukaite, Ze okrajova tloha uy — a?uz, = 0 pro (x,t) € (0,+00) x R =: Q, u(x,0) = o(z), ut(x,0) = ()
pro z € (0,+00), uz(0,t) = 0 pro t € R, kde ¢ € C*([0,+0)), ¥ € CL([0,+00)), ¥'(0) = ¢'(0) = 0 ma pravé
jedno fegeni u € C%(Q) a odvodte pro néj vzorec.

79. a) Reste Fourierovou metodou tlohu uy — a2uge = 0 pro (z,t) € (0,1) x R =: Q, u(x,0) = o(x), u(z,0) =
Y(x) pro z € (0,1), u(0,t) = 0, uz(l,t) = 0 pro t € R. Urcete, za jakych predpokladi na funkce ¢, ¢ Fourierova
fada stejnomérné konverguje ke klasickému feSeni, a seCtéte ji. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro existenci
klasického feSeni?

b) Pomoci Duhamelova principu feste tilohu uy —a?ug, = f pro (z,t) € (0,1) xR =: Q, u(x,0) = 0, u(x,0) = 0 pro
x € (0,1), u(0,t) = 0, ugy(l,t) = 0 pro t € R. Jaké jsou postacujici podminky na funkci f pro existenci klasického
reSeni?

¢) Reste tlohu uy — a?ugzy = 0 pro (z,t) € (0,1) x R =: Q, u(z,0) = 0, us(z,0) =0 pro x € (0,1), u(0,t) = ay(t),

ug(l,t) = aa(t) pro t € R. Jaké jsou postacujici podminky na funkce o a ag pro existenci klasického Feseni?

d) Specialni piipad predeslého. Reste tlohu uy — ugy = 0 pro (z,t) € (0,1) x R =: Q, u(z,0) =0, us(x,0) = 0 pro
x € (0,1), u(0,t) = a(t), ug(1,t) = B(t) pro t € R. Jaké jsou postacujici podminky na funkce « a 3 pro existenci
klasického TeSeni?

Reseni:

Ulohu rozdélim za pomoci linearity problému na dvé: Nejdfive hledam funkci wy, kterd fesi: uy — uzr = 0 pro
(z,t) € (0,1) x R =: Q, u(x,0) =0, ut(z,0) = 0 pro z € (0,1), u(0,t) = a(t), ug(l,t) =0 pro t € R.

Funkci u; budu hledat ve tvaru u(z,t) = A(x +t) + A(x — t) pro vhodné zvolenou funkci A : R — R. Z podminky
ug(l,t) = 0 vidime, Ze A musi byt sudé vzhledem k bodu 1, a z u(0,t) = «(t), ze pro x € (0,1) musi platit
a(z) = A(—z). Pomoci symetrii ur¢ime celé A. Nejdiive si definujeme

) 2 0,
ay(x) = {a(gj) P.ro v a_(z) =ay(—z), prozxzeR.
0, jinak
Konec¢né,
+00 “+o00
Alz) =Y (~DFa_(z+2k) = > (=1)Far (- 2k).
k=0 k=1

Ziejmé je u1(0,t) = A(t) + A(—t) = Y720 (—=D)Fa_(t +2k) — S 025 (=1 Fay (t — 2k) + 020 (1) ka_ (—t + 2k) —
X (=Dkay (=t —2k) = a_(t) + a_(—t) = a(t) pro t > 0.

Dale je A(1+z) — A(l —2) = >0 (- DFa_ (1 + 2+ 2k) — Y755 (= DFar (1 + 2 — 2k) — 720 (-Dka_(1 —2 +
2h) — ST (1) (1— 2= 2K) = 5425 (1R (1+2+2k) =5 g5 (= 1)y (—1+2—28) — S5 (—1)ka(1-
x4 2k) + 3520 (- 1)y (=1 -z — 2k) = 0.
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QED

80. Bud sy, iz € C2(]0,+00)). Reste tlohu uy —aug, = 0 pro (z,t) € (0,1) xR, u(z,0) = o(z), u(z,0) = (z)
pro z € (0,1), u(0,t) = pi(t), u(l,t) = pa(t) pro t € [0,+00). Provedte homogenizaci okrajovych podminek a
pouzijte Fourierovu metodu.

81. Reste Fourierovou metodou tlohu uy —a2ug, = 0 pro (x,t) € (0,1) xR =: Q, u(z,0) = ¢(z), us(z,0) = (z)
pro z € (0,1), uy(0,t) = 0, u,(l,t) = 0 pro t € R. Urcete, za jakych predpokladii na funkce ¢, 1 Fourierova fada
stejnomérné konverguje ke klasickému teSeni, a sec¢téte ji. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro existenci
klasického Teseni?

82. Spoctéte feseni Cauchyovy tlohy pro vinovou rovnici v 1d, je-li ¢ = 1, ug = 0 a u; = sin® X (2,37)-
83. Spoctéte feseni Cauchyovy tlohy pro vinovou rovnici v 1d, je-li ¢ = 1, ug = sin? X(2r,37) & u1 = 0.

84. Za predpokladi Véty [4.0] sectéte

2 [ nwe . . NTT
nz::ll/ouo(y)sm( l )dy (Tt)sm(T),

Uvazme Cauchyovu tlohu pro vlnovou rovnici ve 3d. Regenf je dano Vétou [4.15]

85. Bud ¢ : R — R hladka, suda funkce s kompaktnim nosi¢em. Polozme ug(x) = ¢(|z]), ui(z) = 0. Ukazte,
7e TeSeni vlnové rovnice definované Kirchhoffovym vzorcem, je sféricky symetrické.

86. Za situace z predchoziho piikladu spoctéte hodnoty feseni pro x = 0, tj. u(t,0).
87. Spoctete u(t,0), je-li ¢(s) = exp(—as?) pro jisté o € R. Piiklad je z [Cihak et al., 2002, Sekce 9.2, 8a.
Uvazme Cauchyovu tlohu pro vinovou rovnici ve 2d. Reeni je dano Vétou m

88. Bud ¢ : R — R hladka, suda funkce s kompaktnim nosi¢em. PoloZzme ug(x) = ¢(|z|), ui(z) = 0. Ukazte,
7e TeSeni vlnové rovnice definované Poissonovym vzorcem, je osové symetrické.

89. Za situace z predchoziho piikladu spoctéte hodnoty feSeni pro x = 0, tj. u(t,0).
90. Spoététe u(t,0), je-li p(s) = |s|™ pro jisté n € N. Pitklad je z [Cihak et al., 2002, Sekce 9.2, 7a.

91. Spoctéte u(t,0), je-li p(s) = (1 — cos(ws)/s pro jisté w > 0. P¥iklad je z [Cihék et al., 2002, Sekce 9.2, 7b].

13.12 VlInova rovnice s nenulovou pravou stranou

92. Necht f:R? — R a d;f : R? = R jsou spojité. Pak

d t t
dt/o f(t,T)dT—f(t,t)—i—/o fi(t,7)dr

93. Necht f € CY(R?) aa > 0. Bud

zta(t— 7')
u(z,t) / / flo,7)dodr.
2a z—a(t—T)

Ukazte, ze u € C?(R?) a Ze uy — a®uge = f v R?, u(z,0) = uy(x,0) = 0 pro = € R.
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13.13 Rovnice vedeni tepla
94. Bud G = (a,b) x (0,T), I = 9G \ ((a,b) x {T}). Necht u € C?(G) N C(G) je fefenim rovnice u; =
a(x, t)uge + 2b(z, t)u, + c(z,t)u v G, kde a(z,t) > 0, ¢(x,t) <0 v x € G. Dokazte, Ze maxg |u| = maxr |ul.

95. Bud G = (a,b) x(0,7), T = 0G\((a,b) x {T'}). Necht u € C?(G)NC(G) je Fesenim rovnice us = a(x,t) Uz, +
2b(z, t)ug + c(z,t)u v G, kde a(z,t) > 0 v z € G. Dokaite, Ze maxg |u| = e“T maxr |u|, kde C = max{0, maxg c}.

96. Najdéte pomoci Duhamelova principu FeSeni tlohy uy — a*ugy = f v Q=R x (0,+00), u(z,0) = 0 pro
r € R, kde f € C2(Q) N L>®(Q).

97. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — aug, = 0 pro (z,t) € (0,1) x (0, +00), u(x,0) = ¢(z) pro z € (0,1),
u(0,t) =0, u(l,t) =0 pro t € (0, +00). Specialné polozte p(z) = min(z,! — x) pro x € (0,1).

o(z) pro z € (0,1),

98. Reste Fourierovou metodou tlohu us — a?u,, = 0 pro (x,t) € (0,1) x (0, +00), u(z,0)
uz(0,t) =0, ug(l,t) = 0 pro t € (0,+00). Specialné polozte ¢(x) = = pro = € (0,1).

o(z) pro z € (0,1),

99. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — a2uz, = 0 pro (x,t) € (0,1) x (0, 400), u(z,0)
u(0,t) =0, uz(l,t) = 0 pro t € (0,+00). Specialné polozte ¢(x) = min(x,1/2) pro xz € (0,1).

o(x) pro z € (0,1),

100. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — a?ug, = 0 pro (x,t) € (0,1) x (0, +00), u(z, 0)
u,(0,t) = 0, u(l,t) = 0 pro t € (0,+00). Specialné polozte () = x2 — I pro = € (0,1).

101. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — a2tz = 0 pro (x,t) € (0,1) x (0, +00), u(x,0) = ¢(z) pro z € (0,1),
uz(0,t) = 0, Kyug(l,t) + Kou(l,t) = 0 pro ¢ € (0, +00).

102. Reste Fourierovou metodou tlohu u;—a2Au = 0 pro (z,t) € Gx (0, +00), G = (0,1;)x(0,12), u(x,0) = ¢(x)
proz € G, u(x,t) =0 pro z € 0G, t > 0.

4 Pisemky z roku 2023

1 Zapoctové pisemky
Zapoctova pisemka z UPDR, ZS 2023

1. Mgjme diferencialni rovnici 30%u(z,y) + 40,0,u(z,y) + agu(:v,y) = 0. a) Urcete typ rovnice. b) Prevedte
rovnici na tvar, ktery neobsahuje smiSené druhé parcialni derivace. ¢) Je-li to mozné, napiSte obecné feSeni.

2. Bud ug € C®(R). Uvazme tlohu 19,u(z,y) + (2% + 1)0yu(z,y) = 0 pro neznamou funkci u : R — R s
pocatecni podminkou u(1,y) = ug(y) pro y € R. a) Najdéte feseni zadané tlohy na jistém okoli bodu (1,1).

3. Uvazme tlohu d?u(t, ) — d2u(t,x) = 0 v (0,+00) x (0,27) s okrajovymi podminkami d,u(t,0) = d,u(t, 27)
a u(t,0) = u(t,2mw) pro t > 0 a pocateénimi podminkami u(0,z) = 0 a du(0,x) = ui(z) pro z € (0,27) a
dané u;. a) Najdéte kandidata na feSeni tlohy. b) Najdéte feseni tlohy pro u(x) = sin(x).

Reseni zapoctové pisemky.

Dodateéné priklady na zapocéet z UPDR, ZS 2023

1. Mé&jme diferencialni rovnici 302u + 60,0yu + 8§u = 0. a) Urcete typ rovnice. b) Pfevedte rovnici na tvar,
ktery neobsahuje smiSené druhé parcialni derivace. c¢) Je-li to mozné, napiste obecné feSeni.
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2. Bud ug € C*°(R). Uvazme tlohu 5 d,u(z,y) + (2* + y)dyu(x,y) = 0 pro nezndmou funkci u : R? — R s
pocatecni podminkou u(1,y) = ug(y) pro z € R. a) Najdéte feSeni zadané tlohy na jistém okoli bodu (1,1).

3. Uvazme tlohu dyu — 0%u = 0 v (0, +00) x (0, 27) s okrajovymi podminkami d,u(t,0) = du(t,27) a u(t,0) =
u(t,2m) pro t > 0 a pocatecni podminkou u(0, z) = up(z) pro z € (0,27) a dané up : (0,27) — R. a) Najdéte
kandidata na feSeni tlohy. b) Najdéte feSeni tlohy pro ug(x) = sin®(z).

2 Zkouskové pisemky

Zkouskova pisemka z UPDR, var. 1, ZS 2023-2024

1. Mé&jme diferencialni rovnici 108%71 — 348182u+298§u+ 1001u—1799u = 0. a) Urcete typ rovnice. b) Prevedte
rovnici na tvar, ktery neobsahuje smiSené druhé parcialni derivace a koeficienty u zbylych druhych derivaci
jsou z {—1,0,1}. ¢) Odstraiite z rovnice prvni derivace. d) Najdete transformaci, po které bude i koeficient
u nederivové funkce z {—1,0,1}7

2. Bud up € C®(R). Uvazme tlohu z(arctg(y))?0,u + (1 + y?)dyu = 0 pro nezndmou funkei u : R — R s
pocatecni podminkou u(1,y) = ug(y) pro y € R. a) Najdéte feSeni zadané tlohy na jistém okoli bodu (1,1).
b) Pro ktera ug existuji C'! feeni tilohy s po¢ateéni podminkou u(0,y) = up(y) na jistém okoli bodu 17

3. Uvazme tlohu dyu — 0%u = 0 v (0, +00) x (0,7) s okrajovou podminkou d,u(t,0) = du(t,7) = 0 pro t > 0
a pocateéni podminkou u(0,z) = ug(z) pro z € (0,7) a dané ug. a) Najdéte kandidata na FeSeni ulohy. b)
Najdéte feSeni tlohy pro ug(x) = cos?(z).

Zkouskova pisemka z UPDR, var. 2, ZS 2023-2024

1. Mé&me diferencidlni rovnici 67u + 24910ou + 2403u + 1001u — 120,u + +u = 0. a) Uréete typ rovnice. b)
Prevedte rovnici na tvar, ktery neobsahuje smiSené druhé parcialni derivace a koeficienty u zbylych druhych
derivaci jsou z {—1,0,1}. ¢) Odstraiite z rovnice prvni derivace. d) Umite napsat obecné FeSeni vysledné
rovnice?

2. Bud up € C®(R). Uvazme tlohu (—z + 4y)d,u + ydyu = 0 pro nezndmou funkci u : R? — R s poddtetni
podminkou u(0,y) = wuo(y) pro y € R. a) Najdéte FeSeni zadané ulohy na jistém okoli bodu (0,1). b) Pro
ktera ug existuji C'* fefenf tlohy s pocateéni podminkou u(z, 0) = ug(z) na jistém okoli bodu (1,0)?

3. Uvazme tlohu 02u + &gu = 0 v (0,7)? s okrajovou podminkou d,u = 0 na 92 N {(z,y) € R%y > 0} a
Oru(z,0) = ug(x) pro z € (0,7) a dané ug. a) Najdéte kandidata na FeSeni ulohy. Je mozné, ze bude poteba
navic pfidat néjakou podminku na funkei ug. b) Najdéte kandidata na FeSeni tlohy pro wug(z) = sin(2x). Je
vhodné vyuzit vzorec sin(a) cos(b) = (sin(a + b) + sin(a — b)) /2.

Reseni 2. zkouskové pisemky.| Graf feseni 3. piikladu. Zdrojak pro rizné vypocty v programu Maxima.

Zkouskova pisemka z UPDR, var. 3, ZS 2023-2024

1. Mé&jme diferencidlni rovnici —0?u + 601 02u — 895u + 01u — 302u+au = 0 pro a € R. a) Uréete typ rovnice. b)
Prevedte rovnici na tvar, ktery neobsahuje smiSené druhé parcialni derivace a koeficienty u zbylych druhych
derivaci jsou z {—1,0,1}. ¢) Odstraiite z rovnice prvni derivace. d) Zvolte a tak, aby rovnici 8lo vyFesit a
napiste obecné feseni vysledné rovnice.
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2. Bud up € C°°(R). Uvazme tlohu (cos(x))?0,u + (sin(y))? tg(z)dyu = 0 pro neznamou funkei u : R* — R
s pocateéni podminkou u(0,y) = up(y) pro y € R. a) Najdéte FeSeni zadané tlohy na jistém okoli bodu
(0,1). b) Pro ktera ug existuji C'! ¥eseni tlohy s po¢ateéni podminkou u(7/2,y) = up(y) na jistém okoli bodu
(r/2,1)7

3. Uvazme tlohu 9?u — 0?u = 0 v (0, +00) x (0,7/2) s okrajovou podminkou d,u(t,0) = 0 a u(t,7/2) = 0 pro
t > 0 a s pocateéni podminkou u = ug a dyu = ug na {0} x (0,7/2). a) Najdéte kandidata na feseni alohy.
b) Najdéte feseni tlohy pro ug(z) = (cos(z))3.

Reseni 3. zkouskové pisemky.

Zkouskova pisemka z UPDR, var. 4, ZS 2023-2024

1. Mé&jme diferencialni rovnici —8%u+88182u— 158%u+81u—482u+au = 0 pro a € R. a) Urcete typ rovnice. b)
Prevedte rovnici na tvar, ktery neobsahuje smiSené druhé parcialni derivace a koeficienty u zbylych druhych
derivaci jsou z {—1,0,1}. ¢) Odstraiite z rovnice prvni derivace. d) Zvolte a tak, aby rovnici §lo vyTesit a
napiSte obecné feSeni u ptuvodni rovnice.

2. Bud up € C*®(R). Uvazme tlohu (z + 4y)d,u(z,y) + (x — 2y)dyu(x,y) = 0 pro neznamou funkei u : R — R
s pocate¢ni podminkou u(0,y) = ug(y) pro y € R. a) Najdéte feSeni zadané tlohy na jistém okoli bodu (0, 1).
b) Pro ktera ug existuji C! fegeni tlohy s pocateéni podminkou u(0,y) = ug(y) na jistém okoli bodu (0, 0)?

3. Uvazme tlohu 0%u + 05u = 0 v (0,27) x (0,27) s okrajovymi podminkami u(0,y) = u(27,y) a d1u(0,y) =

Ou(2m,y) pro y € (0,27), u(x,0) = 0 a u(x,2m) = up(x) pro x € (0,27). a) Najdéte kandidata na FeSeni

tilohy pro obecné wg : (0,27) — R. b) Najdéte fedeni tilohy pro ug(x) = (1 — cos(z))?.

Reseni 4. zkouskové pisemky.

Zkouskova pisemka z UPDR, var. 5, ZS 2023-2024

1. Mé&jme diferencidlni rovnici 02u + 89102u + 2003u + 202u = 0. a) Urcete typ rovnice. b) Prevedte rovnici
na tvar, ktery neobsahuje smiSené druhé parcidlni derivace a koeficienty u ostatnich druhych derivaci jsou
z {—1,0,1}. ¢) Odstraite z rovnice prvni derivace. 4) Zafidte, aby koeficient u nederivované funkce byl z

{—1,0,1}.

2. Bud up € C*°(R). Uvazme tlohu 2+/|z|0,u(z,y) + (z + y)dyu(x,y) = 0 pro neznamou funkci u : R*> - R s
pocatecni podminkou u(1,y) = ug(y) pro y € R. a) Najdéte feSeni zadané tlohy na jistém okoli bodu (1,0).
b) Jak bude vypadat feSeni s poc¢ateéni podminkou u(—1,y) = up(y) na okoli bodu (—1,0).

3. Uvazme tlohu r28,u(r, o) +rdyu(r, o)+ 02u(r,¢) = 0 v (0,1) x (0, 27) s okrajovymi podminkami d,u(r, 0) =
Opu(r, 2m), u(r,0) = u(r,27) pro r € (0,1), u(0,p) = c pro ¢ € (0,27) a jisté ¢ € R, a u(1,¢) = up(p) pro
¢ € (0,27) a dané wug. a) Najdéte kandidata na feSeni tilohy. b) Najdéte Feseni tlohy pro ug(p) = cos?(y),
¢ € (0,27). Bonus) Zkuste fadu ziskanou v ¢asti a) se¢ist.

Reseni 5. zkouskové pisemky.

5 Domaéaci ukol

1 Odvozeni fundamentalniho fe$eni rovnice vedeni tepla (RVT)

Posledni zména: 16.02.2024 11:36:38

o1


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kaplicky/doc/nmma339/2023/pisemka-zk3-r.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kaplicky/doc/nmma339/2023/pisemka-zk4-r.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kaplicky/doc/nmma339/2023/pisemka-zk5-r.pdf

Budeme hledat specialni feseni u : (0, +00) x R™ — R rovnice
Oru(t,x) — Azu(t,z) =0,

prot >0 a x € R™. Operator A uvazujeme pouze vzhledem k proménné x.

1. Ukazte, ze operator A je rota¢né invariantni, tj. pro libovolnou ortonormélni matici A € R™*", w € C*°(R"),
x € R" plati (Aw)(Az) = A(w(Ax)).

Zavér: Specialni feseni RVT budeme hledat ve tvaru u(t, x) = v(t, |z|).

2. Ukaizte, ze pokud v(t, |z|) fesi RVT v Q C (0, 4+00) x R™, X\ > 0, pak v(A\?t, A|z|) Fesi RVT na Q) = {(t,z) €
(0, +00) x R™: (A%, \z) € Q}.

3. Ukaite, 7e pokud pro jisté a > 0 a pro viechna t > 0, A > 0, x € R" plati (\%)*w(A\?t, A|z|) = t*w(t,|z]),
tak funkce w musi mit tvar w(t, |z|) = t~%v(|z|/+/t) pro jistou funkci v : (0, +00) — R.

Zavér: Regeni RVT hledame ve tvaru
u(t, z) =t~ (|z|?/t) (1.1)

pro vhodnou funkci v : (0,400) = RaaeR.
4. Najdéte obecné feSeni RVT ve tvaru (1.1]) na (0, +00) x R™. Postupujte nasledovné

(a) Dosadte (1.1)) do RVT a upravte tak, aby vysledni rovnice zavisela pouze na |z|?/t.

(b) Nahrad'te |z|?/t novou proménnou s a vzniklou rovnici vynasobte integraénim faktorem s°. Zvolte a a
B tak, aby se vznikla rovnice dala napsat jako rovnost derivaci.

(c) Integrujte a napiste obecné feSeni v.

5. Volte parametry tak, aby v(0+) € (0, +00) a
/ u(1/4,z)dx = 1.

6. Bud n > 2. Ukazte, ze funkce h(z) = f0+°° u(t, z) dt pro z € R™\ {0} fesi rovnici Ah = 0 v R"\ {0} a najdéte
vyjadieni funkce h, které neobsahuje integral.

Reseni doméaciho tkolu.
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