1 Uvod

Tato habilita¢ni prace se zabyva matematickou teorii nestlacitelnych a
stlacitelnych Navier—Stokesovych rovnic, tedy vSeobecné akceptovanych a
uzivanych modeld viskéznich newtonovskych tekutin. Az na drobné vyjimky
se budeme zabyvat situaci, kdy zmény teploty nejsou studovany, tedy bilance
celkové energie se redukuje na bilanci energie kinetické a ta, az na piipad ne-
omezené oblasti s nekompaktni hranici (viz prace [Novo et al. 2001]), plyne
pfimo z bilance hybnosti.

Budeme tedy prevazné pracovat s rovnici kontinuity (tj. bilance hmoty),
bilanci hybnosti a prislusnymi hrani¢nimi a pocatecnimi podminkami. Nic-
méneé, v nasledujici kapitole bude naznaceno odvozeni iplného systému rov-
nic, tj. vCetné bilance celkové resp. vnitini energie. Za jistych zjednodusuji-
cich predpokladt dospéjeme od obecnych bilan¢nich rovnic tekutiny k pii-
slusnym Navier—Stokesovym rovnicim. Nasledujici kapitola se pak bude za-
byvat prehledem vybranych vysledkd tykajicich se nestlacitelnych Navier—
Stokesovych rovnic, dalsi pak matematickou teorii stlacitelnych Navier—Sto-
kesovych rovnic.

Za timto ivodem bude pripojeno 10 praci, jejichz jsem autorem nebo
jednim z autorit a které obsahuji vysledky tykajici se uvedenych rovnic.
Vsechny prace byly publikovany v domécich ¢i zahrani¢nich ¢asopisech resp.
v recenzovanych sbornicich z mezinarodnich konferenci.

Jednim z cilti Gvodnich kapitol je predstavit soucasny stav matematické
teorie prislusnych rovnic a predstavit predloZené prace v tomto kontextu.
Samoziejmé neni mozné zminit vSechny vysledky. Vybral jsem proto jednak
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kterym jsem se v prilozenych pracech vénoval.
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vénoval vice matematice nez ji, a pfesto mé v tom podporovala.

2 Bilanéni rovnice

V této kapitole se budeme zabyvat spiSe aspekty matematickymi nez
fyzikalné—inzenyrskymi. Proto budeme predpokladat, Ze nasledujici veliiny
predstavuji fyzikalné to, co si pod nimi predstavujeme intuitivneé:

e hustota o(t, )

e rychlost v(t, z)

e tenzor napéti T'(t, x)

e vektor vnéjsich sil f(t, )

e vnitini energie e(t, x)

e tok tepla q(t,x)

e zdroj energie (napf. radiace) g(t, x)
e teplota V(t,x)

Blizsi informace o zavedeni téchto a dalSich veli¢in je mozno nalézt napft.
v knihach [Gurtin 1981], [Silhavy 1997] nebo [Marsik 1999]. Déle budeme
predpokladat, ze tyto veli¢iny jsou definovany s.v. (popiipadé vsude) v ob-
lasti vyplnéné tekutinou, tj. pro t € (0,7), = € Q(t), kde Q) C R3.*
Piedpokladejme, Ze pro vSechny casy je €(t) oteviend, souvisld mnoZina,
kterd se méni ,,spojité“ v case, pficemz toto nebudeme blize specifikovat.
Necht B je libovolna oteviend podmnozina R? s dostateéné hladkou hranici.
Predpoklddame platnost nésledujicich bilanénich rovnic:

(i) Bilance hmoty

Predpokladame, Ze

d

— [ odx = —/ ov - ndS, (2.1)
dt Jp o8

tj. hmota nevznikd ani nezaniké, méni se jen diky toku pfes hranici; zna-
ménko minus je zde proto, ze n je vnéjsi normala k B.

*Odvodime rovnice ve tfech prostorovych proménnych, nicméné v nékterych situacich
budeme studovat i proudéni dvojdimenzionalni.



(ii) Bilance hybnosti

Predpokladame, ze

d
— [ ovdzx = —/ (ov)v - ndS + TndS + / ofdx, (2.2)
dt /g B o8B B

tj. hybnost se méni diky toku na hranici a plisobeni plosnych a objemovych
sil (tj. 2. Newtoniv zdkon).

(iii) Bilance momentu hybnosti

Predpokladame, Ze

4 gmxvd:c:—/ (gazxv)v-nd5+/ acx(Tn)dS+/ oxx fdx, (2.3)
dt /s o o8B B

tj. neuvazuji se zadné vnitfni momenty.

(iv) Bilance celkové energie

Predpokladame, ze

d 1, 5 1, 9
— + = dr = — + = -ndS — -nd
: Q(e 2]'0] ) x /8 g(e 2|'v| >'v ndS /a qg-ndS

+/ (Tv)«nd8+/gdx+/gf-vd:n,
oB B B

(2.4)

tj. celkova energie, kterd se sklada z energie vnitini a kinetické, se méni
konvekci, tokem tepla pres hranici, vykonem vnéjsich objemovych a plosnych
sil a radiaci.

K vyse uvedenym bilan¢nim rovnicim je tieba pfidat vhodnou formulaci
2. zdkona termodynamiky. Protoze az na drobné vyjimky se budeme zabyvat
izotermalnimi procesy, nebudeme jej zde formulovat a odkadzeme se napf. na
[Silhavy 1997], [Marsik 1999] nebo [Rajagopal, Srinivasa 2000].

Uvédomme si, Ze vyse uvedené bilance plati pro libovolnou dostatecné
hladkou oblast B. Proto, kdyZ na plosné integraly aplikujeme Gaufi—Ostro-
gradského vétu a predpokladame-li dostatec¢nou hladkost vSech vystupujicich
veli¢in (k této otdzce se vratime v pristich kapitolach), dostavame nasledujici
bilan¢ni rovnice v diferencidlnim tvaru:

do | .. _

Y + div(pv) =0, (2.5)
0 . .
—(ov) +div(pv ® v) —divT = of, (2.6)

ot



%(g(m x v)) +div(g(x x v) @v) —div(x x T) = o(x x f), (2.7)

0

ot
Pfipomenme, Ze rovnice bilance momentu hybnosti (2.7) neni nezévisla,
pouze implikuje ze tenzor napéti T' je symetricky. Vyse uvedeny systém
rovnic mé vice nezndmych nez rovnic. Jako zakladni veli¢iny vezmeme hus-
totu g, rychlost v a teplotu . Je tfeba urcit zbyvajici neznamé funkce e, g
a T'. Standardné se uvazuje tok tepla ve tvaru

(g(e+ %]v[z) +div (g(e—l— %|fv|2)v> +divg—div(Tv) = g+of -v. (2.8)

qg = —k(V)V, (2.9)

tj. Fouriertiv zakon vedeni tepla. O vnitini energii se predpoklada, ze ji lze
vyjadrit pomoci teploty a hustoty:

e =e(p, V). (2.10)

Zbyva tenzor napéti, ktery bude chrakterizovat nasi tekutinu. Z fyzikal-
nich pfedstav a za mnohych zjednodusujicich predpokladi (viz napf. kniha
[Gurtin 1981]) dostavame

T = —pI + §(Vu), (2.11)
kde tlak je skalarni funkce, pro kterou musime zadat

p=0p(0,9). (2.12)

Relace (2.10) a (2.12) musi spliiovat jistd omezeni plynouci z termodyna-
miky, blize viz [Batchelor 1967].

Pokud dale pouzijeme fyzikalni predpoklad nezavislosti na pozorovateli,
dostavame, Ze viskézni ¢ast tenzoru napéti S zavisi pouze na symetrické ¢asti
gradientu rychlosti D(v) = %(V'v +(Vv)T) a to velice specialnim zptisobem

S(Vv) = S(D(v)) = ag(e, v, D!, D', D1

2.1
+ai(0.9, D', D', D'"\D + ay(0.9, D', DV, D)D), *1Y)

kde D! = tr D, D! = |D|? a D! = det D jsou invarianty tenzoru D.
My se omezime na situaci, kdy tenzor S zavisi na D linearné, tj. tekutina
je newtonovska. Potom se vztah (2.13) redukuje na

S(D) = Mo, 9)(tr D)I + 2u(0,9)D. (2.14)



Pokud dosadime (2.11) a (2.14) do (2.5)—(2.8) a pfipomeneme, Ze bilance ki-
netické energie je, za predpokladu dostatecné hladkosti vystupujicich veli¢in,
dusledkem bilance hybnosti (2.6), dostavame stlacitelné Navier—Stokes—Fou-
rierovy rovnice

00 :
5 + div(pv) =0, (2.15)
%(Q’U) +div(ev @ v) = V(A(e, ?) divv) (2.16)
—div (QM(Q,ﬁ)D('U)) + Vp(o,9) = of,
gt(ge(@, 9)) + div (ee(o,9)v) — div (k(9)VY) (2.17)

= A0, 9)(divw)® + 2u(0,9)| D(v)[* — p(e, ) dive + g + of - v.

Vysledny systém (2.15)—(2.17) je tfeba doplnit o poc¢ateéni podminky
pro o, ov a ¥ a o okrajové podminky pro v a 9. O tom se zminime trochu
vice v kapitole 4 vénované stladitelnym Navier—Stokesovym rovnicim.

Treti kapitola bude vénovana rovnicim nestlacitelnym. Podminka nestla-
¢itelnosti je za predpokladu jisté hladkosti rychlostniho pole ekvivalentni

s podminkou
dive = 0. (2.18)

Opét dostavame, ze tenzor napéti T lze psat jako
T=-pIl+ S, (2.19)

kde p je nyni neznama skalarni funkce a viskézni ¢ast tenzoru napéti spliuje
za predpokladit uvedenych vyse

S =2u(o,9)D(v). (2.20)

Dostavame tedy tzv. nehomogenni nestlacitelné Navier—Stokesovy rovnice

divo = 0, (2.21)
do B
% 4.V, (222)
0
5;(0v) + div(ev @ v) —div (2u(e, V) D(v)) + Vp = of, (2.23)

%(ge(g, 19)) +div (QG(Q, 19)'0) —div (ﬁ(ﬁ)Vﬁ) = 2u(o, ﬁ)\D(v)|2 +g+of - v.

(2.24)
Opét je tieba dodat pocateéni podminku pro g, pv a ¥ a okrajové podminky
pro v a v. Pokud navic predpokladame, Ze pocatecni hustota je prostorové



homogenni, plyne z rovnice (2.22), Ze hustota zustava prostorové homogenni
pro vSechny casy, a proto dostavame

diVU = O, (2'25)
Q% + odiv(v ® v) — div (2u(?)D(v)) + Vp = of, (2.26)
3%(29) +eodiv (e(V)v) — div (k(9)VI) = 2u(9)| D(v)* + g+ of -v. (2.27)

Tento problém budeme studovat v nasledujici kapitole.

3 Nestlacitelné Navier—Stokesovy rovnice

3.1 Zakladni pojmy a definice

Uplny systém, tj. systém (2.25)—(2.27) vykazuje, kromé obtiznosti sys-
tému (2.25)—(2.26) s u = const nize, jesté dalsi problémy, které souvisi
s nelinedrnim ¢lenem na pravé strané (2.27). Zminime proto pouze nejno-
véjsi vysledky, které lze nalézt v pracich [Amann 1995], [Naumann 2005],
[Feireisl, Malek 2006] a [Buli¢ek 2006] a budeme se nadale vénovat Navier—
Stokesovym rovnicim bez rovnice vedeni tepla, tedy systému

divv=0 v (0,7)xQ, (3.1)

%‘;miv(v@v) VAU +Vp=Ff v (0,T)x Q. (3.2)

K tomuto systému je tfeba doplnit pocateéni podminku pro rychlost

v(0,2) =vo(z) v Q (3.3)

a podminku okrajovou. Zde je nékolik moznosti. Matematicky nejpouziva-
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v(t,z) =0 na (0,T) x 9 (3.4)

(pozdéji se trochu zminime i o nehomogenni Dirichletové podmince, tj. pre-
depisujeme rychlostni pole na vstupu a vystupu). Dalsi moznosti je pod-
minka smyku (nékdy téz Navierova podminka)

v-n =0, T (Tn)+at,-v=0 na (0,T) x 09, (3.5)

kde « > 0 a T, K = 1,2, oznacuje dva navzajem kolmé tecné vektory.
V dalsim budeme stru¢né znacit v © 7 = (v - 71,v - T2). P¥ipad a = 0



odpovidé aplnému smyku, zatimco o — oo vede na homogenni Dirichletovy
podminky (3.4). Je mozné uvazovat i komplikovanéjsi hraniéni podminky,
my se ale spokojime s témito dvéma a uvidime, zZe i tak ziistava spousta pro-
blémt otevienych. Zminme jesté, ze v jistém smyslu nejjednodussi pripad
periodickych okrajovych podminek (ale pro vice komplikovany, tzv. moc-
ninny model, kde Navier—Stokesovy rovnice jsou specidlnim pfipadem) byl
studovan v praci [Malek, Rajagopal 2005].

Definice 3.1 (klasické feSeni)

Necht f € C((0,T) x ). Potom dvojice funkci (v, p), kde v € C*2((0,T) x
DNC(0,T) x Q) ape C¥((0,T) x Q) je klasickym Tesenim tlohy (3.1)-
(3.4) resp. (8.1)-(3.3) a (3.5) (potom navic Vv € C((0,T) x Q) ), jestlize v
a p spliugi rovnice (3.1)—(3.2) identicky v (0,T) x Q, je splnéna podminka
(3.3) ve smyslu spojitych funkci a ve stejném smyslu je splnéna podminka

(3.4) resp. (3.5).

Je jasné, ze vg a f musi spliiovat jisté podminky kompatibility, nicméné i
tak je existence klasického feSeni pro libovolné dlouhé ¢asy otevieny problém
pro piipad tifi prostorovych dimenzi. Ponékud odlisna je situace ve dvou
prostorovych dimenzich, viz nize.

Drive nez pristoupime k formulaci obecnéjsiho pojmu feseni, zminme ale-
sponi nékteré monografie, které se touto problematikou zabyvaji:
[LadyZzenskaja 1969], [Temam 1977], [Temam 1983], [Constantin, Foias 1988]
a [Lions 1996]; pomérné zajimavy je i ¢lanek [Galdi 2000].

Budeme pracovat s Lebesgueovymi prostory LP(£2), Sobolevovymi pro-
story WkP(Q) resp. VV(;C P(Q) (funkce s nulovou stopou na hranici). Pro-
story s nulovou divergenci budeme znacit Wg’fv (Q) resp. W(]i P v (Q) a pri-
pomelime, Ze budeme pracovat s oblastmi, kde plati W&’glv(ﬁ) ={u €

WEP(Q);dive = 0} = {u e Co(Q);dive =0} "; viz [Heywood 1976]
pro specialni oblasti, kde toto neni pravda. Pomoci La prv () budeme zna-
¢it prostor funkci {u € C§°(Q);divu = O}H'”p. Dualni prostor k W, ?(Q)
znacime standardné W17 (). Bochnerovy prostory integrovatelnych resp.
spojitych funkci s hodnotami v Banachoveé prostoru X budeme znadit pomoci
LP((0,T); X) resp. C([0,T]; X). Vektorové funkce zna¢ime tuéné. Nebudeme
rozliovat mezi X a XV; toto vyplyne z kontextu.

Definice 3.2 (slabé FesSeni)
Necht f € L*((0,T);W=12(Q)). Necht vy € L(Q),va(Q)' Necht ddle v €
L((0,7); L2(€)) N L2((0,7); Wy 5 () je takové, zelim,_yo+ [ v(t)-pdx



= fQ vg - pdx pro vsechny ¢ € L*(Q). Potom v je slabym vesenim Navier—
Stokesovijch rovnic (3.1)-(3.4), jestlize

<gqt}’(’o>vv”

0,DIV

o /Q(v ®wv) : Vepdr + V/QVU : Vedr = (f,cp)WOl,z(Q)

(3.6)
pro s.v. t € (0,T) a pro vsechny ¢ € W(}%IV(Q)'

Pokud misto (3.4) uvazujeme (3.5), mame pouze v -n = 0 ve smyslu
stop na 0f2, na levé strané (3.6) piibude ¢len a [y, (v © T) - (¢ © T)dS a
p € W})’?V(Q), @ -n =0 na .

Jestlize v navic spliuje

/|v| dx+/ / Vol2dedr < /v0| d:c+/ (fooydr (37)

pro s.v. t € (0,7), potom toto FeSeni nazyvame Leray—Hopfovym slabym
FeSenim. Vztah (3.7) (s rovnosti misto nerovnosti) se formélné dostane pou-
zitim ¢ = v ve (3.6) a integraci pfes ¢as. Pro okrajové podminky typu (3.5)
je v nerovnosti (3.7) nalevo navic ¢len « fot Joq v @ T[2dSdr.
Poznamenejme pouze, Ze z definice slabého FeSeni pro okrajové pod-
minky typu (3.4) plyne, ze %’t’ € Lq((O,T);(W&%W)*) (¢ = % pro N =3
= 2 pro N = 2) a tudiZ zménou na mnoziné miry nula méme, Ze
v € O([0,T); L2/(Q)). Déle z definice slabého feSeni vypadl tlak. K této
problematice se vratime pozdéji.

Definice 3.3 (vhodné slabé Feseni)

Necht f € Lm((() T) X Q) Necht (v,p) 7esi (8.1)—(3.2) ve smyslu distribuct
a necht limy_,+ [ v(t) - pdx = [, vo - pdx pro vSechna @ € L*(Q). Necht
v e L*((0,T); L*(Q ))ﬂLQ((O T); Wo DIV(Q)) ape L2(( ,T) x Q). Necht

/vu Jat, >dx+y//|wl ‘Pdfﬁd“//f VT 38)

//|| f+1/A<I> dmdt—{—// P+ = |v| v - Vo®dxdr

pro vSechny ® € C3°((0,T) x ), ® >0 a s.v. t € (0,7).
Potom dvojice (v,p) se nazgvd vhodné slabé teseni Navier—Stokesovych
TOUNIC.

Pro podminky typu (3.5) bereme v -n = 0 ve smyslu stop a ¢ hladké az
do hranice. Na levé strané (3.8) ptibude ¢len « fot Joq |v © T|?®dSdr.
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Vsimnéme si, ze na rozdil od slabého feSeni je vhodné slabé feseni dvojice
(v, p). Zda se tedy, Ze vhodné slabé feseni ma tu vyhodu, Ze mame tlak piimo
k dispozici. Uvidime déle, ze tlak s minimalné stejnou integrabilitou jako
vyse lze pro vhodné pravé strany a hladké oblasti zkonstruovat i pro slabé
feSeni. Tim podstatnym rozdilem mezi slabym a vhodnym slabym feSenim
je tedy energetickd nerovnost (3.8), ktera je pro lokalni ivahy vhodnéjsi nez
nerovnost (3.7).

Kromé téchto t¥i pojmu feseni, kterym se budeme vénovat déle, se pouzi-
vaji i dalsi, které zde zminime jen okrajové.

Definice 3.4 (velmi slabé feseni')

Necht f = divF, F € L*((0,T);L"(2)), Potom v € L*((0,T);Li(Q2)),
% + % = %, % + % =1 se nazgvd velmi slabym resenim Navier—Stokesovich
rovnic, jestlize

T
/ /(—v‘aw—('v®'v):V'wdx—V'v-Aw>dxdt
0o Ja ot

T
:/vow(O)dx—/ /.F:V'wdxdt
Q 0 Q

pro vsechny w € C&([O,T);C&DIV(Q)), dive = 0 ve smyslu distribuci a
v-n =0 ve smyslu stop funkci s integrovatelnou divergenci.

(3.9)

Blizsi informace o tomto feSeni, jakoz i nékteré aplikace tohoto pojmu
na kritéria regularity je mozno nalézt v pracech [Farwig, Galdi, Sohr 2005],
[Farwig, Galdi, Sohr 2006] nebo [Amann 2003].

Konecéné posledni pojem feseni izce souvisi s pouzitim teorie semigrup.
Uvazujme pro jednoduchost pouze piipad Q = RY. Ozna¢me e'® semigrupu
prislusnou Laplaceové operatoru a necht

Pg=g— VA ldivg.

Definice 3.5 (,mild“ feseni)

Nechtvy € X, divvg = 0 ve smyslu distribuci. Necht f € L*>((0,T'); X), kde
X je vhodny Banachiw prostor. Potom v € C([0,T]; X) se nazgvd ,mild“
reseni Navier—Stokesovych rovnice, jestlize v je fesenim integrdlni rovnice

t
v = ePvy — / 92D (div(v @ v) — f)ds. (3.10)
0

TPoc4teéni podminka wvo musi spliiovat jisté technické podminky, viz napf.
[Farwig, Galdi, Sohr 2005].



Tento pojem feseni je obzvlasté oblibeny mezi specialisty z oboru har-
monické analyzy a prostori funkci, nebot prislusny operator lze jednoduse
vyjadrit pomoci pseudodiferencidlniho operatoru a dikaz existence feSeni
se redukuje na vypocty prislusnych odhadt a na aplikaci Banachovy véty o
pevném bodu. Tento pojem FeSeni ma sice nékteré vyhody (feseni je stabilni,
dukaz existence je myslenkové relativné jednoduchy), ale poskytuje pouze
feSeni lokélné v Case, popiipadé globalni feSeni pro mala data. My se timto
pojmem FeSeni zde nebudeme zabyvat, odkazeme pouze na [Cannone 1995]
nebo na knihu [Lemarié-Rieusset 2002].

Poznamenejme jesté, ze pokud existuje klasické feseni, potom je FesSenim
ve smyslu vSech ostatnich definic (pro Definici 3.5 pro vhodny prostor X).

Na prvni pohled je ponékud podeztelé, ze nejprve mame systém inte-
gralnich bilan¢nich rovnic, ze kterych za predpokladu dodate¢né hladkosti
vSech vystupujicich veli¢in odvodime diferencidlni bilan¢ni rovnice a z nich
potom slabou formulaci, kde o feSeni predpokladame, ze je méné hladké.

Nabizi se myslenka, jestli nejde odvodit slabou formulaci pfimo z inte-
gralnich bilan¢nich rovnic. Tuto otazku si polozil jiz C.W. Oseen, ktery ve
své knize [Oseen 1927] odvodil néco, co pfipomina slabou formulaci. Protoze
ale v dobé, kdy svou préaci psal, nebyl Lebesguetiv integral plné akceptovan,
pracoval s pojmem Riemannova integralu. Pokud pouzijeme jeho myslenku
a zkombinujeme ji se standardnimi tvrzenimi z teorie miry a integralu, neni
tézké nalézt podminky na hledané funkce, za kterych lze ukazat, Ze slaba
formulace a bilan¢ni rovnice v integralnim tvaru jsou ekvivalentni a pojem
klasického feseni je ,nadbyteény*. Tyto podminky jsou z duvodu existence
plosnych sil o néco vice restriktivni nez co pozadujeme od slabého feSeni.
My zde ale toto odvozeni délat nebudeme.

3.2 Linearizace Navier—Stokesovych rovnic

Pro mnohé nasledujici problémy je uzitec¢né znalost vlastnosti feseni né-
kterych linearizaci Navier—Stokesovych rovnic. Pfipomerime pouze ty nejdi-

3.2.1 Stacionarni Stokesuv/Oseenuv problém

Necht © C RY je omezena oblast. Potom dvojici (v,p) takovou, Ze
v € C?2(Q)NCQ) (resp. C2(Q)NCLN)) a p € CL(N) nazyvame klasic-
kjm Tesenim Stokesova problému s nehomogenni Dirichletovou podminkou
(resp. nehomogenni podminkou smyku), jestlize spliiuje identicky v 2

—vAv+Vp=f, (3.11)
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dive =0 (3.12)

a ve smyslu spojitosti az do hranice spliiuje okrajovou podminku na 0f2
v = vy, (3.13)

respektive
VM= vy, T (D(v)n) +av -1, =0, (3.14)
k =1,2. Zfejmé musi platit [, v. - ndS = 0 resp. [, v4dS = 0.
Podobné jako pro evolu¢ni Navier—Stokesovy rovnice 1ze pojem klasické-
ho feSeni zeslabit

Definice 3.6 (slabé fesSeni, Stokes)

Necht Q C RN, f e W 12(Q), v, € W%’Q(('?Q). Potom v € Wé?V(Q) je sla-
bym fesenim Stokesova problému (3.11)-(3.14), jestlize pro v* € WII)?V(Q)
takové, Ze v*|pn = v. (ve smyslu stop) je v — v* € WOI%IV(Q) a

/QVU : Vedr = (f, ) (3.15)

pro vsechny ¢ € WOI%IV(Q).

Pripad smykovych okrajovych podminek je analogicky a plyne z vyse
uvedenych poznamek.

Opét ze slabé definice vypadl tlak. Jeho rekonstrukce ale neni prilis ob-
tizna. Je zalozena na nasledujicim obecném vysledku (viz [Bogovskij 1980]):

Véta 3.1 Necht Q € C%', f € LP(Q), , 1 < p < o0, [, fdz = 0. Potom
ezistuje resent ulohy

divyp=f 0§,

PY=0 nadfd

takove, Ze

K

Lp < Ol fllp,

kde C' nezavisi na f.

Plati tedy:

Lemma 3.1 Nechtf ® € W=19(Q), 1 < ¢ < oo, je takové, Ze (®,g) =0 pro
véechny g € W&%IV(Q)' Potom existuje p € L} () tak, Ze

(@.9) = [ pdivgds
Q
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pro vsechny g € C5°(Q). Je-li navic Q € C%Y, potom p € LY(Q) a vyse
uvedend identita plati pro vsechny g € Wol’q Q).

Dikaz 1ze nalézt napi. v [Galdi 1994a).

Protoze problém je elipticky, dostavame (viz [Agmon et al. 1964], popft.
pro nehomogenni Dirichletovy podminky viz také napt. [Galdi 1994a]) tento
vysledek:

Véta 3.2 Necht Q C RN, f a v, resp. vy splriugi predpoklady Definice 3.6.
Potom existuje prdvé jedno slabé feseni Stokesova problému (je-li o« = 0, pak
musime predpoklddat, Ze oblast Q neni osové symetrickad).

Je-li navic Q € C™M2h+2} g resp. vy € Wk+2_$’q(69), f e Whka(Q),
ke NU{0,—1}, 1 < ¢ < oo, potom ezistuje jediné slabé reseni Stokesova
problému takové, Ze v € WFT24(Q) a p € WFL4(Q) a plati

[vlkt2,q + IPk+1.0 < CUF kg + Hv*”k+2fé,q,8§2) (3.16)

(respektive v, je nahrazeno vy ).

Pro pfipad k = —1 a p = 2 stadi, aby Q byla libovolna (omezena) oblast.

Jestlize je 2 vnéjsi oblast, je vyhodnéjsi pro nenulovou rychlost pie-
depsanou v nekoneénu misto Stokesovy aproximace uvazovat aproximaci
Oseenovu, tj.

—vAv + voog;; +Vp=Ff v, (3.17)
divo =0 v Q, (3.18)

V= Vs + Uso€3 na 0%}, (3.19)
v—0 pro |z| — oo. (3.20)

Blizsi informace lze nalézt v [Galdi 1994a], nékteré dalsi v [Pokorny 1999].
Odhady singularnich a slabé singuldrnich operétora s jadry odpovidajicimi
fundamentalnimu Feseni Oseenova problému (3.17)—(3.18) jsou pak dokaza-
ny v [Kra¢mar et al. 2001].

3.2.2 Nestacionarni Stokestv problém

Pro rekonstrukei tlaku pro nestacionarni Navier—Stokesovy rovnice s Di-
richletovou okrajovou podminkou budeme potiebovat nasledujici vysledky,
tykajici se nestacionarniho Stokesova problému

aa’: —vAv+Vp=Ff v (0,T) x £, (3.21)

12



divo =0 v (0,7) x Q, (3.22)
v=0 na (0,7") x 012, (3.23)
v(0,2) = vo(x) v L (3.24)

Slaba formulace je analogicka jako pro pfipad nestacionarnich Navier—Sto-
kesovych rovnic (viz Definice 3.2), pouze se vyneché konvektivni ¢len. Plati
nasledujici

Véta 3.3 Necht Q € C? je konvexni oblast. Necht f = divF, kde F €
LP((0,T) x Q), 1 < p < 00, vg = 0. Potom existuje slabé teseni Stokesova
problému (3.21)—(3.24) takové, Ze

vl Lo 0,0y w10 (02)) + |!U||W%,p((O,T);Lp(Q)) < C(D)IFI e o,7)x0)-

Navic, tlak p = p1 + %—Ij, kde P je harmonickd funkce a

1l e 0,1y x0) + IV Pl o0, 0);wre ) + VP
< O(T)

W 2P ((0,1);LP ()

Fllor0,1)x0)-

Dtikaz lze nalézt v [Koch, Solonnikov 2001], kde je téZ uvazovéna ne-
nulova okrajova podminka, ovSem pfedpoklady na ni jsou mirné technicky
komplikované, a proto ji zde pokladdme rovnou nule.

Véta 3.4 Necht Q € C?. Necht f € LP((0,T);L9(Q)), 1 < p,q < oo,

vy € W2(1_%)’q(9). Potom ezistuje slabé Teseni Stokesova problému (3.21)-
(8.24) takové, Ze

+ IVl Le(0,7);9(02))

ov
2
IV=ollzooryizae) + HE LP((0,T);L9(Q))

< O (I lzroryza@) + 10oll o4 g )-

Dtikaz viz [Giga, Sohr 1991]; pro p = ¢ viz [Solonnikov 1964].
3.3 Stacionarni Navier—Stokesuv problém
Uvazujme systém
v-Vvo—vAv+Vp=f v Q, (3.25)

dive =0 v, (3.26)
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v =V, na 0%, (3.27)

tj. stacionarni Navier—Stokesovy rovnice; opét predpokladédme splnéni nutné
podminky, Ze tok okrajové podminky pfes hranici je nulovy.

Slabéa formulace je analogickd Definici 3.6 (tj. ve (3.15) pfibude ¢len
— Jo(v ® v) : Vedz). Rekonstrukce tlaku se provede pouzitim Lemmatu
3.1. Konvektivni ¢len ptisobi problémy pii zachyceni nehomogenni okrajové
podminky. Nicméné, plati

Véta 3.5 Necht f ¢ W12(Q), Q omezend oblast tiidy C' v RV, v* €

W%’Z((?Q), S50 v+-ndS = 0. Potom existuje slabé Feseni Navier—Stokesovijch
: 1,2

rovnic v € Wy, ().

Dtikaz pochazi z prace [Leray 1933]; nékteré aspekty byly vyjasnény az
v [Hopf 1941], ale d& se nalézt ve vétsiné knih o Navier—Stokesovych rovni-
cich, viz napt. [Galdi 1994b].

Toto TeSeni neni jednoznacné, jak ukazuje znamy protiptriklad Judovice
(viz [Judovi¢ 1967]). Pomoci ,bootstrapping” argumentu, aplikovaného na
(3.11)—(3.14) s konvektivnim ¢lenem na pravé strané, neni tézké dokazat
tento vysledek:

Véta 3.6 Necht f € Whi(Q), v* € WF2 0900), k > 0, 1 < ¢ < co.
Necht Q € C**2 je omezend oblast v RN, N = 2,3. Potom v € WF+24(Q)
ap e WEHLa(Q),

Diky principu maxima pro veli¢inu p + %|v\2 lze tento vysledek rozsirit
i pro dimenze N > 3, viz ¢lanky [Gerhardt 1979], [Frehse, Ruzicka 1995,
[Struwe 1995] a [Frehse, Ruazicka 1997].

3.4 Vhodné slabé feseni pro evolu¢ni Navier—Stokesovy rov-
nice

Ptipomerime, Ze tento pojem byl zaveden v Definici 3.3. Na zakladé
praci Scheffera (viz [Scheffer 1977]) bylo vhodné slabé feseni poprvé studo-
véano v praci [Caffarelli et al. 1982]. Pozdéji byl tento pojem ¢asto pouzivan,
protoze umoznoval pracovat s feSenim lokélné v prostorocase. Pfipomenme
zékladni vysledky, tykajici se vhodného slabého reseni.

Véta 3.7 Necht pocdtecni podminka vy € W§’1+€(Q) N L(Q)’DIV(Q), e>0a
pravd strana f € L2((0,T); W=12(Q) N L%((O,T);L%(Q), Q € C?. Potom

existuje alesporn jedno vhodné slabé teseni Navier—Stokesovijch rovnic.
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Dukaz je mozno nalézt ve vyse zminéné praci [Caffarelli et al. 1982] za
ponékud jinych predpokladi; viz téz [LadyZenskaja, Seregin 1999].

Definice 3.7 Bod z = (t,z) € (0,T)xQ se nazyvd requldrnim bodem Fesent
v, jestlize existuje U(z) € R* takové, Ze v je hilderovsky spojité na U(z).
Bod Z se nazyva singuldrnim bodem, jestlize neni requldrnim bodem.

Tato definice pochazi z prace [LadyZzenskaja, Seregin 1999]. V nyni jiz
klasickém [Caffarelli et al. 1982] byla misto hélderovské spojitosti pozadova-
na pouze omezenost. Neddvno v praci [Wolf 2006] bylo dokézano, Ze 1ze brat
i lipschitzovskou spojitost, pfi¢emz nize uvedené vysledky ztistanou beze
zmény. Dtikaz je navic podstatné jednodussi nez ve vyse uvedenych ¢lancich.
Prace [Lin 1998] obsahuje jiny dikaz vysledkt z [Caffarelli et al. 1982], nic-
méné mnoho netrividlnich detailt je ponechano ¢tenafi na ovéreni.

Plati nasledujici

Véta 3.8 Necht Qr(z) = Br(x) x (t—R?,t). Nechf v je vhodné slabé reseni
Navier—Stokesovyjch rovnic, odpom/dajiclz/ ferL? ((0,7);LE () takové, Ze
supR>0;Z€(O7T)XQ(ﬁ fQR(Z) |f|?dzdt)? < oo. Potom existuje e, > 0 ta-
kove, Ze pokud
1
lim sup / Vo2 dzdt < e.,
r(20)

r—0t T
pak zg je requldrnim bodem fesSent v.
Dukaz je mozno nalézt bud v [Caffarelli et al. 1982] nebo v novéjsi praci
[Ladyzenskaja, Seregin 1999]. V praci [Wolf 2006] je mimo jiné ukazéno, ze
s T 1 [rot v xv|?
stact brét imsup, Lo+ 1 [ S dwdt.
7 predchozi véty jednoduse plyne

Véta 3.9 Necht ¥ je mnozina vsech singuldrnich bodi vhodného fFeseni
Navier—Stokesovych rouvnic v. Potom jednodimenziondlni parabolickd mira
mnoziny X je nulovd.

V préci [Seregin, Shilkin, Solonnikov 2005] je tento vysledek, spolu s Vé-
tou 3.8, dokazan pro pojem hrani¢nich singulédrnich bod pro oblasti 2 € C?.
3.5 Slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic

Ptipomerime, ze v této ¢asti budeme pracovat s pojmem feSeni ve smyslu
Definice 3.2, ob¢as ale budeme pouzivat i Definice 3.1 a 3.3.
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Slabé feSeni spliiuje identitu (3.6). Pokud spliiuje navic energetickou ne-
rovnost (3.7), mluvime o Leray-Hopfové feseni; pokud (3.7) nahradime ne-
rovnosti

1 t t 1
2/Q|'v|2(t)dx+/0 /Q|Vv|2dmd7§/s (f,v>d7+2/ﬂyv12(s)dx

pro vSechna t > 0 a s.v. s < ¢, mluvime o tzv. silné energetické nerov-
nosti. Na rozdil od stacionarnich Navier—Stokesovych rovnic neni tézké pie-
vést nehomogenni Dirichletovu podminku na homogenni (méme k dispozici
Gronwalovu nerovnost), proto budeme budeme nadéle uvazovat bud pod-
minku (3.4) nebo podminku (3.5).

Plati nasledujici

Véta 3.10 Necht Q je omezend oblast v RN, N = 2,3. Ddle necht f €
L2((0,T); W=12(Q)) a vy € L%,DIV' Potom existuje alesporni jedno slabé
resent, které spliuje silnou energetickou nerovnost a tudiz lim, g+ ||v(t) —
’U()HQ = 0.

Je-li N = 2, potom je toto slabé Teseni jediné ve tridé slabych Tesent a
splnuje energetickou rovnost.

Dtikaz je klasicky, viz [Hopf 1951] nebo monografie [Ladyzenskaja 1969,
[Temam 1977] ¢i prehledovy ¢lanek [Galdi 2000]. Zcela analogicky vysledek
plati i pro smykové okrajové podminky.

Prvni dtikaz pro t¥i prostorové dimenze byl proveden pro Q = R3 v praci
[Leray 1934]. Vzhledem k dobé vzniku byl autor nucen dokazat spoustu
dnes jiz klasickych vysledkt z teorie prostori funkci a v podstaté jako prvni
zavedl pojem slabého Teseni pro evolu¢ni rovnice. Sdm J. Leray nazyval toto
feSeni turbulentni, nebot se domnival, ze divodem pifipadnych singularit
je pravé turbulence. V predchozi praci [Leray 1933] dokézal totiz existenci
klasického feseni pro = R? a jako prvni formuloval dodnes nevyteseny
klasicky problém, zda pro obecnad hladka data existuje (globalné v case)
hladké Feseni Navier-Stokesovych rovnic pro Q C R3.

Pokud jde o rekonstrukci tlaku, je situace komplikovanéjsi nez ve sta-
cionarnim piipadé. Uvédomme si, ze Casova derivace rychlosti lezi pouze
v prostoru L4((0,T); (VVO1 ’]% 7v)¥), neni tudiz obecné ani distribuce. Pouzitim
Véty 3.1 dostavame tedy 7p0uze existenci veli¢iny, ktera pfipomina formalné
primitivni funkci (v ¢ase) k tlaku, neni ale obecné podle ¢asu diferencova-
telné. Proto je nutno pouzit bud Vétu 3.3 nebo 3.4. Prvni tvrzeni (tj. piSeme
f = div F a konvektivni ¢len ve tvaru div(v®w)) sice davaji v jistém smyslu
tlak, pri¢emz jeden ¢len mé odpovidajici regularitu, u druhého ¢lenu ale na-
razime na stejny problém jako diive: nedostateénd regularita v case. Proto
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musime pouzit Vétu 3.4. Dostavame (nyni piSeme konvektivni ¢len ve tvaru
v - Vv) tento vysledek:

Véta 3.11 (i) Necht Q) C R? je omezend oblast t¥idy C%. Necht pravd strana
2
f e L2((0,7); W=12(Q)) N L33 ((0,7); L)), 1 < g < 2. Potom existuje
2q

tlak p takovy, Ze Vp € L3a-2((0,T); LI(Q)), pricems Vv a % patri do
téhoz prostoru. Jestlize navic vezmeme tlak takovy, Ze fQ p(t,-)dx = 0 pro
2 2

s.w. t € (0,T), potom p € LM%?((O,T);Lﬁ(Q)).

(i) Necht Q C R3 je omezend oblast tridy C?. Necht pravd strana f €

2q < . .

L2((0,T); W—12(Q)) ﬂ2qL4q*3((0,T); Li(Q)), 1<qg< % Potom ezxistuje tlak
p takovy, Ze Vp € L%-3((0,T); LI(Q)), pricems V?v a %’ patii do téhoZ
prostoru. Jestlize navic vezmeme tlak takovy, Ze pr(t,~)d:L' = 0 pro s.v.

2 3
t € (0,T), potomp € LM%?*((O,T);L?)*;(Q)).

Vsimnéme si, ze pro N = 2 je p € L%((0,T) x Q) pro vSechna ¢ < 2,
zatimco pro N = 3 je p € L%((O,T) x Q). Obecné, p € LY((0,T); L5(2)),
%—i—% =N, s e (1,3) pro N =3, s € (1,00) pro N = 2. Hrani¢ni pfipad
q¢ = 1 ve Vété 3.11 pro tlak je mozno brat pro Q = RY, diky odhadéim
v Hardyho prostorech, viz [Lions 1996].

Vsimnéme si, Ze existence druhych prostorovych derivaci a prvnich ¢aso-
vych derivaci rychlosti ndm zarucuje, Ze rovnice je splnéna s.v. v (0,7 x Q.

Trochu jiny pfistup k rekonstrukci tlaku mé J. Wolf, viz [Wolf 2006].
Uvazuje tlak lokdlné, ve tvaru Vp = Vpy + %Vpg, piidemz p; ~ (|v|? +
|F])* a pa je prostorové hladka, dokonce harmonicka funkce. Tuto ¢4st tlaku
uvazuje dohromady s ¢asovou derivaci, tj.

%(v + Vp2) +div(v @ v) — vA(v + Vp2) + Vpy = f.

To mu umoziiuje pracovat s relativné hladkym tlakem i v nehladkych oblas-
tech a dokazat nékteré zajimavé vysledky, viz napf. predchozi kapitola o
vhodném slabém TeSeni.

Ponékud jina situace je pro pripad smykovyjch okrajovych podminek.
Tam totiz dostdavame piimo pro slabé Feseni % € L0, T); W= 12(Q)) a
casova derivace je tedy distribuce. Proto mizeme tlak rekonstruovat primo
a dostavame pro néj stejnou regularitu (pfipomenme, ze ¢ = % pro N =3 a
q =2 pro N = 2). Tedy odpadaji obtiZe s neregularni ¢asti tlaku. Analogicka
situace je pro ptripad Cauchyovy tlohy ¢i periodickych okrajovych podminek.

1Zde se bere f = div F.
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Diky znamému odhadu
11
[ulls < OVl w3

Yu € VVO1 ’Q(Q), Q C R? (toto bylo pouzito jiz vyse, pii ditkazu jednoznac¢nos-
ti), a diky regularité stacionarniho Stokesova problému (viz Véta 3.2) lze
dokazat

Véta 3.12 Necht Q € C? je omezend dvojdimenziondini oblast. Necht f €

L2((0,T) x Q) a ug € W&%IV(Q). Potom slabé teseni w patii do prostori

L*((0,T); W*(Q)) N C([0, T Wy pry (), 5 € L*((0,T) x ). B
Dale plati: je-li € C*° a f € C*([0,T]xQ), potomv € C*>((0,T]x8).

Analogicky vysledek ve tfech (a vice) dimenzich neni zndm. Dokonce byl
tento problém (pro Cauchyovu tlohu nebo periodické okrajové podminky)
zafazen Clayovym institutem mezi sedm otevienych problému, za jejichz
vyfeseni byla nabidnuta odména 1 000 000 US $, blize viz informace na
webovské strance www.claymath.org/millenium.

Nekteri autori se pokouseli preformulovat problém jinak, napf. v knize
[Chorin 1994] to bylo pomoci tzv. magnetiza¢nich proménnych, v ¢lanku
[Constantin 2001] pomoci jiného popisu (zde to bylo nazyvano Euler—La-
grangeliv popis). Problém regularity se vyfesit nepodafilo; napt. pokus P.
Constantina mél dokonce tu vlastnost, ze i kdyz reseni Navier—Stokesovyjch
rovnic bylo regularni, feseni rovnic ,,Euler-Lagrangeova“ popisu mohlo mit
blow-up, jak bylo ukdzano v praci [Montgomery—Smith, Pokorny 2002]. Ten-
to ¢lanek je soucasti habilita¢ni préace, viz [P6] dale.

O podminkéch, zaruc¢ujicich regularitu, se zminime v nasledujici kapitole.
Poznamenejme pouze, Ze nékteré podminky zarucujici regularitu, zarucuji i
jednoznacnost ve t¥idé vSech Leray—Hopfovych slabych feseni. OvSem obecné
mohou existovat i takova slaba reseni, ktera energetickou nerovnost nesplnuji
a muze jich byt hodné. Nemohou byt ale pfilis regularni, nebot slabé fesent,
které patii do L4((0,T) x ), uz splituje dokonce energetickou rovnost.

Zminme se ted alespon o vysledcich, tykajicich se regularity pro mala
data resp. na kratkém c¢asovém intervalu. Plati (dtikaz pivodné viz ¢lanek
[Ladyzenskaja 1959]; lze ho nalézt napt. také v [Galdi 2000]):

Véta 3.13 Necht Q € C2. Necht f € L*((0,T) xQ) a vy € Wy'51,(Q). Po-
tom ezistuje T* > 0 takové, Ze na (0,T™) existuje feSeni Navier—Stokesovich
rovnic takové, Ze v € L ((0,T%); W&’?)IV(Q))HLQ ((0,T); W22(Q)), ¢asovd

loc loc
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derivace %—;’ a odpovidagici tlak p jsou prvky L? ((0,T)x ). Plati ndsledujici

loc
odhad: T* > -C2_ C = C(Q).

= [Vwoll3’
Je-li navic ||vgll2 < %, C = C(Q), potom feseni existuje globalné,
4. T* =T.

Analogicky vysledek plati i pro smykové okrajové podminky.

Vsimnéme si, Ze kritérium globalni regularity se da vyjadfit bud tak,
ze pocateéni podminka je dostateéné mala vici viskozité nebo viskozita je
dostatecné velka vici dané pocatecni podmince.

Dtive nez se budeme vénovat regularité slabého feseni, poznamenejme,
ze pro slabé feSeni s nulovou pravou stranou plati, Ze lim;—, ||v(t)]]2 = 0
(viz [Schonbek 1985], [Wiegner 1987] aj.) a tudiz od jistého ¢asu je splnéno
kritérium globélni regularity. Navic plati (viz nap¥. [Heywood 1980])

Véta 3.14 Necht v je slabé teseni, odpovidajici datim f = 0 a vy €
WOI’]%IV(Q). Necht v spliiuje silnou energetickou nerovnost. Potom

(0,00) = (UT) U,

kde T; jsou disjunktni casové intervaly, puldimenziondlni Hausdorffova mira
M je nulovd a Tesent je hladké na intervalech T;. Navic existuji kladnd c¢isla
T, o T* takovd, Ze (0,T%) a (T*,00) C UX,T;.

Nebudeme se zde zabyvat otazkou asymptotického chovéani feseni pro
velké casy. O tomto lze nalézt vice, kromé jiz vyse zminénych monografii,
napt. v [Ladyzenskaja 1972], [Sell 1996] nebo v [Sell, You 2002].

3.6 Regularita slabého feSeni Navier—Stokesovych rovnic ve
tFfech prostorovych proménnych

Ptipomenime, ze tlak v Navier—Stokesovych rovnicich patii do

2 3
p € L'((0,T); L¥(Q)), SHo=3 1<s<3

Zavedme nasledujici oznaceni. Pigeme’

u € (PS),

$PS odpovida jméntim Prodi a Serrin, viz nize.
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jestlize u € L'((0,T); L*(2)), 2 + 2 = k, kde ¢ probih4 maximalni moznou
délku intervalu. Pokud povolujeme pouze t < oo (tj. s > % pro k < 3),

budeme znacit

u € (PS),.

Tyto tridy odpovidaji skalovani Navier—Stokesovych rovnic a tudiz budou
hrat roli v nasledujicich kritériich regularity. Nez budeme jednotliva kritéria
formulovat, pfipomenme, Ze pokud uvazujeme Feseni (v, p) Navier—Stokeso-
vych rovnic v celém prostoru s nulovou pravou stranou, potom

uy = M (\%t, \x)
7y = A2p(A\%t, \x)

opét fesi Navier—Stokesovy rovnice. J. Leray ve svém c¢lanku [Leray 1934]
navrhl moznou konstrukci singularniho feseni Navier—Stokesovych rovnic v
samopodobném tvaru

kde (U, P) tesi
divU =0, (3.28)

1 1
SU+ 5y VU —vAU +U - VU + VP = 0. (3.29)

Pokud existuje netrivialni feseni (3.28)-(3.29) takové, ze U € W1H2(R3),
potom dostéavame slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic, pro které mame
nasledujici: lim,_,7- [|v]j2(t) = 0, ale lim;_,7— ||Vvl|2(t) = oo. AZ teprve
relativné nedavno, v praci [Necas et al. 1996] bylo ukézano, ze pokud U €
L3(R?), pak U = 0. Zjednodusenou formu ditkazu (pro U € W12(R?))
lze nalézt v [Malek et al. 1999]. V praci [Tsai 1998] bylo ukdzano, ze kazdé
feSeni systému (3.28)—(3.29), které patii do LI(R?) pro jisté ¢ € (1, 00), je
nutné nulové.

V nésledujicim textu se budeme pro jednoduchost zabyvat kritérii re-
gularity pro slabé, popt. Leray-Hopfovo slabé feseni Cauchyovy tlohy pro
nulovou pravou stranu.¥ Pokud bude platit i pro okrajovou tlohu, popf. pro
vhodné slabé feseni, bude to v textu zminéno.

Nize uvedené kritérium regularity vstoupilo do literatury pod nazvem
Prodi-Serrinovy podminky (viz [Prodi 1959], [Serrin 1963]). Plati

YDefinice slabého Fegeni 3.2 ziistava nezménéna, pouze Fefeni nemé nulovou stopu na
hranici a Q = R3.
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Véta 3.15 Necht v je slabé reseni Navier—Stokesovyjch rovnic, které patri
do tridy (PS),. Potom je v hladké, tj. v € C°((0,T) x Q).

—~—

Tato véta byla v [Serrin 1963] dokazana jen pro (PS),; plati jak pro
omezené oblasti s homogenni Dirichletovou podminkou nebo podminkou
smyku (pak ale regularita zavisi na hladkosti ), tak i lokalné (tj. pro
vhodné slabé feseni). Pifpad v € L>((0,T); L3(R3)) byl dokazén teprve
nedavno v praci [Escauriaza et al. 2003]; plati i pro poloprostor (viz prace
[Escauriaza et al. 2004]). Pfipomenime, Ze slabé FeSeni spliiuje pouze v €
(PS)%.

Jméno Prodiho je spojeno s jednoznac¢nosti slabého feseni. Plati totiz

Véta 3.16 Necht v € (PS), je slabé Teseni Navier—Stokesovych rovnic. Po-
tom v je jedin€ tesent ve tridé Leray—Hopfovych slabijch tesent.

—~

Dikaz pro tiidu (PS); byl proveden v [Prodi 1959]. Pozdéji v praci
[Kozono, Sohr 1996] byla dokézana jednoznacnost i pro pfipad, kdy rych-
lost v € L*>((0,T); L3(£2)). Vysledek plati jak pro Cauchyovu, tak i pro
nami uvazované okrajové podminky.

Zajimava je otazka, co lze Fici, pokud neni zndma informace o celém
rychlostnim poli, ale jen o nékterych slozkach. Diky rovnici kontinuity neni
tézké ukazat (viz [Bae, Chae 1997]), Ze staci stejnéd informace (tentokrat na

—_~

tiidé (PS),) jen pro dvé slozky rychlosti. Plati dokonce

Véta 3.17 Necht v je Leray-Hopfovo slabé Teseni Navier-Stokesovych rov-
nic. Necht navic v, € (PS)%. Potom v je hladké.

Dikaz lze nalézt v [Kukavica, Ziane 2006]. V préci [Neustupa et al. 2002]
bylo studovano vhodné slabé feseni a analogicky vysledek byl dokazan pro

vl € (/P\S/); . Zatimco tento dikaz neni tézké prepsat pro formulaci Cauchy-
ovy ulohy, vysledek z Véty 3.17 je zalozen na odhadech tlaku a neni zfejmé,
ze tentyz vysledek plati lokalné. Jistou interpolaci vysledkt z Véty 3.15 a
z [Neustupa et al. 2002], tj. je-li

up,ug € (PS)g, 2 <t1 <00,2<s <00
U3€<P5)b,2§t2§00,3§82§00
2 2 2 2
a+b§2, E+5§1, §+g<1,
pak je FeSeni hladké, lze nalézt v préaci [Neustupa, Penel 2001]. Opét, ackoliv
byl dikaz proveden pro vhodné slabé feseni, plati i globalné pro Cauchyovu
alohu. Protoze se v priibéhu vypoctu pouzivaji odhady druhych derivaci
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a integrace per partes, neni ziejmé, ze vysledek plati pro ndmi studované
okrajové tlohy. Totéz lze Tici i o vysledku Véty 3.17.

Z vét o vnofeni plyne, ze pro Vv € (PS),, % < s < 3, dostdvame tvrzeni
analogické Vété 3.15. V préci [Beirdo da Veiga 1995] bylo ukazéano, ze totéz
platiipro s > 3. Protoze L9—norma vorticity w = rot v je ekvivalentni (diky
divv = 0) L9mormé gradientu v, plati tentyz vysledek i pro vorticitu w.
Tato informace staci i pouze pro jeji dvé slozky (viz [Chae, Choe 1999)),
nebot divw = divrot v = 0. Zajimavym otevienym problémem je regularita
feSeni v pripadé jisté regularity pouze jedné slozky Vorticity./v

Analogii vysledku z [Neustupa et al. 2002] je, ze Vv; € (PS)% implikuje
regularitu, coz lze nalézt v [Pokorny 2003] (viz téz [P2] dale). Tento vy-
sledek byl v [Kukavica, Ziane 2006] vylepsen na (/P?S/) 11, ovSem pouze pro

s € [g—g, %] Dalsi zajimavé vysledky pro jednotlivé slozky gradientu lze na-
lézt v [Penel, Pokorny 2004] (viz [P1] dale) nebo v ¢lanku [Pokorny 2005]
(viz [P3] dale). Upozornéme napiiklad na vysledky, ze pro regularitu staci,
aby % € L>®((0,T) x Q) (tj. (PS),) nebo 2712 a g—;i € (/f_’\S/)2 ¢i g—; a
d ¢ (PS);.

Zajimavé jsou téz vysledky v [Neustupa, Penel 2003], kde je ukdzano, ze

pro regularitu staci, aby pro A1 < Ay < A3, kde A\ jsou vlastni ¢isla matice

—

symetrické ¢asti gradientu rychlosti, platilo, ze A € (PS),. Tamté lze na-
1ézt dalsi ,geometricka kritéria“, souvisejici s vlastnimi vektory symetrické
¢asti gradientu rychlosti. VSechny vysSe uvedené vysledky nejsou zifejmé pro
nami studované okrajové podminky.

Pfipometime, ze tlak p € (PS),. V praci [Berselli, Galdi 2002] je ukazano,
ze plati:

Vé&ta 3.18 Necht tlak p, odpovidajici Leray—Hopfovu slabému Teseni Navi-
er—Stokesovych rovnic v, patri do (PS),. Potom je Teseni hladke.

Ponékud zajimavéjsi vysledek je dokazan v [Seregin, Sverdk 2002]:

Véta 3.19 Necht tlak p, odpovidajici Leray—Hopfovu slabému teseni Navi-
er—Stokesovych rovnic v, je zdola omezeny. Potom je eseni hladké.

Podminka ve vyse uvedené praci je podstatné obecnéjsi, ale z hlediska
aplikaci je tento disledek asi nejzajimavéjsi. Oba vysledky plati pouze pro
Cauchyovu tlohu. V préci [Necas, Neustupa 2002] je ale ukazéno, Ze pro
lokalni regularitu vhodného slabého feseni staci, aby zaporna ¢ast p_ tlaku

—~

p patfila lokalné do (PS),. Je ale tfeba pfedpokladat na jistém mensim okoli
dodate¢nou podminku na rychlost.
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Dalsi zajimavé vysledky se pak tykaji smeéru vorticity. V praci
[Constantin, Fefferman 1993] je ukazéano, ze pokud ‘g—zl je dostateéné hladky
a neméni se prilis rychle, je feSeni hladké. Tyto vysledky byly pozdéji zesi-
leny v [Berselli, Beirao da Veiga 2002]. ProtoZe jsou tyto podminky relativné

technické, nebudeme je zde formulovat.

3.7 Osové symetrické reseni

Protoze dvojdimenzionalni feSeni je hladké, zatimco o trojdimenzional-
nim to neni zndmo, nabizi se otézka, jak to vypada v situacich, které jsou
néco mezi tim. My se budeme zabyvat osové symetrickym proudénim. Dalsi
moznosti jsou napiiklad helickd symetrie (viz [Ponce et al. 1994]), nebo tfeti
rozmér je dostateéné maly (tj. tenka vrstva), viz [Raguel, Sell 1993] nebo
[Temam, Ziane 1996].

Definice 3.8 Skaldrni funkce je osové symetrickd, jestlize, vyjddiena v cy-
lindrickych soutadnicich, nezdvisi na uhlové proménné p.

Vektorovd funkce v je osové symetrickd, jestlize slozky vy, v, a v., vyjd-
dren€ v cylindrickych souradnicich, nezdvisi na twhlové promeénné .

Reseni Navier—Stokesovijch rovnic se nazyvd osové symetrické, jestlize p
a v jsou o0sove symetricke.

Reseni Navier—Stokesouvijch rovnic se nazjvd osové symetrické bez swirlu,
jestliZe je osové symetrické a navic v, = 0.

Z Véty 3.9 piimo plyne, Ze mozné singularity mohou nastat pouze na
ose symetrie (pro vhodné slabé feseni), jinak je singuldrni mnozina nejméné
jednodimenzionalni k¥ivka, coz je v rozporu s Vétou 3.9.

Prvni vysledek byl dokédzan v Sedesatych letech pro Cauchyovu tlohu
s daty, které jsou osové symetrické bez swirlu (stejné tak i Feseni), v pracech
[Ladyzenskaja 1968] a [Uchovskij, Judovi¢ 1968]. Pozdé&ji, v praci
[Leonardi et al. 1999] byl proveden jiny dikaz, zalozeny na lokalni existenci
hladkého feSeni a stejné jako prace zminéné vyse, na apriornim odhadu pro
WT“O, kde w, je jedind nenulovd slozka vorticity. Plati tedy:

Véta 3.20 Necht pravd strana f € L*((0,T); WH2(R3) je takovd , Ze % €
L2((0,7); WH2(R3)). Nechf v € Wé’?V(R?’), pricemz obé funkce jsou osové
symetrické bez swirlu. Potom existuje TeSeni Navier—Stokesoviych rovnic,
osove symetrické bez swirlu, které odpovidd téemto datum a které je hladke.
Toto Teseni je jednoznacné ve tridé vsech Leray—Hopfouviych slabych Tesent.
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Pro obecné osové symetrické feseni neni regularita obecné zndma. Jeden
mozny pristup k této problematice, zaloZeny na ,malosti“ (v jistych nor-
méch) rozdilu od osové symetrickych dat bez swirlu, je prezentovan v knize
[Zajaczkowski 2004]. Druhd moznost je, podobné jako v piipadé obecného
trojdimenzionalniho proudéni, formulovat kritéria, za kterych je feseni hlad-
ké. Ocekavame, ze kritéria budou méné restriktivni nez v predchozi kapitole.
Budeme déle uvazovat f = 0.

Prvni vysledek se tyka slozky rychlosti v,. Plati

Véta 3.21 Necht v je Leray—Hopfovo slabé resent Navier-Stokesovgch rov-
nic, odpovidajici pocédatecni podmince vy € Wé’?V(RS’). Necht v, € (PS);.
Potom je v a odpovidajici tlak p hladké osové symetrické Teseni Navier—
Stokesovijch rovnic.

Dtikaz byl poprvé uvefejnén v [Neustupa, Pokorny 2000] (viz téz [P4]
déle) pro vhodné slabé feseni a v [Neustupa, Pokorny 2001] pro Cauchyovu
ulohu. Nezéavisle byl pozdéji dokédzan v [Chae, Lee 2002]. Tato prace pak
obsahuje i dalsi kritéria pro jisté vahové normy rychlosti a jejich derivaci.

V pracich [Neustupa, Pokorny 2000] a [Neustupa, Pokorny 2001] byla
studovana i kritéria pro slozku v,, coz je vhledem k Vété 3.20 ponekud
prirozenéjsi. Ovsem vysledek nebyl optimalni z hlediska Skalovani. Teprve
v praci [Pokorny 2002] (viz téz [P5] dale) byla pomoci vahovych odhadi pro
singularni integralni operatory dokazana

Véta 3.22 Necht v je Leray—Hopfovo slabé teseni Navier—Stokesovych rov-
nic, odpovidajici vy € WIQD’IZV(R3). Necht v, € L'((0,T); L*(R3)), 2+ 2 < 1,
s > 4. Potom je v a odpovidajici tlak p hladké osové symetrické reseni
Navier—Stokesovych rovnic.

Konecné, v praci [Kreml, Pokorny 2007] bylo toto kritérium rozsifeno i
pro s < 4. Ovsem za silngjsfho pfedpokladu v, € L'((0,7); L*(R3)), %—F% <
1— %, s € (%, 4]. Obecny ptipad regularity osové symetrického feseni v R?
je otevreny.

4 Stlacitelné Navier—Stokesovy rovnice

Stejné jako pro pripad nestlacitelnych rovnic budeme studovat systém
(2.15)—(2.17) za predpokladu, ze teplota je konstantni a nebudeme rovnici
(2.17) uvazovat.

Zminme pouze, %e v poslednich letech bylo ve studiu systému (2.15)—
(2.17) dosazeno velkého pokroku. Vysledky, tykajici se tohoto systému, lze
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nalézt v knize [Feireisl 2004], déle pak napt. v [Feireisl et al. 2005]
[Feireisl, Novotny 2005] a vysledky tykajici se singuldrnich limit pro tplny
systém napt. v [Feireisl, Novotny 2006], [Feireisl, Novotny 2007]. Pokud jde
o silné fesSeni (za predpokladu malosti dat), pak pfipomernime, Ze tento sys-
tém byl studovan od prvopocatku, spolu se systémem izotermalnim (viz
slavny ¢lanek [Matsumura, Nishida 1980]). Existuje proto celd fada vysled-
ki, tykajici se asymptotického chovani, stability aj., které zde nebudeme
zminovat. Jako ilustrativni ptiklad tohoto typu vysledkii uvedme ¢lének
[Padula, Pokorny 2001], ktery je soucésti této habilitacni prace, viz [P10].

Také nebudeme specifikovat pojem slabého feSeni pro systém (2.15)—
(2.17). Jen zminme, ze pokud studujeme rovnici (2.17), tj. bilanci termalni
energie, nastavaji jisté problémy s ¢leny obsahujicimi gradient rychlosti na
pravé strané. Je proto vyhodnéjsi brat bilanci celkové energie (2.8). Ana-
logicky jako v pripadé nestlacitelnych Navier—Stokesovych rovnic je mozno
odvodit slabou formulaci pfimo z bilan¢nich rovnic v integralnim tvaru. Bud
miuzeme pouzit modifikovany ,,Oseentiv® postup nebo Morse—Sardovu vétu,
jak je ukazano v [Feireisl 2004].

Drive nez budeme studovat stlacitelné Navier—Stokesovy rovnice, pfipo-
merime alespon dvé dalsi monografie, které se touto problematikou zabyva-
ji. Jde o druhy dil [Lions 1998], a déle o knihu [Novotny, Straskraba 2004],
ktera je prehlednéjsi a iplnéjsi, nez kniha Lionsova.

4.1 Stacionarni stlacitelné Navier—Stokesovy rovnice
Budeme se zabyvat systémem parcialnich diferencialnich rovnic
div(ov) =0 v Q, (4.1)

div(pv ® v) — 2pudiv D(v) — AVdive + Vp(p) = of v Q. (4.2)

Stejné jako v predchozi kapitole se budeme zabjvat dvéma typy okrajo-
vych podminek. Jednak ptijde o homogenni Dirichletovy podminky

v=0 nadf) (4.3)
nebo o podminky smyku
v-n =0, Tr-(ITm)+ov- -7, =0na 0, k=12, (4.4)

kde
T =2uD(v) + Adivol — p(p)I.
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Budeme uvazovat, ze

plo) =0, v2>1,

popf. p(-) je ryze monotonni funkce, ktera spliuje lim;_, % € (0, 00).

Toto odpovida izentropické aproximaci. Problém, kdy p(g) je obecna
funkce, popi. dokonce kdy p(o) pouze neni striktné monoténni, je otevieny.

Z matematického hlediska je vySsi v obecné jednodussi, nebof mame lepsi
apriorni odhady hustoty. Z fyzikalniho hlediska jsou zajimavéjsi piipady, kdy
jeyblizko 1 (y = g je hodnota pro monoatomicky plyn, pro komplikovanéjsi
latky jsou hodnoty nizsi).

Zajimavy, ale matematicky obtizny, je také pripad v = 1, tj. izotermalni
ptipad pro idealni plyn.

Vsimnéme si, Ze jsme kromé zanedbani teplotni zavislosti a ¢asovych
derivaci téz predpokladali, Ze koeficienty i a A nezavisi na hustoté o. Az do
vysledku P.L. Lionse (viz [Lions 1998]) byl tento systém studovan pfevazné
z pohledu silnych feseni pro mala data. Nyni se jiz ale studuji spiSe feseni
slaba, ktera sice nejsou jednoznacna, ale existuji pro libovolné velka data.
My se nejprve budeme zabyvat slabymi feSenimi, posléze se stru¢né zminime
i o FeSenich silnych.

4.1.1 Slaba feSeni pro stacionarni stlaCitelné Navier—Stokesovy
rovnice

Drive nez pristoupime k definici slabého feseni, pfipomenme jeden dtile-
zity pojem tykajici se rovnice kontinuity.

Definice 4.1 Duvojice (p,v) je renormalizovanym feSenim rovnice kontinu-
ity, jestlize, po prodlouzeni nulou vné €, (o, v) Tesi

div(b(e)v) + (ob'(0) — b(e)) dive =0 (4.5)

pro kaZdou funkci b(-) € C*((0,00)) N C(]0,00)) takovou, Ze |V'(t)| < ct™0,
t€ (0,1, o<1, (/)| < CtM, t>1, =1 < A\ < 00.

Tento pojem (zejména pak pro evolucni piipad) byl inspirovan praci
[DiPerna, Lions 1989] a stal se jednim z dulezitych pojmt moderni teorie
rovnic stlac¢itelného proudéni.

Definice 4.2 (homogenni Dirichletova podminka)

Necht Q@ C RN, N = 2,3, je omezend lipschitzovskd oblast. Potom (g, v) je
renormalizované slabé teseni s omezenou energii systému (4.1)—(4.3), jest-
lize
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e o€ L5(Q) pro jisté v < s < 00

0>0s.v vQ

ve W, (Q)

rovnice (4.1) je splnéna ve smyslu Definice 4.1 (pro \; = 5—1)

bilance hybnosti je splnéna ve smyslu distribuci na )

e je spinéna energetickd nerovnost
u/ \Vo|?dz + (,u—I—A)/(diV'v)Qd:z: < / of - vdx.
Q Q Q

Je-li © vnéjsi oblast v R? (v R? jsou jisté potize s tim, Ze funkce s gra-
dientem v L?(Q) mtZe u nekoneéna riist), pak za predpokladu, Ze klasicka
formulace je doplnéna o podminky

v—0 a 00— 0 Dro|z| — oo,

dojde v definici slabého Feseni k nasledujicim zménam: ¢ € L§ .(Q), 0— 000 €
L1(Q) pro jisté ¢ € (1,00) a v € Dé’Q(Q) (homogenni Soboleviiv prostor,
viz napf. [Galdi 1994a]). Pfipad oblasti s nekompaktni hranici bude zminén
nize.

Pro pripad smykovych okrajovych podminek uvedeme definici jen pro
omezenou oblast. Pro piipad vnéjsi oblasti by zmény byly analogické zmé-

nam vyse.

Definice 4.3 (smykové podminky)
Necht Q € RN, N = 2,3, je omezend lipschitzovskd oblast. Potom (o,v)
je renormalizované slabé Teseni s omezenou energii systému (4.1), (4.2) a

(4.4), jestlize
e o€ L*(Q) pro jistée y < s < o0
e 0>0sv vQ2
e v e WH2(Q), v-n =0 ve smyslu stop na O

e rovnice (4.1) je splnéna ve smyslu Definice 4.1 (pro Ay = 5 — 1)

Il Je mo#no brat b = 1.
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e bilance hybnosti je splnéna ve smyslu

—/ o(v®v): V<p+)\/ divvdivcpd:c—FQM/ D(v) : D(p)dx
Q Q Q

+a/m('v®7')-(QDG)T)dS—/Qp(Q)divgoda::/ng-vdx

pro vsechny ¢ € C*(Q), ¢ -n =0 na 0N

e je splnéna energetickd nerovnost
2u/ |D(v)|?dx + )\/(div v)%dx + a/ lv® T|?dS < / of -vdx.
Q Q o0 Q

Prvni dikaz existence TeSeni byl proveden v omezenych oblastech P.L.
Lionsem v knize [Lions 1998] pro v > % a Q € O? ve tfech prostorovych
dimenzich, pro v > 1 ve dvou prostorovych dimenzich. Pozdéji, pro po-
tencialni sily, byla existence feseni dokazéna pro v > % (N = 3) v préaci
[Novo, Novotny 2002]. V praci [Novo, Novotny 2005] pak bylo ukazano, Ze
staci, aby Q € C%!. Analogické vysledky plati i pro smykové okrajové pod-
minky, dikaz je naznacen v [Novotny, Straskraba 2004].

Dtikaz existence feSeni je technicky pomérné naroc¢ny. Je zaloZzen na
komplikované aproximaci, na varianté kompenzované kompaktnosti, ktera
umoznuje provést limitni pfechod pro tlak, a na pojmu renormalizovaného
FeSeni rovnice kontinuity. Fundamentalni roli hraje veli¢ina efektivni viskézni
tok

—(p+A)dive + p(o),

kterd ma lepsi vlastnosti nez veli¢iny v ni vystupujici zvIast.
Mame tedy

Véta 4.1 Necht Q € C%' je omezend oblast v R3, v > %, (v > % pro
rot f =0). Necht X\ + %u > 0,** u > 0. Necht f € L*°(2). Potom pro ilohu
(4.1)—(4.3) resp. (4.1)-(4.2), (4-4) ezistuje renormalizované slabé Teseni s
omezenou energii, pricemz o € L30~1(Q), 3<v<3,0e L),y >3

Véta 4.2 Necht Q € C%!' je omezend oblast v R?, v > 1. Necht A\ + ju > 0,
p > 0. Necht f € L*®(Q). Potom pro ulohu (4.1)-(4.3) resp. (4.1)-(4.2),
(4.4) existuje renormalizované slabé Teseni s omezenou energit, pricemz o €
LY(Q), v > 1.

**Pro homogenni Dirichletovy podminky lze toto zeslabit, ne v8ak pro podminky smy-
kové.
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Pro vnéjsi oblasti v R? mame

Véta 4.3 Necht Q € C%! je vnéjsi oblast v R3, v > 3. Necht \ + %u >0,
p > 0. Necht f € L'() N L®(Q), 9 > 0. Potom pro wlohu (4.1)-(4.3)
resp. (4.1)-(4.2), (4.4) existuje renormalizované slabé Teseni s omezenou
energit, pricemZ 0 — 000 € L3(2) N L?Y (1),

Dtikaz posledni véty je mozno nalézt v [Lions 1998] nebo lépe v knize
[Novotny, Straskraba 2004].

Pro pripad oblasti 2 s exity E;, 1 < i < K € N, je tfeba modifikovat
definici slabého FeSeni; jde predevsim o energetickou nerovnost, kde se na
pravé stran€ objevuji nové cleny. Uvazujeme pouze tilohu, kdy v jednotlivych
exitech je pfedepsana limitni hustota (tj. rozdil tlakt) a rychlost jde k nule.
Zajimavy otevieny problém je, zda lze misto hustoty predepsat tok exitem.

Definice 4.4 (oblast s exity do nekone¢na)
Necht Q C R3? je lokdlné lipschitzovskd oblast s exity do nekonecna. Potom
(0,v) je renormalizované slabé Teseni s omezenou energii systému (4.1)-

(4.3), jestlize
e o L} (Q) pro jisté v < s < o0

loc

e 0>0sv v}

o—0 € L"(E;),1<r<oo,i=1,...,K

v e Dy*(Q)

rovnice (4.1) je splnéna ve smyslu Definice 4.1 (pro Ay = 5 — 1)

bilance hybnosti je splnéna ve smyslu distribuct na €2

e je splnéna energetickd nerovnost
u/ \Vo|?dx + (u+ N) / (divv)?dz
Q Q

K
i -1 -1
< [ of vdr+——=) (o] — 0] ),
i -

kde ®; jsou toky exity F; danée

D; = (vn(0v), €lon,)
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a & =1 v eritu E; kolem 003, je nulovd v ostatnich exitech a md
kompaktni nosic.

Plati

Véta 4.4 Necht Q € C%! je oblast v R3 s K exity do nekonecna, které jsou
konické nebo superkonické (tj. obsahuji uvniti kuZel). Necht \ + %,u >0,
> 0. Necht f € L*(Q)NL>®(Q), v > 3, 0; > 0. Potom pro lohu (4.1)—(4.3)
ezistuje renormalizované€ slabé reseni s omezenou energit podle Definice 4.4,
pricems o — 0; € L3(E;) N L?V(E;).

Ditikaz, podobné jako pro vnéjsi oblasti, je zalozen na vhodné aproximaci
na omezenych oblastech, které postupné vyplnuji celou oblast. Je mozno ho
nalézt v [Novo et al. 2005], viz téz [P8] (v [Novo, Novotny 2006] pouze pro
exity ve tvaru kuzele), hlavni kroky téz v [Novotny, Straskraba 2004].

Pokud se exity neoteviraji dostatecné rychle, feSeni nemusi existovat, jak
je ukdzano v [Novo et al. 2005], viz téz [P8].

V nedavné dobé bylo, diky apriornim odhadtm

/ ple(y)) dy
|z —yl
dosazeno pokroku i pro «y nizsi, viz napf. prace [Plotnikov, Sokolowski 2005],
[Frehse, Goj, Steinhauer 2005] ¢i [Bfezina 2007]. Jde ale zatim o apriorni
odhady, bez dikazu existence reSeni.

Zajimavou otazkou je problém regularity slabého feseni. Jak je ukdzano
v [Lions 1998], je-li o = 0 nékde v 2, pak lze nanejvys oc¢ekavat, ze p €
L®(Q) av € Wh*°(Q). Tamtéz je dokézano, Ze pro Dirichletovu tlohu s v >
3 (N =3) resp. v > 1 (N = 2) je vySe zkonstruované feseni takové, ze g €
L (Q) av e VVlif(Q) Vp < oo. Jak je ukdzdno v [Mucha, Pokorny 2006],
viz téz [P9], (N = 2, v > 1) a [Pokorny, Mucha 2007] (N = 3, v > 3),
pro piipad smykovych okrajovych podminek je mozno zkonstruovat takové
feSeni, ze vysSe uvedena hladkost plati az do hranice. Dikaz je zaloZen na
specidlnim aproximac¢nim schématu, ktery pfimo dava hustotu stejnomérné
omezenou a neni tfeba uvazovat renormalizovanou rovnici kontinuity. Cely
dikaz se tim dosti zjednodusSuje. Jednim z vysledki, které se pii dikazu
vyuzivaji, je prace [Novo et al. 2001] (viz téz [P7]), ktera se jinak zabyva
problematikou souvisejici s aplikaci Greenovy véty pro studium stacionarni
transportni rovnice.

T Takto komplikovana definice je proto, Ze hustota nema obecné stopu a je tieba brat
stopu normalové slozky celé hybnosti.
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4.1.2 Silna feSeni pro stacionarni stlaéitelné Navier—Stokesovy
rovnice

Prvni existen¢ni vysledky pro stacionarni stlacitelné Navier—Stokesovy
rovnice se tykaly prevazné Hilbertovych prostort, viz prace [Padula 1982],
[Valli 1983], [Valli 1987], pro smykové okrajové podminky pak [Farwig 1989].

Pro obecnéjsi prostory potom pro systém (4.1)—(4.3) plati

Véta 4.5 Necht m > 0, s > 3, k = 0,1,.... Necht f € Whs(Q), Q ¢
Ck+3 p e CY([0,00)). Potom ewistuji By a B1 > 0 takovd, Ze pro || f|lks <
Bo existuje jedin€ silné teseni systému (4.1)-(4.3) (0 = ﬁ + o,v) v kouli
ITllks1s + |wlkros < B spliwgici o € WHHLS(Q) a v € WHF2Z5(Q) N
W, ().

Véta bylo dokézana v préci [Beirao da Veiga 1987]; pomoci metody de-
kompozice je diikaz proveden v knize [Novotny, Straskraba 2004].

Ta bylo poprvé pouzita v praci [Novotny, Padula 1994] a Gispésné pouzita
pro feSeni dloh na vnéjsich oblastech. V téchto tlohéch je tfeba navic pre-
depsat chovani rychlosti a hustoty v nekonecénu. Asymptotické chovani pro
nulovou a nenulovou rychlost v nekonecnu se lisi, coz souvisi s vlastnostmi
Stokesovy/Oseenovy linearizace na vnéjsich oblastech, viz Cést 3.2.1. Reseni
se nazyva fyzikalné rozumné, jestlize se asymptoticky chova jako fundamen-
talni feseni Stokesova/Oseenova problému, podrobnéji viz [Galdi 1994al,
[Galdi 1994b] nebo [Kra¢mar et al. 2001] ¢i [Pokorny 1999]. V piipadé nenu-
lové pfedepsané rychlosti v nekoneénu je chovani anizotropni, za obtékanym
télesem vznika tplav.

Metoda dekompozice byla tspésné pouzita v [Novotny, Padula 1994]
(existence silnych a fyzikalné rozumnych feseni je tam dokdzana pro v, = 0,
N = 3), [Novotny, Padula 1997] (existence silnych a fyzikalné rozumnych
feSeni pro vy, # 0, N = 3), [Galdi, Novotny, Padula 1997] (existence silnych
FeSeni pro v # 0, N = 2) a [Dutto, Novotny 2001] (existence fyzikalné ro-
zumnych feSeni pro v, # 0, N = 2). Pfesné formulace vysledki a diukazy
1ze pro trojdimenzionélni oblasti nalézt téz v [Novotny, Straskraba 2004].

4.2 Evoluéni stlac¢itelné Navier—Stokesovy rovnice

Také zde byly prvni globélni existenc¢ni vysledky dokazéany za piedpokla-
du malych dat. Teprve diky [Lions 1998] byla poprvé predstavena metoda,
jak pristupovat ke globalnim slabym fesenim pro evolu¢ni problém. Nékteré
detaily bylo tfeba upresnit, coz se zejména diky E. Feireislovi tispésné poda-
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filo, a dnes je pfevazné vétsina praci v tomto oboru zaméfena na slabé feseni
pro libovolné velka data.

Budeme se tedy zabyvat systémem (pro jednoduchost v celé sekci uva-
zujeme pouze homogenni Dirichletovy podminky)

gf +div(ev) =0 v (0,T) x Q, (4.6)

d(ov) i : . _
T +div(pv ®v) —2udiv D(v) — AV divo 4+ Vp(e) = of v (0,T) x £,
(4.7)
v=0 mna (0,7) x 09, (4.8)
Q(O,lE) = QO(w)a (Q’U)(O,ZL’) = Q()(l'), (49)

popripadé

V — Voo, 0= 0o DPro |z| — 00, (4.10)

je-li © neomezena.

4.2.1 Slaba reseni pro evoluéni stlacitelné Navier—Stokesovy
rovnice

Hlavni mysSlenka slabé formulace je analogicka stacionarnimu piipadu.
Nejprve definujme pojem renormalizované rovnice kontinuity.

Definice 4.5 Dvojice (p,v) je renormalizované teseni rovnice kontinuity,
jestlize po prodlouzeni nulou vné Q, (o,v) Tesi

b

8(;) + div(b(e)v) + (0b'(0) — b(p)) divw = 0, (4.11)

pro kaZdou funkci b(-) € C1((0,00) N C([0,00)) takovou, Ze |V ()| < ct=0,
€ (0,1, o<1, @) <O, t>1, <8 -1,8>2

Polozme déle P(p) = gflg %ds + ¢cpo, kde ¢y € R je zvoleno tak, aby
P(p) > 0.

Definice 4.6 Necht Q C RN, N = 2.3, je omezend lipschitzovskd oblast.
2
Necht P(oo) € LY(), 00 > 0 s.v. v Q, qy € L}(Q) takové, Ze |qg°0‘ Ligy>0} €
LYQ), go = 0 v {z € Qoo(x) = 0}. Necht f € L'((0,T); L7 (Q)) N
6
L2((O,T);L5Wz6 Q)N L2((0,T);L%(Q)). Potom (p,v) je renormalizované
slabé teseni s omezenou (konecnou) energii systému (4.6)—(4.9), jestlize
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o€ L*((0,T); L} .(2)) pro jiste v < s < 00
P(0) € L>((0,T); L' ()

T) x
Wy 2( )
olv|? € L=((0,T); L'(2))

0>0 s.v. v (0,
v e L2((0,T);

rovnice (4.6) je splnéna ve smyslu Definice 4.5 (pro B =)

bilance hybnosti je splnéna ve smyslu distribuci na (0,T) x Q

plati

lim [ o(t)Ydx = / oodx YV € C5°(Q)
Q Q

t—0t

lim /(@v)(t)-sodxz/ﬂqo-cpdw Vo € C5°(Q2)

t—0t J

e je splnéna energetickd nerovnost v diferencidlnim tvaru (feseni s ko-
necnou energii)

dé’(g,q)—i—u/ ]Vv]Qd:c—i—(u—i—)\)/(divv)Qd:c < / of -vdx
dt Q Q Q

ve smyslu distribuci na (0,7T)

nebo, pro Tesent s omezenou energii, je splnena energetickd nerovnost v in-
tegralnim tvaru

s(g(t),q(t))+u/0t/Q\Vv|2da:dT+(,HA) /Ot/Q(divv)2d:sz

t
<Elonao)+ [ [ of - vdudr
0 Q

s.v. na (0,T),

kde £(0,q) = [o(olv|* + P(0))dz, q = ov.
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Pro vnéjsi oblast €2 jsou zmény analogické, jako pro pripad stacionarni
(t]. v € L2((0,7); DY(Q)), £ € L'((0,T); LT, (9)).

(Pro smykové okrajové podminky bychom mohli téz provést analogické
upravy jako pro stacionarni ptipad.)

Prvni vysledek v tomto smyslu byl dosazen pro v > % v [Lions 1998].
Pozdéji na zakladé vysledku E. Feireisla (viz [Feireisl 2001]) bylo v préci
[Feireisl et al. 2001] ukazano, Ze feSeni existuje pro v > 3. Pro Q omezenou

E.
tedy plati:

Véta 4.6 Nechi Q € C2%, 6 € (0,1], f € L=((0,T) x Q), qo € L31(5),

2
Qolig—oy = 0 s v Q, L1 o e LNQ), plo) = 07, 7 > §, 1> 0,
A+ %,u > 0. Potom existuje renormalizované slabé teseni s omezenou 1
konecnou energii podle Definice 4.6 takové, Ze

o 0 L=((0,T); L7(Q)) N L5 ((0,T) x Q)
e 0 C([0,T); L () NC([0, T]; LP(R)), 1 <p < v
e 0>0 sv na(0,T) xQ

v e L2((0,T); Wy (Q))

o ov e C([0,T]; L1 (Q))

e olvl? € L((0,T); L1(Q)) N L2((0, T); L5 (Q2)).

Pro ptipad vnéjsi oblasti lze dokézat analogické tvrzeni. Pouze, feseni
je s omezenou energii, nikoliv koneénou (tj. obecné neni ziejma energeticka
nerovnost v diferencidlnim tvaru). Kromé vySe zminénych praci lze dikaz
obou vysledkt nalézt v [Novotny, Straskraba 2004]; stejné tak i navod pro
dikaz existence pro smykové okrajové podminky.

Lze podstatné zeslabit podminky na hladkost 2 (viz [Feireisl 2001]) i
na tlak (nemusi byt ani monotdénni, sta¢i asymptoticky rtst jako o7, viz
[Feireisl 2002]). Pfipad nehomogenni Dirichletovy podminky byl studovén v
[Feireisl 2003b] a [Novo 2005].

Analogické vysledky 1ze dokazat pro v > 1 (ptvodni Lionsuv dikaz byl
pro~y > %) pro 2 C R?, viz [Feireisl et al. 2001]. Pro ptipad sférické symetrie
v R3 lze pak existenci feseni dokazat pro v > 1, viz [Jiang, Zhang 2001].

Pro pripad potencidlni sily f = V@, ® nezavislé na case, je zajimava
otazka, zda TeSeni konverguje ke klidovému feSeni Navier—Stokesovych rov-
nic, tj. k v =0 a k g, FeSeni

V(o) = oVO. (4.12)
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Rovnice (4.12), zejména jeho jednoznacnost pro danou hmotu popt. ener-
gii byl studovan v pracech [Feireisl, Petzeltova 1998], [Erban 2001] a pro
specialni piipad © vnéjsi oblast a 9 > 0 v préci [Novotny, Pokorny 2007].
Jednoznacnost FeSeni mé tizky vztah k souvislosti mnozin {x € Q; ®(z) > k},
ke R.

Stabilizace, tj. konvergence hustoty k feSeni (4.12) a hybnosti (kinetické
energie) k nule, byla studovana pro 2 omezenou a rizné okrajové podminky
v [Novotny, Straskraba 2000] a [Novotny, Straskraba 2001], jinou technikou
pro 2 omezenou nebo vnéjsi oblast s g, = 0 v [Feireisl, Petzeltova 1999] a
pro € vnéjsi oblast s 9o > 0 v [Novotny, Pokorny 2007]; vSechny vysledky
se tykaji t¥ prostorovych dimenzi.

O néco jednodussi je situace pro jednu prostorovou dimenzi, kde je exis-
tence slabych feseni pro libovolnd data znama jiz delsi dobu a stabilizace
je relativné dobfe prozkoumanéd, vcéetné rychlosti konvergence, viz napf.
¢lanky [Straskraba, Valli 1988], [Straskraba 1997], [Penel, Straskraba 2003],
[Straskraba, Zlotnik 2002].

Na zavér této Casti jen stru¢né zminme, ze pro obecné sily byly asympto-
tické vlastnosti studovany v [Feireisl 2003a] (existence atraktoru a global-
niho atraktoru pro lokalni trajektorie) a v préci [Feireisl et al. 1999] byla
dokézana existence ¢asové periodickych feSeni.

4.2.2 Silna FeSeni pro evolu¢ni Navier—Stokesovy rovnice (mala
data)

Pokud se tyka existence globalniho silného feseni stlacitelnych Navier—
Stokesovych rovnic, prvnim vysledkem (téz pro uplny systém (2.25)—(2.27))
byla prace [Matsumura, Nishida 1979] resp. [Matsumura, Nishida 1980] pro
Cauchyovu tlohu. My zde ocitujeme vysledek z [Novotny, Straskraba 2004]:

Véta 4.7 Necht p € C1([0,00)), p' > 0 na (0,00). Necht Q € C*%, 0 ¢
(0,1]. Necht r € [2,00), ¢ € (3,00) a vy € WQ(I_%)"'"(Q) N Wol’q(Q) = Vo,
00 € Wlfi’q(Q) = V,. Potom existuje 9 > 0 takové, Ze pro ||vg, 00 —
ﬁfﬂ 0ollv,xv, < do existuje globdlni Teseni (v, o) spliugici podminku, Ze
rychlost v patii do WY ((0,T); LY(Q)) a také v € L"((0,7); W29(Q) N
Wo () a0 € WH((0,T); L9(9)) N L ((0,T); WH(92)).

Podobné vysledky lze najit napft. v [Valli 1983], [Salvi, Straskraba 1993],
[Mucha, Zajaczkowski 2002]. Nehomogenni Dirichletova podminka byla stu-
dovana v [Valli, Zajaczkowski 1986|. Fyzikalné zajimava problematika ne-
spojitych pocateénich dat byla studovana napi. v [Hoff 1997].
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Na z&vér zminme jesté vysledek [Vaigant 1994], kde autor pro exponent
v € (1, %) a v > N konstruuje pocatecni podminky a silu takové, ze
prislusné jediné sféricky symetrické feSeni méa blow-up v konecném case v L™
norme.
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