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Znaceni.

LP(Q) ... Lebesgueuv prostor p-integrovatelnych funkci
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WHP(Q) ... Soboleviiv prostor funkci s p-integrovatelnou k-tou derivaci
Wol P(Q) ... Soboleviiv prostor s nulou na hranici
uQ = fQ U ... integralni pramér u pres 2
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supp” ... nosi¢ funkce
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1. PROSTORY FUNKCI. TYPY ROVNIC.

Obsah kapitoly: zakladni vlastnosti funkci ze Sobolevovych, Morreyovych
a Campanatovych prostoru (bez diikazu); podminka elipticity; typy rovnic.

Necht Q C R™ je omezené a oteviend mnozina s Lipschitzovskou hranici.

Véta 1.1. (Vnofeni pro Sobolevy.)
1. Necht n > kp. Potom dc = c¢(n, k,p,Q) tak, Ze
HuHLq(Q) <c ||U||Wk,p(g) .
kde ¢ = np/(n — p).
2. Necht n < kp. Potom 3¢ = ¢(n, k,p,Q) tak, Ze
HUHch,a(ﬁ) <c HuHWk»P(Q) )
kde h = [k —n/p|, a = (k —n/p) — h.
Véta 1.2. (Rellichova.) Necht n > kp a q < np/(n — p). Potom wvnoteni
WkP(Q) c LY(Q) je kompaktni.

Véta 1.3. (Poincaré.) Necht Q je souvisld.
1. 3¢ = c(n,p, Q) tak, Ze

[ uwal? < el ul
Q
pro Yu € WHP(Q). Specidlné pro Q = B(x, R) je ¢ = co RP.
2. dc = c(n,p, Q) tak, Ze
[ull, < c[[Vull}
pro Yu € Wol’p(Q).

Definice. (Morreyovy a Campanatovy prostory.)
1. Morreytiv prostor:

LPMQ) =L ueLP(Q): sup p_A/\u(a:)]p dx < 0o
20€Q,p>0
Q(z0,p)
2. Campanattv prostor:
LN =S uelP(): sup ,0_)‘/|u(:n) — UQ(ag,p) [T dT < 00
o€, p>0
Q(z0,p)
Poznamka. Misto Lipschitzovskych oblasti staci uvazovat obecnéjsi “ob-
lasti typu A”, které spliiuji
A|B(zo, p)| < (o, p)| < |B(zo, p)|
|—)\/n‘

s vhodnym A > 0. Faktor p~ lze pak nahradit vjrazem |Q(z(, p)
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Véta 1.4. (Vnoreni Morreyovych a Campanatovych prostort.)
1. Pro 0 < X < n je LPMNQ) = LPANQ).
2. Pro A =n je LP"(Q) = L™°(Q), LP™(Q) = BMO(R).
3. Je-liu € WHP(Q) a Vu € LPA(Q), je u € LPPTNQ).
4. Pron < X\ <n+p je LPNQ) = C%¥(Q), kde a = (A —n)/p.
5. Pro A >n je LP(Q)) = {0}; pro A > n+p je LPA(Q) =lin {1}.

Definice. [Rovnice s konstantnimi koeficienty.]

. 0 of3 8’LLJ' .
(1) —dIV(AVU):—%<AU a—xﬁ>207 Z:l,...,]\[7
kde @ = (ug,...,uy) : R* — R¥ jsou neznamé funkce, A%ﬁ € R jsou
konstanty.

Definice. [Podminka elipticity.]
Mol¢l® < (46,6 < Ml vee R
kde
(4¢,6) = A3fere]

Definice. [Linearni rovnice.|

0 aof3 8Uj . 8f2a
(2)  or. {Aij (5’3)8—%(95)} = .
Definice. [Kvazilinedrni rovnice.]
0 aB auj _ 8fza
@ 5 {4 ) G ) = -5

Definice. [Nelinearni rovnice.]

(4) —£%@ﬂv@}zo, i=1,...,N.
2. TECHNIKA DIFERENCIH.

Obsah kapitoly: lemma o odhadu derivace pomoci diferenci; véta o regula-
rité nelinedrni rovnice; véta o regularité kvazilinearni rovnice za predpokladu
spojitosti feSeni.

Lemma 2.1. (O diferencich.)
1. Necht u € WH2(Q), Qo cC Q. Potom

/ ‘V&h u]2 <K
Qo

nezdvisle na 0 < |h| < dist(€, 092).
2. Nechf u € L*(Q), Qo CC Q. Necht

/ ‘V&h u]z <K
Qo
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nezavisle na 0 < |h| < dist(Qg, 0Q). Potom 887“5 € L%(Qq) ve slabém smyslu.

DUkAZ. 1. Nejprve odhadujeme (posledni krok je Holderova nerovnost)

|V5,hu| |—/ 8; (:L"+thes)hdt|2

< (/01 |Vu|(z + they) dt)?

1
< / |Vul?(z + they) dt .
0

Tedy pro dané h (Fubiniho véta)

1
/ |vs,hu|2g/ / |Vu|2(x+thes)dtdx§/ Vu(y)? dy
Qo Qo JO Q

a odtud zavér.
2. Zvol ¢ € C§°(Qp). Je

/{Vs,hu}(p:/uvs,—h(p'
Q Q

Diky slabé kompaktnosti existuje x € L2(Qq) tak, Ze Ventt = X V L2(Q)
pro h — Q.
Na druhé strané Vg _p ¢ — _ngo (nejéméns) L2(£p). Tedy

el
Qo Qo 81‘87

coz je hledany zavér.

Véta 2.1. (Regularita nelinedrni rovnice.) Necht u € Wlicz je slabé resent

nelinedarni rovnice (4), kde A?}B = gzg splriuji podminku elipticity. Potom
j

ue w2,

loc *

DUkAz. Testujme rovnici funkei ¢ = V, {772 Vin u}, kde 7 je neza-
porné sefezavaci funkce. Mame

_ a 8¢Z
0_/9 (Vu) 52 /Vsh{a V“}a (Vi) |

I
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Zde
Ii(x) = 1{ ¢ (Vu(z + hes)) — a?(Vu(x))}
~ / o (x) + t[Vu(x + hes) — Vu(g;)])} dt

= 5, (%

)+ t[Vu(z + hes) — Vu(x)]) dt

)
Aij ()

0 19}
I = 772 %{Vs,h Uz} + 277% Vi nt -

Protoze fl%ﬁ spliiuji podminku elipticity, mame

Yo [ [V{Tanu} P <20 [ a9 {TanuH IVl Tonal
Q Q
1 2\2
< S1Ls)+ 2w / Vonul?.
2 Ao suppn

Tudiz

/ ‘v{vs,hU}F??Z < C/ ‘V&hu’z.
L supp”n

. 12 . o, PN . . .
Protoze u € W7, je diky prvni ¢asti lemmatu o diferencich prava strana
omezena nezavisle na h. Odtud diky druhé ¢asti lemmatu zaveér.

Véta 2.2. (Regularita kvazilinedrni rovnice.) Nechtv € Wl % je slabé tesent
kvazilinedarni rovnice (3), kde A%ﬁ € C' N L™ splituji podminku elipticity

nezdvisle na v. Navic necht v je spojité. Potom v € W12002

DUKAZ. Zvolme xg, R > 0. Bud 1 nezdporné seferazavaci funkce s nosi-
¢em v B(xg, R), rovna 1 na B(zo, R/2). Testujeme rovnici Vs _p, {772V57h v}.
Méame

81} 0¢; ov;
— af i Y95 i 2
0_/9A () 0o Oz /vgh{ )81‘ } 81‘5 {rVanvs} -

v N

I Ia




Zde

I(z) = % [A;;.ﬁ (v(z + hey)) S—Z(m + hey) — A2 (v(x)) g;}; (x)}
— A%ﬁ (v(z + hes)) Vo {88;}; (w)}

+8a;ji(x)/0 8875{‘4%( (z )+t[v(x+hes)—v(m)])}dt

= A ol 1) Ve { 20 <w>}

(%Z 1 0A aﬁ
Vo {ucla)} | G (ola) + thola + hes) = ola))
=Ii(z ) + 112( )
a
v, on
I, = ?72 V&h {Tw;(w)} + 2778—% Vs,h v = 1oy + Ios.
Odhadujeme

/9111121 :/QA;;ﬁ( (w+h€s))vs,h{g—Z($)} V.. {g;’;( )}772

suppn
8’U' 817
Inlp =2 [ AY(..)V, : on {vit L
/Q 11122 /Q i )V ,h{axa(w)} Vs {v }axﬁ"
A
<7 !Vs,h{Vv}|2n2+cHVnH%w/ Vono|”,
suppn suppn

0 . v on
/Q Iaoly = /Q A T Ve {ve} [Vs,h {—81‘; } 7+ 20 5 Vo {vj}}
<c [ |9el [Fen 0} {IFen 0} + Vi £} I}
supp 1

A
< ZO |vs,h{vv}|2n2+c||vn|yim/ Vo {0}
suppn supp”

+ c/ Vo |V 0}
suppn
Celkem mame

(5) / |Vs,h{Vv}|2n2§c1+c2/ Vo2 |V {0} 2.

supp 7
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Zbyva odhadnout élen vpravo, forméalné odpovidajici |Vu|*. Zvolme testovaci
funkei 1) = (v — vR)| Vs v][*n%, kde vg je primér v pies B(wg, R). Mame

ov; OY;
_ af ()
0= /QAij (U)(‘)xa Oxg

ov; | Ov; O
_ ap LI i 22 - el Tk
= [ A0 g | ST )P 200 o) () Vo { G |
2 On
+ 2(v = wR)|Vsn {0} @W] :
Odsud

A VU2V8 v} |22
(6) °/supp,7‘ 2V, 0}’
< cw(R) / V0| [V (0}] [V (V0 + [V0| [T (0} 190l
suppn

< cw(R)/ (Vo2 (Vo {0} 0% + [Von {V0} " + IVl 728,
suppn

Diky spojitosti v 1ze zmenSenim R ucinit w(R) = oscv|p,, libovolné malé.
Potom z (5), (6) plyne

/ |V5,h{Vv}‘2n2 <c
supp 7

a odsud zéavér.

3. UzZiti MORREYOVYCH A CAMPANATOVYCH PROSTORU

Obsah kapitoly: Caccioppoliho lemma; Campanatovo lemma; algebraické
lemma; regularita gradientu pro linearni rovnici - v Campanatové prostoru
a v prostoru Holderovskych funkci.

Lemma 3.1. (Caccioppoli.) Je-li u € W12(Bg) slabé Feseni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty (1), pak pro kazdé ¢ € RY plati

C
[ v < 5 [lu-ap
Br

Bry2

kde ¢ = c(Xo, A1). Obecnéji: vlevo integrdl pres B, vpravo faktor (R — p)~2,
a funguje vlastné pro kazZdou eliptickou rci.

DUKkAz. Bud 7 nezdporna shlazovaci funkce rovna jedné na Bp/, a nulova
vné Bpr. Lze zddat |Vn| < ¢1/R. Testovaci funkce ¢ = (u — q)n? davé

0= AVu -V = AVu‘Vunz—k/ AVu-(u—q)Vn2n=1+1,.
Br Bgr Bgr
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Nyni

IL> Ao/ Vul2n? > )\0/ Vul?
Br B

2c1)\1/ )\0/ 5 o  203)2 5
I < Vulnlu —q| < — Vul*n® + —— u—ql|”.

Odsud zavér s ¢ = 4c2)\2 /A3 O

Lemma 3.2. (Campanato.) Je-li u € WH2(Bg) slabé Feseni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty (1), pak pro kaZdé 0 < p < R plati

(7) /|u|2 <c /|u|2
(8) /\u—up]2<c /]u—uR
By

kde ¢ = c¢(Ag, A1, ).

DUKAZ. Ad (7). Bez Gjmy na obecnosti p < R/2. Zvol k tak, aby W2 c
L*>. Potom

2 2
9) |l < ey < ol e

P

Pomocny vypocet (konstanta vnofeni pro Bpr): necht
2
102y < ol s I0l3magsy = Mol + 1950 2 -
Poloz v(y) = u(Ry), € By, u = u(x) € Wk2(Bg). Diky substituci z = Ry
(dy = R~"dz) a vztahu VZv(y) = RF[VEu](Ry) mame
1ol Z e (1) = Il Zoe )
ol 72y = B [ullfe (s
2 n 2
IV*0ll 12, = B "IV ull 2
Tedy (zaménou R/2 za R)
2 2 n 2
(10) HU”Loo(BR/Q) < e {R HUHL2(BR/2) + R ”Vku”m(BR/z)} )
Cy = Cl(2n + 2n—2l~c) .
Druhy ¢len v (10) odhadneme pomoci série nerovnosti (j = 0,...,k — 1)
/ VETuf2 < ey(2k)2R2 (VE— )2
Ba+j/mry2

B+ +1)/k)R/2
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které plynou z obecnéjsiho Caccioppoliho lemmatu mezi koulemi o polomé-
rech (14 j/k)R/2 a (1 + (j + 1)/k)R/2 diky tomu, Ze V*Ju spliiuje tutéz
rovnici (konstantni koeficienty.) Celkem tedy

/ |VFu)? < C4R_2k/ lul?, cq = ck(2k)% .
L2(Bpys)

Tato nerovnost spolu s (10), trividlnim vnofenim L*(Bp/,) C L*(Bg) a (9)
davaji (7) s ¢ = kpca(l + cq).

Ad (8). Bez ijmy na obecnosti p < R/2. Postupnym uzitim Poincarého
nerovnosti, (7) aplikované na Vu (fesi stejnou rovnici - konstantni koefici-
enty) a Cacciopoliho nerovnosti s ¢ = ur mame

/ lu—u,|® < ¢ ,02/ |Vu)?
B By

:
<art(f) [ v

R/2

n+2
<cs <£> / lu —up|?.
R Br

O

Lemma 3.3. (Algebraické.) Necht ¢ = ¢(p) je nezapornd, neklesajici na
[0, Ry]; necht A, B, a, > 0, o > (3. Pak existuje g > 0 a C > 0 tak, Ze
je-li s vhodnym € < €g

op) < A[(£)" +e| o)+ BR® W0 <p<R<R,

je o(p) < Cp® pro p € [0, Ro).

DUKAZ. Zvolme v € (B, ) a7 € (0,1) tak, ze 2A7“ = 77. Poloz g9 = 7.
Potom

o(TR) < A(T% +¢)¢(R) + BRP < T7o(R) + BRP
©(T?R) < 77p(TR) + BRPP < ™ ¢(R) + BR” [7’7 + 7'5]

gp(TkR) < T]”cp(R) + BR” [T(k_l)ﬁ + k=08 k=248 T(k_l)’q

Vyraz v posledni hranaté zavorce je roven (774 — 7%7) /(7 — 7). Tudiz
gp(TkR) <c [Tk]ﬁ, c1=¢(R)+ BRB/(TB —77).

Necht 0 < p < R. Bud k > 0 celé takové, ze 7FT1R < p < 7FR. Potom

€1 ktlp1B < . 8 __a
(TR)'B[T R]” < e9p”, ca TR

0(p) < p(r"R) < e1[7%)F <

O



Véta 3.1. (Regularita linedrni rovnice I.) Necht u € VVlloc2 je slabé Tesent
linedrni rovnice (2), necht A%ﬁ (x) jsou spojité a spliuji podminku elipticity
nezavisle na x. Necht f € Lfo’i‘, kde A € (0,n).

Potom Vu € L**

loc*

DUkAz. Necht Q¢ CC Q. Ozna¢ Ry = dist(, IN) a pro zp € Qo definuj
[ull, = lull 2(B(zg,ry)- Cllem je ukdzat
(11) IVull, < CoM*,  ¥p< Ry,

kde C' = C(Ry, f) nezévisi na zg € g, z ¢ehoz zfejmé plyne zavér. Nerovnost
(11) se ukaze pomoci algebraického lemmatu. Fixujme p, R, kde p < R < Ry.
Lze psat ©u = v + w, kde u, v Tesi rovnice

(12) —div (A(zo)Vv) =0 na B(zo, R)
v=u  nadB(xo,R)
(13) —div (A(zo) V) = — div [(A(xo) — A(z))Vu + f} na B(zo, R)
w=0 na 0B(zg, R)
Odhadujeme
IVull, < [[Voll, + [[Vwl,

P n/2
<er(g)" IVellp+ Vel

P n/2
<a (&) IVullg+ (@ +1)]Vel ;.

Uzili jsme trojuhelnikovou nerovnost pro u = v + w, Campanatovo lemma
pro v na B(zo, R), trividlni odhad [|[Vw]|, < [[Vw|  a trojihelnikovou ne-
rovnost pro v = u — w.

K odhadu posledniho ¢lenu testujeme (13) funkci w:

/Bu(),R) Alro) V-V = /Buo,m [(A@(ﬂ — A(z)) Vu + f] -V

Mol Vull}, < {w(B)[Vully + 1£1lx Ve,
ol Vel g < w(R)|[Vullg +c2RY2.
Zde w(R) = SUP,cB(z,R) {A(z) — A(zo)}. Uzili jsme elipticitu A(zg), hol-
derovu nerovnost a piedpoklad f € L2*.
Celkem tedy
p n/2 _ _
19l < [(8)" 4 28] 19l + earg B2,

Diky spojitosti lze w(R) uéinit malé dodateénym zmensenim R a to stejno-
mérné vidi zg € Q. Tudiz (11) plyne z algebraického lemmatu pro funkci

o(p) = Vull ,, o =n/2, 5= A/2. O
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Véta 3.2. (Regularita linearni rovnice I1.) Necht u € Wlif je slabé resend li-
nedrni rovnice (2), necht A(z) € C’loo’g a spliugi podminku elipticity nezdvisle
na x. Necht f € Cl(:)’c”.

Potom Vu € Cloo’f, kde k = min{p,v}.

DUkAz. Necht Q¢ CC Q. Oznaé Ry = dist(g, IN) a pro zp € Qo definuj
lull, = wll 2(B(ao,r))» Wr = UB(zo,r)- Cilem je ukdzat

(14) IVu = (Vu),|, < Cp2™*,  Vp< Ry,

kde C = C(Ry, f) nezéavisi na z¢g € Q. Odsud plyne zavér diky vnofeni
Campanatovych prostora.
Nerovnost (14) se ukdze pomoci algebraického lemmatu. Fixujme p, R,

kde p < R < Ryp.
Lze psat u = v + w, kde u, v Tesi rovnice
(15) —div (A(z0)Vv) =0 na B(zo, R)
v=u na 0B(xg, R)
(16) —div (A(zo)Vw) = —div F na B(xg, R)
w=0 na 0B(xg, R)
kde

F = |(A(xo) ~ A(@)) (Vu— (Vu)r) + (Alw0) = A@) (Vu)r + (F = (Hr) ]
Odhadujeme
IVu = (Vu),l, < Vo= (Vo)ll,, + [[Vw = (Vw),|,

P2t
<er(f)" IVo— (Vo)allp + 2/ Vul g

p 5+1
<e(f) Ve = (Va)rlyp + (e + 2] Vul 5

Uzili jsme postupné trojihelnikovou nerovnost pro v = v + w, Campa-
natovo lemma pro Vv na B(zg, R), snadny odhad (Hoélderova nerovnost)
[(Vw),ll, < [[Vw],, trividlni odhad [[Vwl|, < |[Vwl|g a koneéné trojihel-
nikovou nerovnost pro v = u — w.

Testovanim (16) funkci w dostaneme diky elipticité

IVwllp < ol Fllg < caR*|[Vu = (Vu)gl g + cs B[ Vull g + caR2
- uzili jsme A € C%* a f € C% c L?>"+2? odkud
If = frllg < caRE™.

Celkem tedy (znacime ¢(p) = [|[Vu — (Vu),|| )

p %+1 E_H/
(17) as(p)é[cl(ﬁ) +ClR”]¢(R)+CzR2 + RVl .

13



Zbyva osetiit posledni &len. Zvol € € (0,1/2). Protoze f € L2772 C [?"~2%
a A(z) jsou spojité, je podle predchozi véty Vu € L2"~%. Tudiz ||Vul|p <
csR"27¢ a tedy

p %+1 iy Dy —e
(18) o) < |er (£)7T + ek G(R) + 2R Y + caRE T2

Nyni rozlisme dva piipady. Pokud p > v(= k), staci zvolit ¢ = p— v a
dostaneme

n

o)< e ()

Odsud zaveér diky algebraickému lemmatu pro « =n/2+1, f =n/2+ kK po
pfipadném zmenseni Ry(> R).
Pokud v > u, polozme € = /2. Z (18) plyne

+ clR”] O(R) 4+ coR2 "

o(p) < [61 (%) A + ClR“] $(R) + c2R2T

122
2
a tedy diky algegraickému lemmatu ¢(p) < cp™/?+#/2, Tudiz Vu € £L>"H
L>, odkud ||Vul| < cR"/2,
Dosazenim do (17) méme

é(p) < [cl (%) ERR clRH] &(R) + caRE+"

nebot kK = pu < v. Zavér opét pouzitim algebraického lemmatu. O

4. CASTECNA REGULARITA.

Obsah kapitoly: pokryvaci lemma (Vitali); lemma o odhadu Hausdor-
ffovy dimenze; ¢asteCnéd regularita kvazilinearni rovnice; Giustiho lemma;
'nepfimy’ diitkaz castecné regularity.

Lemma 4.1. (Pokryvaci.) Necht A C R™ je omezend a r(x) : A — (0,1).
Pak existuje posloupnost {x;} C A tak, Ze jsou B(xj,r(x;)) po dvou dis-
junktni a

AcC UB(xj,:sr(:cj)) :

DUKAzZ. V prvnim kroku uvazuji pouze koule B(x,r(z)), spliwjici r(z) €
[1/2,1). Diky omezenosti A mezi nimi najdu koneény maximalni disjuktni
podsystém. V n-tém kroku piidévam disjunktné z kouli spliwjicich r(z) €
[27~1 27"). Vidy jich ptibude nejvyse kone¢né mnoho. Vybrané koule zna-
¢im B(xj,r(xj)).

Nyni necht y € A je libovolné a y # x; pro Vj. Existuje n, ze y €
[277~1 27"). Ptitom koule B(y,r(y)) nebyla vybrana v n-tém kroku. Tedy
existuje z € B(y,r(y)) N B(xj,7r(x;)), kde x; bylo vybrano nejpozdéji v
n-tém kroku.

14



Kli¢ové pozorovani: 2r(x;) > 27" > r(y). Odsud
ly —zj| < |y —z|+ |z —zj| <r(y)+r(z;) <3r(z;)
a tedy y € B(x;,3r(z;)). O
Lemma 4.2. (Odhad dimenze.) Necht f € L}, .(Q), a € [0,n). PoloZ
E:{:L"GQ:limsupp_o‘/ |f| >0} .
p—0+ B(z,p)

Potom H*(E) =0, a tudiz dg(A) < a.

DUKAZ. Vzhledem k o-subaditivité H* je

H*(E)=sup H*(FNK), K CC Q kompaktni
K

H*(ENK) =sup HY(Fj),
s>0

Fsz{erﬂK:limsupp_a/ |f| > s}
p—0+ B(z,p

Dokéazeme H*(Fs) = 0 pro Fs pevné. Zvolme ¢ € (0,1). Protoze
tig " [ (7] = Rl f@)] < o0
B(z,p)

p—0+

pro skoro vSechna x € Q, je A\, (E) = 0.
Tedy existuje Q D F oteviend, \,(Q) < ¢.
Nyni pro kazdé = € Fs najdu r(z) € (0,¢) tak, ze B(z,r(x)) CQ a

(r(x))_a /B(m o lf| >s.

Dle pokryvaciho lemmatu vyberu disjunktni B(z;,r;) (znacim r; = r(z;))
tak, ze Fs C U;B(x;,3r;). Tedy

(0% [e% [e% (6% 3a
R SCHIEED SR S IE-y ALl
l 3 U -’L'zyrz

Pro ¢ — 0 jde leva strana k H*(Fj), prava k 0 (nebot \,(Q) < ¢) diky
absolutni spojitosti integralu. (I

Véta 4.1. (Céastetna regularita kvazilinedrni rovnice.) Necht u € Wlicz Q)
je reseni rovnice

(19) —div {A(U)Vu} =f.

Necht A je stejnomérné spojitd a eliptickd, necht f € L
existuje 3 C Q takovd, Ze

(1) ue CX*(Q\ D), kde « = 1 — n/p;

loc

(2) dH(E) <n-—2.

kde p > n. Potom

loc?
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DUKAZ. Zvolme g € Q. Pro R < Ry = dist(zo, Q) ozna¢me A = A(up).
Na B(xg, R) 1ze psat u = v + w, kde u, v Tesi

(20) —div (AVv) =0 na B(zo, R)
v=u  nadB(xp,R)
(21)  —div(AVw) = —div ((A— A())Vu+ ) na Blwo, R)

w=0 na 0B(zg, R)
Oznacme |[lul|, = [[ul| j2(p(z,,p))- Podobné jako ve vété o regularité linedrni

rovnice odvodime pro p < R

) n
IVull, < e1 (£) 7 I1Vull 5+ c2ll Vel
IVwlg < I1(A = A@w) Vall, + £l

Odhadujeme

2 _ 2 < | gai-2 » 2/p< R
Ifllz="[ [fI"<|Brl "~ /] <R v
Br Br

V diikazu budeme dale potfebovat nasledujici hluboky vysledek: z toho, ze
u € VV;C2 fesi rovnici (19), 1ze odvodit, pro vhodné ¢ > 2 lokélné plati odhad

o () e (]

- tzv. reverzni Holderova nerovnost.
Ozna¢me w modul spojitosti A, tj.

| A(u) = Av)] < w(lu—v]?).

BUNO w je spojita, neklesajici, konkdvni a w(04) = 0, w(+00—) = wee < 00.
Odhadujeme

1(A — A@w) Vull, = /B V2| A(u) — Alup) P

2/q 1-2/q

1-2/q

16



Pouzili jsme obyéejnou a reverzni (22) Holderovu nerovnost, odhad w < w,
|Br| = cR™ a nakonec konkavnost w.
Pii znaceni ¢(p) = [[Vul| ,, 8 =1/2 — 1/q celkem dostaneme

¢(p) < 1 [(%)m +w’ <][B lu— uR|2>] 6(2R) + coR2175).

Chceme pouzit algebraické lemma. To ale pijde pouze tam, kde je u — ug
malé. Za timto Gcelem definujeme

Y= a:EQ:liminf][ u—uR2>0
{ 0 R—0+ B(Z‘o,R)’ ’ }

Pokud z( ¢ ¥, je s malym R malé téz 7CBR |u—upr|? - diky spojitosti dokonce
na okoli xy. Tedy dle Lemmatu 3.3 je

n_2
3(p) = |Vl < cp2" 7).

Tj. na okoli zg je Vu € L 2"/ g podle Véty 1.4, bodu 3 je u € £nT2(1-n/p).
podle bodu 4 je tedy u € C%%, kde a = 1 — n/p, c.b.d.

Zbyva odhadnout velikost singularni mnoziny . Z Poincarého (Véta 1.3)
a Holderovy nerovnosti

][ lu —ug|* < ch_"/]Vu\2
Br
Bpr

2/q

< R /\vuyq Byt
Br

2/q

— cR?7/a / |Vul?
Br

Odtud

Y C {ZEO € Q: liminf Rq_"/ |Vul? > 0} )
R—0+ B(zo,R)
Protoze dle (22) je Vu € L] s n&jakym ¢ > 2, je podle Lemmatu 4.2

du(X) <n-—q. O

Lemma 4.3. (Giusti.) Necht u € Wlicz(Q) je slabé Fesent (19), necht Q CC
Q. Potom pro kazdé T € (0,1) a M > 0 ezistujieg > 0 a Ry > 0 s ndsledugici
vlastnosti: pokud pro x € Q existuje R < min{ Ry, dist(x,0N)} tak, Ze

(a)
Uz, R) = ]l u — gl < 22,
B(z,R)
)

up(e,r) < M,
17



jeU(z,TR) < 2c,7%U(x, R), kde konstanta c, zdvisi pouze na elipticité A.

DUKAz. Sporem: existuji 7 € (0,1), M > 0 tak, Ze lze nalézt posloupnosti
en — 0, R, — 0 abody z, € Q tak, ze (a) U(zn, Ry) = ¢ a (b) Uz, r, < M,
aviak U(xp, TR,) > 2¢.72U (20, Ry).

Jak zvolit ¢, aby nastal spor, uvidime za chvili.

Zavedeme pomocné funkce

1
Un(y) = 6_ [u(xn + Rny) - uB(ac,R)] ’ Yy € B(O, 1)

n

Pozorujeme, zZe

(vn)B0,1) =0
(23) V,(0,1) :/ o2 = 1
B(0,1)
(24) Vo (0,7) > 2¢,72
kde V,,(0,p) = fB(O’p) lvn — (vn) B(0,p)|?- Funkce v, Fesi
—div {A,(y)Vuv,} =0, y € B(0,1)

kde A, (y) = A(Rny + Tn,envn(Y) + UB(a,,R,))- Z Caccioppoliho lemmatu
3.1 plyne pro o € (0,1)

¢
an 2 S 7/ Un 2
/B(O,U) Vol (1-0)% /B, [on

kde ¢; zavisi jen na elipticité A,. Tedy z omezenosti v, v L2(B(0,1)), viz
(23), plyne i omezenost Vv, v L2 (B(0,1)).

loc 5
Piechodem k podposloupnosti mame z,, — 7o € cl({2), up(z,,r,) — Yo,
).

Vv, = Vg v L%OC av, — Uy V L%OC a také s.v. v B(0,1

Odsud A, (y) — Ao = A(xo,up) s.v. a vo(y) Fesi v B(0,1)

—div {Ag(y)Vvo} =0
Tedy podle Campanatova lemmatu 3.2

Vo(0,7) < cm®Vy(0,1)
kde ¢, je hledand konstanta, zévisejici jen na elipticité Ag = A(zg, up). Avsak
limitnim pfechodem plyne z (23), (24)

.0 = [ el <1
B(0,1)

Vo(0,7) > 2¢,72
COZ je spor. O
Véta 4.2. (,Neptimy* dikaz ¢asteéné regularity.) Necht u € Wlif(ﬂ) je
resent rovnice
—div {A(l‘, u)Vu} =0.
18



Necht A je spojitd a eliptickd. Pak existuje X C Q takovd, Ze
(1) ue C’loo’g(ﬂ \ ) pro libovolné o € (0,1);
(2) dg(¥) <n—2.
DUKAZ. Polozme

Y=X1UXs
Y= {:E € Q:supupr) = —1-00}
R<6
Yo = {:E € Q: liminfU(x, R) > 0}
R—0+

kde 6 > 0 je pevné, libovolné a U(z, p) = :’CB(x,p) |u— uB(Lp)F. Stejné jako v
dukaze Véty 4.1 pomoci reverzniho Holdera odvodime odhad d 7 (¥2) < n—2.
Pro ¥ to v sesité nemam 777

Zbyvéa regularita u mimo Y. DokdZeme, ze pro kazdé = ¢ ¥ existuje okoli
U(z) tak, ze u € C%*(U(x)) pro libovolné a € (0,1). Hlavnim néstrojem je
pritom Giustiho lemma 4.3.

Necht z, o jsou dana. Protoze x ¢ X1, existuje M > 0 tak, ze suprs5 ur <
M. Zvolme 7 € (0,1) tak, aby 2c,72 < 72¢, kde ¢, pochézi z Giustiho
lemmatu 4.3 (a jak vime, zavisi jen na elipticité A.)

Giustiho lemma nam zarucuje existenci jistych €9 a Ry > 0. Protoze
T ¢ ¥, lze najit R < Ry tak, e U(z, R) < 2. BUNO R < 6, a tedy zavér
Giustiho lemmatu dava

U(x, TR) < 2¢,7°U(z, R) < 7°°U(x, R)
Specidlné U(z, TR) < €2 a tedy opakovym uzitim zavéru Giustiho lemmatu
U(z, 7" R) < 72kUY(x, R). Koneéné ze spojitosti existuje okoli U(x) tak, ze
(25) Uy, 7" R) < 7*°U(y,R) Yy e U(x)
Necht nyni p € (0, R). Cilem je ukazat
Uly,p) <cp®™  VyeU(z)

kde ¢ nezavisi na y, p. Odtud hledany zavér u € L2291 = C% na U(x).

Zvolme k > 0 celé tak, ze rhHlR < p < 7*R. Pocitejme

1
Uy, p) = 7/ U — gyl
W) = 1B S B0

1 / 9
< m lu—up gl
|B(y7 p)‘ B(y,p) B, R)
1

< U — Up(y ok |
Bl PR o E0 )
_ T_nU(y,TkR) < T_n_2aR_2aU(y,R) p2a

[

Uzili jsme toho, Ze ¢ = up je minimum funkee ¢ — [ |u — c|? a nerovnosti

(25) a 7% < p/(TR). Dtkaz je hotov. O
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5. SYSTEMY BLIZKE —A.

Obsah kapitoly: dvé véty o Holderovskosti gradientu pro linearni rovnici
"blizkou’ laplacianu.
Véta 5.1. Necht u € Wlif resi rovnici

—div (A(z)Vu) =0

kde A(x) je symetrickd. Jestlize
A -2
A0 n ,
)\1 n—1
kde \; jsou konstanty elipticity a n je dimenze, je u lokdlné Holderovske.

(26)

DUKAz. UkdZeme, ze funkce
¢(R) = R [Vul®
B(zo,R)

je s vhodnym A\ omezena (nezavisle na xg € Q9 CC Q a R < dist(Qq, 90Q).)
Protoze ¢(R) je nezaporna a (lokalné) absolutné spojita, staci zarudit, ze

¢'(R) = —AR ! /

Br

1

\Vu|? + R—*/ |Vul? > 0.

SR
Hlavni bod diikazu spociva v tom, ze [5 |Vu|? odhadneme pomoci s |Vul?.
Za timto ucelem definujeme pomocnou funkci v, kde

—Av =0 r € Bgr

(27) v=u r € Sy
Plati
(28) )\0/ |Vul|? g/(Avu,vu) < / (AVv, Vv) g/\l/]Vv]2
Br
Br Br Bpr

Prvni a tfeti nerovnost jsou podminky elipticity. Druhé nerovnost plyne z
toho, Ze u Fesi Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu ¢ — | BR(AV"L/J, Vi),
Y|s, = u a je zde tedy (jedinym diky elipticité) minimizérem.

Déle mame

Zde Vr znadi derivace pouze ve sméru teéném k Sg. Prvni nerovnost plyne
z teorie potencidlu (v je harmonicka), nésledujici rovnost z toho, ze u = v
na Sg.

Celkem mame slibovany odhad

A1 R
et o2 fne
Br SR

1Nésledujici uvahy jsou v poradku pro skoro vSechna R.
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a tedy

A A
/ > —,\/ 2(1_ 21, ]
o(m) = r [1vup (1- 3 2
SR
Diky (26) lze zvolit A tak, ze

)\0 A n—2
— > >
M n—1" n-1

Z prvni nerovnosti plyne, ze ¢'(R) > 0, tedy ¢ je (lokdlng) omezené, neboli
Vu e L3

loc*

Druhé nerovnost zarucuje A > n — 2, tj. A =n—2+4¢, ¢ > 0. Podle
Véty 1.4 bodu 3 je u € £"1¢; podle bodu 5 je u € C%</2, O

Vé&ta 5.2. Necht u € W2 vesi rovnici

loc
— div (A(z)Vu) =0
kde A(x) je symetricka. Jestlize

&> vn—1-1
AT Vn—1+1"

kde \; jsou konstanty elipticity a n je dimenze, je u lokdlné Holderovske.

(29)

DUKAz. Dikaz je piibuzny dikazu predchozi véty. Rozdil spoc¢iva v tom,
ze zlepsime odhad (28).
Rovnici pro u prepiSeme jako

(30) ~Au =div{ (I - A4)Vuf.

Konstantu A zvolime tak, aby norma B = I — AA byla minimélni. Matice
B je symetrickd, tedy ||B| = max{|A\[; X € o(B)}. Protoze 1 — A\; a
1 — A)\g jsou zjevné nejmensi a nejvétsi prvek o(B), je optimdalni volbou
A= 2/(/\1 + )\0) davajici HB” = ()\1 — )\0)/()\1 + )\0).
Funkce v je opét uréena rovnici (27). Rovnici (30) testujeme w = u—v €
1,2

/Vu-VwS/‘(I—AA)VtrVM
Br Br

/\1—)\0/
<
<S5 [ Ivulve




Dale testujeme funkei w rovnici (27) a dostaneme [ Vv - Vw = 0. Odtud

Br
/Vu~Vw=/|Vw|2
Br Br
/yw? :/ywuyw?
Br Br

Dohromady méame

{1 <A1H0> }/|Vu|2 /|W|2.

To je hledané zlepSeni odhadu (28), nebot \g/A1 je obecné mensi nez vyraz
ve slozené zavorce vlevo.
Nyni podobné jako v diikkazu predchozi véty dostaneme

-1
M=o\’ A
/ > -\ 2 1 _ 1 _ 1 0
R) =R /\Vu] A1+ Ao n—1
Sk
K zavrseni dtikazu je tedy tieba najit A tak, ze

A — Ao )2 A n—2
- Z > ’
/\1—|-)\0 n—1 n—1

coz lze pravé kdyz plati (29). O

Poznamky.

e Podminky (26), (29) vyjadiuji, Ze Ag/A; je blizko 1, tj. matice A je témér
diagonalni (laplacian).

e Podminka (29) je slabsi nez (26)

e Koselev 78 dokazal analogickou vétu s jesté slabsi podminkou

(n=2)%

o 1+ — -1
N 5
b1+ 22 4

ktera je zaroven optimalni - jeji libovolné poruseni umoziuje existenci ne-
spojitého reseni.
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