
Série 10 – nepovinná

Př́ıklad 1 Je dána funkce η ∈ C([−ω, 0]). Definujme operátor T : C([0, T ]) →
C([0, T ]), který funkci I(t) přǐrad́ı funkćı Y (t) podle předpisu

Y (t) = η(0) exp

{
∫

t

0

−γ + β
[

1 − I(τ) − γ

∫

0

−ω

Ĩ(τ + u)du
]

dt

}

;

funkce Ĩ(s) je definována jako I(s) pro s ∈ [0, T ] a jako η(s) pro s ∈ [−ω, 0).

(a) Ukažte, že pevný bod operátoru T je právě funkce řeš́ıćı rovnici

I ′(t) = I(t)
{

− γ + β
[

1 − I(t) − γ

∫

0

−ω

I(t + u)du
]}

(SIRS-del-2)

s podmı́nkou počátečńı historie

I(s) = η(s), s ∈ [−ω, 0]. (1)

(b) Ukažte, že pokud η ≥ 0 a η(0) ∈ [0, 1], pak I(t) ∈ [0, 1] implikuje
Y (t) ∈ [0, 1] pro všechna t ∈ [0, T ].
(c) Ukažte konečně, že T je kontrakce na podmnožině spojitých funkćı I :
[0, T ] → [0, 1], je-li T dosti malé.

Př́ıklad 2 Uvažujeme systém (SIRnS)

S ′ = −βSI + εRn

I ′ = βSI − γI

R′

1
= γI − εR1

R′

k
= εRk−1 − εRk, k = 2, . . . , n.

Dokažte Větu III.8: Necht’ (S, I, R1, . . . , Rn) je periodické řešeńı (SIRnS).
Potom plat́ı

Rk(t) = γ

∫

0

−∞

(ε|u|)k−1

(k − 1)!
eεuI(t + u)du, (2)

I ′(t) = −γI(t) + βI(t)
[

1 − I(t) − γ

∫

0

−∞

I(t + u)P (−u)du
]

, (3)

kde P (t) =
[

1 +
εt

1!
+ · · ·+

(εt)n−1

(n − 1)!

]

e−εt.

A obráceně: je-li I(t) periodické řešeńı rovnice (3), pak předchoźı vztahy pro
Rk daj́ı (periodické) řešeńı p̊uvodńı soustavy (SIRnS).
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Nápověda.
1 — Uvažte, že Y je řešeńı rovnice

Y (t)′ = I(t)
{

− γ + β(1 − I(t) − γ

∫

0

−ω

Ĩ(t + u)du)
}

s počátečńı podmı́nkou Y (0) = η(0).
2 — Integrujte rovnici pro R1 od τ do t. Limita τ → −∞ (spolu s omezenost́ı
periodických řešeńı) dá (2) pro k = 1. Dále indukćı. Obráceně: (2) derivujte
dle t, napravo integrujte per-partes.
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