
Vyč́ısleme ∫
∞

0

sin4 x

x2
dx

pomoćı metod komplexńı analysy.
Dvoj́ım užit́ım identity

sin2 ξ =
1

2
(1 − cos 2ξ)

obdrž́ıme

sin4 x =
1

8
(3 − 4 cos 2x + cos 4x).

Tento výraz lze již rozepsat ve tvaru komplexńı exponenciely.
Integrujme tedy ∮

φ

3 − 4e2iz + e4iz

8z2
dz =

∫
F (z)dz,

kde φ je křivka jdoućı po reálné ose a realisuj́ıćı ”obskok” odstranitelné singilarity v bodě z = 0
(p̊ulkružnićı εeit, t ∈ [0, π)) s ”velkou” p̊ulkružnićı Reit, t ∈ [0, π). Přes velkou p̊ulkružnici integrál
dle př́ıslušného lemmatu či Lebesgueovy věty vymiźı pro R → ∞.

Tato křivka neob́ıhá žádná daľśı residua; integrál
∮

φ
Fzdz = 0 pro R libovolně velké, ε malé.

Hledaný integrál přes reálný obor pak muśı být roven integrálu přes malou p̊ulkružinici.
Dosad́ıme-li výše uvedenou parametrisaci malé p̊ulkružnice

∫
φ

3 − 4e2iz + e4iz

8z
dz =

∫ π

0

3 − 4e2iεeit

+ e4iεeit

8ε2eit
iεeitdz,

lze už́ıt Lebesgueovy věty (limita integrandu pro ε → 0+ je konečná, pracujeme s měřitelnými
funkcemi a integrál je z omezené funkce na omezeném intervalu, takže je majorisován konstantou.)
Uplatněńım L’Hospitalova pravidla a dosazeńım ε = 0 je integrál přes malou p̊ulkružnici roven
1

2
π. Stejný výsledek obdrž́ıme rovněž užit́ım lemmatu.

Z parity integrandu plyne, že hledaný integrál je roven polovině źıskané hodnoty.
Je tedy ∫

∞

0

sin4 x

x2
dx =

π

4
,

což je plně v souladu s G. N.Berman, př. 2448.
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