
Série 10 – deadline 22.5.2012

Př́ıklad 1. Mı́rné řešeńı splňuje

d

dt
‖u‖2

V + c1‖Au‖2

H ≤ c2

Ukažte odsud, že uzavřená koule

W = {‖u‖V ≤ R}

je uniformně pohlcuj́ıćı (tj. u(t) ∈ W pro všechna t ≥ t0, kde t0 záviśı pouze
na ‖u(0)‖V ) a pozitivně invariantńı (tj. u(0) ∈ W implikuje u(t) ∈ W pro
všechna t ≥ 0.

Př́ıklad 2. Bud’ X, Y Banachovy prostory, bud’ f : X → Y lokálně lip-
schitzovská, bud’ R > 0 dáno. Sestrojte f̃ : X → Y omezenou, globálně
lipschitzovskou, splňuj́ıćı f̃(x) = f(x) pokud ‖x‖X ≤ R a f(x) = 0 pro
‖x‖X ≥ 2R.

Př́ıklad 3. Předpokládejme situaci na začátku d̊ukazu Věty 8.1: φ ∈ Fn,ℓ

je dáno, M je graf φ, Mt := S(t)M, a konečně φ̃ je funkce, jej́ımž grafem
je Mt. Připomeňme, že (zat́ım nedokazovaný) předpoklad (ÃP3) zaručuje,
že Mt je grafem ℓ-lipschitzovské funkce s definičńım oborem PMt ⊂ PH a
hodnotami v QH ∩ V . Připomeňme dále, že R(u) – nelinearita v rovnici (Ã)
– je nulová vně Ωρ = {‖u‖V ≤ ρ}.
3a. Ukažte, že každé p ∈ PH \ Ωρ nálež́ı do PMt a φ̃(p) = 0.
*3b. Ukažte dále, že definičńım oborem φ̃ je celé PH .

Lemma 8.2. Necht’ X je Banach̊uv prostor, S(t) : X → X (obecně ne-
lineárńı) spojitá semigrupa, která je pro každé t > 0 kompaktńı (tj. S(t)B je
kompaktńı, je-li B omezená), a konečně necht’ je splněn disipativńı odhad

‖S(t)u‖X ≤ e−at‖u‖X + K0, t ≥ 0

(s jistými konstantami a, K0 > 0.) Dokažte, že existuje stacionárńı bod (tj.
u0 takové, že S(t)u0 = u0 pro každé t ≥ 0).
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Nápověda.
1 – ‖Au‖V ≥ λ

1/2

1
‖u‖V ; integračńı faktor exp(µt) pro vhodné µ > 0.

2 – viz př́ıpad X = Y = R

3a – Uvědomte si, že S(t) = etA vně Ωρ, kde A je diagonálńı s vlastńımi č́ısly
0 > −λ1 ≥ −λ2 ≥ . . .

3b – Stač́ı ukázat, že F : PH → PH, definované předpisem F (p) := e−tAP φ̃(p),
je na. Dle předchoźıho je F identita na PH \ Ωρ; ukažte z Brouwerovy věty,
že F muśı zobrazovat PH ∩ Ωρ (fakticky uzavřenou kouli v R

n) na sebe.
4 – pomoćı Schaeferovy věty (Pata, Theorem 1.20) nejprve ukažte, že S(τ)
má pevný bod pro libovolné τ > 0 pevné. Posloupnost un pevných bod̊u S(2−n)
má hromadný bod (proč?); označme jej u0 . . .
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