Definice. Hra (pfesnégji: konetnd hra N-hracu v normalnim tvaru) je definovana:
e [ ={1,...,N} ...mnozinou hracu a déle pro kazdé i € I:
e konecnou mnozinou S; (Gistych) strategii i-tého hréce
o m; =mi(S1,...,8N) : XierS; — R ... vyplatni funkef i-tého hréce.

SmiSené strategie i-tého hrace A(S;) jsou pravdépodobnostni rozdéleni na S;, tj. jednoduse vektory
o; se slozkami o; 5., s; € S;, které odpovidaji pravdépodobnosti, se kterou ¢ista strategie s; nastane

pii rozdéleni ;. Tedy plati 0;,, € [0,1] a Y, .o 045, = 1.
Jak vypadd zobecnénd vyplatni funkee, tj. m;(oq, ..., o0n)? Z pravdépodobnostni ivahy plyne ihned,
ze
7Ti(0'1,...,O'N): Z Hai,si 7Tz'(31,~~~a5N)
(815-58N) U , prislusny zisk

suma pres Pravdépodobnost, ze
Sisté N-tice tato N-tice nastane

Tento vyraz lze dale prepsat jako

mi(o1,...,0n) = Z Tisi Z HUj,stz'(Sl,---,SN) (1)

$i€S; (81,---s8N)Fsi JFL

7

g
Ti(01enSireON)

Tedy m; je linedrni (pfesnéji afinni) vzhledem ke slozkam vektoru pravdépodobnosti o;.

Znaceni. Bude vzdy i, ¢/ € I index hrace, s; proménnd probihajici ¢isté strategie S;, jejichz pocet
¢ini m;. Proménna o; € A(S;) bude znaéit smiSené strategie, kde budeme (s ohledem na néasledujici)

formalné psat
m;
_ § : (i)
g; = Oi,ney,
h=1

tj. A(S;) je vlastné m; — 1-dimenziondlni simplex s vrcholy eg), h =1,...,m; jez odpovidaji
¢istym strategifm, tj. prvkum S;. Tedy A(S;) je kompaktni konvexni podmnozina R™~!. Nosi¢
smiSené strategie je definovan jako

C(O’Z) = {Si S SZ'; Oj5; > 0}

tj. jsou to prave ty Cisté strategie s;, jejichz pravdépodobnost je nenulova pfi rozdéleni o;.
Déle znacime prostor vSech smisenych strategii

s prvky 6 = (04, ...,0n). Konetné pro o] € A(S;) a o € © zavadime symbol
(ol,o0_3)=(01,...,00,...,0n)

pro nahrazeni prvku o; v ¢ prvkem o.
Definice. Necht 0 € O je déno. Pak o/ € A(S;) nazveme nejlepsi odpovéd{ i-tého hrace na o,
znacime o) € f;(0), jestlize
/ /
mi(03,0-;) = Ugfgﬂgi)ﬂi(%a—i)
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Poznamka. Mnozina 3;(0) je jisté neprazdné (heslo: spojitd na kompaktu). Plati vsak vice:

Lemma 1. o, € (o) pravé kdyz o je kombinaci nejlepsich odpovédi, jez jsou zéroven ¢isté
strategie. Specidlné existuje nejlepsi odpovéd v €istych strategiich.
Diikaz. Necht o) € 3;(a) je libovolné. Pak s uzitim (1)

0= 7TZ‘(O'Z/-,0'_Z‘) — 7TZ‘(O'Z{,0'_Z‘)—

:( Z 0-1{75i)7ri(0-2/'?0-—i)_ Z (71{75/71'(51',0—1')

SiEC(Ug) SiEC(O';)
/ /
= E O'Lsi |:7TZ‘(O'Z-,0'_7;) —71'2'(82',0'_,'}
N 7/ - ~~ -
SiEC(O';) >0 >0

Tedy 7;(s;,0_;) = m(0l,0_;) pro kazdé s; € C(o}) a dukaz je hotov.

Definice. Prvek ¢ € © nazveme Nashovym ekvilibriem (N.e.), jestlize o; € (;(0) pro kazdé i € I.
Jinymi slovy, zadny hra¢ nemuze zlepsit svuj zisk m; pouze zménou své strategie o;.

Véta 1. Existuje Nashovo ekvilibrium.

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢ predpisem

Oi.s; —+ maX{O, 7TZ'(SZ',0'_Z') — 7Ti(0'>}
O;s.
o 1+ Zs’.eSi maX{Ov Wi(SQ,O‘_Z-) - Wi("')}

iel, s, €8

Lehce se oveéii, Ze ¢ je spojité © — O, a protoze O je kompaktni konvexni podmnozina RM | kde
M = —N + 3. m;, mame diky Brouwerové vété pevny bod.
K zavrseni dukazu si rozmyslime, ze p(0) =0 <= o je N.e. Oznacme

His; = maX{OﬂTi(Si,U—i) - 772’(‘7)}

Ziejme pi; 5, > 0 pravé kdyz s; je lepsi odpovédi i-tého hrace na o nez o;. Z Lemmatu 1 plyne, ze
o je N.e. prave kdyz pu; s, = 0 pro vSechna i, s;. Staci tedy dokazat ¢(0) =6 <= ;s = 0 pro
Vi, S;.

Implikace <= je jasna. Obracené, budiz a pevny bod, tj.

045, +max{0, m(si,0-;) — (o)}
1+ Zs’.eSi max{0, m;(s;,0;) — m(0)}

Viel,s;eS;

03,5,

Ukdzeme, ze pak nutné u; s, = 0 pro Vi, s;. Sporem: necht pro néjaké i € I je Zs’.esi i, > 0.
Odtud snadnou tpravou

Mis- .
0<0’i,5i:772 \V/ZGI,SZ'EC(O'Z')
ng /"Li,S;
Tedy
0< Z Oi,siMi,s; = Z Oi,s; [m(si,a_i) - m(a)] =mi(0) — mi(o)

SiEC(O'i) SiEC(O'i)

coz je hledany spor.
.................................. ODPREDNESENO 10.4.2017 .ottt



Poznamky. Ve specidlnim pripadé dvou hracu piseme jednoduse S; = {1,...,m}, So = {1,...,n}.
Definujme matice A a B typu m X n jako

am:ﬂ'l(k‘,l), bkl:ﬂ'g(k‘,l) kul,...,m,l:L...,n

Prostory smiSenych strategii jsou
i=1

Ay = {qeR" ¢ €0,1], Z%’ =1}
i=1
Plati specialni pripad vzorecku (1)

m(p,q) = Zkalakl =p-Aq
k,l

ma(p,q) = Y praibi = p - Bg
ol

Hru tedy muzeme ztotoznit s dvojici matic (A, B). Hry dvou hra¢éu nazyvame proto také (dvou)maticové
hry a prvniho resp. druhého hrace nazyvame radkovy resp. sloupcovy hrac.

Dalsi specidlni piipady: AT = B je symetrickd hra; je-li A = AT = B, pak jde o dvojité symetrickou
hru. Pokud A = —B, tj. vlastné my = —my, hovofime o hfe s nulovym souctem.

Hra s nulovym souctem je asi nejjednodussi pripad hry. Tato hra je plné popsana matici A € R™*"
a predmétem hry je hodnota p - Aq — pro prvniho hrace zisk, ktery se snazi maximizovat, pro
druhého hréace ztrata, kterou minimalizuje.

Definice. Pro hru s nulovym sou¢tem matice A definujeme: vy (p) = min, p- Ag a v;(A) = sup v;(p)
hodnotu strategie p a hodnotu hry prvniho hrace. Nazorné: minimalni zaruc¢eny zisk pii strategii
p a nejvetsi vynutitelny zisk celé hry.

Analogicky definujeme ve(q) = max,p - Ag a v2(A) = infvy(g) hodnotu strategie ¢ a hodnotu
hry druhého hrace, tedy maximalni moznou ztratu pfi strategii ¢ a minimalni ztratu pres vSechny
strategie.

Daéle tekneme, ze p* je optimdlni strategie prvniho hrace, jestlize v (p*) = vi(A). Podobné ¢* je
optimélni strategie druhého hrace, jestlize vo(q*) = v2(A). Tedy jde o strategii, kterd hraci zaruci
hodnotu hry — jeji existence neni a priori jasna.

Je intuitivné jasné (a trividlni dokdzat), ze v1(A) < va(A). Dukaz rovnosti obou veli¢in je prvnim
historicky dulezitym vysledkem teorie her: tzv. minimaxové véta (J. von Neumann, 1928).

Véta 2. Necht A je hra s nulovym souc¢tem. Potom:
1. ’Ul(A) = UQ(A)
2. dvojice strategii (p*, ¢*) tvoii N.e. hry (A, —A), pravé kdyz p* je optimdlni pro prvniho hréce

a zaroven ¢* je optimalni pro druhého hrace.

Poznamky. Dosud jsme hovofili o hrach v normalnim tvaru. Hry v extenzivnim tvaru: stro-
mové struktura, hraci se stiidaji v tazich, jsou mozné i ndhodné tahy, neiplnd informace (Sachy,
piskvorky, marias, ...).



Hru v extenzivnim tvaru lze formalné zapsat jako hru v normalnim tvaru: strategii je zde pravidlo,
urcujici chovani hréce v libovolném uzlu (bez ohledu na to, zda jim hra projde ¢i ne). Zpétnou
indukei lze dokdzat, ze kazdd hrd v extenzivnim (s uplnou informaci) tvaru ma N.e. dokonce v
¢istych strategiich.

Specidlné odsud plyne Zermelova Sachovd véta (Zermelo 1914), podle niz bud bily mé vitéznou
strategii, nebo ¢erny ma vitéznou strategii, nebo kazdy z hracu muze vynutit remizu.

Poznamky. Ptiejdeme nyni k populacné-dynamickym otazkam. Nadale budeme uvazovat pouze
symetrickou hru, uréenou vyplatni funkei 7(z,y) = z - Ay, kde A € R"*". Vektor x € A, kde A je
n — 1-dimezionalni simplex, bude reprezentovat populaci, v niz je x; podil zastoupeni i-té strategie.
Ptedchozi definice (,,nosi¢“, , nejlepsi odpoved “) zustavaji v platnosti:

C(x) = {i; z; >0}

Blz) ={y € A; n(y,z) = Sl;pﬂ(y,x)}

Specidlnim pripadem predchozi definice pak je:

Definice. Rekneme, ze populace z € A tvoif Nashovo ekvilibrium (NE), jestlize z € ((x), tj.
m(x,x) = supyea (Y, ).

Poznamky. Ziejmé z je NE pravé kdyz m(e”, z) < 7(z, z) pro kazdé i. Navic (dle Lemmatu 1)
7(e®, z) = n(x, z) pro kazdé i € C(x).

Modifikaci Véty 1 dostaneme lehce, ze vzdy existuje stav populace, ktery tvori NE. Potiz vsak
je v tom, ze NE je obvykle prili§ mnoho. Existuje mnoho ruznych zptisnéni pojmu NE; jednim z

Definice. Rekneme, ze € A je evolucné stabilni strategie (ESS), jestlize plati:
(Vy € A,y #2)(Fg, > 0)(Ve € (0,5y)) : m(z,(1—e)x+ey) > n(y, (1 —¢)z+ey)

Cislo g, se nazyva invarzni bariéra a lze ukdzat, ze je muzeme volit nezavisle na y # .

Lemma 2. Populace x je ESS pravé kdyz = je NE a navic pro kazdé y € B(z), y # z je n(y,y) <
(. y).

Poznamky. Nyni budeme uvazovat, ze x = x(t) a chceme napsat rovnice pro prislusnou populaéni
dynamiku. Je rozumné uvazovat tvar

) = 1;gi(7) (2)
kde funkce g; : A — R splnuji

e > .z;g/(x) =0proVer € A
o sgng;(x) = sgn (m(z) — 7(x))

tzv. pozadavek regularity resp. vyplatni monotonie. Zde a nadéle pro jednoduchost piseme prumérny
zisk i-tého hréce resp. prumérny zisk celé populace jako

mi(z) = w(eV, z)

m(x) = m(z, )
Nejjednodusi volbou je prave g;(x) = m;(z) — w(x), kterd vede na tzv. replikdtorovou rovnici
2} = z;(mi(z) — 7(x)) (3)
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Tou se budeme nadale zabyvat, ale je vhodné poznamenat, Ze mnohé nésledujici vysledky plati
obecnéji pro kazdou rovnici (2), splaujici vyse uvedené predpoklady.

Véta 3. Pro kazdé T € A existuje jediné ¢t — x(t) € A, feSeni (3), definované pro vsechna t € R,
s pocatecni podminkou z(0) = .
Pro toto feseni dale plati: C(z(t)) = C(Z) pro vSechna t; specidlné vnitfek a hranice A jsou
invariantni vzhledem k feseni (3).

Véta 4. Pro dynamiku replikdtorové rovnice (3) plati:
1. 7 je NE = 7z je stacionarni bod
2. 7 je stabilni stacionarni bod = 7 je NE
3. T je limitou teSeni lezictho wwvnitr A — ¥ je NE

Véta 5. Pro dynamiku replikdtorové rovnice plati: pokud Z je ESS, pak Z je asymptoticky stabilni
stacionarni bod.

Poznamky. Diikaz se opird o Ljapunovskou funkei V(z) = 7, ) T3 InZ;/2;. Obrdcené tvrzenf
neplati: matice

0 6 —4
A=1-3 0 5
-1 3 0

generuje RD se dvéma asympt. stabilnimi stac. body: a = (1,0,0), b = (1/3,1/3,1/3), pticemz b
neni ESS.

Véta 6. [Zakladni véta pifrodnfho vybéru.] Necht matice A je symetrickd. Potom pro RD plati
%w(:c(t)) > 0, pficemz rovnost nastava pouze ve staciondrnim bode.

Poznamka. Jiz jednoduchy piiklad hry ,,jesttabi-hrdlicky “ ukazuje, ze bez predpokladu symetrie
uvedeny zaveér platit nemusi.

Odvozeni RD. Replikatorovou dynamiku jsme vyse zavedli axiomaticky, tj. jako nejjednodussi
model, splnujici jisté rozumné predpoklady. Nyni si ukdzeme podrobnéjsi odvozeni, které navic
umozni model zobecnit zahrnutim i efektu mutaci.

(I) Piipad bez mutaci. Ozna¢me p; = p;(t) absolutni velikost i-té populace, tj. x; = p;/p, kde
p =Y, pi- Pokud ¢as by byl diskrétni, tj. ¢ = 0,1,2,..., postulujeme dynamiku

pi(t+ 1) = (14 r;)p;(t)
kde r; je koeficient rustu. Ke spojitému ptipadu prejdeme ,,interpolacni“ tivahou
pi(t+96) =dpi(t+ 1)+ (1 = )pi(t)
odtud pak vyjadiime a zlimitime § — 0+

pi(t+98) — pi(t)
)

= Tipz‘(t)

p; (t) T’ipi(t)



Pokud budeme déle ptredpokladat, ze r; = a — 8 + cmi(x), kde «, [ je pfirozena mira porod-
nosti/tmrtnosti a ¢ > 0 je konstanta imérnosti mezi reprodukei a zdatnosti, pak rutinni vypocet
dava

= (B) = = elmte) )

p
Tedy RD nezavisi na a,  a mozno polozit BUNO ¢ = 1.

(IT) Piipad s mutacemi. Predpoklddejme, Ze existuje ,,mutac¢ni matice® M € R™ ™ jejiz slozka
tij > 0 udava pravdépodobnost mutace j — ¢ za jednotku casu. Tedy

i (1 - Z/@-)
j=1

n

Z (,Uz'jpj - ,sz'pi)

i=1

je pocet nemutujicich ¢lenu i-té populace resp. bilanci mutaci i-té populace za jednotku ¢asu. Pro
diskrétni ¢as potom mame

pi(t +1) = pi(t) + ripi(t) (1 — i sz‘) + i (Mz‘jpj - sz'pi)

Interpolaci a limitou pak méame spojity model

n

Py = 1D <1_Zﬂji> ‘I'Z('uijpj_ujipi)
=1

=1

a odtud potom zobecnénou RD ve tvaru

2 =ri(1— Zﬂjz’) + Z (pigey — pjii) — Zrkx’f(l - Z“kj)
j=1 J=1 k g

Nadéle se omezime na zjednoduseny model rovnomérnych mutaci, tj. y1;; = 0/n, kde 6 > 0 je malé.
Navic polozime jako vyse r; = v + m;(z). Tak konecné dostavame

v = (1—0)a;(m(z) — n(x)) +0(n~ — x;) (4)

Pro tuto rovnici pak snadno odvodime variantu existencéni véty:

Véta 3’. Pro kazdé Z € A existuje jediné t — z(t) € A, feseni (4), definované pro vsechna ¢ > 0,
s pocateéni podminkou x(0) = 7.
Toto feSeni se nachazi striktné uvniti A pro vSechna ¢ > 0.

Priklad. Veéznovo dilema s opakovanim. Zakladni hru véznova dilematu pro strategie a vs. z, tj.

=3 9)



obohatime o moznost opakovéani hry (s pravdépodobnosti p) a doplnime strategii o (oplacejici ¢i
odpoustéjici strategie). Dostavame hru

2 -1 2
A=1[4 0 4(1-p)
2 p—1 2

Zvolime déle pro jednoduchost p = 3/4 a hru normalizujeme, tj. mame

0 -1 0
A=[2 0o -1
0 —1/4 0

Polozime pro jednoduchost x = x; (altruisté), y = x3 (opldcejici), rovnici pro zg = 1 — 2z — y
nemusime uvazovat. To dava systém

1
T = Zm(l —z—y)(by — 4z — 4)

1
y'= gyl -z —y) Gy —dz — 1)
Elementdrni analyza ddvd, ze viechna feseni bud skonéi v pocdtku (vitézi zradci), nebo na spojnici
a — o, tj. urcita kombinace altruistickych strategii.

Priklad. Véznovo dilema s opakovdanim a mutacemi. Jde nyni o model

, 1-0
4
. 1—46

y =yl =z =gy — 4z — 1) +0(5 — )

x x(l—x—y)(5y—4x—4)+9(%—x>

Poznamka. Snadno si rozmyslime, ze pokud pricteme k celému sloupci matice A totéz cislo,
neméni se hodnota m(z — Z,y). Tedy se neméni pojmy NE, ESS a ani tvar rovnic RD resp. RD s
mutacemi. Tuto ,normalizaci hry“ budeme zpravidla BUNO provadét.

Lemma 3. Pro rovnice RD plati:
1. € int A je staciondrni bod, pravé kdyz m;(Z) nezdvisi na i.

2. pokud Z, § € int A jsou stacionarni, pak je stacionarni také konvexni kombinace tZ+ (1 —1)g,
t e (0,1).

3. pokud int A obsahuje periodicky orbit, obsahuje téz stacionarni bod

Véta 7. Oznaéme u = (1,...,1) € R". Pokud slozky (adj A)u nejsou téhoz znameni, pak rovnice
RD nema ve vnitiku A staciondrni body ani periodické orbity.

Poznamka. Pripomenime, ze adj A je matice se slozkami (—1)"™/M;;, kde M;; je subdeterminant
vznikly vynechdnim i-tého Fadku a j-tého sloupce. Plati A(adj A) = (adj A)A = (det A)I.
Pro tucely predchozi véty rozlisujeme tfi ruznéd znameni: 0, +1, -1.

Priiklad. Zobecnéni HD-hry ,,hrdlicky-jestrabi “. Hru obohatime o dvé podminéné strategie: krikloun
(B-bully), ktery predstiré agresi, ale pred odhodlanym soupetem utece, a odvetnik (R-retaliator),
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ktery se naopak chova mirumilovné, ale s itoé¢nikem bojuje. Vyplatni matice této hry ma tedy
tvar (vzhledem ke slozkam HDBR):

-2 6 6 —2
0 20 2
A= 0 6 3 0
-2 2 6 2
Vychézime z hodnot: vitézstvi = 6, kapitulace = 0, prohra v boji = -10, ztraceny cas = -1.

Uvedena dynamika neni robustni (ma nehyperbolické staciondrni body), alternativné: ndhodné
mutaci mohou vést ke slozité cyklické dynamice.
Stabilizace hry: pficteme matice

0 —e ) 0 ¢
<€ 0) respektive (_ 5 0)

ke hram DR respektive HR, tj. pujde o mirné zvyhodnéni odvetnika vuci hrdli¢ce resp. znevyhodnéni
vuéi jestiabovi.
verze dne 27. kvétna 2017.



