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3.1. [Lemma 2(i).] Uvažujte úlohu

x′′ + ∆x′ = −f
x(0) = 0

x′(0) = v0

kde v0, f > 0 jsou standardńı a ∆ > 0 je nekonečně velké.
Spoč́ıtejte (s nekonečně malou chybou) nejmenš́ı čas t1 > 0 takový, že x(t1) =
0, a též hodnotu x′(t1).

3.2.* [Lemma 2(ii).] Řešte týž problém pro úlohu

x′′ + ∆x′ + k(x+ x0) = 0

x(0) = 0

x′(0) = v0

kde k, x0 a v0 > 0 jsou standardńı.

3.3. [Lemma 4.] Je dána rovnice

ψ(t) = 0 (1)

kde ψ(t) : U(t0, δ)→ R, přičemž t0, δ > 0 jsou standardńı. Předpokládejme,
že existuje rozklad ψ(t) = ψ1(t) + ψ2(t), kde ψ(t) jsou (internálńı) hladké
funkce, splňuj́ıćı

• ψ1(t0) = 0, ψ′
1(t0) 6≈ 0 na U(t0, δ)

• ψ2(t) ≈ 0, ψ′
2(t) ≈ 0 na U(t0, δ)

Potom rovnice (1) má právě jedno řešeńı t̃0 takové, že t̃0 ≈ t0.

3.4. [Lemma 6.] Uvažujte úlohu

x′′ + Lx = f

x(0) = x0

x′(0) = v0

kde L > 0 je nekonečně velké, x0 ≥ 0, v0 a f jsou standardńı a plat́ı, že
E0 = v20/2 + Lx20/2 neńı nekonečně malé.
Potom existuj́ı t1 ≤ t2 nekonečně bĺızké 0 takové, že x(t1) = x(t2) = 0,
x(t) > 0 na (t1, t2) a plat́ı x′(t1) ≈

√
2E0 ≈ −x′(t2).

Viz nápověda druhé straně.
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3.1. řešeńı lze vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı. Čas t1 nejprve uhodnu
zanedbáńım nekonečně malých člen̊u, postup pak mohu ospravedlnit
Lemmatem X, úloha 3.3.

3.2. analogické předchoźı situaci, kde kx0 hraje roli f a vliv kx mohu za-
nedbat, nebot’ z̊ustává nekonečně malé.

3.3. elementárńı úvaha o monotonii.

3.4. 2. verze nápovědy: aplikuji tranformaci
√
Lx(t) = x̃(

√
Lt), což vede na

rovnici x̃′′ + x̃ = f√
L

, k ńıž př́ıslušná energie Ẽ(t) = 1
2
(x̃′(t))2 + 1

2
(x̃(t))2

je rovna p̊uvodńı energii E(t) = 1
2
(x′(t))2 + L

2
(x(t))2.

Řešeńı x̃(t) vyjádř́ım a jeho nulové body pak najdu Lemmatem 4 (či
př́ıbuzným argumentem) – kĺıčový je fakt, že pravá strana rovnice je
nyńı nekonečně malá!

2


