
verze 10. května 2018.

1. Základńı r̊ustové modely. Dravec a kořist.

Studujeme modely populačńı dynamiky pro neznámé velikosti populaćı x = x(t), y = y(t) proměnné
t; tedy vesměs nás bude zaj́ımat jen př́ıpad x > 0, y > 0 a t ≥ 0. Všechny konstanty (parametry) v
modelech jsou také kladné.

Základńı r̊ustový model. Je dán rovnićı
x′ = rx (1.1)

kde parametr r > 0 je přirozená mı́ra reprodukce (=množstv́ı potomstva) na jednotku času a
populace. Jeho variantou je model poklesu (vymı́ráńı)

x′ = −hx (1.2)

Řešeńım je exponenciála (rostoućı nebo klesaj́ıćı).

Lemma 1. Necht’ funkce p(t) : [0,+∞) → [0, 1] je pod́ıl populace v čase t. Potom pr̊uměrný čas
života jedince je roven

∫∞
0 p(t) dt.

Důsledek. Pr̊uměrná doba života jedince v modelu (1.2) je 1/h.

Logistický (též Verhulst̊uv) model. Je to rovnice

x′ = r
(

1− x

K

)
x (1.3)

kde r > 0 je opět přirozená mı́ra r̊usta a K > 0 je maximálńı kapacita prostřed́ı (tj. populace, která
se přirozeně uživ́ı). Pro všechna řešeńı plat́ı x(t) → K dokonce exponenciálně rychle. Růst mezi 0
a K má typický S-ovitý pr̊uběh, pozorovatelný na spoustě dat.

Lotka-Volterr̊uv model. Jedná se o nejjednodušš́ı model typu dravec-kořist. Je dán soustavou rovnic

x′ = (r − ky)x

y′ = (−h+ px)y
(1.4)

kde x resp. y je populace kořisti resp. dravce. Lze dále spoč́ıtat:

• systém má jediný stacionárńı bod S = (h/p, r/k)

• funkce V = r ln y−ky+h lnx−px je prvńım integrálem soustavy; protože V je ryze konkávńı,
dostáváme periodičnost všech řešeńı

• stacionárńı bod je zároveň těžǐstěm (středńı hodnotou) těchto periodických řešeńı

Nevýhody modelu (1.4) jsou následuj́ıćı:

• linearita zpětné vazby (členy ky resp. px) neńı realistická při velkých populaćıch

• řešeńı jsou pouze neutrálně stabilńı (tj. stabilńı, ne však asymptoticky stabilńı); model neńı
strukturálně stabilńı
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Volterr̊uv princip. V systémech typu dravec-kořist má celkové zhoršeńı životńıho prostřed́ı za
následek relativńı pokles počtu dravc̊u a relativńı nár̊ust počtu kořisti.

Holling-Tanner̊uv model. Jedná se o pokročileǰśı model typu dravec-kořist. Je dán rovnicemi

x′ =

(
r
(

1− x

K

)
− my

A+ x

)
· x (1.5)

y′ = s

(
1− Py

x

)
y (1.6)

Význam jednotlivých člen̊u: v rovnici (1.5) máme za prvé logistický model pro r̊ust kořisti x. Druhý
člen pǐsme jako −Hx, středńı doba odlovu je tedy

1

H
=
A+ x

my

Druhá rovnice (1.6) je logistický model pro kořist y s kapacitou x/P ; tedy P chápeme jako množstv́ı
kořisti nutné k obživě jednoho dravce.

Věta 1. Pro každou počáteńı podmı́nku x(0) > 0, y(0) > 0 existuje právě jedno řešeńı, definované
pro všechna t ≥ 0. Toto řešeńı je omezené a má kladné složky.

Pro tento model lze spoč́ıtat:

• existuje jediný stacionárńı bod S, daný rovnicemi

y =
r

m
(A+ x)(1− x/K)

y = x/P

Reálné části vlastńıch č́ısel linearizované soustavy v S jsou v závislosti na parametrech rovnice
bud’ záporné (stabilita) nebo kladné (negativńı stabilita)

• V př́ıpadně negativńı stability bodu S plyne z Poincarého-Bendixsonovy teorie existence ne-
triviálńıho periodického řešeńı.

• numerické experimenty naznačuj́ı, že systém se chová dvě možnými zp̊usoby: (1) v př́ıpadě, že
S je stabilńı, konverguj́ı k němu všechna řešeńı a nebo (2) pokud S je nestabilńı, konverguj́ı
všechna řešeńı ke výše zmı́něnému periodickému řešeńı

Model konkurence/koexistence. Jde o dvě populace, ř́ıd́ıćı se částečně spřaženým logistickým mode-
lem:

x′ = r

(
1− x+ ay

K

)
x (1.7)

y′ = s

(
1− y + bx

L

)
y (1.8)

Význam konstant: r a K resp. s a L je přirozená mı́ra r̊ustu a kapacita prostřed́ı druhu x resp. y.
Parametr a ∈ [0, 1] resp. b ∈ [0, 1] je mı́ra konkurence y v̊uči x resp. x v̊uči y.
Pro tento model lze ukázat, že v závislost na relativńıch hodnotách parametr̊u existuj́ı tři možné
scénáře:
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• neexistuje stacionárńı bod – jeden druh hyne, druhý se bĺıž́ı kapacitńı hodnotě, nezávisle na
počátečńı podmı́nce

• existuje stabilńı stacionárńı bod, přitahuj́ıćı všechna řešeńı (nezávisle na počátečńı podmı́nce)

• existuje nestabilńı stacionárńı bod – přež́ıvá ten druh, jehož bylo na počátku relativně větš́ı
množstv́ı, druhý hyne

Gauseho model dravec-kořist se skrýš́ı. Tento model je dán rovnicemi:

x′ = rx− yϕ(x) (1.9)

y′ =
(
eϕ(x)− h

)
y (1.10)

kde funkce ϕ(x) vyjadřuj́ıćı mı́ru pož́ıráńı kořisti je

ϕ(x) =

{
0 x < xs
mx
a+x x > xs

(1.11)

Smyslu modelu je následuj́ıćı: pokud x < xs, kde xs je ,,kapacita skrýše“, nedocháźı v̊ubec k odlovu
kořisti. Naopak x > xs je kořist nucena opustit skrýš a nastává odlov jako u Holling-Tannerova
modelu. Ve druhé rovnici r̊ust v d̊usledku lovu kombinovaný s exponenciálńım vymı́ráńım.

Poznámka. Problém: jak sestrojit řešeńı (a v̊ubec jak interpretovat rovnici) pro hodnoty x = xs?

• Filippov̊uv př́ıstup: systém x′ = F (x), kde F má nespojitost na nadploše Γ, s jednostrannými
limitami F+ a F−. Pozoruji: pot́ıže s pokračováńım řešeńı nastávaj́ı pouze tehdy, když F+ i
F+ mı́̌ŕı do Γ.

V takovém př́ıpadě na Γ kladu x′ = F̃ (x), kde F̃ = αF− + (1 − α)F+, přičemž α ∈ (0, 1) je
voleno tak, že F̃ má směr tečný ke Γ.

• moderńı př́ıstup: mı́sto funkce uvažuji množinová zobrazeńı, mı́sto diferenciálńıch rovnic pak
diferenciálńı inkluze.

Poznámka. Klasická teorie ODR ř́ıká, že pro existenci (popř. jednoznačnost) řešeńı rovnice X ′ =
F (X) je potřeba spojitost (popř. vyšš́ı hladkost) fce F (·). Fakticky jsou však možné i nespojitosti
,,na správnou stranu“ (což ,,rozumné modely“ nepřekvapivě splňuj́ı).

Př́ıklad z mechaniky. Coulombovo (suché) třeńı: třećı śıla nezáviśı na rychlosti; je-li śıla menš́ı
než kritická mez, pohyb nenastává. Newtonovy pohybové zákony pak dávaj́ı

mx′′ + F = h(t) (1.12)

kde m > 0 je hmotnost, h(t) je vněǰśı (daná) śıla, F je třećı śıla a x resp. x′ je poloha resp. rychlost,
přičemž plat́ı

(x′, F ) ∈ C (1.13)

kde C ⊂ R2 je definováno jako

C = {(x,−Fc), x ≤ 0} ∪ {(0, y), y ∈ [−Fc, Fc]} ∪ {(x, Fc), x ≥ 0}

přičemž Fc > 0 je kritická klidová śıla (a zároveň konstantńı śıla třeńı při pohybu).

Definice. Řešeńım úlohy (1.12–1.13) na I = [0, T ] jsou funkce x = x(t) a F = F (t) takové, že
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• x(t), x′(t) jsou AC

• F (t) je měřitelná

• rovnice (1.12–1.13) plat́ı pro s.v. t ∈ I

Poznámka. Množina A ⊂ R2 se nazývá monotónńı graf, jestliže pro každé (x1, y1), (x2, y2) ∈ A
plat́ı (x1 − x2)(y1 − y2) ≥ 0.

Věta 2. Pro každé T > 0, h(t) ∈ L2(0, T ) a x0, v0 ∈ R existuje právě jedno řešeńı (1.12–1.13),
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky x(0) = x0, x′(0) = v0.

Poznámka. Snadnou modifikaćı d̊ukazu máme týž výsledek pro obecněǰśı model mx′′+F −γ(x′)+
σ(x) = h(t), kde γ(x′) je relaxačńı funkce a σ(x) je śıla pružiny.

Definice. Řešeńı Gauseho modelu (1.9–1.11) nazveme funkce x = x(t), y = y(t) a ϕ = ϕ(t),
splňuj́ıćı

• x(t), y(t) jsou AC

• ϕ(t) je měřitelná

• pro s.v. t plat́ı

x′ = rx− yϕ
y′ =

(
eϕ− h

)
y

(x, ϕ) ∈ G

kde G ⊂ R2 je definováno jako

G = {(x, 0), x ∈ [0, xs]} ∪ {(xs, y), y ∈ [0, mxsa+xs
]}{(x, mxa+x), x ≥ xs}

Pozorováńı. Řešeńı sestrojené Filippovovou metodou je zároveň řešeńı ve smyslu předchoźı definice,
č́ımž je de facto dokázána existenčńı část následuj́ıćı věty.

Věta 3. Pro každé x0 a y0 > 0 existuje právě jedno řešeńı Gauseho modelu, splňuj́ıćı x(0) = x0 a
y(0) = y0.

2. Epidemiologické modely

Tyto modely popisuj́ı š́ı̌reńı infekčńıch nemoćı v populaćıch. Existuje velké množstv́ı variant.

Základńı SIR model. Jedná se o systém rovnic

S′ = −βSI
I ′ = βSI − αI
R′ = αI

(2.1)

Význam proměnných: Susceptible (,,náchylńı“, tj. zdrav́ı s možnost́ı se nakazit), Infectious, Removed
(,,vyloučeńı“, tj. uzdraveńı s trvalou imunitou). Celková populace N = S + I +R (zde konstantńı).
Význam parametr̊u: 1/α je doba nemoci. Člen βSI je počet nově nakažených za jednotku času.

Pro tento model lze lehce spoč́ıtat:
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• S klesá ke kladné limitě S∞, I roste dokud S > α/β, poté I klesá limitně k nule

• plat́ı vztah

ln
S0

S∞
= R0

(
1− S∞

S0

)
kde R0 = S0

β
α je ,,reprodukčńı č́ıslo“ (tj. počet nově nakažených na jednoho nemocného).

Protože 1/α je známo a pod́ıl S0/S∞ můžeme zjistit empiricky, lze dopoč́ıtat konstantu β

• soustava má prvńı integrál S + I − α
β lnS

Model SLIAR. Jde o pokročileǰśı variantu SIR modelu. Lze j́ım relativně dobře kvantitativně zachytit
sezónńı epidemii např. chřipky ve velké populaci. Viz domáćı úkol č. 2.

Model SIR s populačńı dynamikou. Jedná se o systém rovnic

S′ = Λ− βSI − µS
I ′ = βSI − µI − αI
R′ = fαI − µR

(2.2)

Proti modelu (2.1) máme členy: Λ > 0 - počet nově narozených za jednotku času. Faktor µ je
(přirozená) úmrtnost, tj. 1/µ středńı délka života (typicky 1µ >> 1/α). Z nemocných část f se
uzdrav́ı (s trvalou imunitou), část (1− f) v d̊usledku nemoci umı́rá.
Celková populace N = S + I +R se ř́ıd́ı rovnićı

N ′ = Λ− (1− f)αI − µN

Zřejmě v nepř́ıtomnosti nákazy směřuje systém k přirozené kapacitě prostřed́ı K = Λ/µ. Základńı
reprodukčńı č́ıslo modelu je R0 = βK/(α+ µ). Pro tento model lze dokázat:

• stač́ı uvažovat nadále jen rovnice pro S, I; hodnoty R a N pomoćı nich vždy dopočteme

• dynamika neopust́ı trojúhelńık Ω, daný vztahy S > 0, I > 0 a S + I < K.

• plat́ı dichotomie (typická pro tyto a podobné modely): jestliže R0 < 1, pak I(t) → 0 a
S(t) → K, tj. nákaza se v populaci neudrž́ı. Jestliže naopak R0 > 1, existuje právě jeden
stacionárńı bod E∗ = (S∗, I∗) ∈ Ω, tzv. endemické equilibrium. Tento bod je asymptoticky
stabilńı; dokonce přitahuje všechna řešeńı v Ω.

• uvažujme model s reálnými daty µ = 1/75, α = 25, f = 1 a Λ = 1000/75 ≈ 13.3, tj.
K = 1000. To odpov́ıdá středně velké komunitě s pr̊uměrnou dobou života 75 let a nemoc
typu spalniček, jež trvá dva týdny a neumı́rá se na ni. Odsud R0 = 4, tedy dynamika se vždy
bĺıž́ı k endemickému equilibriu E∗.

Volme počátečńı data S0 = 999 a I0 = 1. Numerický experiment ukazuje tři r̊uzné fáze: (i)
počátečńı epidemie (ii) pomalé přibĺıžeńı k E∗ a konečně (iii) pomalá oscilace kolem E∗ s
periodou v řádu let.

Daľśı možná zobecněńı modelu SIR. Studuje se nepřeberné množstv́ı daľśıch variant těchto model̊u,
které vznikaj́ı mimo jiné:

• přidáńım daľśıch tř́ıd (fáźı nemoci): SLIAR, SEIR, . . .
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• zahrnut́ım efektu zpožděńı, tj. např. mı́sto βS(t)I(t) se uvažuje člen

βS(t)

∫ +∞

0
f(τ)I(t− τ) dτ

kde f(τ) je vhodná nezáporná funkce, což vede na diferenciálńı rovnice se zpožděńım

• zahrnut́ım efektu náhody, což vede na stochastické diferenciálńı rovnice

• jemněǰśım popisem populace: věk, prostorová proměnná, . . .

My se budeme věnovat posledńı situaci: mı́sto S = S(t) budeme pracovat s neznámou s = s(t, x),
což je hustota populace v čase t a bodě x. Zaměř́ıme se však pouze na hledáńı speciálńıch řešeńı
ve tvaru ,,cestuj́ıćı vlny“. Na celý problém se pod́ıváme trochu obecněji, a proto je mu věnována
zvláštńı kapitola.

3. Cestuj́ıćı vlny v rovnićıch reakce-difuze

Naš́ım ćılem je přej́ıt od ODR typu

N ′ = f(N), N = N(t) (3.1)

parciálńı diferenciálńı rovnici tvaru

∂tn = k∂xxn+ f(n), n = n(t, x) (3.2)

kde člen k∂xxn modeluje efekt difuze. Omeźıme se však na hledáńı speciálńıch řešeńı ve tvaru
cestuj́ıćı vlny (“travelling wave”)

n(t, x) = U(x− ct) (3.3)

kde U = U(τ) je nová neznámá funkce, vyjadřuj́ıćı profil vlny, a parametr c je rychlost š́ı̌reńı vlny.
Po dosazeńı dostáváme

−cU ′ = kU ′′ + f(U) (3.4)

a naš́ım ćılem bude nalézt ,,rozumná“ (tedy maj́ıćı konečné limity v nekonečnu) řešeńı této nelineárńı
ODR 2. řádu.

Př́ıklady. 1© Rovnice vedeńı tepla ∂tu = k∂xxu má pouze triviálńı (konstantńı), nebo (fyzikálně
nezaj́ımavé) exponenciálńı profily cestuj́ıćıch vln.
2© Naproti tomu vlnová rovnice ∂ttu = k∂xxu připoušt́ı libovolné vlnové profily, maj́ı-li jen správnou
rychlost š́ı̌reńı c = ±

√
k.

Rovnici (3.4) přeṕı̌seme jako systém

U ′ = V

kV ′ = −cV − f(U)
(3.5)

Omezená řešeńı, která hledáme, vznikaj́ı jako orbity limitně spojuj́ıćı dva stacionárńı body. Užitečná
přitom bude následuj́ıćı verze věty ,,o (ne)stabilńı varietě “.

Věta 4. Je dána rovnice X ′ = F (X), kde X ∈ Rn. Necht’ X0 je stacionárńı bod a F ∈ C1(U(X0)).
Označme A = ∇XF (X0). Necht’ λ ∈ σ(A) je záporné, jednoduché vlastńı č́ıslo. Potom v U(X0)
existuj́ı řešeńı, splňuj́ıćı

X(t) ∼ X0 + eλtv, t→ +∞ (3.6)
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kde v je vlastńı vektor př́ıslušný k λ. Zrcadlová verze: λ > 0, (3.6) dostaneme pro t→ −∞.

Lemma 2. Necht’ I, I+, I− ⊂ R jsou otevřené neprázdné intervaly, necht’ I+ ∪ I− ⊂ I, I+ ∩ I− = ∅.
Potom I \ (I+ ∪ I−) 6= ∅.

Fisherova rovnice (též Kolmogorov-Petrovský-Piskunovova rovnice). Jde o nám známý logistický
model, obohacený o efekt difuze:

∂tu = k∂xxu+ ru(1− u/K) (3.7)

Hledáme-li řešeńı ve tvaru u(t, x) = U(x− ct), dostaneme

−cU ′ = kU ′′ + rU(1− U/K) (3.8)

Klad’me dále pro jednoduchost k = r = K = 1, tedy jediným parametrem problému je c > 0
rychlost š́ı̌reńı vlny. Substituce V = U ′ vede obvyklým zp̊usobem na systém

U ′ = V

V ′ = U(U − 1)− cV
(3.9)

Pro tento systém lze ukázat:

• existuj́ı právě dva stacionárńı body stabilńı (0, 0) a sedlový (1, 0)

• cestuj́ıćı vlna vznikne jako orbit řešeńı, které vyb́ıhá z (1, 0) a mı́̌ŕı do (0, 0) – existuje právě
jedno takové řešeńı (kombinace elementárńıch úvah a věty o nestabilńı varietě)

• podmı́nka c > 2 zaručuje, že linearizace v (0, 0) nemá komplexńı vlastńı č́ısla: to by zp̊usobilo
nežádoućı oscilace - záporné hodnoty vlny.

Poznámka. Kde se bere člen ∂xxn? Dvě možnosti:

• Naṕı̌seme bilanci pro libovolný interval I = [α, β], tok hraničńımi body je roven−k∂xn (Fick̊uv
zákon):

d

dt

∫
I
n(t, x) dx =

∫
I
f(n(t, x)) dx+ k

[
n(t, β)− n(t, α)

]
odtud lokalizaćı (3.2)

• V modelu SIR chceme zahrnout přenos infekce na dálku, tj. nahradit člen S(t)I(t) obecněǰśım
členem tvaru ∫

R
F (x, x′)s(t, x)i(t, x′) dx′

Rozumné předpoklady: F (x, x′) = F (|x − x′|), sudá funkce, zanedbatelná pro |x − x′| > δ.
Odtud substituce y = x′ − x, lokalizace do |y| ≤ δ konečně Taylor̊uv rozvoj pro i(t, x + y) =
i(t, x) + ∂xi(t, x)y + ∂xxi(t, x)y2/2 vede na

s(t, x)

∫ δ

−δ
F (|y|)i(t, x+ y) dy ≈ s(t, x)

[
θ + φ∂xxi(t, x)

]
kde θ =

∫ δ
−δ F (|y|) dy, φ =

∫ δ
−δ F (|y|)y2/2 dy. Tak dostáváme následuj́ıćı model š́ı̌reńı infekce

v prostoru:
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SIR model s prostorovou proměnnou. Z výše uvedených úvah vyplynul model

∂ts = −s
(
θi+ φ∂xxi

)
∂ti = −∂ts− gi

(3.10)

kde s = s(t, x), i = i(t, x) jsou neznámé hustoty náchylných resp. infekčńıch jedinc̊u v prostoru a
čase, a θ, φ, g > 0 jsou konstanty modelu.
Budeme opět zkoumat existenci cestuj́ıćı vlny (tedy vlastně epidemie) v prostoru, tj. řešeńı tvaru

s(t, x) = S(x− ct), i(t, x) = I(x− ct)

kde S = S(τ) a I = I(τ) splňuj́ı okrajové podmı́nky S(τ) → S0, resp. S1 pro τ → ±∞ a I(τ),
I ′(τ)→ 0 pro τ → ±∞. Zde S0 > S1 > 0 je počátečńı resp. koncový stav s.
Ukazuje se, že za vhodných podmı́nek (základńı reprodukčńı č́ıslo S0θ/g > 1 a rychlost š́ı̌reńı c je
dost velká) existuje právě jedna taková vlna, která odpov́ıdá heteroklinickému orbitu v rovině S−I,
jdoućımu z (S1, 0) do (S0, 0).

4. Teorie her a replikátorová dynamika

Definice. Hrou (přesněji hrou dvou hráč̊u v normálńım tvaru) rozumı́me dvojici konečných množin
S1 a S2 (strategie prvńıho resp. druhého hráče) výplatńıch funkćı π1 : S1×S2 → R a π2 : S1×S2 → R
(zisky prvńıho resp. druhého hráče při dané volbě strategíı).
Pǐsme pro jednoduchost S1 = {1, . . . ,m} a S2 = {1, . . . , n} a definujme matice A a B (typu m×n)
jako

akl = π1(k, l), bkl = π2(k, l) k = 1, . . . ,m, l = 1, . . . , n

Hru tedy ztotožňujeme s dvojićı matic (A,B). Hry dvou hráč̊u nazýváme proto také (dvou)maticové
hry a prvńıho resp. druhého hráče nazýváme řádkový resp. sloupcový hráč.
Speciálńı př́ıpady: AT = B je symetrická hra; je-li A = AT = B, pak jde o dvojitě symetrickou hru.
Pokud A = −B, tj. vlastně π2 = −π1, hovoř́ıme o hře s nulovým součtem.

Definice. Prostorem smı́̌sených strategíı prvńıho resp. druhého hráče rozumı́me

∆1 =
{
p ∈ Rm; pi ∈ [0, 1],

m∑
i=1

pi = 1
}

∆2 =
{
q ∈ Rn; qi ∈ [0, 1],

n∑
i=1

qi = 1
}

Původńı strategie z S1 resp. S2 nazýváme čisté strategie a ztotožňujeme je přirozeně s bázovými
vektory e(k) ∈ ∆1 resp. ∆2.
Smı́̌sené strategie můžu chápat pravděpodobnostně (náhodná volba čistých strategíı) nebo po-
pulačně (náhodná volba soupeře z velké populace čistých stratég̊u). Zobecněné výplatńı funkce
π1,2 : ∆1 ×∆2 → R jsou v každém př́ıpadě zjevně rovny

π1(p, q) =
∑
k,l

pkqlakl = p ·Aq

π2(p, q) =
∑
k,l

pkqlbkl = p ·Bq
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Definice. Strategii p∗ ∈ ∆1 nazveme nejlepš́ı odpověd́ı na strategii q ∈ ∆2, jestliže

π1(p∗, q) = max
p∈∆1

π1(p, q)

Znač́ıme p∗ ∈ β1(q). Analogicky definujeme nejlepš́ı odpověd’ q∗ ∈ ∆2 na p ∈ ∆1, tj. q∗ ∈ β2(p).
Definujme dále nosič strategie

C(p) = {k; pk > 0}, C(q) = {l; ql > 0},

- jsou to právě ty čisté strategie, jež jsou v p zastoupeny s nenulovou pravděpodobnost́ı.

Lemma 3. Plat́ı p ∈ β1(q) právě když ek ∈ β1(q) pro každé k ∈ C(p). Speciálně existuje nejlepš́ı
odpověd’ v čistých strategíıch.

Definice. Dvojice strategíı (p∗, q∗) ∈ ∆1×∆2 se nazve Nashovo equilibrium hry, jestliže p∗ ∈ β1(q∗)
a zároveň q∗ ∈ β2(p∗).

Věta 5. Každá hra má alespoň jedno Nashovo ekvilibrium.

Poznámky. Zabývejme se nyńı chv́ıli hrami s nulovým součtem: ty lze ztotožnit s matićı A ∈ Rm×n,
přesněji jde o dvoumaticovou hru (A,−A). Jde o to, že veličinu p ·Aq se prvńı hráč strategíı p snaž́ı
maximalizovat, zat́ımco druhý hráč strategíı q minimalizovat.

Definice. Pro hru s nulovým součtem matice A definujeme:

v1(p,A) = min
q
p ·Aq v1(A) = sup v1(p)

hodnotu strategie p a hodnotu hry prvńıho hráče. Názorně: minimálńı zaručený zisk při strategii p
a největš́ı vynutitelný zisk celé hry.
Analogicky definujeme v2(q,A) = maxp p · Aq a v2(A) = inf v2(q) hodnotu strategie q a hodnotu
hry druhého hráče, tedy maximálńı možnou ztrátu při strategii q a minimálńı ztrátu přes všechny
strategie.
Dále řekneme, že p∗ je optimálńı strategie prvńıho hráče, jestliže v1(p∗) = v1(A). Podobně q∗ je
optimálńı strategie druhého hráče, jestliže v2(q∗) = v2(A). Tedy jde o strategii, která hráči zaruč́ı
hodnotu hry – jej́ı existence neńı a priori jasná.
Je intuitivně jasné (a triviálńı dokázat), že v1(A) ≤ v2(A). Důkaz rovnosti obou veličin je prvńım
historicky d̊uležitým výsledkem teorie her: tzv. minimaxová věta (J. von Neumann, 1928).

Věta 6. Necht’ A je hra s nulovým součtem. Potom:

1. v1(A) = v2(A)

2. dvojice strategíı (p∗, q∗) tvoř́ı N.e. hry (A,−A), právě když p∗ je optimálńı pro prvńıho hráče
a zároveň q∗ je optimálńı pro druhého hráče.

Poznámky. Dosud jsme hovořili o hrách v normálńım tvaru. Hry v extenzivńım tvaru: stromová
struktura, hráči se stř́ıdaj́ı v taźıch, jsou možné náhodné tahy, neúplná informace o stavu hry (šachy,
pǐskvorky, karetńı hry, . . . ).
Hru v extenzivńım tvaru lze formálně zapsat jako hru v normálńım tvaru: strategíı je zde pravidlo,
určuj́ıćı chováńı hráče v libovolném uzlu (bez ohledu na to, zda j́ım hra projde či ne). Zpětnou
indukćı lze dokázat, že každá hrá v extenzivńım tvaru (s úplnou informaćı) má N.e. dokonce v
čistých strategíıch.
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Speciálně odsud plyne Zermelova šachová věta (Zermelo 1914), podle ńıž bud’ b́ılý má v́ıtěznou
strategii, nebo černý má v́ıtěznou strategii, nebo každý z hráč̊u může vynutit remı́zu.

Poznámky. Přejdeme nyńı k populačně-dynamickým otázkám. Nadále budeme uvažovat pouze
symetrickou hru, určenou výplatńı funkćı π(x, y) = x · Ay, kde A ∈ Rn×n. Vektor x ∈ ∆, kde ∆ je
n− 1-dimezionálńı simplex, bude reprezentovat populaci, v ńıž je xi pod́ıl zastoupeńı i-té strategie.
Předchoźı definice (,,nosič“, ,,nejlepš́ı odpověd’“) z̊ustavaj́ı v platnosti:

C(x) = {i; xi > 0}
β(x) = {y ∈ ∆; π(y, x) = sup

y
π(y, x)}

Speciálńım př́ıpadem předchoźı definice pak je:

Definice. Řekneme, že populace x ∈ ∆ tvoř́ı Nashovo ekvilibrium (NE), jestliže x ∈ β(x), tj.
π(x, x) = supy∈∆ π(y, x).

Poznámky. Zřejmě x je NE právě když π(e(i), x) ≤ π(x, x) pro každé i. Nav́ıc (dle Lemmatu 3)
π(e(i), x) = π(x, x) pro každé i ∈ C(x).
Modifikaćı Věty 5 dostaneme lehce, že vždy existuje stav populace, který tvoř́ı N.e. Pot́ıž však je
v tom, že N.e. je obvykle př́ılǐs mnoho. Existuje mnoho r̊uzných zpř́ısněńı pojmu N.e.. Jedńım z
nejd̊uležitěǰśıch pro populačńı dynamiku je následuj́ıćı.

Definice. Řekneme, že x ∈ ∆ je evolučně stabilńı strategie (ESS), jestliže plat́ı:(
∀y ∈ ∆, y 6= x

)(
∃εy > 0

)(
∀ε ∈ (0, εy)

)
: π(x, (1− ε)x+ εy) > π(y, (1− ε)x+ εy)

Č́ıslo εy se nazývá invarzńı bariéra a lze ukázat, že je můžeme volit nezávisle na y 6= x.

Lemma 4. Populace x je ESS právě když x je NE a nav́ıc pro každé y ∈ β(x), y 6= x je π(y, y) <
π(x, y).

Poznámky. Nyńı budeme uvažovat, že x = x(t) a chceme napsat rovnice pro př́ıslušnou populačńı
dynamiku. Je rozumné uvažovat tvar

x′i = xigi(x) (4.1)

kde funkce gi : ∆→ R splňuj́ı

•
∑

i xigi(x) = 0 pro ∀x ∈ ∆

• sgn gi(x) = sgn
(
πi(x)− π(x)

)
tzv. požadavek regularity resp. výplatńı monotonie. Zde a nadále pro jednoduchost ṕı̌seme pr̊uměrný
zisk i-tého hráče resp. pr̊uměrný zisk celé populace jako

πi(x) = π(e(i), x)

π(x) = π(x, x)

Nejjednoduš́ı volbou je právě gi(x) = πi(x)− π(x), která vede na tzv. replikátorovou rovnici

x′i = xi
(
πi(x)− π(x)

)
(RD)

Tou se budeme nadále zabývat, ale je vhodné poznamenat, že mnohé následuj́ıćı výsledky plat́ı
obecněji pro každou rovnici (4.1), splňuj́ıćı výše uvedené předpoklady.
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Věta 7. Pro každou počátečńı podmı́nku z ∆ existuje právě jedno řešeńı x(t) replikátorové rovnice,
definované a splňuj́ıćı x(t) ∈ ∆ pro všechna t ∈ R.
Dále: nosič populace C(x(t)) a tedy speciálně hranice, hrany, vrcholy a vnitřek ∆ jsou invariantńı
v̊uči replikátorové dynamice.

Věta 8. Pro replikátorovou dynamiku plat́ı:

1. x̃ je NE =⇒ x̃ je stacionárńı bod

2. x̃ je stabilńı stacionárńı bod =⇒ x̃ je NE

Věta 9. Pokud x̃ je ESS, pak x̃ je asymptoticky stabilńı stacionárńı bod pro replikátorovou dyna-
miku.

Poznámka. Důkaz předchoźı věty se oṕırá o Ljapunovskou funkci (Kullback-Leibler)

H(x) =
∑
i∈C(x̃)

x̃i log

(
x̃i
xi

)
, x ∈ Qx̃

kde Qx̃ = {x ∈ ∆;C(x) ⊃ C(x̃)} je, jak snadno nahlédnu, okoĺı x̃ v̊uči ∆.

Př́ıklad. Hra určená matićı 1 5 0
0 1 5
5 0 4


má ve vnitřku ∆ jediné NE x̃ = (1/6, 4/9, 7/18), které je asymptoticky stabilńı (věta o linearizované
stabilitě), leč neńı ESS (nebot’ π3(x̃) > π(x̃)).

Pozorováńı. Přičteńım konstanty k libovolnému sloupci matice se neměńı hodnota veličiny π(x−
y, z), kde x, y, z ∈ ∆. Neměńı se tedy NE, ESS, β(x), rovnice (RD). Toho často využ́ıváme k tzv.
normalizaci hry, kdy přičteńım/odečteńım vhodných konstant ke sloupc̊um vynulujeme diagonálu.
Předchoźı př́ıklad po normalizaci dává matici 0 4 −4

−1 0 1
4 −1 0


a tedy vid́ıme, že jde o jakousi nesymetrickou verzi hry ,,kámen-n̊užky-paṕır“. – Pozor však s
ohledem na následuj́ıćı větu, že normalizace měńı hodnotu π(x).

Věta 10. [Základńı věta př́ırodńıho výběru.] Necht’ matice A je symetrická. Potom pro (RD) plat́ı
d
dtπ(x(t)) ≥ 0, přičemž rovnost nastává právě ve stacionárńıch bodech.

Lemma 5. Pro rovnice (RD) plat́ı:

1. x̃ ∈ int ∆ je stacionárńı bod, právě když πi(x̃) nezáviśı na i.

2. pokud x̃, ỹ ∈ int ∆ jsou stacionárńı, pak je stacionárńı také konvexńı kombinace tx̃+ (1− t)ỹ,
t ∈ (0, 1).

3. pokud int ∆ obsahuje periodický orbit, obsahuje též stacionárńı bod
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Věta 11. Označme u = (1, . . . , 1) ∈ Rn. Pokud složky (adjA)u nejsou téhož znameńı, pak rovnice
(RD) nemá ve vnitřku ∆ stacionárńı body ani periodické orbity.

Poznámka. Připomeňme, že adjA je matice se složkami (−1)i+jMji, kde Mij je subdeterminant
vzniklý vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce. Plat́ı A(adjA) = (adjA)A = (detA)I.
Pro účely předchoźı věty rozlǐsujeme tři r̊uzná znameńı: 0, +1, -1.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Př́ıklady. 1© Jestřábi vs. hrdličky (,,Hawk-Dove“) neboli agresivńı vs. mı́rumilovná strategie: exis-
tuje jediné NE, které je zároveň ESS.
2© Kámen-n̊užky-paṕır: NE stabilńı, ne asymptoticky. Nerobustńı dynamika.
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