
Základní věta kalkulu

Naším cílem je následující tvrzení: nechť f ∈ AC([a, b]). Potom f ′(x) existuje
skoro všude, f ′ ∈ L1(a, b), a

f(b)− f(a) =

∫
b

a

f ′(x) dx .

Lemma 1. Neklesající funkce je diferencovatelná (tj. má konečnou derivaci)
skoro všude.

Lemma 2. Nechť f : [a, b]→ R je neklesající. Potom f ′ ∈ L1(a, b) a

∫
b

a

f ′(x) dx ≤ f(b)− f(a) .

3. Definice: systém uzavřených, nedegenerovaných intervalů {Iα}α∈A pokrývá
množinu M ⊂ R ve Vitaliho smyslu, jestliže ∀x ∈ M ∀ε > 0 ∃Iα tak, že
x ∈ Iα a |Iα| < ε.

Věta 4. (Vitaliho.) Nechť M je omezená množina, nechť {Iα}α∈A pokrývají
M ve Vitaliho smyslu.
Pak existuje spočetný, disjunktní podsystém {In}

∞

n=1
tak, že λ(M\∪nIn) = 0.

Lemma 5. Nechť f : [a, b]→ R je rostoucí funkce. Nechť E ⊂ [a, b] je taková
množina, že |f ′(x)| ≤ K pro každé x ∈ E. Potom

λ∗f(E) ≤ Kλ∗E .
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