
7. Aproximace funkćı polynomy.

Definice. Nechť f(x), g(x) jsou definovány na nějakém P (x0). Řekneme,
že f(x) je ”malé ó g(x)” pro x → x0, jestliže

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0 .

Znač́ıme: f(x) = o(g(x)), x → x0.
Řekneme, že f(x) je ”velké ó g(x)” pro x → x0, jestliže existuj́ı C > 0,

δ > 0 tak, že
|f(x)| ≤ C|g(x)| ∀x ∈ P (x0, δ) .

Znač́ıme: f(x) = O(g(x)), x → x0.
Řekneme, že f(x) je řádově rovno g(x) pro x → x0, jestliže limita

lim
x→x0

f(x)

g(x)

existuje a je konečná a nenulová. Znač́ıme: f(x) ∼ g(x), x → x0.

Poznámky. Názorně:
f(x) = o(g(x)) ... f(x) je mnohem menš́ı než g(x)
f(x) = O(g(x)) ... f(x) je nejvýše jako konstanta krát g(x)
f(x) ∼ g(x) ... f(x), g(x) se chovaj́ı v zásadě stejně.

Př́ıklady. 1© ln x = o(
√

x), x → ∞.
2© sin x

x2+1
= O( 1

x2 ), x → ∞.
3© sin x ∼ x, 1 − cos x ∼ x2, ln(1 + x) ∼ x, vše pro x → 0.

Definice. Funkce f(x) je dána. Potom k-tou derivaci f(x) znač́ıme

f (k)(x) nebo dk

dxk f(x) a definujeme j́ı induktivně takto:

(i) f (0)(x) = f(x), neboli funkci považujeme za nultou derivaci sebe sama;
(ii) f (k+1) =

{

f (k)(x)
}

′

, speciálně f (1)(x) = f ′(x), f (2)(x) = f ′′(x) atd.

Definice. Nechť f(x) je definována na otevřeném intervalu I. Řekneme,
že f(x) je tř́ıdy Cn na I, jestliže derivace f (k)(x) existuj́ı a jsou spojité na I

pro každé k = 0, 1, . . . , n. Znač́ıme f(x) ∈ Cn(I). Speciálně, C0(I) = C(I)
je množina všech funkćı spojitých na I.

Symbolem C∞(I) znač́ıme tř́ıdu funkćı, pro něž derivace všech řád̊u exi-
stuj́ı a jsou spojité na I.
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Poznámka. Idea aproximace funkce polynomem spoč́ıvá v následuj́ıćım:
je dána funkce f(x) na okoĺı bodu x0. Sestroj́ıme polynom p(x) tak, že

p(x0) = f(x0)
p′(x0) = f ′(x0)
...
p(n)(x0) = f (n)(x0)
Ukazuje se, že p(x) funkci v bĺızkosti bodu x0 dobře aproximuje - t́ım

lépe, č́ım je větš́ı n.
Např. funkce f(x) = cos(x) v bĺızkosti bodu 0. Máme f(0) = 1, f ′(0) =

0, f ′′(0) = −1. Stejnou hodnotu, prvńı a druhou derivaci v nule má polynom
p(x) = 1 − x2

2
, který také funkci cos x bĺızko počátku - jak vidno z grafu -

dobře aproximuje.

Lemma 8.1. Pro x0 pevné a k ≥ 0 celé definujeme

Qk(x) =
1

k!
(x − x0)

k .

Speciálně Q0(x) = 1 (d́ıky úmluvě 0! = 1, (x − x0)
0 = 1), Q1(x) = x − x0,

Q2(x) = 1
2
(x − x0)

2 . . . .
Plat́ı:
(1) Qk(x) je polynom stupně k

(2) Q′

0(x) = 0 a Q′

k(x) = Qk−1(x) pro ∀k ≥ 1
(3) Q(l)(x0) je rovno 1 pro k = l, zat́ımco pro k 6= l je to 0

Definice. Nechť f(x) je tř́ıdy Cn na nějakém U(x0). Potom výraz

n
∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k

nazveme n-tý Taylor̊uv polynom funkce f(x) o středu x0. Znač́ıme T f
x0,n(x).

Věta 8.1. Nechť f(x) je tř́ıdy Cn na nějakém U(x0). Potom

f(x) − T f
x0,n(x) = o

(

(x − x0)
n
)

, x → x0 . (∗)

Nav́ıc T f
x0,n(x) je jediný polynom stupně ≤ n, který má vlastnost (*).

Př́ıklady. 1© T
exp x
0,n (x) =

∑n

k=0
xk

k!
. Tedy

exp x = 1 + x +
x2

2
+ · · · + xn

n!
+ o(xn) , x → 0 .
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2© T sinx
0,2n+1(x) =

∑n

k=0(−1)k x2k+1

(2k+1)!
, neboli

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+1) , x → 0 .

3© f(x) = (1 + x)a, kde a ∈ R je pevné. Potom

T
f(x)
0,n (x) =

n
∑

k=0

a(a − 1) . . . (a − k + 1)

k!
xk .

Tedy

(1+x)a = 1+ax+
a(a − 1)

2
x2+· · ·+a(a − 1) . . . (a − n + 1)

n!
xn+o(xn) , x → 0 .

Poznámka. Pro a ∈ R a k ≥ 0 celé definujeme zobecněné kombinačńı
č́ıslo jako

(

a

k

)

=

{

1 k = 0
a(a − 1) . . . (a − k + 1)

k!
k ≥ 1

Pro n ≥ k ≥ 0 celá č́ısla je to ve shodě s p̊uvodńı definićı
(

n

k

)

= n!
k!(n−k)!

.

Taylor̊uv rozvoj (1 + x)a můžeme elegantně napsat jako

(1 + x)a =

n
∑

k=0

(

a

k

)

xk + o(xn) .

Všimněte si analogie s binomickou formuĺı.

Věta 8.2. Nechť F (x) je tř́ıdy Cn+1 na otevřeném intervalu I, a x0 ∈ I

je pevné. Nechť f(x) = F ′(x) v I. Potom
(1)

{

T F
x0,n+1(x)

}

′

= T f
x0,n(x) .

(2) Naopak: buď p(x) = T f
x0,n(x), a P (x) =

∫

f(x) dx. Potom při vhodné
volbě c ∈ R plat́ı

P (x) + c = T F
x0,n+1(x) .

Př́ıklady. 1©

T cos x
0,2n (x) =

n
∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
.
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2©

T
ln(1+x)
0,n (x) =

n
∑

k=1

(−1)k−1xk

k
.

Věta 8.3. 1. Nechť f(x) = o(xn), g(x) = o(xm) pro x → 0, kde m ≥ n.
Potom f(x) + g(x) = o(xn) pro x → 0.

2. Nechť f(x) = o(xn), g(x) = o(xm) pro x → 0. Potom f(x)g(x) =
o(xm+n) pro x → 0.

3. Nechť f(x) = o(xn) pro x → 0. Potom xmf(x) = o(xm+n) pro x → 0.
4. Nechť f(x) = o(xn) a nechť g(x) ∼ xm pro x → 0, kde m ≥ 1. Potom

f(g(x)) = o(xmn) pro x → 0.

Poznámka. Stručně můžeme předchoźı pravidla vyjádřit takto:
o(xn) + o(xm) = o(xn) pokud m ≥ n

o(xn)o(xm) = o(xm+n)
xmo(xn) = o(xm+n)
Všimněte si, že o(xn) − o(xn) se rovná o(xn) (a ne tedy 0). To chápeme

takto: rozd́ıl dvou funkćı, které obě jsou malé ó xn je opět nějaká funkce,
která je malé ó xn.

Př́ıklady. 1©
lim
x→0

x cos x − sin x

x3
=

−1

3
2©

lim
x→∞

x
(
√

1 + x2 − 3
3
√

1 + x3 + 2
4
√

1 + x4
)

=
1

2

Definice. Nechť f(x) ∈ Cn(I), kde I je otevřený interval a x0 ∈ I je
pevné. Funkce

Rn+1(x) = f(x) − T f
x0,n(x)

se nazývá Taylor̊uv zbytek funkce po n-tém členu.

Poznámka. Z předchoźıho v́ıme, že Rn+1(x) = o
(

(x−x0)
n
)

pro x → x0,
tj. Rn+1(x) je malé, pokud x je bĺızko x0.

Nyńı nás zaj́ımá jiný problém - totiž zda také Rn+1(x) → 0, pokud x je
pevné, zat́ımco n se zvětšuje.

Věta 8.4. Nechť f(x) ∈ Cn+1(I), kde I je otevřený interval a x0, x ∈ I,
x0 6= x jsou zvolena pevně. Potom ostře mezi x, x0 existuje θ takové, že

Rn+1(x) =
f (n+1)(θ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1 .
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Výraz napravo se nazývá Lagrange̊uv tvar zbytku.

Lemma 8.2. Nechť M > 0 je pevné. Potom

lim
n→∞

Mn

n!
= 0 .

Př́ıklady.

1© Pro každé x ∈ R pevné je

exp x = lim
n→∞

T
exp x
0,n (x) = lim

n→∞

n
∑

k=0

xk

k!
.

2© Pro každé x ∈ R pevné je

sin x = lim
n→∞

n
∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!

cos x = lim
n→∞

n
∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!

(nepovinná část)

Poznámka. Mı́sto limn→∞

∑n

k=0 se zavád́ı symbol
∑

∞

k=0.

Lemma 8.3. Nechť |q| < 1. Potom

∞
∑

k=0

qk =
1

1 − q
.

Lemma 8.4. Pro každé n ∈ N plat́ı

n
∑

k=0

1

k!
< e <

1

n!n
+

n
∑

k=0

1

k!
.

Důsledek. Č́ıslo e je iracionálńı.
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