
Př́ıklad 1. [6 bod̊u]

lim
x→0−

√
cos x − 1

sin x ln(1 + x2)

Rozš́ı̌ŕıme
√

cos x − 1

sin x ln(1 + x2)
·
√

cos x + 1√
cos x + 1

=
cos x − 1

sin x ln(1 + x2)
· 1√

cos x + 1
.

[1 bod]
Vkládáme x tak, aby vznikly známé limity:

1 − cos x

x2
· x

sin x
· x2

ln(1 + x2)
· 1√

cos x + 1
· 1

(−x)

V́ıme, že
1 − cos x

x2
→ 1

2
,

x

sin x
→ 1 .

[1 bod]
Dále

x2

ln(1 + x2)
→ 1

- podle věty o limitě složené funkce: y

ln(1+y)
→ 1 pro y → 0, a x2 → 0, přitom

x2 6= 0 pro x ∈ P
−
(0).

[2 body]
Dále

1√
cos x + 1

→ 1

2

ze spojitosti
√

y a cos x.
[1 bod]

A konečně pro x → 0−
1

(−x)
→ ∞ ,

podle věty X, neboť jmenovatel jde k nule, přitom je kladný na P
−
(0).

[1 bod]
Podle věty o aritmetice limit je výsledek

1

2
· 1 · 1 · 1

2
· ∞ = ∞ .
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Př́ıklad 2. [4 body]

lim
x→∞

(

x

x + 1

)
1

exp(1/x)−1

Podle věty Y můžeme ekvivalentně poč́ıtat

lim
y→0+

(

1
y

1
y

+ 1

)
1

exp(y)−1

= lim
y→0+

(

1

1 + y

)
1

exp(y)−1

.

[1 bod]
Protože na y záviśı exponent i základ, přeṕı̌seme pomoćı definice obecné
mocniny:

lim
y→0+

(

1

1 + y

)
1

exp(y)−1

= lim
y→0+

exp

{

− ln(1 + y)

exp y − 1

}

.

Stač́ı tedy naj́ıt pro y → 0+ limitu funkce

h(y) = − ln(1 + y)

exp y − 1
.

[1 bod]
Ovšem

h(y) = − ln(1 + y)

y
· y

exp y − 1
→ −1

podle známých limit.
[1 bod]

Výsledek je tedy exp(−1) = 1/e d́ıky spojitosti exp x.
[1 bod]
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