16. KRIVKOVY INTEGRAL.

Znaceni. Tuénym fontem znacime vektory ¢ = (¢1,...,¢n), 0 =(0,...,0).

Norma vektoru ||z|| = /2% + - - - + 22, skaldrn{ sou¢in £-y = 2191+ -+ TnYn.

Definice. Mnozina v C R” se nazve jednoduchda kiivka, jestlize existuje
o(t) : [a,b] — R™ takové, ze

= = {p(t); t €[a,b]},

s témito vlastnostmi:

(i) p(t) je spojité a prosté v [a, b]

(ii) ¢'(t) je spojité v (a,b) a ¢'(t) # 0 pro Vt € (a,b)

Mnozina v C R" se nazyvéa jednoduchd uzaviend kfivka, jestlize misto (i)
pozadujeme

(i’) @ je spojité v [a, b], prosté v [a,b) a p(a) = @(b).

Terminologie: Dvojice (¢, [a,b]) se nazyva parametrizace kiivky. Alterna-
tivni terminologie (kterou my nepouzivame) nazyva dvojici (¢, [a, b]) kiivkou,
a7y je ,,geometricky obraz kiivky”. V piipadé neuzaviené kiivky se ¢(a), ¢(b)
nazyvaji krajni body.

Piiklady. @ v = {(2®> + 4?32 = 22y, » > 0, y > 0}, poldrni
parametrizace @(t) = (sin(2t)cos(t),sin(2t)sin(t)), ¢t € [0,7/2]. (Viz

obrézek.) \
®@. Graf C! funkce f(z) : [a,b] — R je kiivka v . /

R?, parametrizace ¢(t) = (¢, f(t)), g € |a, b]. |
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junktni. Figure 1:

Terminologie: {7}/, nazyvame ptipustny rozklad kiivky v (nenf urcen jed-
noznacne. )

Definice. [Integral 1. druhu] Necht v C R je kiivka a f(z) : ¥ — R dand
funkce. Integral prvniho druhu funkce f pres kiivku v znacime f7 fds a je

definovan takto:
1. Je-li v jednoduché kiivka, pak

/fds—/f D'l dt



kde (¢, [a,b]) je libovolnd parametrizace .
2. Je-li v zobecnénd kiivka, potom

/yfds:jf;/ﬁfds,

kde {v;}J2; je libovolny piipustny rozklad 7.

Lemma 16.1. [O reparametrizaci.] Necht v je jednoduchd (neuzaviend)
kiivka. Necht (¢, [a,b]), (¥, [c,d]) jsou dvé riizné jeji parametrizace.

Potom existuje vzajemné jednoznacénd funkce w(7) : [¢c,d] — [a, b]; pricemz
w(T) je spojita v [c, d], w'(7) je konecna a nenulové v (¢, d) a

pw(r)) =9(r) VT eled.

Opakovani. [Véta o substituci v R] Necht w(7) : (¢, d) — (a,b) je vzajemné
jednoznacnd funkce, pricemz w’(7) je koneéna a nenulova v (¢, d). Potom

b w_1(b) d
/ o(t) dt = / 9(w(r))w'(r) dr = / 9(w(n) /(7)) dr

_1((1)

Véta 16.1.1 Integral prvniho druhu nezavisi na parametrizaci, ani zvoleném
rozkladu kiivky.

Definice. Jednoduchd kiivka je orientovand, je-li uréen smér probihéni. (U
neuzaviené jednoduché kiivky je ekvivalentni ur¢it pocatecni a koncovy bod
(p.b. , kb. )

Zobecnénou kiivku orientujeme tak, ze zvolime néjaky pripustny rozklad, a
orientujeme jeho jednotlivé elementy. (tzv. orientovany rozklad.)

Poznamky.

e parametrizace prirozené vyjadiuje orientaci: smér probihani ¢(t) pro ¢
rostouci. Rikdme, ze parametrizace je/neni ve shodé s orientaci kiivky.

e jednoducha ktivka pripousti jen dvé ruzné orientace. U zobecnéné krivky
je jich vice - pripustny rozklad s m prvky umoznuje 2™ ruznych orientaci.
Piiklad. Necht v = {z? + y? = 1, y > 0}, orientovana proti sméru hodi-
novych rucicek. Dveé ruzné parametrizace: @(t) = (t,/1—12),t € [-1,1] a
Y(7) = (cosT,sinT), 7 € [0,7]. Druhd je ve shodé s orientaci kiivky. (Pozn.
k Lemmatu 16.1: w(7) = cosT.)

Dodatek k L.16.1 w/'(7) > 0 (resp. &'(7) < 0) pro kazdé 7 € (¢, d), pokud
©, ¥ urcuji stejnou (resp. opac¢nou) orientaci.

'Dikaz pro jednoduchou kiivku.



Definice. [Integrdl 2. druhu.] Necht v C R" je orientovand kiivka, F(z) :
v — R™ dand (vektorova) funkce. Integrél 2. druhu funkce F' po kiivce 7
znacime fy F -ds a je definovan takto:

1. Je-li v jednoduché, pak

[roa- | o) - g0y dr.

kde (¢, [a,b]) je libovolnd parametrizace v, kterd je ve shodé s orientaci.
2. Je-li v zobecnénd kiivka, potom

/F-ds:Z/ F -ds,
Y j=1"7"7

kde {v;}72, je ptislusny orientovany rozklad ~.

Varianta znaceni: F -ds = Fidx + Fody(+Fsdz).
Véta 16.2. Integrdl 2. druhu nezavisi na parametrizaci, je-li ve shodé s
orientaci. Neni-li, vyjde s opacnym znaménkem.

Definice. Rekneme, Ze (orientovand zobecnénd) kiivka v spojuje body z,
T (;, jde od xo do x,7), jestlize 7 je urcena orientovanym rozkladem {~;}7.,

kde

(i) p-b. 11 =

(ii) kb. v, =pb. vj41,5=1,...,m—1
(if)) k.b. v =21

Specialni piipad: v jednoduchd, orientovana, p.b. v = zg, k.b. v =z;.
Pokud zy = #; (tento piipad nevyluc¢ujeme), jde o (zobecnénou) uzavienou
kiivku.

Definice. Mnozina M C R" se nazve kiivkové souvisla, jestlize pro libovolné
o, 1 € M existuje kiivka ~ spojujici zg, £, takova, ze v C M.
Oteviena, krivkové souvisla mnozina se nazyva oblast.

Priklady. (D konvexni mnozina je kiivkové souvisla
@ R? s vynechanou polopiimkou je nekonvexni, kiivkové souvisld mnozina
® R? s vynechanou pifmkou neni kiivkové souvisld

Definice. Necht Q C R" je oteviend mnozina, F(z) : Q — R" vektorova
funkce. Funkce U(z) : © — R se nazve potencidl F v Q, jestlize U € C'(Q),
aVU=F v Q,tj. %U(m):Fi(m) proVx € Q,i=1,...,n.



Lemma 16.2. [O integralu potencialniho pole.] Necht Q C R™ je oblast,
F(z) : Q — R" dand vektorovd funkce. Necht U(z) je potencidl F(z) v 2.
Potom pro libovolnou kfivku v C €2, jdouci od xy do zq, plati

/F -ds — U(z1) — Ulzo).

Definice. Necht 2 C R" je oblast, F((z) : Q — R™ dana vektorova funkce.
Rekneme, ze integrédl z F' nezavisi v () na cesté, jestlize

/F-ds:/F-ds,
Y ¥

pro libovolné dvé kiivky v, 4 C €2, spojujici tytéz body x¢, z;.

Véta 16.3. [O existenci potencidlu.] Necht Q C R™ je oblast, F(z) : Q — R
spojita vektorova funkce. Potom je ekvivalentni:

(1) F mé v Q potenciél

(2) integrél z F' nezavisi v () na cesté

Definice. Te¢ny vektor kiivky v C R" v bodé z definujeme

/
t
T(z) — <p/( )
le" (0]
kde (¢(t),[a,b]) je libovolnd parametrizace v, a t € [a, b] je zvoleno tak, ze
x = ().
Poznamka. T'(z) nezavisi (az na znaménko) na zvolené parametrizaci. Neni

definovan v krajnich bodech (spojovacich bodech zobecnéné kiivky).
Ekvivalentné muzeme psat

znaménko + plati, pokud ¢ je ve shodé s orientaci v, a T' chceme téz ve
smeéru orientace.

Véta 16.4.[Vztah integrdlti 1. a 2. druhu.] Necht v C R" je orientovand
kiivka, F(z) : v — R™. Potom

/F-ds:/(F-T)ds,
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kde T je tecny vektor ke =, voleny ve shodé s orientaci.

Poznamka. Leva strana je integral 2. druhu; prava strana integral 1. druhu

(ze skalarni funkce f(z) = F(z) - T(z).)

Poznamka. [Vyznam kiivkovych integralu.|

) f7 1ds ma vyznam délky krivky.

@ je-li F pole (gravitacni, elektrické), vyjadiuje F - T silu, kterou prekonavéa
¢astice (jednotkové hmotnosti, ndboje) pohybem po kiivce, tedy fyF -ds je
(az na znaménko a patfiénou konstantu) préce, kterou pohybem po kiivce
vykoname

@ Lemma 16.2 lze zapsat jako

/VU-ds =U(k.b. v) = U(p.b. 7);

jde o variantu tvrzeni “integral derivace je prirustek funkce”.

Poznamky.

o Je-li Q C R" oteviend, znaéi Q uzavér a plati Q = Q U 09, kde 9Q je
hranice.

e zdanlivé samoziejmy vzorecek

b
/ J(8)dt = g(b) — gla).

nemusi platit, predpokldddme-li pouze g spojitd v [a, b], ¢’ je kone¢nd a spo-
jitd v (a,b). Integral vlevo totiz dle imluvy chapeme vzdy jako Lebesgueuv, a
¢’ nemusi byt za vySe uvedenych predpokladu Lebesgueovsky integrovatelna.
Vzorecek plati, pokud ¢’ je nejen spojita v (a, b), ale mé navic spojité rozsirent
do krajnich bodu. To motivuje néasledujici definici.

Definice. Je-li Q C R” otevien4, itkdme, ze f je C' v Q, jestlize % existuji
. J

a jsou spojité v 2, a navic maji spojité rozsiteni do (2.

Poznamka. Ve zbytku kapitoly se omezime na situaci v R%. (Néktera

zobecnéni do vyssich dimenzi uvedeme v piisti kapitole; nejsou primocard.)

Definice. Je-li v kiivka v R?, normdlovym vektorem n(z) v bodé x € v
rozumime jednotkovy vektor, kolmy na teény vektor T'(z). (Neni definovan
tam, kde neni definovéan T'; je urcen az na znaménko.)

Poznamka. Je-li (o, 3) vektor v R? pak (—f3,a) vznikne otocenim o 7 /2
proti sméru hodinovych rucicek, zatimco (3, —a) je ¢tvrtotacka ve sméru
hodinovych rucicek.

Umluva: ,,v kladném smyslu” znamena ,,proti sméru hodinovych rucicek”.



Definice. Divergence resp. rotace pole F : R? — R? se definuje jako

. _ 8F1 8F2 . 3F2 8F1
leF—%—i—a—y, I'OtF— 83;‘ 8y .

Véta 16.5. [Gaussova.] Necht Q C R? je ,,rozumna” oblast, F : Q — R? je
C'. Necht 09 je zobecnénd kiivka. Potom

/dide/\Q:/ F -nds,
Q o0

kde m je normala k 02, sméfujici ven z €2 (vnéjsi normala.)

16.6. [Greenova.] Necht Q C R? je , rozumna” oblast, G : Q — R? je CL.
Necht 09 je zobecnénd kiivka, orientovana tak, ze obih4 kolem €2 v kladném

smyslu. Potom
/I‘OtGdAQZ/ G -ds.
Q o0

Lemma 16.3. Necht QO C R? je oblast, F : Q@ — R? je C', a F ma v Q
potencial.
Potom rot FF =0 v Q.

Poznamka. Zajimavéjsi je obracené tvrzeni, tj. podminka rot F = 0 (v
praxi lehce ovéfitelnd) implikuje existenci potencidlu. Neobejde se vsak bez
dodateéné podminky na Q.

Definice. Rekneme, ze oblast  C R? je jednoduse souvisld, mé-li nasledujic
vlastnost: je-li v C 2 uzaviend (zobecnénd) kiivka, tak mnoziny, které -
ohranicuje, lezi téz v 2.

Ekvivalentné: ~ lze spojité stahnout do bodu, aniz opustime Q.

Priklady. @O B = {2? + y? < 1} je jednoduse souvisla.

@ Q =R?\ B je souvisld, ale ne jednoduse.

® konvexni mnozina je vzdy jednoduse souvislda. R? s vynechanou polo-
piimkou je jednoduse souvisld mnozina.

Véta 16.7. Necht Q C R? je jednoduse souvisld oblast, F : Q — R? je O,
arot FF =0v Q.
Potom F ma v () potencial.

Poznamka. Predpoklad jednoduché souvislosti nelze vynechat:

(21 =)

je Ct v Q = R?\ {0}, splituje zde rot F = 0, ptesto nema v Q potencidl.
Sporem - necht F = VU, potom diky Lemmatu 16.2. je integral z F po
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kazdé uzaviené kiivce roven nule. OvSem snadno spocitame, zZe integral po
kruznici obihajici pocatek je nenulovy.

Na kazdé jednoduse souvislé podmnoziné QOcQ potencidl ovSsem existuje;
napt. pro = {z > 0} mame U = arctg(y/x).



