
16. Křivkový integrál.

Značeńı. Tučným fontem znač́ıme vektory ϕϕϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), 000 = (0, . . . , 0).
Norma vektoru ‖xxx‖ =

√

x2
1 + · · ·+ x2

n, skalárńı součin xxx·yyy = x1y1+· · ·+xnyn.

Definice. Množina γ ⊂ R
n se nazve jednoduchá křivka, jestliže existuje

ϕϕϕ(t) : [a, b] → R
n takové, že

γ = ϕϕϕ([a, b]) =
{

ϕϕϕ(t); t ∈ [a, b]
}

,

s těmito vlastnostmi:
(i) ϕϕϕ(t) je spojité a prosté v [a, b]
(ii) ϕϕϕ′(t) je spojité v (a, b) a ϕϕϕ′(t) 6= 000 pro ∀t ∈ (a, b)

Množina γ ⊂ R
n se nazývá jednoduchá uzavřená křivka, jestliže mı́sto (i)

požadujeme
(i’) ϕϕϕ je spojité v [a, b], prosté v [a, b) a ϕϕϕ(a) = ϕϕϕ(b).

Terminologie: Dvojice (ϕϕϕ, [a, b]) se nazývá parametrizace křivky. Alterna-
tivńı terminologie (kterou my nepouž́ıváme) nazývá dvojici (ϕϕϕ, [a, b]) křivkou,
a γ je ,,geometrický obraz křivky”. V př́ıpadě neuzavřené křivky seϕϕϕ(a), ϕϕϕ(b)
nazývaj́ı krajńı body.

Př́ıklady. 1© γ = {(x2 + y2)3/2 = 2xy, x ≥ 0, y ≥ 0}, polárńı
parametrizace ϕϕϕ(t) = (sin(2t) cos(t), sin(2t) sin(t)), t ∈ [0, π/2]. (Viz

obrázek.)
2©. Graf C1 funkce f(x) : [a, b] → R je křivka v
R2, parametrizace ϕϕϕ(t) = (t, f(t)), g ∈ [a, b].
Definice. Množina γ ⊂ R

n se nazývá zobecněná
křivka, jestliže existuj́ı jednoduché křivky γj, j =
1, . . . , m tak, že
(i) γ =

⋃m
j=1 γj,

(ii) po vynecháńı krajńıch bod̊u jsou γj vzájemně dis-
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Figure 1:junktńı.
Terminologie: {γi}m

j=1 nazýváme př́ıpustný rozklad křivky γ (neńı určen jed-

noznačně.)

Definice. [Integrál 1. druhu] Nechť γ ⊂ R
n je křivka a f(x) : γ → R daná

funkce. Integrál prvńıho druhu funkce f přes křivku γ znač́ıme
∫

γ
f ds a je

definován takto:
1. Je-li γ jednoduchá křivka, pak

∫

γ

f ds =

∫ b

a

f(ϕϕϕ(t))‖ϕϕϕ′(t)‖ dt ,
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kde (ϕϕϕ, [a, b]) je libovolná parametrizace γ.
2. Je-li γ zobecněná křivka, potom

∫

γ

f ds =

m
∑

j=1

∫

γj

f ds ,

kde {γi}m
j=1 je libovolný př́ıpustný rozklad γ.

Lemma 16.1. [O reparametrizaci.] Nechť γ je jednoduchá (neuzavřená)
křivka. Nechť (ϕϕϕ, [a, b]), (ψψψ, [c, d]) jsou dvě r̊uzné jej́ı parametrizace.
Potom existuje vzájemně jednoznačná funkce ω(τ) : [c, d] → [a, b]; přičemž
ω(τ) je spojitá v [c, d], ω′(τ) je konečná a nenulová v (c, d) a

ϕϕϕ(ω(τ)) = ψψψ(τ) ∀τ ∈ [c, d] .

Opakováńı. [Věta o substituci v R] Nechť ω(τ) : (c, d) → (a, b) je vzájemně
jednoznačná funkce, přičemž ω′(τ) je konečná a nenulová v (c, d). Potom

∫ b

a

g(t) dt =

∫ ω
−1(b)

ω
−1(a)

g(ω(τ))ω′(τ) dτ =

∫ d

c

g(ω(τ))|ω′(τ)| dτ .

Věta 16.1.1 Integrál prvńıho druhu nezáviśı na parametrizaci, ani zvoleném
rozkladu křivky.

Definice. Jednoduchá křivka je orientovaná, je-li určen směr prob́ıháńı. (U
neuzavřené jednoduché křivky je ekvivalentńı určit počátečńı a koncový bod
(p.b. , k.b. ))
Zobecněnou křivku orientujeme tak, že zvoĺıme nějaký př́ıpustný rozklad, a
orientujeme jeho jednotlivé elementy. (tzv. orientovaný rozklad.)

Poznámky.

• parametrizace přirozeně vyjadřuje orientaci: směr prob́ıháńı ϕϕϕ(t) pro t
rostoućı. Ř́ıkáme, že parametrizace je/neńı ve shodě s orientaćı křivky.
• jednoduchá křivka připoušt́ı jen dvě r̊uzné orientace. U zobecněné křivky
je jich v́ıce - př́ıpustný rozklad s m prvky umožňuje 2m r̊uzných orientaćı.

Př́ıklad. Nechť γ = {x2 + y2 = 1, y ≥ 0}, orientovaná proti směru hodi-
nových ručiček. Dvě r̊uzné parametrizace: ϕϕϕ(t) = (t,

√
1 − t2), t ∈ [−1, 1] a

ψψψ(τ) = (cos τ, sin τ), τ ∈ [0, π]. Druhá je ve shodě s orientaćı křivky. (Pozn.
k Lemmatu 16.1: ω(τ) = cos τ .)

Dodatek k L.16.1 ω′(τ) > 0 (resp. ω′(τ) < 0) pro každé τ ∈ (c, d), pokud
ϕϕϕ, ψψψ určuj́ı stejnou (resp. opačnou) orientaci.

1Důkaz pro jednoduchou křivku.
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Definice. [Integrál 2. druhu.] Nechť γ ⊂ R
n je orientovaná křivka, FFF (xxx) :

γ → R
n daná (vektorová) funkce. Integrál 2. druhu funkce FFF po křivce γ

znač́ıme
∫

γ
FFF · dsdsds a je definován takto:

1. Je-li γ jednoduchá, pak

∫

γ

FFF · dsdsds =

∫ b

a

f(ϕϕϕ(t)) ·ϕϕϕ′(t) dt ,

kde (ϕϕϕ, [a, b]) je libovolná parametrizace γ, která je ve shodě s orientaćı.
2. Je-li γ zobecněná křivka, potom

∫

γ

FFF · dsdsds =

m
∑

j=1

∫

γj

FFF · dsdsds ,

kde {γi}m
j=1 je př́ıslušný orientovaný rozklad γ.

Varianta značeńı: FFF · dsdsds = F1dx+ F2dy(+F3dz).

Věta 16.2. Integrál 2. druhu nezáviśı na parametrizaci, je-li ve shodě s
orientaćı. Neńı-li, vyjde s opačným znaménkem.

Definice. Řekneme, že (orientovaná zobecněná) křivka γ spojuje body xxx0,
xxx1 (,, jde od xxx0 do xxx1”), jestliže γ je určena orientovaným rozkladem {γi}m

j=1,
kde

(i) p.b. γ1 = xxx0

(ii) k.b. γj = p.b. γj+1, j = 1, . . . , m− 1

(iii) k.b. γm = xxx1

Speciálńı př́ıpad: γ jednoduchá, orientovaná, p.b. γ = xxx0, k.b. γ = xxx1.
Pokud xxx0 = xxx1 (tento př́ıpad nevylučujeme), jde o (zobecněnou) uzavřenou
křivku.

Definice. Množina M ⊂ R
n se nazve křivkově souvislá, jestliže pro libovolné

xxx0, xxx1 ∈M existuje křivka γ spojuj́ıćı xxx0, xxx1 taková, že γ ⊂M .
Otevřená, křivkově souvislá množina se nazývá oblast.

Př́ıklady. 1© konvexńı množina je křivkově souvislá
2© R

2 s vynechanou polopř́ımkou je nekonvexńı, křivkově souvislá množina
3© R

2 s vynechanou př́ımkou neńı křivkově souvislá

Definice. Nechť Ω ⊂ R
n je otevřená množina, FFF (xxx) : Ω → R

n vektorová
funkce. Funkce U(xxx) : Ω → R se nazve potenciál FFF v Ω, jestliže U ∈ C1(Ω),
a ∇U = FFF v Ω, tj. ∂

∂xi
U(xxx) = Fi(xxx) pro ∀xxx ∈ Ω, i = 1, . . . , n.
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Lemma 16.2. [O integrálu potenciálńıho pole.] Nechť Ω ⊂ R
n je oblast,

FFF (xxx) : Ω → R
n daná vektorová funkce. Nechť U(xxx) je potenciál FFF (xxx) v Ω.

Potom pro libovolnou křivku γ ⊂ Ω, jdoućı od xxx0 do xxx1, plat́ı

∫

γ

FFF · dsdsds = U(xxx1) − U(xxx0) .

Definice. Nechť Ω ⊂ R
n je oblast, FFF (xxx) : Ω → R

n daná vektorová funkce.
Řekneme, že integrál z FFF nezáviśı v Ω na cestě, jestliže

∫

γ

FFF · dsdsds =

∫

γ̂

FFF · dsdsds ,

pro libovolné dvě křivky γ, γ̂ ⊂ Ω, spojuj́ıćı tytéž body xxx0, xxx1.

Věta 16.3. [O existenci potenciálu.] Nechť Ω ⊂ R
n je oblast, FFF (xxx) : Ω → R

n

spojitá vektorová funkce. Potom je ekvivalentńı:

(1) FFF má v Ω potenciál

(2) integrál z FFF nezáviśı v Ω na cestě

Definice. Tečný vektor křivky γ ⊂ R
n v bodě xxx definujeme

TTT (xxx) :=
ϕϕϕ′(t)

‖ϕϕϕ′(t)‖ ,

kde (ϕϕϕ(t), [a, b]) je libovolná parametrizace γ, a t ∈ [a, b] je zvoleno tak, že
xxx = ϕϕϕ(t).

Poznámka. TTT (xxx) nezáviśı (až na znaménko) na zvolené parametrizaci. Neńı
definován v krajńıch bodech (spojovaćıch bodech zobecněné křivky).
Ekvivalentně můžeme psát

TTT (ϕϕϕ(t)) = ± ϕϕϕ′(t)

‖ϕϕϕ′(t)‖ ,

znaménko + plat́ı, pokud ϕϕϕ je ve shodě s orientaćı γ, a TTT chceme též ve
směru orientace.

Věta 16.4.[Vztah integrál̊u 1. a 2. druhu.] Nechť γ ⊂ R
n je orientovaná

křivka, FFF (xxx) : γ → R
n. Potom

∫

γ

FFF · dsdsds =

∫

γ

(

FFF ·TTT
)

ds ,
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kde TTT je tečný vektor ke γ, volený ve shodě s orientaćı.

Poznámka. Levá strana je integrál 2. druhu; pravá strana integrál 1. druhu
(ze skalárńı funkce f(xxx) = FFF (xxx) ·TTT (xxx).)

Poznámka. [Význam křivkových integrál̊u.]
1©

∫

γ
1 ds má význam délky křivky.

2© je-li FFF pole (gravitačńı, elektrické), vyjadřuje FFF ·TTT śılu, kterou překonává
částice (jednotkové hmotnosti, náboje) pohybem po křivce, tedy

∫

γ
FFF · dsdsds je

(až na znaménko a patřičnou konstantu) práce, kterou pohybem po křivce
vykonáme
3© Lemma 16.2 lze zapsat jako

∫

γ

∇U · dsdsds = U(k.b. γ) − U(p.b. γ) ;

jde o variantu tvrzeńı “integrál derivace je př́ırustek funkce”.

Poznámky.

• Je-li Ω ⊂ R
n otevřená, znač́ı Ω uzávěr a plat́ı Ω = Ω ∪ ∂Ω, kde ∂Ω je

hranice.
• zdánlivě samozřejmý vzoreček

∫ b

a

g′(t) dt = g(b) − g(a) ,

nemuśı platit, předpokládáme-li pouze g spojitá v [a, b], g ′ je konečná a spo-
jitá v (a, b). Integrál vlevo totiž dle úmluvy chápeme vždy jako Lebesgue̊uv, a
g′ nemuśı být za výše uvedených předpoklad̊u Lebesgueovsky integrovatelná.
Vzoreček plat́ı, pokud g′ je nejen spojitá v (a, b), ale má nav́ıc spojité rozš́ı̌reńı
do krajńıch bod̊u. To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice. Je-li Ω ⊂ R
n otevřená, ř́ıkáme, že f je C1 v Ω, jestliže ∂f

∂xj
existuj́ı

a jsou spojité v Ω, a nav́ıc maj́ı spojité rozš́ı̌reńı do Ω.

Poznámka. Ve zbytku kapitoly se omeźıme na situaci v R
2. (Některá

zobecněńı do vyšš́ıch dimenźı uvedeme v př́ıst́ı kapitole; nejsou př́ımočará.)

Definice. Je-li γ křivka v R
2, normálovým vektorem nnn(xxx) v bodě xxx ∈ γ

rozumı́me jednotkový vektor, kolmý na tečný vektor TTT (xxx). (Neńı definován
tam, kde neńı definován TTT ; je určen až na znaménko.)

Poznámka. Je-li (α, β) vektor v R
2, pak (−β, α) vznikne otočeńım o π/2

proti směru hodinových ručiček, zat́ımco (β,−α) je čtvrtotáčka ve směru
hodinových ručiček.
Úmluva: ,,v kladném smyslu” znamená ,,proti směru hodinových ručiček”.
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Definice. Divergence resp. rotace pole FFF : R
2 → R

2 se definuje jako

divFFF =
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
, rotFFF =

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
.

Věta 16.5. [Gaussova.] Nechť Ω ⊂ R
2 je ,,rozumná” oblast, FFF : Ω → R

2 je
C1. Nechť ∂Ω je zobecněná křivka. Potom

∫

Ω

divFFF dλ2 =

∫

∂Ω

FFF ·nnn ds ,

kde nnn je normála k ∂Ω, směřuj́ıćı ven z Ω (vněǰśı normála.)

16.6. [Greenova.] Nechť Ω ⊂ R
2 je ,,rozumná” oblast, GGG : Ω → R

2 je C1.
Nechť ∂Ω je zobecněná křivka, orientovaná tak, že ob́ıhá kolem Ω v kladném
smyslu. Potom

∫

Ω

rotGGGdλ2 =

∫

∂Ω

GGG · dsdsds .

Lemma 16.3. Nechť Ω ⊂ R
2 je oblast, FFF : Ω → R

2 je C1, a FFF má v Ω
potenciál.
Potom rotFFF = 0 v Ω.

Poznámka. Zaj́ımavěǰśı je obrácené tvrzeńı, tj. podmı́nka rotFFF = 0 (v
praxi lehce ověřitelná) implikuje existenci potenciálu. Neobejde se však bez
dodatečné podmı́nky na Ω.

Definice. Řekneme, že oblast Ω ⊂ R
2 je jednoduše souvislá, má-li následuj́ıćı

vlastnost: je-li γ ⊂ Ω uzavřená (zobecněná) křivka, tak množiny, které γ
ohraničuje, lež́ı též v Ω.
Ekvivalentně: γ lze spojitě stáhnout do bodu, aniž opust́ıme Ω.

Př́ıklady. 1© B = {x2 + y2 < 1} je jednoduše souvislá.
2© Ω = R

2 \B je souvislá, ale ne jednoduše.
3© konvexńı množina je vždy jednoduše souvislá. R

2 s vynechanou polo-
př́ımkou je jednoduše souvislá množina.

Věta 16.7. Nechť Ω ⊂ R
2 je jednoduše souvislá oblast, FFF : Ω → R

2 je C1,
a rotFFF = 0 v Ω.
Potom FFF má v Ω potenciál.

Poznámka. Předpoklad jednoduché souvislosti nelze vynechat:

FFF = ( −y
x2+y2 ,

x
x2+y2 )

je C1 v Ω = R
2 \ {000}, splňuje zde rotFFF = 0, přesto nemá v Ω potenciál.

Sporem - nechť FFF = ∇U , potom d́ıky Lemmatu 16.2. je integrál z FFF po
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každé uzavřené křivce roven nule. Ovšem snadno spoč́ıtáme, že integrál po
kružnici ob́ıhaj́ıćı počátek je nenulový.
Na každé jednoduše souvislé podmnožině Ω̂ ⊂ Ω potenciál ovšem existuje;
např. pro Ω̂ = {x > 0} máme U = arctg(y/x).
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