18. DIFERENCIALNI FORMY.

Definice. Necht V' je vektorovy prostor nad R dimenze n. Vnéjsi soucin se
fidi néasledujicimi pravidly (u, v, w € V, a € R):

(0)

(av) ANv=uA (av) = a(u A v)
(i) distributivni zékon:
uN(v+w)=uAv+uAw
(u+v)ANw=uAw+vAw
(i) asociativni zdkon:
(uAV)ANw=uA (vAw)
(iii) antikomutativita:
uANv=—(vAu)
Pozorovani. Je u A u = 0 pro Yu € V. Obecnéji plati:
ul/\u2/\---/\uk:0,

praveé kdyz vektory uq, ..., u; jsou linearné zavislé.

Definice. Pro k£ < n definujeme
Ak(V) = Lin{v1 A ANug; v € V} )

Prvky A*(V) se nazyvaji k-vektory. Zjevns A}(V) = V. Klademe A°(V) = R.
Tzv. Grassmanova algebra nad V je

Lin( | JA*(V)).

Poznamky.

e Nem4 smysl definovat A¥(V) pro k > n = dim(V'), nebot dle piedchoziho
pozorovani jsou vSechny k-vektory pro k£ > n nulové.

o AK(V) je vektorovy prostor — prvky lze séitat, odéitat, nasobit skaldrem

o A*(V) je algebra — vektorovy prostor, jehoz prvky lze navic néasobit.

Jina definice. Nechf ey, ..., ¢, je baze V. Mnozina multiindext stupné k,
k<mnje

I(k,n)={a=(a1,...,ax); 1<y <as<--<ag<n}.
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Pro o € I(k,n) zna¢ime
€a = €Cay Neay N+ Neg, .

Potom

{ea; a € I(k,n)}
je baze A¥(V). Speciélng dim A*(V) rovné se pocet prvki I(k,n), tj. (}).

Piiklad. u = (1,0,2,3), v = (—=1,0,0,1) € R Necht ¢; je kanonicka baze.
Potom

uNv=(er+2e3+ 3eq) A (—e1 + e4) = 4e1s + 2e13 + 2e34 .

7’ 2 4 .
Béaze A (R ) je zde {6’12, €13, €14, €23, €24, 634}-

Lemma 18.1. Necht {v; }5_, a {u;}7_, spliiuji v; = Zle aj;u, kde A = {a;;}
je matice k£ x k. Potom

v A A = (det A) ug A Ay

Poznémka. Plati dokonce: necht {v;}¥_, jsou LN, {u;}*_, jsou LN. Potom
Lin{vy, ..., vt} = Lin{uy, ..., uy}
praveé kdyz existuje A € R, A # 0 takové, ze

VA Avg=Au A+ Aug.

Definice. V dalsim se vyskytuje vektorovy prostor
T*(R") = Lin{dxy, ... ,dx,}.

Vektory dzxy, dxs (nékdy piseme dzx, dy, nebo dt, du) se odvozuji od promén-
nych daného prostoru; maji vyznam diferencialu.

Definice. Necht O C R" je oteviend mnozina. Diferencidlni formou fadu k
v O rozumime C* zobrazeni w : O — A*(T*(R")). Tj. (formalni soudet)

b= Y wdr,. 1)

acl(k,n)

kde w : O — R jsou C funkce, a dz, = dzs, N --- Adx,, jsou k-vektory.
E*(0) zna¢i mnozinu viech forem fadu k v O.

Priklady. O w = ze" Y dx A dy € E*(R?)

2



@ w = (z1 — 19)dx123 — 71 sinw3dz1ys € E3(R®)

Poznamky.

e E°(Q) ztotoznujeme se skaldrnimi funkcemi z O do R.

e w € EF'(R") m4 obecny tvar w = Z?Zl w;dxj, tj. 1ze ji povazovat za funkci
z O do R" se slozkami wy, ...w,.

e obecnd w € E¥(R™) ma (}) slozek w,, € I(k,n).

Definice. Vngjsi diferencidl d formy w € E*(O) definujeme takto:
1. pro w € E°(O), tj. skalarni funkci, klademe

2. pro w € E*(O) obecnou, tj. ve tvaru (1) vyse, klademe

dw = dwy) Ndzx, = %dm Adx,, .
> () > (3 R,
j

a€l(k,n) a€l(kn) \j=1

Piiklady. D w = ze* Vdr Ady € ER3), dw = e Vdx Ady Ndz

@ W = (ZL‘l — l‘z)dl‘lgg — I Sil’ll‘3dl‘145, dw = I COS l‘3dl‘1345

@ w = Fidx+ Fydy, (F; jsou funkce proménnych z, y), dw = (% — aa—f;l)dx/\
dy,

Poznamky.

e operace d zvysuje fad formy o 1

e operace d je linedrni, tj. d(w +n) = dw + dn

e znamend dz; a) jeden z prvku 7*(R"), nebo b) diferencial aplikovany na
skaldrni funkci 217 Vyjde to nastejno, nebot dle b) je

" Oz
d(.ﬁ(]l) = E 8—;de = dﬂ?l .
j=1

Véta 18.1. Pro libovolnou formu 7 je d(dn) = 0.

Definice. Forma w € E*(O) se nazve:
1. uzaviena, jestlize dw = 0;
2. exaktni, jestlize existuje n € E*~1(0O) takova, Ze dn = w.

Poznamky.

e dle véty 18.1. exaktni = uzaviena

e opa¢nd implikace plati jen v nékterych O (napf. pro konvexni, jednoduché
souvislost obecné nestaci)



e situace je zobecnénim problému ”existence potencialu” vs. "nulovost ro-
tace”

Véta 18.2. [Gradované Leibnizovo pravidlo.] Necht w € E¥(O), n € EY(O).
Potom
dwAn) =doAn+ (—1)fwAdny.

Definice. Necht w € E'(O), kde O C R", tj. w méa tvar

Z WaldTo, N -+ Ndxy, .

acl(ln)

Necht Q C R” je oteviend, ® : 2 — R" je C™ zobrazeni, ®(Q) C O.
Potom definujeme formu ®*(w) € E'(Q) piedpisem

W)= > (Wao®) AdPo, A--- AdD,, .
acl(l,n)
Operace ®* se nazyva preneseni (”pullback”).

Priklady. O w = f(z,y)dx A dy, ® : (r,u) — (rcosu,rsinu) ... potom
O*(w) = f(rcosu,rsinu) rdr Adu

@ w = Fidzy + Fodry + Fzdrs, ¢ : R — R3 ... ¢*(w) = (Fo¢)-¢, kde
F = (Fl,FQ,F?,)

Lemma 18.2. Necht w € F*(0), kde O C R*, tj. w méa tvar
w= fdry N--- Ndxy .
Necht w C R je oteviend, ¢ : w — R¥ je hladké zobrazeni, ¢(Q2) C O. Potom
" (w)=(fod)Joduy A+ A duy.

(Proménné v ) zna¢ime uyq, ..., ug.)

Definice. S C R" se nazve k-plocha (pfipoustime 1 < k < n), pokud S =
$(2), kde 2 C R¥ je oblast (tj. je oteviena, souvisld), a ¢ : Q — S spliuje
(i) ¢ je C1, prosté

(ii) ¢_1 : S — Q je spojité

(iii) h(V¢) =k vsude v §2

Dvojice (¢, 2) se nazyva parametrizace plochy.

Definice. Necht S C R" je k-plocha. Integrél 1. druhu z funkce f : S — R

definujeme
/Sdek = /Q(foczﬁ) det(VoTVo)du .
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Specialné k-rozmérnou miru S definujeme
= / Vdet(VoTVo)du .
Q

Lemma 18.2. Necht A € R™** je matice se sloupci v; e R", j=1,... k.
Necht R(v1,...,v) je rovnobéZnostén, uréeny témito vektory. Potom

or(R(vr, ..., vp)) = 1/det(ATA).

Véta 18.3.! Nechf w, n € E*(0),a®:Q — O, ¥ : M — Q, kde O C R",
Q Cc R*, M C R®. Potom

L @ (w+mn) =& (w) + 2*(n)
2. P*(wAn) =% (w) A D*(n)

3 0@ (W) = (@0 1) ()
4. &*(dw) = dP*(w)
Poznamka. Je-liw € A*, n € Al je w A = (=1)"n A w. Specialng, skalary
jsou prvky A° a mohli bychom psat 2 Aw = w A 2; misto toho piseme prosté
2w.
Leibnizovo pravidlo (Véta 18.2) téz plati pro k = 0, tj. pro skalarni funkci f
a libovolnou formu 7 je

d(fn)=df An+fANdn.

Orientace. (Pfedbézna tivaha.) Necht S C R” je k-plocha, (¢, ), (¢, Qs)
jeji parametrizace. Potom existuje (jednozna¢né urceny) 6 : 2y — € diffeo-
morfismus takovy, ze 1 = ¢ o . Navic jakobian Jd neméni v €25 znaménko.

Definice. Rekneme, 7e parametrizace (¢, 1), (1,€) plochy S vyjadiuji
stejnou orientaci, pokud Jo > 0. Vyjadfuji opacnou, pokud Jé < 0 (v8ude v
)y). — 0 je difeomorfismus z predchozi tivahy.

Tim se vSechny parametrizace rozd€li na dvé tfidy; parametrizace z téze
t¥idy vyjadiuji stejnou orientaci. Parametrizace z rozdilnych tiid vyjadiuji
opacnou orientaci.

Plocha je orientovand, zvolim-li jednu z téchto ttid, kterou prohlasim za klad-
nou. Jeji prvky jsou parametrizace ”ve shodé” s orientaci plochy.

Definice. [Integral z formy.]

I1Bez diikazu ¢asti 3.



1. Necht w € E*(Q2), kde Q C R*. Tj. w = fduj A+ - -Aduy,. Potom klademe

[ o

integral vpravo chapeme jako Lebesgueiiv.

2. Necht S C R" je k-plocha, w € E*(O), kde O D S je oteviena mnoZina.

Potom definujeme
/ W= / ¢ (w),
5 )

kde (¢, () je libovolnd parametrizace ve shodé s orientaci S. Integral
vpravo je definovan ve smyslu predchoziho bodu.

Definice. Necht S; C R™ jsou k-plochy s parametrizacemi (¢;,Y;), i =
1,...,s. Retézcem (neboli zobecnénou k-plochou) rozumime (formalni) sumu

S
ci=Y nigy,
i=1

kde n; = +1. Integral pfes retézec definujeme

S
/w: E ni/w.

Poznamka. Retézec je sjednoceni S;, kde n; = +1 znadi, ze ¢ast S; bereme
s orientaci stejnou/opacnou jako je ta, kterou vyjadiuje parametrizace ¢;.

Definice. Pro krychli I = [0,1]* definujeme I; C R*"! jako prmét I do
roviny {z; = 0}. Zobrazeni ¢, , : [; — I,

ij,a(yly <. 'yk—l) = (yla cees QG '7yk—1) 72

kde 1 < j <k, a =0, 1 parametrizuji stény /. Okrajem I rozumime fetézec

oI = ZZ(—l)j’La%a-

j=1 a=0

Definice. Plocha S se nazve k-dimenzionalni singularni krychle, pokud exis-
tuje parametrizace (¢, Q) takova, ze Q = (0,1)".

2Konstanta « stoji na j-té pozici.



Pokud ¢ ma vlastnosti parametrizace na néjaké oteviené ) [0, 1]%, definu-
jeme okraj S jako Tetézec

1

0S = Z Z(—l)j+o‘¢ 0 Wi

=1 a=0

V tom ptipadé se S nazyva singularni krychle s okrajem. Vyse uvedeny roz-
klad dava 0S orientaci, ktera je ”sladénd” s orientaci S, urcenou pomoci

Véta 18.4.% [Obecna Stokesova véta.] Necht S C R™ je k-dimenzionalni
singularni krychle s okrajem 0S. Necht S a 0S maji sladéné orientace, a
w € EF¥1(0), kde O D S je oteviend. Potom

/dw:/ w.
s a8

Poznamka. Jde o velmi obecné tvrzeni, které jako specialni pfipad zahrnuje
napt. Lemma 16.2, Véty 16.5, 16.6 nebo 17.1.

3Bez diikazu.



