
19. Variačńı počet.

Definice. Nechť k ≥ 0 celé, a < b ∈ R. Definujeme

Ck([a, b]) =
{

ỹ|[a,b] : ỹ ∈ Ck(R)
}

;

C1
0([a, b]) =

{

y ∈ C1([a, b]) : y(a) = y(b) = 0
}

.

Důležitá konstrukce. Shlazovaćı funkce (molifiér, bump function, seřezá-
vaćı funkce) se definuje jako

ϕ(x) =

{

0 |x| ≥ 1

exp
(

1
x2−1

)

|x| < 1

Základńı vlastnosti ϕ:

• ϕ(x) ≥ 0 v R

• ϕ(x) = 0 pro |x| ≥ 1, ϕ(x) > 0 pro |x| < 1

• ϕ(x) ∈ C∞(R)

Seřezávaćı funkce nulová mimo (a − ε, a + ε) se dostane jako

ϕa,ε(x) = ϕ

(

x − a

ε

)

.

Lemma 19.1. [Slabá formulace diferenciálńı rovnice.]

1. Nechť u ∈ C([a, b]). Potom u ≡ 0 v [a, b], právě když

b
∫

a

u(x)h(x) dx = 0 ∀h ∈ C1
0 ([a, b]) .

2. Nechť w ∈ C1([a, b]), v ∈ C([a, b]). Potom −w′ + v ≡ 0 v [a, b], právě
když

b
∫

a

w(x)h′(x) + v(x)h(x) dx = 0 ∀h ∈ C1
0([a, b]) .
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Opakováńı. X se nazve normovaný prostor, jestliže X je vektorový prostor
(nad R), a každému x ∈ X je přǐrazena norma ‖x‖ tak, že plat́ı: (i) ‖x‖ = 0
právě když x = 0, (ii) ‖ax‖ = |a|‖x‖, (iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖; pro každé
x, y ∈ X, a ∈ R. Definujeme okoĺı

U(x0, δ) =
{

x ∈ X; ‖x − x0‖ < δ
}

P (x0, δ) = U(x0, δ) \ {x0}

Funkcionál Φ(x) : M ⊂ X → R je spojitý, pokud

(

∀x0 ∈ M
)(

∀ε > 0
)(

∃δ > 0
)

[

x ∈ U(x0, δ) ∩M =⇒ |Φ(x) − Φ(x0)| < ε
]

Definice. Nechť Φ(x) : M ⊂ X → R, kde X je normovaný prostor.

1. Nechť x0, h ∈ X. Limita (pokud existuje)

lim
t→0

1

t
[Φ(x0 + th) − Φ(x0)]

se nazývá Gâteaux̊uv diferenciál Φ v bodě x0 ve směru h. Znač́ı se
DΦ(x0; h).

Ekvivalentně je DΦ(x0; h) = ϕ′(0), kde ϕ(t) : R → R je definována
ϕ(t) = Φ(x0 + th).

2. Nechť x0 ∈ X. Existuje-li spojité lineárńı zobrazeńı A : X → R,
splňuj́ıćı

Φ(x0 + h) = Φ(x0) + A(h) + o(‖h‖), h → 0,

podrobněji

(

∀ε > 0
)(

∃δ > 0
)

[

h ∈ P (0, δ) =⇒

∣

∣

∣

∣

Φ(x0 + h) − Φ(x0) − A(h)

‖h‖

∣

∣

∣

∣

< ε
]

,

nazývá se Fréchet̊uv diferenciál Φ v bodě x0. Znač́ı se Φ′(x0).

Poznámky.
• pro X = R

n je Gâteaux̊uv diferenciál totéž co derivace ve směru; Fréchet̊uv
diferenciál totéž co totálńı diferenciál.
• plat́ı: Φ′(x0) existuje =⇒ DΦ(x0; h) existuje pro každé h ∈ X, a plat́ı
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DΦ(x0; h) = [Φ′(x0)](h).
• plat́ı: Φ′(x0) existuje =⇒ Φ je spojitý v bodě x0.
• d̊uležité: k existenci Φ′(x0) je nutné, aby množina M (=definičńı obor Φ)
obsahovala nějaké okoĺı x0 – dosti silný předpoklad. Existence DΦ(x0; h)
předpokládá pouze, že x0 + th ∈ M pro t dosti malé.

Definice. Nechť Φ(x) : M ⊂ X → R. Bod x0 ∈ M se nazve:

1. globálńı minimum, jestliže (∀x ∈ M)
[

Φ(x) ≥ Φ(x0)
]

;

2. lokálńı minimum, jestliže (∃δ > 0)(∀x ∈ U(x0, δ)∩M)
[

Φ(x) ≥ Φ(x0)
]

;

3. ostré lokálńı minimum, jestliže (∃δ > 0)(∀x ∈ P (x0, δ) ∩ M)
[

Φ(x) >

Φ(x0)
]

.

Analogicky se definuje maximum. Souhrnný název pro minimum/maximum
je ”extrém”.

Lemma 19.2. Nechť Φ(x) : M ⊂ X → R má v x0 ∈ M lokálńı extrém.
Nechť h ∈ X je takové, že DΦ(x0; h) existuje. Potom DΦ(x0; h) = 0.

Základńı úloha variačńıho počtu. Nalezeńı extrémů funkcionálu Φ(y) :
M ⊂ X → R, kde X = C1([a, b]),

Φ(y) =

b
∫

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

M =
{

y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B
}

.

(U)

Prostor C1([a, b]) je opatřený normou ‖y‖ = supx∈[a,b]

{

|y(x)| + |y′(x)|
}

.
Kĺıčovou roli nadále hraje funkce f = f(x, y, z) : R

3 → R, která funkcionál
”vytvář́ı”. Budeme značit fy = ∂f

∂y
, fz = ∂f

∂z
.

Věta 19.1. Je dána úloha (U). Nechť y0 ∈ M, h ∈ C1
0([a, b]) jsou libovolná.

Předpokládejme, že f ∈ C1. Potom existuje DΦ(y0; h) a plat́ı

DΦ(y0; h) =

∫ b

a

fy(x, y0(x), y′

0(x))h(x) + fz((x, y0(x), y′

0(x))h′(x) dx .
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Věta 19.1. [Euler-Lagrange.] Je dána úloha (U). Nechť y ∈ M je lokálńı
extrém. Předpokládejme nav́ıc, že y ∈ C2, f ∈ C2. Potom y splňuje v [a, b]
rovnici

−
d

dx

(

fz(x, y(x), y′(x))
)

+ fy(x, y(x), y′(x)) = 0 . (E.L.)

Definice. Předchoźı rovnice se nazývá Euler-Lagrangeova rovnice funkcio-
nálu Φ. Každé jej́ı řešeńı, nálež́ıćı do M (tj. splňuj́ıćı okrajové podmı́nky
y(a) = A, y(b) = B), nazýváme extremálou úlohy (U).

Př́ıklad. Φ(y) =
∫ π

0
(y′ + y)2 + 2y sin x dx, M = {y ∈ C1([0, π]); y(0) =

0, y(π) = 1
}

. E.L. rovnice je y′′ − y = sin x, jediná extremála y0(x) =
sinh x
sinhπ

− 1
2
sin x. Elementárně lze dokázat, že y0 je globálńı minimum.

Lemma 19.3. Nechť v(x) : R → R je spojitá v bodě x0. Potom

lim
ε→0+

1

2ε

x0−ε
∫

x0+ε

v(x) dx = v(x0) .

Věta 19.3.[Legendre.] Je dána úloha (U). Nechť y ∈ M je C2, f ∈ C2.
Potom

1. je-li y lokálńı minimum, je fzz(x, y(x), y′(x)) ≥ 0 pro ∀x ∈ (a, b);

2. je-li y lokálńı maximum, je fzz(x, y(x), y′(x)) ≤ 0 pro ∀x ∈ (a, b).

Poznámka. Souviśı s tvrzeńım: má-li ϕ(t) : R → R v bodě t = 0 lokálńı
minimum, je ϕ′′(0) ≥ 0. V pr̊uběhu d̊ukazu se odvod́ı druhý Gâteaux̊uv
diferenciál

D2Φ(y; h, h) =

∫ b

a

fyy(x, y, y′)h2 + 2fyz(x, y, y′)hh′ + fzz(x, y, y′)[h′]2 dx .

Lemma 19.4. Nechť f nezáviśı explicitně na x, tj. f = f(y, z). Potom
každé řešeńı E.L. rovnice řeš́ı také rovnici

−y′fz(y, y′) + f(y, y′) = K ,

kde K je vhodná konstanta.
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Definice. Nechť y ∈ M je extremála úlohy (U). Označme

P (x) = fzz(x, y(x), y′(x))

Q(x) = fyy(x, y(x), y′(x)) − [fyz(x, y(x), y′(x))]
′

Rovnice
[P (x)u′(x)]

′
− Q(x)u(x) = 0 (J)

(pro neznámou funkci u = u(x)) se nazývá Jacobiho rovnice, př́ıslušná dané
extremále.
Bod x̃ ∈ (a, b] se nazve konjugovaný bod rovnice (J), pokud existuje ne-
triviálńı (tj. ne identicky nulové) řešeńı u(x) takové, že u(a) = u(x̃) = 0.

Věta 19.4.1 [Jacobiho.] Nechť y ∈ C2([a, b]) je extremálou úlohy (U), nechť
f ∈ C3(R3). Nechť (J) je př́ıslušná Jacobiho rovnice, přičemž P (x) > 0 v
[a, b].

1. Je-li y lokálńı minimum, pak rovnice (J) nemá v intervalu (a, b) konju-
govaný bod.

2. Jestliže rovnice (J) nemá v intervalu (a, b] konjugovaný bod, je y ostré
lokálńı minimum.

Zrcadlová verze: P (x) < 0 v [a, b], maximum mı́sto minimum.

Variačńı úloha s vazbou. Hledáme extrémy funkcionálu Φ na množině
M, kde

Φ(y) =

b
∫

a

f(x, y(x), y′(x)) dx

M =
{

y ∈ C1
0 ([a, b]) : Ψ(y) = c

}

Ψ(y) =

b
∫

a

g(x, y(x), y′(x)) dx .

(V )

Věta 19.5.2 [Lagrange̊uv multiplikátor.] Nechť y ∈ M je lokálńı extrém
úlohy (V). Předpokládejme, že y ∈ C2, f , g ∈ C2, nav́ıc DΨ(y; h) 6= 0
alespoň pro jedno h ∈ C1

0([a, b]). Potom existuje λ ∈ R takové, že

DΦ(y; h) − λDΨ(y; h) = 0 ∀h ∈ C1
0([a, b]) (L)

1Bez d̊ukazu.
2Bez d̊ukazu.
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Použit́ı na úlohu (V). (L) tvrd́ı nulovost Gâteauxova diferenciálu pro
funkcionál

χ(y) =

∫ b

a

f(x, y, y′) − λg(x, y, y′) dx ,

tedy extrémy (V) řeš́ı odpov́ıdaj́ıćı E.L. rovnici

−
d

dx

(

fz(x, y, y′) − λgz(x, y, y′)
)

+ fy(x, y, y′) − λgy(x, y, y′) = 0

Poznámka. Srovnej s větou v R
n: nechť x je lokálńı extrém F : R

n → R

na množině M = {x ∈ R
n; G(x) = c}. Nechť vektor ∇G(x) je nenulový.

Potom existuje λ ∈ R takové, že ∇F (x) − λ∇G(x) = 000.
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