19. VARIACNI POCET.

Definice. Necht k > 0 celé, a < b € R. Definujeme
C*([a,b]) = {Gliay : 7€ CHR)} ;
Co([a,b]) = {y € C'([a,b]) : y(a) =y(b) =0} .

Dulezitd konstrukce. Shlazovaci funkce (molifiér, bump function, sefeza-
vaci funkce) se definuje jako

90(:1:>:{ ! |f|21

exp (x2_1) lz| <1

Zékladni vlastnosti ¢:
o p(x)>0VvR
e o(z) =0pro |z| > 1, p(x) >0 pro |z| < 1
o o(x) € C*(R)

Setezavaci funkce nulovd mimo (a — €, a + €) se dostane jako

Pae() = ¢ (x - a) :

Lemma 19.1. [Slaba formulace diferencidlni rovnice. |

1. Necht u € C([a,b]). Potom v =0 v [a, b], pravé kdyz

b
/u(:p)h(x) dr =0  VYheCy(a,b]).

a

2. Necht w € Cl([a,b]), v € C([a,b]). Potom —w’' +v =0 v [a,b], prave
kdyz

/w(x)h'(x) +o(x)h(z)de =0  Vh e Cy([a,b]).



Opakovani. X se nazve normovany prostor, jestlize X je vektorovy prostor
(nad R), a kazdému z € X je pfitazena norma ||z|| tak, ze plati: (i) ||z|| =0
privé kdyz = = 0, (i) [|laz]| = |al o], (iii) 2 + ]| < [l2] + y]; pro kezde
x,y € X, a € R. Definujeme okoli

U(zo,8) = {z € X; ||z — x| <4}
P(x0,0) = U(xo,0) \ {0}

Funkciondl ®(x) : M C X — R je spojity, pokud

(Vao € M) (Ve > 0) (36 > 0) [x € U(xg,0) "M = [P(x) — P(xg)| < €

Definice. Necht ®(z) : M C X — R, kde X je normovany prostor.

1. Necht zy, h € X. Limita (pokud existuje)
1
111% i [®(x0 + th) — P(x0)]

se nazyva Gateauxuv diferencial ® v bodé xg ve sméru h. Znadci se

D®(xg; h).
Ekvivalentné je D®(zg;h) = ¢'(0), kde ¢(t) : R — R je definovéna
o(t) = ®(xg + th).

2. Necht zy € X. Existuje-li spojité linedrni zobrazeni A : X — R,
spliiujici

®(zo + h) = ®(x0) + A(h) +o([[R]}),  h—0,
podrobnéji

Oz + ) — B(zo) — A(h)
[

(ve > 0)(30 > 0) [n e P(0,0) —

=l
nazyva se Fréchetuv diferencidl ® v bodé zy. Znaci se &' (zg).

Poznamky.

e pro X = R" je Gateauxuv diferencial totéz co derivace ve sméru; Fréchetuv

diferencial totéz co totalni diferencidl.

e plati: ®'(xy) existuje = D®P(xp;h) existuje pro kazdé h € X, a plati
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D(ao; h) = [ ())(h).

e plati: ®'(x() existuje = & je spojity v bodé x.

e dulezité: k existenci ®'(z) je nutné, aby mnozina M (=defini¢ni obor ®)
obsahovala néjaké okoli zy — dosti silny predpoklad. Existence D®(xq;h)
predpoklada pouze, ze x¢ + th € M pro t dosti malé.

Definice. Necht ®(z) : M C X — R. Bod x5 € M se nazve:

1. globaln{ minimum, jestlize (Vo € M)[®(z) > @(xo)};

2. lokdln{ minimum, jestlize (36 > 0)(Va € U(zo, 6) N M) [®(z) > q)(xo)};

3. ostré lokdln{ minimum, jestlize (36 > 0)(Vz € P(zo,6) N M)[®(z) >
q)(xo)].

Analogicky se definuje maximum. Souhrnny ndzev pro minimum/maximum
je "extrém”.

Lemma 19.2. Necht ®(z) : M C X — R md v 2y € M lokéln{ extrém.
Necht h € X je takové, ze D®(zo; h) existuje. Potom D®(zo;h) = 0.

Zakladni tloha variaéniho poctu. Nalezeni extrému funkciondlu ®(y) :
M C X — R, kde X = C%([a,b]),

P(y) = /f(:v,y(x),y’(xﬂ d U)

M = {y € CY([a,b]) : y(a) = A, y(b) = B} )

Prostor C*([a, ]) je opatieng normou [ly|| = sup,c(, ; {|y(x)| + Iy/(2)]}.
Klicovou roli nadédle hraje funkce f = f(z,y,2) : R® — R, ktera funkciondl
"vytvaii”. Budeme znacit f, = g—]yc, f.= %.

Véta 19.1. Je déana tloha (U). Necht yy € M, h € C([a, b]) jsou libovolna.
Predpoklddejme, ze f € C1. Potom existuje D®(yo; h) a plati

D®(yo; h) = / (@, yo(x), yo(2)) (@) + f((z, yo(x), yo () (z) d



Véta 19.1. [Euler-Lagrange.] Je ddna tloha (U). Necht y € M je lokdln{
extrém. Pfedpokladejme navic, ze y € C?, f € C?. Potom y splije v [a, b]
rovnici

—%(fz@,y(:c),y'(x))) + fy(z,y(2),y/(x)) =0.  (E.L.)

Definice. Ptedchozi rovnice se nazyva Euler-Lagrangeova rovnice funkcio-
nélu ®. Kazdé jeji feseni, nalezici do M (tj. spliujici okrajové podminky
y(a) = A, y(b) = B), nazyvame extremalou tlohy (U).

Priklad. ®(y) = [, (v +)* + 2ysinzdz, M = {y € C*([0,7]); y(0) =
0, y(m) = 1}. E.L. rovnice je y” — y = sinz, jedind extremédla yo(z) =

sinhz L gin 2. Elementérné lze dokdzat, Ze i je globalni minimum.
sinh 7 2 )

Lemma 19.3. Necht v(z) : R — R je spojita v bodé xy. Potom
lim — / v(x)dr = v(xg) .

Véta 19.3.[Legendre.] Je ddna tloha (U). Necht y € M je C?, f € C?
Potom

1. je-li y lokdlni minimum, je f,.(x,y(z),y'(z)) > 0 pro Vz € (a,b);
2. je-li y lokédlni maximum, je f..(x,y(x),y'(z)) <0 pro Vz € (a,b).
Poznamka. Souvisi s tvrzenim: mé-li p(t) : R — R v bodé ¢ = 0 lokalni

minimum, je ¢”(0) > 0. V prubéhu dukazu se odvodi druhy Gateauxuv
diferencial

b
lﬂ@@ﬁth==/mﬂwuu%y3h2+2ﬂﬂ@a%y3hﬁ%tﬁxxwhyﬂﬁfdw-

Lemma 19.4. Necht f nezdvisi explicitné na z, tj. f = f(y,2). Potom
kazdé teseni E.L. rovnice fesi také rovnici

' (v, 9)+ flyy) = K,

kde K je vhodna konstanta.



Definice. Necht y € M je extremdla tlohy (U). Ozna¢me

P(z) = fe(z,y(2), 4 (z))
Q@) = fyy(w,y(2),y'(2)) = [fye (2, y (), ¢/ ()]
Rovnice
[P(2)d(2)] = Qz)u(z) =0 (J)
(pro nezndmou funkei v = u(z)) se nazyva Jacobiho rovnice, piislusnd dané
extremale.

Bod Z € (a,b] se nazve konjugovany bod rovnice (J), pokud existuje ne-
trividlni (tj. ne identicky nulové) feseni u(x) takové, ze u(a) = u(z) = 0.

Véta 19.4.1 [Jacobiho.] Necht y € C?([a, b]) je extremdlou tilohy (U), necht
f € C3(R3). Necht (J) je pifslusnd Jacobiho rovnice, pficemz P(z) > 0 v
[a, b].

1. Je-li y lokdlni minimum, pak rovnice (J) nemd v intervalu (a, b) konju-

govany bod.

2. Jestlize rovnice (J) neméd v intervalu (a, b] konjugovany bod, je y ostré
lokalni minimum.

Zrcadlova verze: P(x) < 0 v [a,b], maximum misto minimum.

Variacéni tloha s vazbou. Hledame extrémy funkcionalu ® na mnoziné

M, kde
B(y) = / f(y(@), o (@) de

M={yeCy(la,b]) : ¥(y)=c} (V)

b

W(y) = / 9o, y(2), ¢/ (¢)) da

a

Véta 19.5.2 [Lagrangetv multiplikdtor.] Necht y € M je lokdln{ extrém
tlohy (V). Predpokladejme, ze y € C?, f, g € C? navic DU(y;h) # 0
alespoii pro jedno h € C}([a, b]). Potom existuje A € R takové, ze

Da(y; ) ~ADU(;h) =0 VheCllal) (L)

1Bez dikazu.
2Bez diikazu.




Pouziti na dlohu (V). (L) tvrdi nulovost Gateauxova diferencidlu pro
funkcionél

b
X(y) = / fl@y.y) = Ag(@,y,y') de,
tedy extrémy (V) fesi odpovidajici E.L. rovnici

d

- (fz,y,9) = Aga(2,9,9) + fy(2,u.9) — Agy(z,y,y') =0

Poznamka. Srovnej s vétou v R™: necht z je lokdlni extrém F : R® — R
na mnoziné M = {r € R"; G(x) = c¢}. Necht vektor VG(z) je nenulovy.
Potom existuje A € R takové, ze VF(x) — A\VG(z) = 0.



