
Dodatek ke kapitole 20.

Nechť f je spojitá v omezeném, uzavřeném intervalu [a, b]. Potom f je zde
omezená. — Zobecněńım této věty (prvńı semestr) je následuj́ıćı

Věta A. Nechť f je spojitá v intervalu (a, b), ne nutně omezeném. Nechť
limity

lim
x→a+

f(x) , lim
x→b−

f(x) (1)

jsou konečné. Potom f je omezená v (a, b).

D̊ukaz. Sporem: neńı-li omezená, pak ∀n ∈ N ∃xn ∈ (a, b) tak, že |f(xn)| >
n. Tedy

|f(xn)| → ∞ , n → ∞ . (2)

BÚNO posloupnost {xn} má limitu; jsou tři možnosti:

1. xn → x0 ∈ (a, b), potom f(xn) → f(x0) ∈ R – spor s (2).

2. xn → a (zleva), pak je ale (2) ve sporu s konečnost́ı limity v (1)

3. xn → b (zprava) analogicky

�

Věta B. Nechť f je po částech spojitá funkce. Potom

lim
n→∞

∫

2π

0

|Ff,n(x) − f(x)|2 dx = 0 . (3)

D̊ukaz. 1. KROK. Nechť nejprve f je spojitá, po částech C1. Podle Věty
20.2 je Ff,n(x) → f(x) pro každé x.
Dle Věty 20.6 splňuj́ı Fourierovy koeficienty |ak|+ |bk| ≤ c/k2. Podle Weier-
strassovy věty konverguje Fourierova řada stejnoměrně, (srovnej d̊ukaz Věty
20.5). Tedy Ff,n(x) ⇉ f(x), odtud |Ff,n(x) − f(x)|2 ⇉ 0, a tedy (3) plat́ı
(viz Věta 13.2 v minulém semestru.)

2. KROK. Nechť f je libovolná, po částech spojitá. Zvolme ε > 0 libovolně.
Vezměme funkci g, která je spojitá, po částech C1, a přitom

∫

2π

0

|f(x) − g(x)|2 dx < ε . (4)

Funkci g sestroj́ıme tak, že v intervalech, kde f je spojitá, vedeme g velmi
bĺızko f , skoky v nespojitostech aproximujeme velmi strmou úsečkou. Viz
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obrázek na konci. T́ım je integrál (4), který odpov́ıdá ploše mezi grafy f a
g, tak malý, jak potřebujeme.
Dı́ky nerovnosti 2ab ≤ a2 + b2 máme

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ac ≤ 3(a2 + b2 + c2) .

Tedy

∫

2π

0

|Ff,n(x) − f(x)|2 dx

≤

∫

2π

0

(

|Ff,n(x) −Fg,n(x)| + |Fg,n(x) − g(x)| + |g(x) − f(x)|
)2

dx

≤ 3

∫

2π

0

|Ff,n(x) −Fg,n(x)|2 + |Fg,n(x) − g(x)|2 + |g(x) − f(x)|2 dx

= 3(I1 + I2 + I3) .

Zde Fg,n(x) znač́ı n-tý částečný součet Fourierovy řady funkce g.
Dı́ky (4) je I3 < ε. Podle KROKU 1 je I2 < ε, pokud n je dost velké.
V d̊ukaze Věty 20.4 jsme mimo jiné dokázali, že

∫

2π

0

|Ff,n(x)|2 dx ≤

∫

2π

0

|f(x)|2 dx ,

a tedy

∫

2π

0

|Ff,n(x) − Fg,n(x)|2 dx =

∫

2π

0

|Ff−g,n(x)|2 dx ≤

∫

2π

0

|f(x) − g(x)|2 dx .

Zde Ff−g,n(x) znač́ı n-tý částečný součet Fourierovy řady funkce f−g; použili
jsme zřejmou identitu Ff−g,n(x) = Ff,n(x) −Fg,n(x).
Tud́ıž I1 < ε d́ıky (4).

Celkem tedy
∫

2π

0

|Ff,n(x) − f(x)|2 dx ≤ 9ε ,

pokud n je dost velké. Protože ε lze volit libovolné, d̊ukaz (3) je hotov. �
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