Série 5 - termin ¢tvrtek 27. brezna 2025
(D) Ukazte, ze tplnost R implikuje axiom suprema.
2) Definujeme vzdélenost bodu a od mnoziny B jako

d(a, B) = inf{d(a,b); b € B}
obecnéji, vzdalenost mnozin A, B jako
d(A, B) = inf{d(a,b); a € A, b€ B}

Predpokladejte, ze B je uzaviena mnozina. Ukazte, Ze:
(i) d(a, B) = 0 prave kdyz a € B;
(ii) obecnéji, je-li A kompaktni, pak d(A, B) = 0 prave kdyz A C B
(iii) Ukazte, ze predpoklady nelze oslabit: existuji (dokonce uzaviené) disjunktni A, B

takové, ze d(A, B) = 0.

®3) Necht f: X — D je spojité zobrazeni, pricemz D je diskrétni prostor (tj. obecné feceno,
jednobodové mnoziny jsou v D oteviené).

Ukazte, ze f je nutné konstantni na souvislych podmnozindch X (specidlné, je tedy kon-
stantni na komponentach X).

@ Necht @ C P je hustd v P, necht P C X je hustd v X. Potom @ je hustd v X.

Viz téz napovédu na strané 2.



ad 1) Necht M C R je neprdzdnd, shora omezena. BUNO M nemé4 nejvétsi prvek (jinak
jsme hotovi - pro¢?) Zvolme b; < a; takové, ze a; je horni odhad M, zatimco by neni
horni odhad M.

Déle postupuji indukei: poloz ¢, = (a, + b,)/2. Pokud ¢, je horni odhad, kladu
Qpi1 = Cp, bpy1 = by, v opacném piipade . ..

Posloupnost a,, je cauchyovska, tedy diky tuplnosti ma limitu, ktera je horni odhad a
musi to byt nejmensi horni odhad (proc?).
ad 2) (i) Vyjdéte z toho, ze pokud inf M = 0, existuji y,, € M tak, ze y,, — 0.

(iii) Uvazte vhodné (neomezené) kiivky v roviné

ad 3) Tedy jednobodové mnoziny jsou v D obojetné a jejich vzory ...(viz Exercise 4,
Lecture 3).

ad 4) Pro dané xy € X existuji (z hustoty P) body p, € P takové, ze p,, — xo. Ty vhodné
nahradim blizkymi body ¢, € Q, diky hustoté Q v P.



